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Resumo

O presente projeto visa investigar o escoamento de fluidos magnéticos em geometria axissi-
métrica tanto do ponto de vista teórico como experimental. Os experimentos serão realiza-
dos por meio do escoamento em tubo capilar, em regimes de baixo números de Reynolds,
instalado numa bancada do tipo bomba de seringa. Os modelos teóricos propostos são
resolvidos com um método de solução baseado em expansões assintóticas regulares bem
como por integração numérica com discretização do domínio. As equações governantes
são adimensionalizadas de forma apropriada para a identificação dos parâmetros físicos
adimensionais do problema como o número de Péclet, a fração volumétrica de partícula
e o parâmetro adimensional de campo efetivo aplicado. Os resultados teóricos de perfis
de velocidade, perfis de magnetização e quantidades mais globais do escoamento como a
viscosidade relativa e a viscosidade aparente na parede serão comparados com as medidas
experimentais da bancada bomba de seringa. Observou-se uma boa concordância da solu-
ção numérica com os resultados experimentais mediante uma calibração dos parâmetros.
Uma comparação com medidas experimentais em um rêometro de disco rotativo indicou
concordância no regime de campos fracos. Para campos moderados, verificou-se um me-
nor efeito magnetoviscoso no tubo capilar, indicando a presença de efeitos decorrentes do
gradiente de taxa de cisalhamento.

Palavras-chaves: Ferrofluido, reologia, tubo capilar , efeito magnetoviscoso.
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Abstract

The present work aims to investigate the flow of a magnetic fluid in axial symmetry
through both theoretical and experimental approaches. The experiments are performed
by means of a capillary tube flow, installed in a syringe pump experimental setup at low
Reynolds number. The proposed theoretical models are investigated with a perturbation
method based on a regular asymptotic solution, as well as numerical integration. The
equations are made dimensionless in order to identify the physical dimensionless numbers
such as the Péclet number, the particle volume fraction and the dimensionless parameter
of effective applied magnetic field. The theoretical and experimental results are compared
by means of the velocity and magnetization profiles, as well as more global quantities such
as the wall viscosity and the relative viscosity. The numerical solution recovered well the
experimental results at low Péclet number. A comparison between experimental results in
capillary flow and rotating disk rheometer indicated a good agreement for weak magnetic
fields. For moderate fields, the capillary tube measured a lower magnetoviscous effect,
indicating the influence of the gradient of shear rate.

Key-words: Ferrofluid, rheology, capillary tube, magneto viscous effect.
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1 INTRODUÇÃO

1.1 Fluidos Magnéticos

Fluidos magnéticos, também chamados de ferrofluidos, são suspensões de partí-
culas nanométricas magnéticas em um fluido base regular. Cada partícula é como um
pequeno imã, que responde a ação de um campo externo e transmite momento para o
fluido base. Inicialmente, foi desenvolvido pela NASA em 1965 para ser usado como um
combustível de baixa viscosidade em ambientes de micro-gravidade (STEPHEN, 1965).
No entanto, a possibilidade de controlar seu movimento e suas propriedades externamente
motivaram uma série de estudos e aplicações nas últimas décadas (RINALDI et al., 2005;
RAJ; MOSKOWITZ, 1990).

Do ponto de vista microscópico, um ferrofluido é uma suspensão coloidal de partí-
culas magnéticas com diâmetro típico de 10 nm, dotadas de um único domínio magnético,
imersas em fluido base newtoniano não magnético. A adição de surfactantes à suspensão
previne a agregação de partículas, garantindo sua estabilidade mesmo sob a ação de cam-
pos magnéticos intensos. As partículas magnéticas são normalmente de magnetita (Fe3O4),
mas podem ser de vários outros elementos ferromagnéticos como cobalto, manganês e hól-
mio. Quanto ao fluido base, este normalmente é um solvente orgânico como o óleo mineral
e a querosene, mas também é possível sintetizar uma suspensão aquosa (ODENBACH,
2009).

A modelagem da hidrodinâmica de fluidos magnéticos combina a mecânica dos
fluidos de suspensões coloidais com as equações do eletromagnetismo. A interseção destas
áreas para um fluido magnético não condutor, ausente da ação de campos e correntes
elétricas, define a área da Ferrohidrodinâmica (FHD) (CUNHA, 2002; ROSENSWEIG,
2013). Essa área contrasta com a Magnetohidrodinâmica (MHD), em que o fluido mag-
nético é substituído por um fluido condutor sob a ação da força de Lorentz.

Na ausência de campos aplicados, a agitação térmica (i.e. movimento browniano)
orienta os dipolos magnéticos das partículas aleatoriamente, de modo que não há magne-
tização média e o fluido se comporta como uma suspensão ordinária. Quando um campo
magnético externo é aplicado, os dipolos passam a sofrer a ação de forças magnéticas pro-
venientes de gradientes de campo, e torques magnéticos provenientes do desalinhamento
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entre o dipolo e o campo. As partículas então propagam essa ação para o fluido base por
meio de tensões extras, gerando um tensor de tensões para o fluido contínuo equivalente

𝜎 = 𝜎ℎ + 𝜎𝑚 , (1.1)

em que a 𝜎ℎ é o tensor de tensões puramente hidrodinâmico e 𝜎𝑚 é a contribuição
magnética (CUNHA, 2002). O tensor de tensões equivalente não pode ser deduzido de
maneira absoluta das equações de balanço, pois necessita de modelos constitutivos que
descrevem o comportamento do material. A formulação de 𝜎𝑚 constitui um dos problemas
de fechamento da hidrodinâmica de fluidos magnéticos. Para suspensões concentradas,
as interações hidrodinâmicas e magnéticas entre as partículas passam a ser relevantes,
podendo inclusive gerar flutuações de velocidade das partículas.

Quanto ao eletromagnetismo, as equações fundamentais são as equações de Maxwell
no regime magnetostático, em que não há ação de campos e correntes elétricas, nem a
presença de cargas. Para fechar a formulação, é necessário um modelo constitutivo para
a magnetização do fluido magnético. Devido ao acoplamento entre a hidrodinâmica e o
magnetismo, a magnetização passa sofrer a ação da vorticidade, que pode desalinhar a
magnetização em relação ao campo. Como reação, surgem torques restauradores que ten-
dem a trazer a magnetização de volta para a condição de equilíbrio. O comportamento
temporal da magnetização passa a depender da competição entre esses diversos efeitos.

A equação de evolução da magnetização é o ponto menos estabelecido da hidrodi-
nâmica de fluidos magnéticos. Uma teoria completa derivada do comportamento micros-
cópico não está disponível, de modo que os modelos existentes fazem uso de argumentos
fenomenológicos. A primeira equação de evolução da magnetização foi proposta por Shlio-
mis (1971). Esta equação possui uma validade limitada em regimes diluídos e próximos do
equilíbrio. Martsenyuk, Raikher e Shliomis (1973) e Kroh e Felderhof (1987) propuseram
novos modelos na tentativa de compatibilizar com os resultados experimentais (PATEL;
UPADHYAY; MEHTA, 2003; BACRI et al., 1995; SCHUMACHER et al., 2003). Neste
trabalho utiliza-se uma equação evolutiva baseada no modelo de Shliomis (1971) esten-
dido com uma derivada material Oldroyd-Maxwell, de modo a preservar a objetividade
da equação constitutiva.

A relação complexa entre as grandezas eletromagnéticas e hidrodinâmicas leva a
necessidade de investir na caracterização reológica de suspensões magnéticas, tanto do
ponto de vista teórico quanto experimental. Nesse sentido, a reometria têm um papel
essencial, pois modelos constitutivos são testados em escoamentos simples como cisalha-
mento linear, quadrático ou oscilatório. De modo geral, pode se separar o efeito magnético
nos fluidos magnéticos em duas componentes principais: a ação de gradientes de campo
magnético, explorada em processos de separação magnética (CUNHA; SOBRAL, 2004)
e redução de arrasto em tubos (ROSA; GONTIJO; CUNHA, 2016); e a ação de torques
internos decorrentes do desalinhamento entre a magnetização e o campo magnético. Este
último é o enfoque deste trabalho. No cisalhamento entre placas paralelas de um fluido
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magnético submetido a um campo magnético uniforme perpendicular às placas, a vortici-
dade tende a desalinhar a magnetização da posição de equilíbrio, dando origem a torques
restauradores. Essa competição aumenta a dissipação viscosa, levando ao chamado efeito
magnetoviscoso (ODENBACH; THURM, 2002). Essa viscosidade extra é comumente cha-
mada de viscosidade rotacional, e para o exemplo em questão é definida como

𝜂𝑟 = 𝜇𝑜𝐻𝑦𝑀𝑥

2�̇�
, (1.2)

em que 𝐻𝑦 é o campo aplicado, 𝑀𝑥 é a componente da magnetização perpendicular ao
campo, 𝜇𝑜 é a permeabilidade magnética no vácuo e �̇� é a taxa de cisalhamento (ROSA,
2014).

O efeito magnetoviscoso foi verificado experimentalmente primeiro por McTague
(1969). No entanto, os experimentos apresentaram incrementos de viscosidade uma ordem
de grandeza maiores que aqueles previstos teoricamente, embora recuperem o comporta-
mento qualitativo (PATEL; UPADHYAY; MEHTA, 2003). A hipótese geralmente adotada
nos modelos teóricos de ausência de interação dipolar e monodispersidade não é apropri-
ada para a maioria dos ferrofluidos comerciais. Na realidade, as partículas magnéticas
interagem formando cadeias e agregados que intensificam a viscosidade do fluido. Oden-
bach (2003) mostrou ainda que a polidispersidade da suspensão é determinante e que as
partículas de maior diâmetro são as únicas capazes de formar estruturas. Estes resultados
são fundamentais para orientar o síntese de ferrofluidos comerciais.

No escoamento em tubos capilares, o fenômeno adquire alguma complexidade adi-
cional, pois existe um gradiente de taxa de cisalhamento. Para um campo aplicado longi-
tudinal ao tubo, uniforme e constante, o efeito magnetoviscoso sempre leva a um aumento
do gradiente de pressão, mantida a vazão constante. Mas caso o campo aplicado seja va-
riado no tempo com uma frequência suficientemente alta, pode se obter uma viscosidade
"negativa". Primeiramente verificado por Bacri et al. (1995), existe na realidade a con-
versão de energia magnética em energia cinética, reduzindo o gradiente de pressão. Neste
trabalho, nos restringimos a um campo uniforme e constante, de modo a observar mais
claramente a importância de cada força atuante no fenômeno.

A presença de um gradiente de taxa de cisalhamento pode dar origem a efeitos
adicionais não observados no cisalhamento simples. Andhariya et al. (2008), Hajiani e
Larachi (2013), Nowak e Odenbach (2016) observaram variações na efeito magnetoviscoso
com o diâmetro do tubo capilar e desvios no perfil de velocidade comparado com o perfil
parabólico. No entanto, a grande quantidade de mecanismos físicos presentes (agregação
e quebra de estrutura, polidispersidade, difusão hidrodinâmica, variações na constituição
das partículas e dos surfactantes, entre outros) associado a dificuldades experimentais
fazem com que o escoamento de ferrofluidos em tubo capilar permanece pouco compre-
endido.

A possibilidade de controlar as propriedades dos fluidos magnéticos têm moti-
vado diversas aplicações. Algumas já são comercialmente consolidadas em vedações, alto-
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falantes e amortecedores (RAJ; MOSKOWITZ, 1990), enquanto outras ainda estão em
desenvolvimento, mas possuem grande potencial, como a hipertermia para o tratamento
de câncer (HIERGEIST et al., 1999; DEATSCH; EVANS, 2014; HEDAYATNASAB; AB-
NISA; DAUD, 2017). Esta última aplicação se mantém como uma intensa área pesquisa,
sendo que a compreensão do escoamento em tubos capilares é essencial, pois o uso se daria
em vasos sanguíneos capilares cujo diâmetro é da ordem de algumas dezenas de 𝜇m.

1.2 Objetivos

Neste trabalho é investigado, teoricamente e experimentalmente, o escoamento de
fluidos magnéticos em tubo capilar sob a ação de um campo magnético longitudinal,
uniforme e constante. Considera-se um escoamento permanente e unidirecional, de modo
que os termos de inércia e convecção de magnetização não são relevantes. O sistema de
equações governantes é resolvido numericamente com a discretização radial do domínio
do tubo e a combinação de um método de Newton e um método da secante. Em seguida,
as soluções numéricas são comparadas com aproximações assintóticas obtidas com um
método de expansão regular. Por fim, os resultados teóricos são comparados com resulta-
dos experimentais obtidos em uma bancada de bomba de seringa. Na primeira etapa do
Projeto de Graduação o enfoque será na investigação teórica do problema. Os objetivos
específicos do PG1 são:

∙ Desenvolver as equações governantes em coordenadas axissimétricas utilizando as
hipóteses de escoamento permanente e unidirecional e campo aplicado uniforme;

∙ Identificar os parâmetros físicos adimensionais governantes do problema;

∙ Discretizar o domínio e resolver o sistema de equações governantes com um método
de Newton para sistemas;

∙ Obter as viscosidades relativa e de parede, bem como os perfis de magnetização, de
velocidade e de viscosidade aparente local;

∙ Identificar um parâmetro adimensional de pequena ordem e obter uma aproximação
assintótica com um método de expansão regular;

∙ Validar os resultados numéricos comparando com as soluções assintóticas.

Na segunda etapa do Projeto de Graduação será desenvolvida a investigação ex-
perimental do escoamento. Os objetivos específicos do PG2 são:

∙ Montar uma bancada experimental de bomba de seringa para o ensaio do escoamento
de ferrofluidos em tubos capilares submetidos a um campo magnético uniforme;

4



∙ Obter as curvas de pressão e vazão para diferentes ferrofluidos e várias intensidades
de campo magnético aplicado;

∙ Calcular a viscosidades de parede para diferentes valores dos parâmetros físicos
adimensionais;

∙ Comparar qualitativamente e quantitativamente os resultados numéricos e experi-
mentais, identificando os regiões de validade do modelo teórico.

∙ Comparar qualitativamente e quantitativamente os resultados experimentais para a
bancada de bomba de seringa e aqueles obtidos no reômetro, identificando efeitos
oriundos do cisalhamento quadrático.

Este relatório possui a seguinte estrutura: no capítulo 2, são desenvolvidas as equa-
ções governantes da Ferrohidrodinâmica e são identificados os parâmetros físicos adimen-
sionais do problema; no capítulo 3, são apresentados os principais conceitos da reologia
de tubo capilar e as equações governantes são particularizadas para coordenadas axis-
simétricexperimentaisas; no capítulo 4, a metodologia numérica utilizada é detalhada;
no capítulo 5, os resultados numéricos obtidos são apresentados e as aproximações as-
sintóticas são desenvolvidas; no capítulo 6, apresentam-se o aparato e o procedimento a
serem utilizados na investigação experimental; no capítulo 7, os resultados experimentais
são apresentados e comparados com os resultados numéricos e do reômetro; por fim no
capítulo 8, são discutidas as conclusões obtidas, com sugestões para trabalhos futuros.
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2 Fundamentação Teórica

Para descrever o comportamento físico do escoamento de fluidos magnéticos, parte-
se das leis fundamentais da mecânica dos meio contínuos e do eletromagnetismo. Estas
equações são válidas para quaisquer escoamentos, independente do fluido em estudo, mas
não são suficientes para a descrição completa. São necessárias então equações adicionais,
chamadas equações constitutivas, baseadas nas propriedades materiais do fluido estuda-
dos. Essas equações são obtidas a partir de observações experimentais ou hipóteses sobre
a natureza física do fluido, e devem obedecer aos princípios do formalismo constitutivo.
Neste capítulo, são apresentadas as equações fundamentais da mecânica dos meios contí-
nuos e do eletromagnetismo. Em seguida, são apresentados os modelos constitutivos para
descrever o tensor de tensões para um fluido magnético e a evolução temporal da mag-
netização. Por fim, as equações são adimensionalizadas e são identificados os parâmetros
físicos adimensionais que governam o problema.

2.1 Equações de Balanço da Mecânica dos Meios Contínuos

São apresentadas nesta seção as equações governantes da mecânica dos fluidos,
obtidas das leis que regem a mecânica dos meios contínuos, em particular, a conservação
da massa e do momento linear. Não é abordado aqui o princípio da conservação da energia,
pois este não é relevante para a descrição do problema.

2.1.1 Equação de Balanço da Massa

Considere um volume arbitrário 𝑉 associado um corpo material. Pelo princípio da
conservação da massa, a variação temporal da massa 𝑚𝑉 para um referencial transladando
com a velocidade 𝑢 do fluido é nula,

𝐷𝑚𝑉

𝐷𝑡
= 0 , (2.1)

em que 𝐷/𝐷𝑡 = 𝜕/𝜕𝑡 + 𝑢 · ∇ representa a derivada material associada a um referencial
lagrangiano. A massa do corpo material pode ser escrita em termos de sua massa específica
𝜌, tal que

𝐷

𝐷𝑡

ˆ
𝑉

𝜌𝑑𝑉 = 0 . (2.2)
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Aplicando a teorema do transporte de Reynolds (ARIS, 2012) para na equação 2.2, tem-se
que ˆ

𝑉

𝜕𝜌

𝜕𝑡
𝑑𝑉 +

ˆ
𝜕𝑉

𝜌𝑢 · �̂�𝑑𝑆 = 0 . (2.3)

Pelo teorema da divergência (ARIS, 2012), a integral de superfície é igual à integral de
volume de ∇ · (𝜌𝑢), logo

ˆ
𝑉

𝜕𝜌

𝜕𝑡
𝑑𝑉 +

ˆ
𝑉

∇ · (𝜌𝑢)𝑑𝑉 = 0 . (2.4)

Como o volume 𝑉 é arbitrário, podemos aplicar o teorema da localização (ARIS, 2012)
para obter a equação da conservação da massa na forma diferencial

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+∇ · (𝜌𝑢) = 0 , (2.5)

que também é chamada de equação da continuidade. No caso em que a massa específica
é constante e uniforme, a equação 2.5 se reduz a

∇ · 𝑢 = 0 . (2.6)

Essa equação também é chamada de condição de incompressibilidade e é válida para o
escoamento de líquidos ou gases a velocidades pequenas comparadas a velocidade do som.

2.1.2 Equação de Balanço do Momento Linear

O momento linear 𝑝 de um corpo material de volume 𝑉 pode ser escrito por

𝑝 =
ˆ

𝑉

𝜌𝑢𝑑𝑉 . (2.7)

Pelo princípio da conservação do momento linear, sob a forma da 2a Lei de Newton, a
variação temporal do momento linear do corpo material corresponde à força líquida 𝐹

sobre o corpo, ou seja,
𝐷

𝐷𝑡

ˆ
𝑉

𝜌𝑢𝑑𝑉 = 𝐹 . (2.8)

Aplicando o teorema do transporte de Reynolds à equação (2.8), tem-se que
ˆ

𝑉

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑢)𝑑𝑉 +

ˆ
𝜕𝑉

𝜌𝑢𝑢 · �̂�𝑑𝑆 = 𝐹 . (2.9)

A força líquida sobre o corpo material pode ser escrita em termos da densidade das forças
de campo 𝑏 e do tensor de tensões 𝜎 para o fluido,

𝐹 =
ˆ

𝑉

𝜌𝑏𝑑𝑉 +
ˆ

𝜕𝑉

�̂� · 𝜎𝑑𝑆 . (2.10)

Substituindo a equação 2.10 na equação 2.9, tem-se que
ˆ

𝑉

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑢)𝑑𝑉 +

ˆ
𝜕𝑉

𝜌𝑢𝑢 · �̂�𝑑𝑆 =
ˆ

𝑉

𝜌𝑏𝑑𝑉 +
ˆ

𝜕𝑉

�̂� · 𝜎𝑑𝑆 . (2.11)
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Aplicando o teorema da divergência, as integrais de superfície podem ser escritas como
integrais de volume

ˆ
𝑉

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑢)𝑑𝑉 +

ˆ
𝑉

∇ · (𝜌𝑢𝑢)𝑑𝑉 =
ˆ

𝑉

𝜌𝑏𝑑𝑉 +
ˆ

𝑉

∇ · 𝜎𝑑𝑉 . (2.12)

Novamente aplicando o teorema da localização, obtém-se a equação da conservação do
momento linear na forma diferencial

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑢) +∇ · (𝜌𝑢𝑢) = 𝜌𝑏 +∇ · 𝜎 . (2.13)

Substituindo a equação 2.5 na equação 2.13 resulta que

𝜌
𝐷𝑢

𝐷𝑡
= 𝜌𝑏 +∇ · 𝜎 . (2.14)

Essa equação também é conhecida como equação de Cauchy.

2.2 Eletromagnetismo

Nesta seção são apresentadas as grandezas e equações fundamentais do eletro-
magnetismo. Primeiro, as equações de Maxwell são particularizadas para o regime da
Ferrohidrodinâmica. Em seguida, deduz-se a força e o torque magnéticos agindo sobre um
dipolo magnético. Neste trabalho utilizaremos o Sistema Internacional de Unidades (SI),
portanto a forma das equações poderá divergir daquelas apresentadas em outros estudos
que utilizam o sistema CGS.

2.2.1 Leis de Maxwell

O eletromagnetismo é governado pelas 4 equações de Maxwell, que relacionam as
principais grandezas elétricas e magnéticas. Em regime não relativístico, essas equações
são ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∇ ·𝐷𝑒 = 𝜌𝑙 (Lei de Gauss da eletricidade) ,

∇ ·𝐵 = 0 (Lei de Gauss do magnetismo) ,

∇×𝐻 = 𝐽 + 𝜕𝐷𝑒

𝜕𝑡
(Lei de Ampère) ,

∇×𝐸 = −𝜕𝐵

𝜕𝑡
(Lei de Indução de Faraday) .

(2.15)

As grandezas elétricas são o campo elétrico 𝐸, o vetor deslocamento elétrico 𝐷𝑒, o vetor
densidade de corrente 𝐽 e a densidade de carga livre 𝜌𝑙. Na Ferrohidrodinâmica, em que
o fluido magnético é não condutor e não há a ação de campos elétricos externos, todas
essas grandezas elétricas são nulas, de modo que a Lei de Gauss da eletricidade e a lei de
indução de Faraday não são relevantes (CUNHA, 2002; GRANT; PHILLIPS, 2013).

As duas grandezas fundamentais no magnetismo são o vetor densidade de fluxo 𝐵

e o vetor campo magnético 𝐻 . Em geral, considera-se 𝐵 como a grandeza fundamental
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pela sua maior generalidade, sendo definido a partir da Lei de Biot-Savart aplicada a um
circuito elétrico 𝐶 percorrido por uma corrente 𝐼,

𝐵 = 𝜇𝑜

4𝜋

˛
𝐶

𝐼 × 𝑥

𝑥3 𝑑𝑙 , (2.16)

em que 𝑟 é o vetor posição associado ao elemento de linha 𝑑𝑙. A Lei de Gauss do mag-
netismo é uma consequência direta da inexistência de monopólos magnéticos, e diz que o
fluxo de 𝐵 ao longo se uma superfície fechada 𝑆 é nulo,

ˆ
𝑆

𝐵 · �̂�𝑑𝑆 = 0 , (2.17)

em que �̂� é o vetor unitário normal à superfície 𝑆 e apontando para fora. Aplicando o
teorema da divergência e o teorema da localização à equação 2.17, obtem-se a Lei de
Gauss do magnetismo em sua forma diferencial

∇ ·𝐵 = 0 . (2.18)

O vetor campo magnético 𝐻 pode ser definido a partir de 𝐵, pela relação

𝐻 = 𝐵

𝜇𝑜

−𝑀 , (2.19)

em que 𝜇𝑜 é a permeabilidade magnética no vácuo e 𝑀 é a magnetização do material,
descrito por um modelo constitutivo. Esta grandeza será tratada com mais detalhes na
seção 2.4. A Lei de Ampère postula que a circulação do campo magnético ao longo de uma
curva fechada 𝐶 é igual a corrente elétrica ao longo de uma superfície 𝑆 com fronteira em
𝐶, ou em termos da densidade de corrente elétrica 𝐽 , ou seja,

˛
𝐶

𝐻 · 𝑑𝑙 =
ˆ

𝑆

𝐽 · �̂�𝑑𝑆 . (2.20)

Aplicando o Teorema de Stokes à integral de linha, tem-se que
ˆ

𝑆

(∇×𝐻) · �̂�𝑑𝑆 =
ˆ

𝑆

𝐽 · �̂�𝑑𝑆 . (2.21)

Como a superfície 𝑆 é arbitrária, pode-se aplicar o teorema da localização e escrever a lei
de Ampère em sua forma diferencial

∇×𝐻 = 𝐽 . (2.22)

Na Ferrohidrodinâmica, não existem correntes elétricas no fluido, então a Lei de Ampère
se reduz a

∇×𝐻 = 0 , (2.23)

que junto com a equação 2.18 são as equações fundamentais do eletromagnetismo em
FHD. A partir dessas equações em sua forma integral, 2.17 e 2.20, podem ser deduzidas as
condições de contorno para 𝐵 e 𝐻 em uma fronteira entre dois meios 1 e 2. Considere uma
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�̂�
�̂�1

2

𝐵1𝑛

𝐻1𝑡

𝐻2𝑡

𝐵2𝑛

𝑆

𝐶
�̂�*

Figura 1 – Condições de contorno para o campo magnético e vetor densidade de fluxo.

superfície gaussiana 𝑆 na fronteira, conforme a Figura 1. Pela lei de Gauss do magnetismo
em sua forma integral 2.17 ˆ

𝑆

𝐵 · �̂�𝑑𝑆 = 𝑆(𝐵1𝑛 −𝐵2𝑛) = 0 . (2.24)

Generalizando a expressão 2.24, obtém-se a condição de contorno da continuidade da
componente normal à superfície de 𝐵

�̂� · (𝐵1 −𝐵2) = 0 . (2.25)

Considere agora uma curva fechada 𝐶 na fronteira entre os meios, conforme a Figura 1.
Pela lei de Ampère em sua forma integral 2.20, tem-se que˛

𝐶

𝐻 · 𝑑𝑙 = 𝑙(𝐻1𝑡 −𝐻2𝑡) = 0 . (2.26)

Generalizando a expressão, obtém-se a condição de contorno da continuidade da compo-
nente tangencial de 𝐻 ,

�̂�× (𝐻1 −𝐻2) = 0 . (2.27)

2.2.2 Força e torque sobre uma partícula magnética

Considere uma partícula magnética pontual, com um momento de dipolo magné-
tico 𝑚 fixo nela, e imersa em um campo magnético externo 𝐻 . O momento de dipolo
magnético pode ser definido pelo produto da corrente 𝐼 e da área 𝐴 de um pequeno
circuito plano fechado, ou seja,

𝑚 = 𝐼𝐴�̂� , (2.28)

em que �̂� é o vetor normal ao circuito, orientado segundo a convenção da mão direita.
Vamos analisar a força e o torque magnéticos atuantes sobre essa partícula devido ao
campo externo utilizando o princípio do trabalho virtual. Conforme Schwartz (1972), a
energia potencial associada a essa partícula é dada por

𝐸𝑚 = −𝜇𝑜𝐻 ·𝑚 . (2.29)

Suponha um deslocamento virtual angular 𝛿𝜃 sobre a partícula. A variação de energia
potencial é

𝛿𝐸𝑚 = 𝛿(−𝜇𝑜𝐻 ·𝑚) = 𝜇𝑜(𝐻 ×𝑚) · 𝛿𝜃 . (2.30)
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Essa variação de energia é igual a menos o trabalho exercido pelo torque 𝑡𝑚 sobre a
partícula, assim,

−𝑡𝑚 · 𝛿𝜃 = 𝜇𝑜(𝐻 ×𝑚) · 𝛿𝜃 . (2.31)

Então, pelo princípio do trabalho virtual, o torque magnético sobre a partícula é

𝑡𝑚 = 𝜇𝑜𝑚×𝐻 . (2.32)

Suponha agora um deslocamento virtual de translação 𝛿𝑥 sobre a partícula. A variação
de energia potencial é

𝛿𝐸𝑚 = 𝛿(−𝜇𝑜𝐻 ·𝑚) = −𝜇𝑜∇(𝐻 ·𝑚) · 𝛿𝑥 . (2.33)

Neste caso, a variação de energia é igual a menos o trabalho exercido pelo força 𝑓𝑚 sobre
a partícula, assim

−𝑓𝑚 · 𝛿𝑥 = −𝜇𝑜∇(𝐻 ·𝑚) · 𝛿𝑥 . (2.34)

Aplicando o princípio do trabalho virtual, resulta que

𝑓𝑚 = 𝜇𝑜∇(𝐻 ·𝑚) . (2.35)

Como o momento de dipolo é constante para uma translação, então a força magnética
sobre a partícula é

𝑓𝑚 = 𝜇𝑜𝑚 · ∇𝐻 . (2.36)

2.3 Formalismo Constitutivo

As equações de balanço da mecânica dos meios contínuos e do eletromagnetismo
são derivadas de princípios de conservação, portanto são válidas para qualquer sistema,
independente do material. Mas essas equações são insuficientes para descrever completa-
mente um sistema físico. São necessárias ainda equações adicionais, denominadas consti-
tutivas, baseadas em observações experimentais ou modelos teóricos acerca do material
em estudo. Conforme Truesdell (1992), uma equação deve obedecer a certos princípios
para que seja uma possível candidata a equação constitutiva, sendo eles:

∙ Princípio do Determinismo: Considere uma grandeza tensorial 𝑇 descrita por uma
equação constituva da forma

𝑇 (𝑋, 𝑡) = F(𝑥𝑡; 𝑋, 𝑡) , (2.37)

em que F é um funcional. O princípio do determinismo postula que 𝑇 (𝑋, 𝑡) é de-
terminado pelo histórico de movimento 𝑥𝑡 da partícula 𝑋 ;

∙ Princípio da Ação Local: O movimento de uma partícula 𝑍, suficientemente distante
de uma partícula 𝑋, pode ser desconsiderado para o cálculo da grandeza 𝑇 associada
à 𝑋 ;
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∙ Princípio da Objetividade: Também chamado de princípio da indiferença de referencial-
material (Material Frame-Indifference). Postula que a equação constitutiva deve ser
invariante à uma mudança de referencial, de modo que

𝑇 ′ = 𝑄 · 𝑇 ·𝑄𝑇 , (2.38)

em que 𝑄 é um tensor ortogonal associado a mudança de refencial, e 𝑇 ′ é o valor
de 𝑇 no outro refencial.

2.4 Equação de Evolução da Magnetização

2.4.1 Conceito de magnetização

𝑉

𝑥𝑘

𝑚𝑘

Figura 2 – Diagrama de uma suspensão de partículas magnéticas.

Conforme Cunha (2002), a magnetização é uma propriedade macroscópica que
mede o grau de polarização de um material contínuo magnetizável. Materiais ferromagné-
ticos, tais como ferro, cobalte e níquel, podem intensificar o campo aplicado na ordem de
algumas centenas de vezes. Do ponto de vista microscópico, a magnetização é uma média
dos momentos de dipolo magnéticos presentes no material, por unidade de volume. No
caso de um fluido magnético, cada partícula magnética contém um momento de dipolo
magnético 𝑚𝑘, imersa em um fluido não-magnetizável, comforme a Figura 2. O momento
de dipolo é dado por

𝑚𝑘 = 𝑀𝑑𝑣𝑝𝑑𝑘 , (2.39)

em que 𝑀𝑑 é a magnetização de saturação do sólido ferromagnético, 𝑣𝑝 é o volume da
partícula e 𝑑𝑘 é a orientação do momento. Supõe-se uma distribuição monodispersa de
partícula com mesma intensidade de momento de dipolo 𝑚. Embora a orientação de cada
dipolo magnético possa variar de partícula a partícula, é possível definir um momento de
dipolo médio 𝑚, considerando um volume 𝑉 contendo uma quantidade 𝑁 de partículas,
como

𝑚 = 1
𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑚𝑘 . (2.40)
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Defini-se uma grandeza macroscópica contínua 𝑀 , chamada magnetização local, tal que
seja dada por uma média de probabilidade dos momentos de dipolo do meio, por unidade
de volume. Se a distribuição de momentos for estatisticamente homogênea e independente
do volume 𝑉 , que contém um número suficientemente grande de partículas, a média de
probabilidade padrão pode ser substituída por uma média volumétrica. Assim, a magne-
tização é dada por

𝑀 = 1
𝑉

ˆ
𝑉

𝑑𝑚 , (2.41)

em que 𝑑𝑚 é o momento de dipolo associado a um emento diferencial 𝑑𝑉 . O volume 𝑉

corresponde ao volume de fluido base 𝑉𝑓 mais o volume de cada partícula 𝑣𝑝, sendo que
a momento de dipolo do fluido é nulo. Assim,

𝑀 = 1
𝑉

ˆ
𝑉𝑓

𝑑𝑚 + 1
𝑉

𝑁∑︁
𝑘=1

ˆ
𝑣𝑘

𝑝

𝑑𝑚 = 1
𝑉

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑚𝑘 = 𝑁

𝑉
𝑚 . (2.42)

A razão 𝑁/𝑉 corresponde ao número de densidade 𝑛 da suspensão, sendo igual à razão
entre a fração volumétrica de partículas 𝜑 e o volume da partícula 𝑣𝑝. Assim,

𝑀 = 𝑛𝑚 = 𝜑

𝑣𝑝

𝑚 . (2.43)

2.4.2 Magnetização de equiĺíbrio

Na ausência de um campo externo, as partículas magnéticas se orientam aleatoria-
mente devido à agitação térmica, de modo que a magnetização é nula. Quando um campo
magnético externo 𝐻 é aplicado, na ausência de escoamento, os dipolos tendem a ser ori-
entar na direção �̂�𝐻 do campo, competindo com a agitação térmica. No limite assintótico
de um campo muito intenso, todos os dipolos se orientam com o campo e a magnetização
atinge um valor de saturação. Rosensweig (2013) deduz a relação da magnetização de
equilíbrio em função do campo aplicado utilizando a formulação de Langevin. Da equação
2.30, a energia gasta para girar o dipolo do alinhamento até um ângulo 𝜃 entre o dipolo
e campo é

𝑊 = 𝑚𝐻(1− cos 𝜃) . (2.44)

A função densidade de probabilidade 𝒫(𝜃) de se encontrar um dipolo com orientação 𝜃,
considerando a independência entre as orientações, é dado por um fator de Boltzmann,
de modo que

𝒫(𝜃) = 1
2𝑍

𝑒
−

𝑊

𝑘𝑇 sin(𝜃) , (2.45)

em que 𝑘 é a constante de Boltzmann e 𝑇 é a temperatura absoluta, e 𝑍 é a constante
de normalização da função. Assim, o momento de dipolo médio é dado por

𝑚 = �̂�𝐻

ˆ 𝜃

0
(𝑚 cos 𝜃)𝒫(𝜃)𝑑𝜃 . (2.46)
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Resolvendo a integral, resulta em

𝑚 = 𝑚ℒ(𝛼)�̂�𝐻 , (2.47)

em que ℒ(𝛼) é a função de Langevin, dada por

ℒ(𝛼) = coth(𝛼)− 1
𝛼

(2.48)

e 𝛼 é o campo efetivo local dado por:

𝛼 = 𝜇𝑜𝑚𝐻

𝑘𝑇
, (2.49)

sendo uma razão entre as forças magnéticas e as forças brownianas. Aplicando 2.47 em 2.43
resulta que a magnetização de equilíbrio 𝑀 𝑒 da suspensão, na ausência de escoamento, é

𝑀 𝑒 = 𝜑
𝑚

𝑣𝑝

ℒ(𝛼)�̂�𝐻 . (2.50)

Mas 𝑚/𝑣𝑝 é igual a magnetização de saturação do sólido 𝑀𝑑. Assim,

𝑀 𝑒 = 𝜑𝑀𝑑ℒ(𝛼)�̂�𝐻 . (2.51)

No limite de 𝛼 → ∞, a função de Langevin tende a ℒ(𝛼) → 1. Assim, pode-se definir
uma magnetização de saturação 𝑀𝑠 do fluido dada por

𝑀𝑠 = 𝜑𝑀𝑑 . (2.52)

Da razão entre as magnitudes da magnetização e do campo aplicado defini-se a suscepti-
bilidade magnética do fluido 𝜒 tal que

𝑀 𝑒 = 𝜒(𝐻)𝐻 . (2.53)

No limite de 𝛼→ 0, a função de Langevin pode ser aproximada por ℒ(𝛼) ≈ 𝛼/3. Assim,
defini-se a susceptibilidade inicial do fluido 𝜒𝑖𝐿 no regime de Langevin como

𝜒𝑖𝐿 = 𝜇0𝑚𝑀𝑠

3𝑘𝑇
, (2.54)

válida para campo fracos. A expressão 2.50 é válida apenas no regime diluído, em que
não há interação entre os momentos de dipolo. Ivanov e Kuznetsova (2001) apresentaram
uma correção ordem 𝜑2 para a magnetização considerando a interação magnética dipolar
entre partículas,

𝑀𝑒(𝛼, 𝜑) = 𝑀𝑠ℒ(𝛼)
(︁
1 + 𝜑𝜆ℰ(𝛼) + 𝜑2𝜆2ℱ(𝛼)

)︁
, (2.55)

em que 𝜆 = 𝜇𝑜𝑚
2/24𝑘𝑇𝑣𝑝 é definido como o parâmetro de interação dipolar e ℰ(𝛼) e

ℱ(𝛼) são funções de 𝛼 dadas por⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ℰ(𝛼) = − 8

sinh2 𝛼
+ 8

𝛼2 ,

ℱ(𝛼) = 68
𝛼4 + 64 coth 𝛼

𝛼 sinh2 𝛼
− 64 coth2 𝛼

sinh2 𝛼
− 64 coth 𝛼

𝛼3 + 4
sinh 𝛼2 + 8

𝛼2 sinh2 𝛼
.

(2.56)
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Novamente, no limite de 𝛼→ 0, a susceptibilidade inicial 𝜒𝑖 do fluido para a correção de
Ivanov e Kuznetsova (2001) é

𝜒𝑖 = 𝜒𝑖𝐿

(︃
1 + 𝜒𝑖𝐿

3 + 𝜒𝑖
2
𝐿

144

)︃
. (2.57)

Neste trabalho, considera-se a correção de Ivanov e Kuznetsova (2001) para a
magnetização na condição de equilíbrio (ausência de escoamento), conforme a expressão
2.55. Supondo um pequeno desvio da magnetização em relação ao equilíbrio, na ausência
de escoamento, a magnetização irá relaxar para o valor de equilíbrio conforme a expressão

𝜕𝑀

𝜕𝑡
= 1

𝜏𝑚

(𝑀 𝑒 −𝑀) , (2.58)

cuja solução é um decaimento exponencial na forma

𝑀 (𝑡) = 𝑀 𝑒(1− 𝑒− 𝑡
𝜏𝑚 ) , (2.59)

em que 𝜏𝑚 é o tempo de relaxação da magnetização. São dois os tempos característicos
que governam essa relaxação. O tempo de Néel 𝜏𝑛 está associado com o escorregamento
interno do dipolo magnético em relação à partícula, e escala com a exponencial do volume
da partícula (RINALDI et al., 2005)

𝜏𝑛 = 𝜏𝑜𝑒
𝐾𝑣𝑝
𝑘𝑇 , (2.60)

em que 𝐾 e 𝜏𝑜 são constantes do material. Vale ressaltar que no limite do volume da
partícula tendendo a zero 𝑣𝑝 → 0, o tempo de Néel tende à 𝜏𝑜, que é da ordem de 10−9𝑠,
sendo muito pequeno nesta escala. O tempo browniano 𝜏𝑏 está associado ao processo
hidrodinâmico de rotação do dipolo fixo devido às flutuações brownianas das partículas,

𝜏𝑏 = 1
𝑤𝐷𝑟

, (2.61)

em que 𝐷𝑟 é o coeficiente rotacional de difusão browniano dado por

𝐷𝑟 = 𝑘𝑇

8𝜋𝜂𝑜𝑎3 , (2.62)

em que 𝑎 é o raio da partícula e 𝜂𝑜 é a viscosidade do fluido base (BRADY; BOSSIS, 1988).
O coeficiente rotacional se relaciona com o coeficiente translacional de difusão browniana
𝐷𝑡 por um 𝐷𝑟/𝐷𝑡 = 4𝑎2/3. O tempo browniano escala com o volume da partícula 𝜏𝑏 ∝ 𝑣𝑝.
O tempo de relaxação total é calculado por

𝜏𝑚 = 𝜏𝑛𝜏𝑏

𝜏𝑛 + 𝜏𝑏

. (2.63)

Para um ferrofluido típico com partículas de diâmetro médio de 10 nm, o tempo de Néel é
muito maior que o tempo browniano (RINALDI et al., 2005). Assim, podemos considerar
que o momento de dipolo é fixo na partícula, e o tempo de relaxação é igual ao tempo
browniano,

𝜏𝑚 = 𝜏𝑏 = 4𝜋𝜂𝑜𝑎
3

𝑘𝑇
. (2.64)
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2.4.3 Modelos para a evolução da magnetização

Cunha (2018a) analisa o efeito do escoamento sobre a magnetização, partindo de
uma análise microhidrodinâmica sobre as partículas. Pela 2a Lei de Fáxen, que descreve
o torque hidrodinâmico 𝑡ℎ sobre uma esfera de raio 𝑎 em regime de Stokes,

𝑡ℎ = 8𝜋𝜂𝑜𝑎
3
(︂1

2𝜉𝑜 −Ω
)︂

, (2.65)

em que Ω é a velocidade angular da partícula e 𝜉𝑜 é a vorticidade do escoamento avaliada
no centro da esfera. O balanço de torques em uma partícula com momento de inércia
rotacional 𝐼𝑟 é

𝐼𝑟
𝑑Ω
𝑑𝑡

= 𝑡ℎ + 𝑡𝑚 + 𝑡𝑏 + 𝑡𝑑𝑖 , (2.66)

em que 𝑡ℎ, 𝑡𝑚, 𝑡𝑏 e 𝑡𝑑𝑖 são respectivamente os torque hidrodinâmico, magnético, browniano
e dipolar. Na condição em que a inércia da partícula é desprezível, o torque hidrodinâmico
deve ser balanceado pelos demais torques atuantes na partícula,

𝑡ℎ = −𝑡𝑚 − 𝑡𝑏 − 𝑡𝑑𝑖 . (2.67)

Para uma suspensão diluída estatisticamente homogênea, o torque devido à interação di-
polar 𝑡𝑑𝑖 pode ser desprezado. O torque browniano, por sua vez, é um processo estocástico
cuja média a ser tomada se anulará (𝑡𝑏 ×𝑚 = 0), de modo que podemos suprimi-lo da
equação. A equação 2.67 resulta então que o torque hidrodinâmico é balanceado pelo tor-
que magnético, dado pela equação 2.32. Combinando essas equações, a velocidade angular
da partícula é dada por

Ω = 1
2𝜉𝑜 + 𝜇𝑜

8𝜋𝜂𝑜𝑎3 𝑚×𝐻 . (2.68)

Seja 𝑚𝑘 = 𝑚𝑝𝑘 o momento de dipolo de uma partícula 𝑘 com direção 𝑝𝑘. Como o dipolo
é fixo na partícula, então a rotação do dipolo é dada por

𝑑𝑝𝑘

𝑑𝑡
= Ω× 𝑝𝑘 = 1

2𝜉𝑜 × 𝑝𝑘 + 𝜇𝑜

8𝜋𝜂𝑜𝑎3 𝑚𝑘 ×𝐻 × 𝑝𝑘 . (2.69)

Como a magnitude do dipolo é constante, então a variação do dipolo é

𝑑𝑚𝑘

𝑑𝑡
= 1

2𝜉𝑜 ×𝑚𝑘 + 𝜇𝑜

8𝜋𝜂𝑜𝑎3 𝑚𝑘 ×𝐻 ×𝑚𝑘 . (2.70)

Aplicando uma média volumétrica na equação 2.70, obtém-se que

𝑑𝑚

𝑑𝑡
= 1

2𝜉𝑜 ×𝑚 + 𝜇𝑜

8𝜋𝜂𝑜𝑎3 𝑚𝑘 ×𝐻 ×𝑚𝑘 . (2.71)

Em regime diluído, a correlação entre os momentos de dipolo pode ser desconsiderada, de
modo que 𝑚𝑘 ×𝐻 ×𝑚𝑘 = 𝑚×𝐻 ×𝑚 1 Assim, obtém-se que

𝑑𝑚

𝑑𝑡
= 1

2𝜉 ×𝑚 + 𝜇𝑜

8𝜋𝜂𝑜𝑎3 𝑚×𝐻 ×𝑚 . (2.72)
1 Considere a identidade 𝑚𝑘 ×𝐻 ×𝑚𝑘 = 𝑚𝑘 ·𝑚𝑘𝐻−𝐻 ·𝑚𝑘𝑚𝑘. Se a suspensão for suficientemente

diluída, os momentos de dipolo são descorrelacionados, de modo que 𝑚𝑘 ·𝑚𝑘 = 𝑚 ·𝑚 e 𝑚𝑘𝑚𝑘 =
𝑚 𝑚. Reescrevendo a identidade, tem se 𝑚𝑘 ×𝐻 ×𝑚𝑘 = 𝑚 ·𝑚𝐻 −𝐻 ·𝑚 𝑚 = 𝑚×𝐻 ×𝑚
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A equação 2.43 relaciona a magnetização com o momento de dipolo médio, de modo que
a equação 2.72 pode ser reescrita como

𝐷𝑀

𝐷𝑡
= 1

2𝜉 ×𝑀 + 𝜇𝑜𝑣𝑝

8𝜋𝜂𝑜𝑎3𝜑
𝑀 ×𝐻 ×𝑀 . (2.73)

Como 𝑣𝑝 = 4𝜋𝑎3/3, então

𝐷𝑀

𝐷𝑡
= 1

2𝜉 ×𝑀 + 𝜇𝑜

6𝜂𝑜𝜑
𝑀 ×𝐻 ×𝑀 . (2.74)

Esta equação não considera o efeito da relaxação browniana, conforme a equação 2.58.
Introduzindo o termo de relaxação na equação 2.74, obtém-se a equação de evolução da
magnetização obtida por Shliomis (1971),

𝐷𝑀

𝐷𝑡
= 1

2𝜉 ×𝑀 + 𝜇𝑜

6𝜂𝑜𝜑
𝑀 ×𝐻 ×𝑀 + 1

𝜏𝑏

(𝑀 𝑒 −𝑀 ) . (2.75)

Na ausência de escoamento, a equação 2.75 se reduz a

𝜕𝑀

𝜕𝑡
= 𝜇𝑜

6𝜂𝑜𝜑
𝑀 ×𝐻 ×𝑀 + 1

𝜏𝑏

(𝑀 𝑒 −𝑀 ) = ℱ𝑠ℎ , (2.76)

em que ℱ𝑠ℎ = ℱ𝑠ℎ(𝑀 , 𝐻 , 𝑀 𝑒) é denotada como função de Shliomis. No caso mais geral,
na presença de escoamento, para que uma equação constitutiva seja válida, esta deve
satisfazer o príncipio da invariância material com relação a um sistema de referência
(2.38). Sendo 𝑀 (𝑥, 𝑡) um propriedade material, isto requer a introdução de derivadas
materiais Maxwell-Oldroyd

D𝐺

D𝑡
= 𝐷𝐺

𝐷𝑡
+ (2𝛽 − 1)(𝐺 ·𝐷 + 𝐷 ·𝐺) + (𝐺 ·𝑊 −𝑊 ·𝐺) , (2.77)

em que 𝐺 é uma propriedade material, 𝛽 é um coeficiente de 0 a 1, e 𝐷 e 𝑊 são as
partes simétrica e anti-simétrica do gradiente de velocidade ∇𝑢. Aplicando a derivada à
equação 2.76, permite obter uma equação constitutiva para a magnetização

D𝑀

D𝑡
= ℱ𝑠ℎ . (2.78)

O termos da derivada associados à 𝐷 correspondem a referenciais que se deformam com a
partícula fluída. Como neste estudo é considerada uma suspensão diluída sem formação de
agregados, estes termos não são adotados. Conforme Cunha (2018b), escolhe-se 𝛽 = 1/2,
de modo que a derivada Maxwell-Oldroyd é chamada de derivada Jaumann, e a equação
2.78 é escrita como

𝐷𝑀

𝐷𝑡
= 𝜉 ×𝑀 − 𝜇𝑜

6𝜂𝑜𝜑
𝑀 × (𝑀 ×𝐻) + 1

𝜏𝑏

(𝑀 𝑒 −𝑀 ) , (2.79)

que é a equação de evolução da magnetização adotada neste trabalho. Os três mecanis-
mos físicos presentes nesta equação são: a relaxação magnética, que tende a restaurar a
magnetização para a condição de equilíbrio, o termo de precessão, que tende a alinhar
a magnetização com o campo magnético e o termo de vorticidade, que tende a girar a
magnetização com a rotação do fluido.
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2.5 Hidrodinâmica de Fluidos Magnéticos

Para descrever a hidrodinâmica de um fluido magnético são necessárias as equações
de balanço dos meios contínuos 2.6 e 2.14, junto com uma equação constitutiva para o
tensor de tensões. Cunha (2018b) propõe uma dedução do tensor de tensões para um fluido
magnético a partir de uma abordagem microhidrodinâmica. Considere uma suspensão
magnética diluída formada por partículas rígidas magnéticas, monodispersas, imersas em
um fluido base newtoniano incompressível. A análise parte da tensão produzida pelo
escoamento em torno de uma partícula. Se a suspensão for estatisticamente homogênea,
as médias formais de probabilidade possam ser substituídas por médias volumétricas.
Nesta condição, a suspensão pode ser tratada com um meio contínuo equivalente, e o
tensor de tensões médio pode ser determinado por

𝜎 = 1
𝑉

ˆ
𝑉

𝜎𝑑𝑉 . (2.80)

O volume 𝑉 corresponde a soma do volume do fluido base com o volume das partículas,
ou seja,

𝑉 = 𝑉𝑓 +
𝑁∑︁

𝑘=1
𝑣𝑘 , (2.81)

em que 𝑉𝑓 é o volume do fluido base e 𝑣𝑘 é o volume da partícula 𝑘. A equação 2.80 pode
ser reescrita por

𝜎 = 1
𝑉

ˆ
𝑉𝑓

𝜎𝑑𝑉 + 1
𝑉

𝑁∑︁
𝑘=1

ˆ
𝑣𝑘

𝜎𝑑𝑉 . (2.82)

Para o fluido base newtoniano, o tensor de tensões 𝜎𝑁 é dado por

𝜎𝑁 = −𝑝𝐼 + 2𝜂𝑜𝐷 , (2.83)

em que 𝑝 é a pressão mecânica, 𝜂𝑜 é a viscosidade dinâmica do fluido base e 𝐷 é o
tensor taxa de deformação, dado pela parte simétrica do gradiente de velocidade ∇𝑢.
Substituindo 2.83 em 2.82 resulta

𝜎 = 1
𝑉

ˆ
𝑉𝑓

(−𝑝𝐼 + 2𝜂𝑜𝐷) 𝑑𝑉 + 1
𝑉

𝑁∑︁
𝑘=1

ˆ
𝑣𝑘

𝜎𝑑𝑉 . (2.84)

Primeiramente, considere a integral para a pressão média

𝑝 = 1
𝑉

ˆ
𝑉𝑓

𝑝𝑑𝑉 + 1
𝑉

𝑁∑︁
𝑘=1

ˆ
𝑣𝑘

𝑝𝑑𝑉 . (2.85)

Para uma esfera rígida, a integral da pressão na partícula se nula. Assim, a expressão 2.85
se reduz a

𝑝 = 1
𝑉

ˆ
𝑉𝑓

𝑝𝑑𝑉 . (2.86)

Considere agora a integral para o tensor taxa de deformação médio

𝐷 = 1
𝑉

ˆ
𝑉𝑓

𝐷𝑑𝑉 + 1
𝑉

𝑁∑︁
𝑘=1

ˆ
𝑣𝑘

𝐷𝑑𝑉 . (2.87)
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Escrevendo o tensor taxa de deformação em termos do gradiente de velocidade, resulta
que

𝐷 = 1
𝑉

ˆ
𝑉𝑓

𝐷𝑑𝑉 + 1
2𝑉

𝑁∑︁
𝑘=1

ˆ
𝑣𝑘

(︁
∇𝑢 + (∇𝑢)𝑇

)︁
𝑑𝑉 . (2.88)

Utilizando o teorema da divergência na integral no volume das partículas, obtém-se que

𝐷 = 1
𝑉

ˆ
𝑉𝑓

𝐷𝑑𝑉 + 1
2𝑉

𝑁∑︁
𝑘=1

ˆ
𝑠𝑘

(𝑢�̂� + �̂�𝑢) 𝑑𝑆 . (2.89)

Novamente, para uma partícula rígida, a integral na superfície dela se nula, assim

𝐷 = 1
𝑉

ˆ
𝑉𝑓

𝐷𝑑𝑉 . (2.90)

Substituindo as expressões 2.90 e 2.86 em 2.84, resulta que

𝜎 = −𝑝𝐼 + 2𝜂𝑜𝐷 + 1
𝑉

𝑁∑︁
𝑘=1

ˆ
𝑣𝑘

𝜎𝑑𝑉 . (2.91)

Para avaliar o último termo, podemos utilizar a identidade

𝜎 = ∇ · (𝜎𝑥)− 𝑥(∇ · 𝜎) , (2.92)

em que 𝑥 é o vetor posição. Substituindo essa identidade na integral do tensor de tensões
no volume da partícula, resulta que

ˆ
𝑣𝑘

𝜎𝑑𝑉 =
ˆ

𝑣𝑘

∇ · (𝜎𝑥)𝑑𝑉 −
ˆ

𝑣𝑘

𝑥(∇ · 𝜎)𝑑𝑉 . (2.93)

Aplicando o teorema da divergência na primeira integral, a expressão é reescrita como
ˆ

𝑣𝑘

𝜎𝑑𝑉 =
ˆ

𝑠𝑘

𝑥(�̂� · 𝜎)𝑑𝑆 −
ˆ

𝑣𝑘

𝑥(∇ · 𝜎)𝑑𝑉 . (2.94)

Para avaliar estas integrais, é necessário analisar o escoamento de uma partícula magnética
esférica sob ação de um campo externo. Suponha que o número de Reynolds na escala da
partícula seja muito inferior a 1,

𝑅𝑒𝑝 = 𝑎2�̇�𝑐𝜌

𝜂𝑜

<< 1 , (2.95)

em que 𝑎 é o raio da partícula, �̇�𝑐 é a taxa de cisalhamento característica do escoamento
e 𝜌 e 𝜂𝑜 são a massa específica e viscosidade do fluido base. Nesta condição, o escoamento
em torno de uma partícula centrada em 𝑥𝑜 é descrito por uma expansão multipolo do
escoamento de Stokes,

−∇𝑝 + 𝜂𝑜∇2𝑢 = 𝑓𝛿(𝑥𝑜) + 𝐷𝑠∇𝛿(𝑥𝑜) + ... , (2.96)

em que 𝑓 é a força sobre a partícula e 𝐷𝑠 é o dipolo hidrodinâmico na partícula. O dipolo
da partícula corresponde à integral de superfície em 2.94

𝐷𝑠 =
ˆ

𝑠𝑘

𝑥(�̂� · 𝜎)𝑑𝑆 . (2.97)
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O dipolo pode ser separado em
𝐷𝑠 = 𝑆 + 𝐿 , (2.98)

em que 𝑆 é a parte simétrica chamada tensão de partícula (Stresslet), e 𝐿 é a parte
anti-simétrica chamada tensor torque. Pela 3a Lei de Faxén, a tensão de partícula é

𝑆 = 5𝜂𝑜𝑣𝑘𝐷 . (2.99)

O tensor torque está relacionado pela relação dual ao torque hidrodinâmico 𝑡ℎ agindo
sobre a partícula

𝐿 = 1
2𝜖 · 𝑡ℎ , (2.100)

em que 𝜖 é o tensor de terceira ordem de Levi-Civita. Para uma partícula magnética de
momento de dipolo 𝑚𝑘, livre de inércia, o torque hidrodinâmico é balanceado pelo torque
magnético dado por 2.32. Assim,

𝐿 = −1
2𝜖 · (𝜇𝑜𝑚𝑘 ×𝐻) . (2.101)

Reescrevendo a expressão, obtém-se que

𝐿 = 𝜇𝑜

2 (𝐻𝑚𝑘 −𝑚𝑘𝐻) . (2.102)

Aplicando os resultados 2.99 e 2.102 em 2.94, resulta que
ˆ

𝑣𝑘

𝜎𝑑𝑉 = 5𝜂𝑜𝑣𝑘𝐷 + 𝜇𝑜

2 (𝐻𝑚𝑘 −𝑚𝑘𝐻)−
ˆ

𝑣𝑘

𝑥(∇ · 𝜎)𝑑𝑉 . (2.103)

Para resolver a última integral de volume em 2.103, devemos notar que o termo ∇ · 𝜎 =
−𝑓 é a força por unidade de volume agindo sobre a partícula, que corresponde a força
magnética dada por 2.36. Assim,

ˆ
𝑣𝑘

𝑥(∇ · 𝜎)𝑑𝑉 = −
ˆ

𝑣𝑘

𝑥∇
(︃

𝜇𝑜𝑚𝑘 ·𝐻
𝑣𝑘

)︃
𝑑𝑉 . (2.104)

Considerando que 𝑥 é fixo na escala da partícula, podemos passá-lo para dentro do gra-
diente, ˆ

𝑣𝑘

𝑥(∇ · 𝜎)𝑑𝑉 = −
ˆ

𝑣𝑘

∇
(︃

𝑥
𝜇𝑜𝑚𝑘 ·𝐻

𝑣𝑘

)︃
𝑑𝑉 . (2.105)

Aplicando o teorema da divergência, a integral de volume pode ser reescrita como
ˆ

𝑣𝑘

𝑥(∇ · 𝜎)𝑑𝑉 = −
ˆ

𝑠𝑘

(︃
𝑥

𝜇𝑜𝑚𝑘 ·𝐻
𝑣𝑘

)︃
�̂�𝑑𝑆 . (2.106)

Na superfície da esfera, 𝑥 = 𝑥𝑜 + 𝑎�̂�, em que 𝑎 é o raio da esfera, logo
ˆ

𝑣𝑘

𝑥(∇ · 𝜎)𝑑𝑉 = −
ˆ

𝑠𝑘

(︃
𝑥𝑜

𝜇𝑜𝑚𝑘 ·𝐻
𝑣𝑘

)︃
�̂�𝑑𝑆 −

ˆ
𝑠𝑘

(︃
𝑎

𝜇𝑜𝑚𝑘 ·𝐻
𝑣𝑘

)︃
�̂��̂�𝑑𝑆 . (2.107)

Como o momento de dipolo e o campo magnético são constantes na escala da esfera,
ˆ

𝑣𝑘

𝑥(∇ · 𝜎)𝑑𝑉 = −
(︃

𝑥𝑜
𝜇𝑜𝑚𝑘 ·𝐻

𝑣𝑘

)︃ˆ
𝑠𝑘

�̂�𝑑𝑆 −
(︃

𝑎
𝜇𝑜𝑚𝑘 ·𝐻

𝑣𝑘

)︃ˆ
𝑠𝑘

�̂��̂�𝑑𝑆 . (2.108)
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Observe que a primeira integral é nula, enquanto a segunda integral é isotrópica. Assim,
ˆ

𝑣𝑘

𝑥(∇ · 𝜎)𝑑𝑉 = −(𝜇𝑜𝑚𝑘 ·𝐻)𝐼 . (2.109)

Substituindo o resultado em 2.103, resulta que
ˆ

𝑣𝑘

𝜎𝑑𝑉 = 5𝜂𝑜𝑣𝑘𝐷 + 𝜇𝑜

2 (𝐻𝑚𝑘 −𝑚𝑘𝐻) + (𝜇𝑜𝑚𝑘 ·𝐻)𝐼 . (2.110)

Retornando ao tensor de tensões médio 2.91,

𝜎 = −𝑝𝐼 + 2𝜂𝑜𝐷 + 1
𝑉

𝑁∑︁
𝑘=1

[︂
5𝜂𝑜𝑣𝑘𝐷 + 𝜇𝑜

2 (𝐻𝑚𝑘 −𝑚𝑘𝐻) + (𝜇𝑜𝑚𝑘 ·𝐻)𝐼
]︂

. (2.111)

Para uma suspensão monodispersa no diâmetro das partículas e no momento de dipolo,

𝜎 = −𝑝𝐼 + 2𝜂𝑜𝐷 + 5𝑛𝑣𝑝𝜂𝑜𝐷 + 𝜇𝑜

2 (𝐻𝑛𝑚− 𝑛𝑚𝐻) + 1
𝑉

𝑁∑︁
𝑘=1

(𝜇𝑜𝑚𝑘 ·𝐻)𝐼 . (2.112)

Observando que 𝑛𝑣𝑝 = 𝜑 e 𝑀 = 𝑛𝑚, tem-se que

𝜎 = −𝑝𝐼 + 2𝜂𝜑𝐷 + 𝜇𝑜

2 (𝐻𝑀 −𝑀𝐻) + 1
𝑉

𝑁∑︁
𝑘=1

(𝜇𝑜𝑚𝑘 ·𝐻)𝐼 . (2.113)

O termo 𝜂𝜑 = (1 + 5𝜑/2)𝜂𝑜 é a viscosidade de Einstein para uma suspensão diluída
de esferas rígidas. Essa expressão é a equação constitutiva do tensor de tensões para um
fluido magnético diluído já comentada primeiramente em Malvar, Gontijo e Cunha (2016).
Substituindo essa equação constitutiva na equação de Cauchy 2.14, resulta na equação de
Navier-Stokes modificada para um fluido magnético,

𝜌
𝐷𝑢

𝐷𝑡
= −∇𝑝 + 𝜂𝜑∇2𝑢 + 𝜇𝑜

2 ∇× (𝑀 ×𝐻) + 𝜇𝑜𝑀 · ∇𝐻 . (2.114)

O primeiro termo magnético 𝜇𝑜∇×(𝑀×𝐻)/2 está relacionado com os torques magnéticos
sobre as partículas, e surge quando há um desalinhamento entre o campo magnético
e a magnetização. O segundo termo magnético 𝜇𝑜𝑀 · ∇𝐻 está relacionado às forças
magnéticas sobre as partículas, e surge quando há um gradiente de campo magnético.
Neste trabalho estamos interessados no efeito de um campo magnético uniforme quando
o vorticidade desalinha a magnetização em relação ao campo. Assim, apenas o primeiro
termo magnético será relevante no fenômeno.

2.6 Adimensionalização das Equações Governantes

Nesta seção, as equações governantes são adimensionalizadas e os parâmetros físi-
cos adimensionais do problema são identificados. Em um escoamento em tubo capilar, a
escala típica de comprimento é dada pelo diâmetro do tubo 𝑑, enquanto a escala típica de
velocidade é dada pela velocidade média 𝑈 . Para a magnetização e o campo magnético, as
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escalas típicas são, respectivamente, a magnetização de saturação do fluido 𝑀𝑠 e o campo
externo aplicado 𝐻𝑜. Consideramos aqui a hipótese de unidirecionalidade do escoamento,
assim o termo de inércia não é relevante. Assim, a escala característica de pressão é dada
pela tensão viscosa 𝜂𝑜𝑈/𝑑. As condições de validade dessa hipótese são detalhadas na
seção 3.2. Aplicam-se as seguintes adimensionalizações:

𝑝 = 𝑝* 𝜂𝑜𝑈

𝑑
; ∇ = ∇

*

𝑑
; 𝑢 = 𝑢*𝑈 ; 𝑀 = 𝑀*𝑀𝑠 ; 𝐻 = 𝐻*𝐻𝑜 . (2.115)

Aplicando as adimensionalizações 2.115 na equação de evolução da magnetização 2.79,
resulta em

𝐷𝑀 *

𝐷𝑡* = 𝜉* ×𝑀 * − 𝜇𝑜𝑀𝑠𝐻𝑜𝑑

6𝜑𝜂𝑜𝑈
𝑀 * × (𝑀 * ×𝐻*) + 𝑑

𝑈𝜏𝑏

(𝑀 *
𝑒 −𝑀 *) . (2.116)

Definimos o parâmetro adimensional 𝛼𝑜 = 𝜇𝑜𝑚𝐻𝑜/𝑘𝑇 como o campo efetivo aplicado,
que relaciona a força magnética e a força browniana sobre as partículas, e o parâmetro
adimensional 𝑃𝑒 = 3𝑈𝜏𝑏/2𝑑 = 6𝜋𝜂𝑜𝑎

3𝑈/𝑑𝑘𝑇 como o número de Péclet, que relaciona o
tempo Browniano com o tempo convectivo. A equação de evolução da magnetização fica

𝐷𝑀 *

𝐷𝑡* = 𝜉* ×𝑀 * − 3𝛼𝑜

4𝑃𝑒
𝑀 * × (𝑀 * ×𝐻*) + 3

2𝑃𝑒
(𝑀 *

𝑒 −𝑀 *) . (2.117)

Substituindo novamente as adimensionalizações 2.115 na equação de Navier Stokes mo-
dificada 2.114, desprezando o termo de inércia, resulta em

−∇*𝑝* + 𝜂*
𝜑∇*2𝑢* + 9𝜑𝛼𝑜

2𝑃𝑒

(︂
𝑀 * · ∇*𝐻* + 1

2∇
* × (𝑀 * ×𝐻*)

)︂
= 0 , (2.118)

em que 𝜂*
𝜑 é a viscosidade de Einstein adimensionalizada por 𝜂𝑜. As adimensionalizações

também são aplicadas às relações entre as grandezas magnéticas. Para o campo de indução,
utilizamos como escala típica 𝐵 = 𝐵*𝜇𝑜𝐻𝑜. Assim, a equação 2.19 fica

𝐵* = 𝑀𝑠

𝐻𝑜

𝑀 * + 𝐻* . (2.119)

Denotamos a razão adimensional 𝑀𝑠/𝐻𝑜 como a susceptibilidade de saturação 𝜒𝑠 Assim,
a equação 2.119 fica

𝐵* = 𝜒𝑠𝑀
* + 𝐻* . (2.120)

A equação para a magnetização de equilíbrio 2.53 adimensionalizada fica

𝑀𝑒
* = 𝜒(𝛼)

𝜒𝑠

𝐻* . (2.121)

O campo efetivo local se relaciona com o campo efetivo aplicado por

𝛼 = 𝛼𝑜𝐻
* . (2.122)

Assim, os parâmetros físicos adimensionais do modelo são o campo efetivo aplicado 𝛼𝑜,
o número de Péclet 𝑃𝑒, a fração volumétrica de partículas 𝜑 e o parâmetro de interação
dipolar 𝜆. Vale ressaltar que a susceptibilidade de saturação 𝜒𝑠 = 𝑀𝑠/𝐻𝑜 pode ser escrita
como 𝜒𝑠 = 24𝜑𝜆/𝛼𝑜, logo não é um parâmetro independente.
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Para um escoamento de ferrofluido típico, o diâmetro médio das partículas é da
ordem de 10 𝑛𝑚, a magnetização de saturação das partículas de magnetita é 440 𝑘𝐴/𝑚,
a fração volumétrica varia até 10 %, a viscosidade do fluido base é da ordem de 1000 𝑐𝑃 e
o campo magnético aplicado é da ordem da magnetização de saturação do fluido. Assim,
podemos calcular a faixa de valores típicos para os parâmetros adimensionais, conforme
apresentado na Tabela 1.

Tabela 1 – Parâmetros físicos adimensionais e seus valores típicos

Parâmetro Fórmula Valores

Campo efetivo aplicado 𝛼𝑜 = 𝜇𝑜𝑚𝐻𝑜

𝑘𝑇
0 - 10

Número de Péclet 𝑃𝑒 = 6𝜋𝜂𝑜𝑎
2𝑈

𝑘𝑇

𝑎

𝑑
0 - 10

Fração volumétrica de partícula 𝜑 0 - 0.1

Parâmetro de interação dipolar 𝜆 = 𝜇𝑜𝑚
2

24𝑘𝑇𝑣𝑝

1.3

Susceptibilidade de saturação 𝜒𝑠 = 𝑀𝑠

𝐻𝑜

= 24𝜑𝜆

𝛼𝑜

0.1 - ∞

* Podemos definir ainda um parâmetro físico adimensional dado pela razão entre
o campo efetivo aplicado e o número de Péclet, 𝑅𝑒𝑚 = 𝛼𝑜/𝑃𝑒. Chamado de número
de Reynolds magnético, este parâmetro é uma razão entre a força magnética e a força
viscosa. Sendo função dos demais parâmetros, não utilizaremos este parâmetro ao longo
deste trabalho.
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3 Reologia de Tubo Capilar

3.1 Conceito de reologia

𝜏
𝑈

𝑑 �̇� = 𝑈

𝑑

Figura 3 – Cisalhamento simples de um fluido entre placas paralelas.

Segundo Barnes, Hutton e Walters (1989), a reologia é definida como o estudo da
deformação e do escoamento da matéria. Quando um fluido entre duas placas paralelas é
sujeito a um cisalhamento, surgirá uma tensão contrária à deformação, conforme a Figura
3. O problema básico da reologia está na relação entre a tensão de cisalhamento aplicada
𝜏 e a taxa de cisalhamento �̇� = 𝑈/𝑑, em que 𝑈 é a velocidade relativa entre as placas e 𝑑

é o espaçamento entre elas. Para fluidos newtonianos, a razão entre essas duas grandezas,
chamada viscosidade dinâmica 𝜂, é constante e igual a

𝜂 = 𝜏

�̇�
. (3.1)

Fluidos como a água, glicerina ou óleos são newtonianos. O interesse da reologia está
em fluidos que apresentam um comportamento não-linear, ou seja, a viscosidade não é
mais uma constante, mas varia com a taxa de cisalhamento e o histórico de deformação
𝜂 = 𝜂(�̇�,T). Esse comportamento deriva da estrutura complexa desses fluidos, comumente
suspensões de partículas sólidas, gotas ou macromoléculas.

Uma sub-área essencial da reologia é a reometria, que consiste do estudo de esco-
amentos simples, como o cisalhamento simples, o cisalhamento oscilatório e o escoamento
em tubo capilar. A utilidade da reometria é a de correlacionar funções reométricas com
comportamentos observados na indústria. Estes escoamentos simples permitem validar
equações constitutivas, que podem posteriormente ser utilizadas na modelagem de pro-
cessos industriais.
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Neste trabalho, o enfoque é dado à reometria de fluidos magnéticos em tubo ca-
pilar. O escoamento em tubo capilar tem como agente motor um gradiente de pressão
(pressure-driven flow) e é caracterizado por um gradiente de taxa de cisalhamento ao
longo da direção radial. Assim, a viscosidade do fluido pode variar ao longo do raio. O
comportamento não-newtoniano do fluido magnético deriva da competição entre as forças
ou torques magnéticos e o ação da vorticidade.

Uma escala característica da taxa de cisalhamento em um escoamento em tubo
capilar é dada pela razão entre a velocidade média e o diâmetro do tubo

�̇�𝑐 = 𝑈

𝑑
, (3.2)

e seu inverso fornece um tempo característico convectivo. Um tempo característico para a
relaxação de um fluido magnético é o tempo browniano. Assim, o número de Péclet pode
ser considerado como uma taxa de cisalhamento adimensional global do escoamento, pois
relaciona o tempo browniano com o tempo convectivo médio do escoamento, ou seja,

𝑃𝑒 = �̇�𝑐𝜏𝑏 = 𝑈𝜏𝑏

𝑑
. (3.3)

Mas no escoamento em tubo capilar, a taxa de cisalhamento varia ao longo do raio. É
possível então definir uma taxa de cisalhamento local adimensional, que iremos chamar
de número de Péclet local, dado por

𝑃𝑒𝑙 = �̇�(𝑟)𝜏𝑏 = 𝑃𝑒
�̇�(𝑟)
�̇�𝑐

. (3.4)

Em particular, na parede do tubo capilar o número de Péclet local é chamado de Péclet
de parede,

𝑃𝑒𝑤 = �̇�(𝑑/2)𝜏𝑏 = 𝑃𝑒
�̇�𝑤

�̇�𝑐

, (3.5)

em que �̇�𝑤 é a taxa de cisalhamento na parede do tubo.

3.2 Hipótese de Unidirecionalidade

No escoamento em tubos capilares, sob determinadas condições, o termo de inércia
da equação de Navier-Stokes pode ser desprezado, de modo que o escoamento é tratado
como unidirecional. Parte-se de uma análise de escala da equação da continuidade 2.6 em
coordenadas axissimétricas

1
𝑟

𝜕(𝑟𝑢𝑟)
𝜕𝑟

+ 𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
= 0 . (3.6)

As escalas características para 𝑢𝑧, 𝑟 e 𝑧 são respectivamente 𝑈 , velocidade média do
escoamento, 𝑑, diâmetro do tubo, e 𝐿, comprimento do tubo. Assim, a equação 3.6 fornece
como escala característica para 𝑢𝑟

𝑢𝑟 ∼ 𝑈
𝑑

𝐿
. (3.7)
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Para um tubo com razão de aspecto 𝑑/𝐿 << 1, a velocidade radial é desprezível com
respeito à velocidade longitudinal. Considere agora a componente longitudinal da equação
de Navier-Stokes 2.114 permanente e sem os termos de força magnética

𝜌𝑢𝑟
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑟
+ 𝜌𝑢𝑧

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
= −𝜕𝑝

𝜕𝑧
+ 𝜂𝑜

(︃
𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑟2 + 1
𝑟

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑟

)︃
. (3.8)

O membro esquerdo, o termo convectivo, da equação escala com 𝜌𝑈2/𝐿, enquanto o
membro direito, o termo difusivo, escala com 𝜂𝑜𝑈/𝑑2. Assim, o termo convectivo será
desprezível se

𝜌𝑈2

𝐿
<<

𝜂𝑜𝑈

𝑑2 . (3.9)

Reorganizando os termos, podemos definir a condição de unidirecionalidade do escoamento
como

𝑅𝑒𝑑

(︃
𝑑

𝐿

)︃
<< 1 , (3.10)

em que 𝑅𝑒𝑑 = 𝜌𝑈𝑑/𝜂𝑜 é o número de Reynolds do escoamento com respeito ao diâmetro
do tubo. A condição de unidirecionalidade permite desconsiderar a componente radial da
velocidade e o termo de inércia da equação do movimento.

3.3 Lei de Hagen-Poiseuille

Considere um escoamento unidirecional, totalmente desenvolvido em um tubo ca-
pilar de diâmetro 𝑑. O balanço de forças em um elemento cilíndrico de comprimento 𝑑𝑧 e
raio 𝑟 é

2𝜋𝑟𝜏𝑑𝑧 = −(𝜋𝑟2)𝑑𝑝⇒ 𝜏 = 𝑟

2𝐺 , (3.11)

em que 𝜏 é a tensão de cisalhamento na fronteira do elemento cilíndrico e 𝐺 = −𝑑𝑝/𝑑𝑧 é
o gradiente de pressão. Na parede do tubo (𝑟 = 𝑑/2), a tensão cisalhante 𝜏𝑤 é

𝜏𝑤 = 𝑑

4𝐺 . (3.12)

A taxa de cisalhamento �̇� é dada pela derivada da velocidade na direção radial

�̇� = −𝑑𝑢𝑧

𝑑𝑟
. (3.13)

A vazão através do capilar é dada por

𝑄 =
ˆ 𝑑/2

0
𝑢𝑧(2𝜋𝑟)𝑑𝑟 . (3.14)

Utilizando integração por partes, a integral em 3.14 pode ser reescrita como

𝑄 = 𝜋
[︁
𝑢𝑧𝑟2

]︁𝑑/2

0
− 𝜋

ˆ 𝑑/2

0
𝑟2𝑑𝑢𝑧 . (3.15)
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Pela condição de não-escorregamento na parede, 𝑢𝑧(𝑟 = 𝑑/2) = 0. Além disso, 3.13 implica
que 𝑑𝑢𝑧 = −�̇�𝑑𝑟. Assim, faz-se uma mudança de variáveis em 3.15, de modo que

𝑄 = 𝜋

ˆ 𝑑/2

0
𝑟2�̇�𝑑𝑟 . (3.16)

Para um fluido newtoniano, em que a viscosidade 𝜂 do fluido independe da taxa de
cisalhamento, tem-se que

�̇� = 𝜏

𝜂
= 𝑟

2𝜂
𝐺 . (3.17)

Substituindo 3.17 em 3.16 e resolvendo a integral resulta na Lei de Hagen-Poiseuille

𝑄 = 𝜋𝑑4

128𝜂
𝐺 . (3.18)

Essa expressão relaciona a vazão e o gradiente de pressão para o escoamento de um fluido
newtoniano em um tubo capilar em regime laminar.

3.4 Fluidos não-newtonianos

Para fluidos não-newtonianos, a taxa de cisalhamento não é linear com a tensão de
cisalhamento. Para obter a relação entre vazão e gradiente de pressão, é necessária uma
equação para a taxa de cisalhamento. No caso de fluidos não-newtonianos que obedecem
o modelo da lei de potência, tem-se

�̇� =
(︂

𝜏

𝐶

)︂ 1
𝑛

=
(︂

𝑟

2𝐶
𝐺
)︂ 1

𝑛

, (3.19)

em que 𝐶 e 𝑛 são as constantes do fluido. Substituindo a expressão 3.19 em (3.16) e
resolvendo a integral resulta em

𝑄 = 𝜋𝑛𝑅3

3𝑛 + 1

(︂
𝑅

2𝐶
𝐺
)︂ 1

𝑛

. (3.20)

Para fluidos não-newtonianos em que a relação entre 𝜏 e �̇� é desconhecida, devemos
primeiro encontrar uma expressão para a taxa de cisalhamento na parede do tubo. Inici-
almente vamos realizar uma mudança de variável de 𝑟 para 𝜏 . Combinando as equações
3.11 e 3.12 podemos escrever que

𝑟 = 𝑑

2
𝜏

𝜏𝑤

⇒ 𝑑𝑟 = 𝑑

2𝜏𝑤

𝑑𝜏 . (3.21)

Aplicando essa mudança de variável em 3.16 resulta em

𝑄 = 𝜋𝑑3

8𝜏 3
𝑤

ˆ 𝜏𝑤

0
𝜏 2�̇�𝑑𝜏 . (3.22)

Derivando a expressão com relação a 𝜏𝑤, obtemos que a taxa de cisalhamento na parede
do tubo 𝛾𝑤 é dada por

𝛾𝑤 = �̇�(𝑟 = 𝑑/2) = 1
𝜏 2

𝑤

𝑑

𝑑𝜏𝑤

(︃
8𝜏 3

𝑟 𝑄

𝜋𝑑3

)︃
. (3.23)
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Desenvolvendo a derivada em 3.23, obtém-se que

𝛾𝑤 = 8𝑄

𝜋𝑑3

(︃
3 + 𝜏𝑤

𝑄

𝑑𝑄

𝑑𝜏𝑤

)︃
. (3.24)

Partindo da equação 3.12, podemos substituir 𝜏𝑤 em 3.24. Assim,

𝛾𝑤 = 8𝑄

𝜋𝑑3

(︃
3 + Δ𝑝

𝑄

𝑑𝑄

𝑑Δ𝑝

)︃
, (3.25)

em que Δ𝑝 = 𝐺𝐿, com 𝐿 o comprimento do tubo. Simplificando 3.25, obtemos a relação
de Weissenberg-Rabinowitsch (BIRD; ARMSTRONG; HASSAGER, 1987),

𝛾𝑤 = 8𝑄

𝜋𝑑3

(︃
3 + 𝑑 ln |𝑄|

𝑑 ln |Δ𝑝|

)︃
. (3.26)

Essa relação é de particular interesse experimental, pois permite calcular a taxa de cisa-
lhamento na parede do tubo a partir de uma curva de vazão por gradiente de pressão.
Dispondo deste resultado, a viscosidade na parede do tubo pode ser determinada experi-
mentalmente por

𝜂𝑤 = 𝜏𝑤

𝛾𝑤

, (3.27)

em que 𝜏𝑤 e 𝛾𝑤 são calculados por 3.12 e 3.26 respectivamente. Esta viscosidade também
é chamada de viscosidade aparente.

Outra forma usual de definir uma viscosidade para fluidos não-newtonianos é pela
extensão da lei de Hagen-Poiseuille. Isolando a viscosidade na equação 3.18, define-se a
viscosidade relativa por

𝜂𝑟 = 𝜋𝑑4

128𝑄
𝐺 , (3.28)

sendo que essa viscosidade não é mais independente da vazão. Definindo o gradiente de
pressão adimensional como 𝐺* = 𝐺𝑑2/𝜂𝑜𝑈 e substituindo a vazão por 𝑄 = 𝜋𝑑2𝑈/4,
resulta que a viscosidade relativa adimensional 𝜂*

𝑟 = 𝜂𝑟/𝜂𝑜 é dada por

𝜂*
𝑟 = 𝐺*

32 . (3.29)

Para um fluido newtoniano com viscosidade 𝜂𝑜, o gradiente de pressão adimensional se
reduz a 𝐺* = 32.

3.5 Modelagem do escoamento de fluidos magnéticos em tubo
capilar

Neste trabalho estuda-se o escoamento de um fluido magnético em um tubo capilar
sob a ação de um campo magnético externo longitudinal uniforme e de um gradiente de
pressão longitudinal, conforme o esquema na Figura 4. O fenômeno de interesse é a vari-
ação na viscosidade aparente e de parede do fluido magnético decorrente da competição
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Figura 4 – Esquema do escomento de um fluido magnético em um tubo capilar.

entre a vorticidade e o torque magnético, o chamado efeito magnetoviscoso. O escoamento
é permanente, unidirecional e não há gradiente longitudinal de campo magnético. Assim,
os termos de inércia e de convecção de magnetização são desprezáveis, e o escoamento é
axissimétrico com dependência apenas da coordenada radial. As equações serão desenvol-
vidas em coordenadas cilíndricas (𝑟,𝜙,𝑧). Todas as grandezas apresentadas a partir desta
seção serão adimensionais, e o asterisco será omitido por conveniência. Como o escoamento
é unidirecional, só há a componente de velocidade na direção longitudinal, de modo que
denotaremos 𝑢 = 𝑢𝑧 por simplicidade. A parede do tubo corresponde a 𝑟 = 1/2 e o centro
a 𝑟 = 0.

Inicia-se explicitando as condições de contorno magnéticas em coordenadas cilín-
dricas. A condição de continuidade da componente normal do vetor densidade de fluxo
2.25 é

𝐵𝑒𝑥𝑡,𝑟 = 𝐵𝑖𝑛𝑡,𝑟 ⇒ 𝐻𝑟 = −𝜒𝑠𝑀𝑟 , para 𝑟 = 1
2 , (3.30)

e a condição de continuidade da componente tangencial do campo magnético 2.27 é

𝐻𝑒𝑥𝑡,𝑡 = 𝐻𝑖𝑛𝑡,𝑡 ⇒ 𝐻𝑧 = 1 , para 𝑟 = 1
2 . (3.31)

Em seguida, explicitam-se as equações da magnetostática em coordenadas cilíndricas. Da
equação 2.18 tem-se

1
𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝐵𝑟) + 1

𝑟

𝜕𝐵𝜙

𝜕𝜙
+ 𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑧
= 0 . (3.32)

Utilizando a hipótese de axissimetria e a relação 2.120, resulta que

𝐻𝑟 = −𝜒𝑠𝑀𝑟 . (3.33)

Assim, observa-se que, mesmo que o campo magnético externo seja uniforme e puramente
longitudinal, pode existir no fluido magnético gradientes radiais de campo. A componente
radial do campo magnético é chamada de campo de desmagnetização, por atuar em sentido
contrário à magnetização (BACRI et al., 1995). Da componente 𝜙 da equação 2.23 tem-se

𝜕𝐻𝑟

𝜕𝑧
− 𝜕𝐻𝑧

𝜕𝑟
= 0 . (3.34)
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Aplicando a condição de contorno 3.31 resulta que

𝐻𝑧 = 1 . (3.35)

Analisa-se agora a equação de Navier-Stokes modificada. Da componente 𝑟 da equação
2.118, tem-se

−𝜕𝑝

𝜕𝑟
− 9𝜑𝛼𝑜𝜒𝑠

4𝑃𝑒

𝜕𝑀2
𝑟

𝜕𝑟
= 0 . (3.36)

Define-se uma pressão modificada 𝑝, dada por

𝑝 = 𝑝 + 9𝜑𝛼𝑜𝜒𝑠𝑀
2
𝑟

4𝑃𝑒
, (3.37)

de modo que 𝑝 é função apenas de 𝑧. Note que o gradiente de pressão adimensional 𝐺 é

𝐺 = −𝑑𝑝

𝑑𝑧
= − 𝜕

𝜕𝑧

(︃
𝑝 + 9𝜑𝛼𝑜𝜒𝑠𝑀

2
𝑟

4𝑃𝑒

)︃
= −𝜕𝑝

𝜕𝑧
. (3.38)

Desenvolvendo agora a componente 𝑧 da equação 2.118, tem-se:

𝐺 + 𝜂𝜑

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︃
𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑟

)︃
− 9𝜑𝛼𝑜

4𝑃𝑒

1
𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑀𝑟 (1 + 𝜒𝑠𝑀𝑧)) = 0 . (3.39)

Multiplicando a equação 3.39 por 𝑟 e integrando em 𝑟, resulta que

𝑑𝑢

𝑑𝑟
+ 𝑟𝐺

2𝜂𝜑

− 9𝜑𝛼𝑜

4𝑃𝑒𝜂𝜑

𝑀𝑟 (1 + 𝜒𝑠𝑀𝑧) = 0 . (3.40)

Desenvolvendo as componentes 𝑟 e 𝑧 da equação 2.79, tem-se, respectivamente,

𝑑𝑢

𝑑𝑟
𝑀𝑧 + 3𝛼𝑜

4𝑃𝑒
𝑀𝑟𝑀𝑧 (1 + 𝜒𝑠𝑀𝑧) + 3𝑀𝑟

2𝑃𝑒
(𝜒(𝛼) + 1) = 0 (3.41)

e
𝑑𝑢

𝑑𝑟
𝑀𝑟 + 3𝛼𝑜

4𝑃𝑒
𝑀2

𝑟 (1 + 𝜒𝑠𝑀𝑧) + 3
2𝑃𝑒

(︃
𝜒(𝛼)
𝜒𝑠

−𝑀𝑧

)︃
= 0 . (3.42)

Essas três equações (3.40, 3.41 e 3.42) compõe o sistema de equações do problema. As
equações são puramente algébricas nas variáveis 𝐺, 𝑑𝑢/𝑑𝑧, 𝑀𝑟 e 𝑀𝑧. Para fechar o pro-
blema, são necessárias ainda a condição de não-deslizamento na parede,

𝑢
(︂1

2

)︂
= 0 , (3.43)

e condição para a velocidade média. Como a velocidade média foi utilizada para adimen-
sionalizar a velocidade, então, por definição,

�̄� = 4
𝜋

ˆ 1
2

0
𝑢(𝑟)2𝜋𝑟𝑑𝑟 = 1 . (3.44)

Portanto, o campo de velocidade encontrado deve satisfazer essa integral.
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4 Metodologia Numérica

Neste capítulo é detalhado o método númerico utilizado para resolver o conjunto
de equações governantes do problema:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑢

𝑑𝑟
+ 𝑟𝐺

2𝜂𝜑

− 9𝜑𝛼𝑜

4𝑃𝑒𝜂𝜑

𝑀𝑟 (1 + 𝜒𝑠𝑀𝑧) = 0 ,

𝑑𝑢

𝑑𝑟
𝑀𝑧 + 3𝛼𝑜

4𝑃𝑒
𝑀𝑟𝑀𝑧 (1 + 𝜒𝑠𝑀𝑧) + 3𝑀𝑟

2𝑃𝑒
(𝜒(𝛼) + 1) = 0 ,

𝑑𝑢

𝑑𝑟
𝑀𝑟 + 3𝛼𝑜

4𝑃𝑒
𝑀2

𝑟 (1 + 𝜒𝑠𝑀𝑧) + 3
2𝑃𝑒

(︃
𝜒(𝛼)
𝜒𝑠

−𝑀𝑧

)︃
= 0 .

(4.1)

Esse sistema possui como variáveis 𝑑𝑢/𝑑𝑟, 𝑀𝑟, 𝑀𝑧, que são função de 𝑟, e 𝐺 que é
independente de 𝑟. Note que, embora essas variáveis dependam de 𝑟, não há derivadas em
𝑟 (consideramos 𝑑𝑢/𝑑𝑟 como a variável, ao invés de 𝑢). Assim, esse sistema é algébrico
e não-linear. Como esse sistema possui 4 variáveis e 3 equações, é necessário estimar
uma das variáveis para resolver o sistema para cada valor de 𝑟. Em seguida, é necessário
verificar se a solução para o campo de velocidades 𝑢(𝑟) obtida satisfaz as condições:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢
(︂1

2

)︂
= 0 ,

𝑢 = 4
𝜋

ˆ 1
2

0
𝑢(𝑟)2𝜋𝑟𝑑𝑟 = 1 .

(4.2)

4.1 Método de Newton

Para resolver o sistema algébrico não linear 4.1, é utilizado um método de Newton-
Raphson para sistemas. Inicialmente, o gradiente de pressão adimensional é estimado com
o valor para um escoamento de Poiseuille 𝐺𝑜 = 32. O vetor de variáveis 𝑥 do sistema é

𝑥(𝑟) =
[︃

𝑑𝑢

𝑑𝑟
(𝑟) 𝑀𝑟(𝑟) 𝑀𝑧(𝑟)

]︃
, (4.3)

sendo função de 𝑟. A solução do sistema é raiz do vetor de funções 𝑓(𝑥), ou seja,

𝑓(𝑥) = 0 , (4.4)
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em que 𝑓(𝑥) = (𝑓1(𝑥) 𝑓2(𝑥) 𝑓3(𝑥)) é dado pelas equações do sistema 4.1:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑓1(𝑥) = 𝑑𝑢

𝑑𝑟
+ 𝑟𝐺

2𝜂𝜑

− 9𝜑𝛼𝑜

4𝑃𝑒𝜂𝜑

𝑀𝑟 (1 + 𝜒𝑠𝑀𝑧) ,

𝑓2(𝑥) = 𝑑𝑢

𝑑𝑟
𝑀𝑧 + 3𝛼𝑜

4𝑃𝑒
𝑀𝑟𝑀𝑧 (1 + 𝜒𝑠𝑀𝑧) + 3𝑀𝑟

2𝑃𝑒
(𝜒(𝛼) + 1) ,

𝑓3(𝑥) = 𝑑𝑢

𝑑𝑟
𝑀𝑟 + 3𝛼𝑜

4𝑃𝑒
𝑀2

𝑟 (1 + 𝜒𝑠𝑀𝑧) + 3
2𝑃𝑒

(︃
𝜒(𝛼)
𝜒𝑠

−𝑀𝑧

)︃
.

(4.5)

O método iterativo de Newton consiste em estimar uma solução inicial 𝑥𝑜 e corrigir o
passo seguinte com uma aproximação linear

𝑓(𝑥′) ≈ 𝑓(𝑥𝑜) + 𝐽(𝑥𝑜) · (𝑥′ − 𝑥𝑜) , (4.6)

em que 𝐽(𝑥) é matriz jacobiana das derivadas de 𝑓 em função de 𝑥. O procedimento
iterativo consiste então em resolver o seguinte sistema linear para cada valor de 𝑟

𝐽(𝑥𝑘) ·Δ𝑥 = −𝑓(𝑥𝑘) , (4.7)

e corrigir o passo seguinte por

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + Δ𝑥 . (4.8)

Como chute inicial, utiliza-se o perfil parabólico para a velocidade (𝑑𝑢/𝑑𝑟)𝑜 = −16𝑟 e a
magnetização na condição de equilíbrio 𝑀𝑟𝑜 = 0 e 𝑀𝑧𝑜 = 𝜒(𝛼𝑜)/𝜒𝑠. O sistema linear 4.7 é
resolvido invertendo analiticamente a matriz 3x3 𝐽 , para evitar problemas de convergência
em um método de inversão iterativo. A iteração é interrompida quando a incremento na
solução é inferior a uma tolerância

𝑚á𝑥|Δ𝑥| < 10−3

𝑁
, (4.9)

em que 𝑁 é o número de intervalos utilizados para discretizar o domínio.

4.2 Malha e integração da velocidade

Como o sistema não-linear 4.1 varia para cada valor de 𝑟, é necessário discre-
tizar o domínio nesta direção. Os extremos do intervalo são 𝑟 = 0(centro do tubo) e
𝑟 = 1/2(parede do tubo), dividido em 𝑁 + 1 nós ou 𝑁 sub-intervalos. Para cada ponto
da malha, o método de Newton descrito na seção anterior é utilizado para resolver a de-
rivada da velocidade e as componentes da magnetização. O resultado é um perfil dessas
variáveis ao longo de 𝑟. Para recuperar o perfil de velocidade 𝑢(𝑟), utiliza-se um método
de integração pela regra dos trapézios, associado a condição de velocidade nula na parede
𝑢(1/2) = 0. Utiliza-se o método dos trapézios pois a derivada da velocidade possui um
comportamento aproximadamente linear.

Em seguida, deve-se calcular a velocidade média 𝑢 para verificar se a condição 4.2
é satisfeita. Para resolver a integral da velocidade média, utiliza-se o método do 1/3 de
Simpson, pois a velocidade possui um comportamento aproximadamente quadrático.
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4.3 Método da secante

O resultado da integração da velocidade média é função do chute inicial para o
gradiente de pressão adimensional 𝐺 ,

𝑢 = 𝑢(𝐺) . (4.10)

Deve se encontrar o valor de 𝐺 para o qual é satisfeita a condição 4.2, ou seja,

𝑢(𝐺)− 1 = 0 . (4.11)

Como a dependência de 𝑢 com 𝐺 não é explicita, não é conveniente o cálculo de sua
derivada. Utiliza-se então um método da secante para encontrar a solução de 4.11, dado
pela seguinte relação iterativa

𝐺𝑘+1 = 𝐺𝑘−1(𝑢𝑘 − 1)−𝐺𝑘(𝑢𝑘−1 − 1)
𝑢𝑘 − 𝑢𝑘−1

. (4.12)

A iteração acaba quando o incremento em 𝐺 é menor que uma tolerância

|𝐺𝑘+1 −𝐺𝑘| <
10−3

𝑁
. (4.13)

O resultado final fornece a solução do gradiente de pressão adimensional 𝐺, bem como
os perfis de velocidade 𝑢(𝑟) e das componentes da magnetização 𝑀𝑧(𝑟) e 𝑀𝑟(𝑟). Para
calcular as viscosidade de parede e relativa, utilizam-se as expressões 3.27 e 3.28.

4.4 Convergência da malha

Para determinar o número 𝑁 de intervalos na malha, foi feito um estudo da con-
vergência da viscosidade relativa. Para condições intermediárias dos parâmetros adimen-
sionais, a viscosidade relativa foi calculada para vários valores de 𝑁 , conforme a Figura
5.

A partir de 𝑁 = 500, a variação na viscosidade relativa é inferior à 10−7 em relação
ao valor de convergência. O procedimento foi repetido para outros valores dos parâme-
tros adimensionais, com o valor 𝑁 = 500 apresentando resultados dentro da tolerância
indicada, sendo assim adotado.

4.5 Algoritmo

O método numérico foi implementado em Fortran 95. O fluxograma do algoritmo
numérico é apresentado a seguir:
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Figura 5 – Análise de convergência da malha de acordo com o número de intervalos 𝑁 .

Tabela 2 – Algoritmo numérico.

1 - Estimativa Inicial para 𝐺, 𝑑𝑢/𝑑𝑟, 𝑀𝑟, 𝑀𝑧

2 - Δ𝑥← −𝐽−1
𝑘 · 𝑓𝑘

3 - 𝑥𝑘+1 ← 𝑥𝑘 + Δ𝑥

4 - Se |Δ𝑥| > tol , retornar ao passo 2

5 - Integrar a velocidade 𝑢

6 - Integrar a velocidade média 𝑢

7 - 𝐺𝑘+1 ← 𝐺𝑘−1(𝑢𝑘−1)−𝐺𝑘(𝑢𝑘−1−1)
𝑢𝑘−𝑢𝑘−1

8 - Se |𝐺𝑘+1 −𝐺𝑘| > tol , retornar ao passo 2

9 - Salvar em arquivo os perfis de 𝑢, 𝑀𝑟 e 𝑀𝑧

10 - 𝜂𝑟/𝜂𝑜 ← 𝐺/32

11 - 𝜂𝑤 ← 𝜏𝑤/�̇�𝑤

12 - FIM
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5 Resultados Numéricos e
Aproximações Assintóticas

Neste capítulo, são apresentados os resultados para a simulação numérica do esco-
amento de fluidos magnéticos em tubo capilar e as aproximações assintóticas obtidas por
um método de expansão regular. Os três mecanismos físicos que competem no escoamento
são o torque mecânico associado à vorticidade, o torque magnético e a relaxação browni-
ana. De maneira geral, o aumento do campo efetivo aplicado eleva o efeito magnetoviscoso,
devido ao aumento no torque magnético, até atingir a saturação. Já o aumento do número
de Péclet eleva a importância do torque mecânico com respeito ao torque magnético, des-
viando a magnetização da condição de alinhamento com o campo magnético. Assim, a
resistência ao cisalhamento é reduzida devido a diminuição do efeito magnetoviscoso.

São calculadas as viscosidades relativa e de parede para diversas condições de
campo efetivo aplicado e número de Péclet. Em seguida, desenvolvem-se soluções assin-
tóticas nos regimes assintóticos de baixo número de Péclet (𝑃𝑒 ≪ 1) e alto número de
Péclet (𝑃𝑒≫ 1). Em cada regime, um parâmetro adimensional pequeno é identificado nas
equações governantes, e uma solução assintótica é obtida com um método de expansão
regular (HINCH, 1991). As soluções numérica e assintótica para as viscosidades relativa e
de parede são comparadas. Na sequência, são apresentados os resultados numéricos para
os perfis de magnetização, perfis de velocidade e perfis de viscosidade aparente local, que
são comparados com a soluções assintóticas obtidas.

5.1 Viscosidade relativa em função do número de Péclet

A partir do gradiente de pressão adimensional 𝐺 obtido numericamente, a viscosi-
dade relativa, aquela definida pela extensão da Lei de Hagen-Poiseuille, é calculada pela
expressão 3.29. Os resultados são apresentados em termos apenas da contribuição do efeito
magnetoviscoso, ou seja, o incremento de viscosidade relativa em relação à viscosidade de
Einstein 𝜂𝜑

Δ𝜂𝑟

𝜂𝜑

= 𝜂𝑟 − 𝜂𝜑

𝜂𝜑

. (5.1)
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A Figura 6 apresenta o incremento na viscosidade relativa em função do número de Péclet
𝑃𝑒, para várias condições de campo efetivo aplicado 𝛼𝑜. Para baixos números de Péclet,
observa-se a presença de um platô-newtoniano, com uma viscosidade efetiva superior à
de Einstein, caracterizando a presença do efeito magneto-viscoso. Nesse regime, o torque
magnético domina o torque de cisalhamento, aumentando a dissipação viscosa. Com o
aumento do número de Péclet (que é a taxa de cisalhamento adimensional), a viscosidade
relativa diminui, caracterizando um comportamento pseudoplástico. Para 𝑃𝑒 ≫ 1, a
contribuição do efeito mangetoviscoso tende a 0 e a viscosidade relativa tende à viscosidade
de Einstein. Na Figura 6, a viscosidade de Einstein corresponde ao incremento nulo Δ𝜂𝑟 =
0. A redução do efeito magnetoviscoso é uma consequência direta do aumento do torque
hidrodinâmico com a taxa de cisalhamento ou 𝑃𝑒 em comparação ao torque magnético.

10−3

10−2

10−1

0.01 0.1 1

Δ𝜂𝑟

𝜂𝜑

𝑃𝑒

5
2

1
0.5

𝛼𝑜 = 0.2

Figura 6 – Incremento na viscosidade relativa em função do número de Péclet, para vários
campos efetivos aplicados. - - - Solução Numérica. 𝜑 = 5%, 𝜆 = 1.3.

5.2 Viscosidade de parede em função do número de Péclet de
parede

A viscosidade de parede é calculada a partir do gradiente de pressão adimensional
e da taxa de cilhamento na parede do tubo, obtidos numericamente, utilizando as expres-
sões 3.12 e 3.27. Novamente o resultados são apresentados em termos do incremento da
viscosidade de parede em relação à viscosidade de Einstein

Δ𝜂𝑤

𝜂𝜑

= 𝜂𝑤 − 𝜂𝜑

𝜂𝜑

. (5.2)

A Figura 7 apresenta o incremento na viscosidade de parede em função do número de
Péclet de parede 𝑃𝑒𝑤, para várias condições de campo efetivo aplicado 𝛼𝑜. O número
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de Péclet de parede 𝑃𝑒𝑤 é tipicamente uma ordem de grandeza superior comparado ao
número de Péclet global 𝑃𝑒. Os resultados são análogos àqueles observados para a visco-
sidade relativa. No regime de baixo número de Péclet de parede, há um platô newtoniano
em que predomina o torque magnético sobre o torque mecânico associado à vorticidade.
No regime de alto número de Péclet de parede, o efeito magnetoviscoso tende a zero e o
viscosidade de parede tende à viscosidade de Einstein.

10−3

10−2

10−1

0.1 1 10

Δ𝜂𝑤

𝜂𝜑

𝑃𝑒𝑤

5

2

1

0.5

𝛼𝑜 = 0.2

Figura 7 – Incremento na viscosidade parede em função do número de Péclet de parede,
para vários campos efetivos aplicados. - - - Solução Numérica. 𝜑 = 5%, 𝜆 = 1.3.

5.3 Aproximação para Péclet pequeno

Nesta seção é utilizado um método de expansão regular para obter uma solução
assintótica das equações governantes no regime de baixo número de Péclet (𝑃𝑒 ≪ 1)
(HINCH, 1991). Nessa condição, o torque magnético domina o problema e o efeito de
rotação imposto pela vorticidade é uma pequena perturbação da solução. Considere as
equações 3.40, 3.41 e 3.42, reescritas de modo que o número de Péclet aparece no nume-
rador : ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑃𝑒
𝑑𝑢

𝑑𝑟
+ 𝑃𝑒

𝑟𝐺

2𝜂𝜑

− 9𝜑𝛼𝑜

4𝜂𝜑

𝑀𝑟 (1 + 𝜒𝑠𝑀𝑧) = 0 ,

𝑃 𝑒
𝑑𝑢

𝑑𝑟
𝑀𝑧 + 3𝛼𝑜

4 𝑀𝑟𝑀𝑧 (1 + 𝜒𝑠𝑀𝑧) + 3
2𝑀𝑟 (𝜒(𝛼) + 1) = 0 ,

𝑃 𝑒
𝑑𝑢

𝑑𝑟
𝑀𝑟 + 3𝛼𝑜

4 𝑀2
𝑟 (1 + 𝜒𝑠𝑀𝑧) + 3

2

(︃
𝜒(𝛼)
𝜒𝑠

−𝑀𝑧

)︃
= 0 .

(5.3)
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No equilíbrio, 𝑃𝑒 = 0, a solução do sistema se reduz à⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑀𝑟 = 0 ,

𝑀𝑧 = 𝜒(𝛼)
𝜒𝑠

,
(5.4)

que corresponde à magnetização na ausência de escoamento. Supondo 𝑀𝑟 ∼ 𝑃𝑒, propomos
uma reescala 𝑀𝑟 = 𝑃𝑒�̃�𝑟. Rescrevendo o sistema 5.3, obtêm-se:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑢

𝑑𝑟
+ 𝑟𝐺

2𝜂𝜑

− 9𝜑𝛼𝑜

4𝜂𝜑

�̃�𝑟 (1 + 𝜒𝑠𝑀𝑧) = 0 ,

𝑑𝑢

𝑑𝑟
𝑀𝑧 + 3𝛼𝑜

4 �̃�𝑟𝑀𝑧 (1 + 𝜒𝑠𝑀𝑧) + 3
2�̃�𝑟 (𝜒(𝛼) + 1) = 0 ,

𝜀

[︃
𝑑𝑢

𝑑𝑟
�̃�𝑟 + 3𝛼𝑜

4 �̃�𝑟
2 (1 + 𝜒𝑠𝑀𝑧)

]︃
+ 3

2

(︃
𝜒(𝛼)
𝜒𝑠

−𝑀𝑧

)︃
= 0 .

(5.5)

Observe na 3a equação de 5.5 a presença do parâmetro adimensional 𝜀 = 𝑃𝑒2. Quando
𝑃𝑒≪ 1, este parâmetro é de pequena ordem 𝜀 = 𝑃𝑒2 ≪ 1. Propomos então uma expansão
regular em potências de 𝜀:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐺 = 𝐺0 + 𝜀𝐺1 +𝒪(𝜀2) ,

𝑢(𝑟) = 𝑢0(𝑟) + 𝜀𝑢1(𝑟) +𝒪(𝜀2) ,

�̃�𝑟(𝑟) = 𝑀𝑟0(𝑟) + 𝜀𝑀𝑟1(𝑟) +𝒪(𝜀2) ,

𝑀𝑧(𝑟) = 𝑀𝑧0(𝑟) + 𝜀𝑀𝑧1(𝑟) +𝒪(𝜀2) .

(5.6)

A expansão para o campo de velocidade deve satisfazer ainda as condições 3.43 e 3.44, de
modo que ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢0

(︂1
2

)︂
= 𝑢1

(︂1
2

)︂
= 0 ,

4
𝜋

ˆ 1
2

0
𝑢0(𝑟)2𝜋𝑟𝑑𝑟 = 1 ,

4
𝜋

ˆ 1
2

0
𝑢1(𝑟)2𝜋𝑟𝑑𝑟 = 0 .

(5.7)

A resolução do sistema consiste em substituir as expansões 5.6 no sistema 5.5 e identificar
os coeficientes de ordem 0 e ordem 1. Para cada sistema, as soluções para 𝑑𝑢/𝑑𝑟(𝑟),
𝑀𝑟(𝑟) e 𝑀𝑧(𝑟) são encontradas em função de 𝐺. Em seguida, as soluções são aplicadas
na equação 5.7, que fornece a solução para 𝐺. Aplicando o resultado na equação 3.29,
obtém-se a solução assintótica para o incremento na viscosidade relativa no regime de
baixo número de Péclet

Δ𝜂𝑟

𝜂𝜑

= 3𝜑

𝜂𝜑

𝛼𝑜𝜒(𝛼𝑜)
2𝜒𝑠 + 𝛼𝑜𝜒(𝛼𝑜)

+ 𝑃𝑒2 𝐺1

72𝜂𝜑

, (5.8)

em que 𝐺1 é dado por

𝐺1 = 213𝜑𝛼𝑜𝜒𝑠𝜒(𝛼𝑜)(𝛼𝑜𝜒(𝛼𝑜)2 − 2𝜒𝑠)
(1 + 𝜒(𝛼𝑜))2(2𝜒𝑠 + 𝛼𝑜𝜒(𝛼𝑜))3 . (5.9)

A Figura 8 compara os resultados numéricos e assintóticos para a viscosidade relativa no
regime de baixo Péclet. Os resultados apresentam boa concordância para 𝑃𝑒 < 0, 1.
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Figura 8 – Incremento na viscosidade efetiva para número de Péclet pequeno. - - - Solução
Numérica. —–Solução assintótica. 𝛼𝑜 = 1 𝜑 = 5%, 𝜆 = 1.3.

A solução assintótica para a viscosidade de parede é calculada utilizando a equação
3.27

Δ𝜂𝑤

𝜂𝜑

= 3𝜑

𝜂𝜑

𝛼𝑜𝜒(𝛼𝑜)
2𝜒𝑠 + 𝛼𝑜𝜒(𝛼𝑜)

+ 𝑃𝑒2 𝐺1

36𝜂𝜑

. (5.10)

O número de Péclet na parede pode ser aproximando com a taxa de cisalhamento na
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Figura 9 – Incremento na viscosidade de parede para número de Péclet de parede
pequeno.- - - Solução Numérica. —–Solução assintótica. 𝛼𝑜 = 1 𝜑 = 5%,
𝜆 = 1.3.
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parede pela solução do escoamento de Poiseuille

𝑃𝑒𝑤 = 𝑃𝑒

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑑𝑢

𝑑𝑟

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=1/2

≈ 8𝑃𝑒 . (5.11)

Substituindo o número de Péclet global pelo número de Péclet de parede na equação 5.10,
obtêm-se a solução assintótica para a viscosidade de parede em função do número de
Péclet de parede

Δ𝜂𝑤

𝜂𝜑

= 3𝜑

𝜂𝜑

𝛼𝑜𝜒(𝛼𝑜)
2𝜒𝑠 + 𝛼𝑜𝜒(𝛼𝑜)

+ 𝑃𝑒2
𝑤

𝐺1

162𝜂𝜑9 . (5.12)

A Figura 9 compara os resultados numéricos e assintóticos para a viscosidade de parede
no regime de baixo Péclet de parede. Os resultados apresentam boa concordância para
𝑃𝑒𝑤 < 0, 5.

No limite em que 𝑃𝑒 = 0, as soluções assintóticas para a viscosidade relativa e de
parede convergem para a viscosidade efetiva 𝜂𝑒

Δ𝜂𝑒

𝜂𝜑

= 3𝜑

𝜂𝜑

𝛼𝑜𝜒(𝛼𝑜)
2𝜒𝑠 + 𝛼𝑜𝜒(𝛼𝑜)

. (5.13)

Este resultado é análogo à viscosidade rotacional obtida por de Shliomis (1971), sendo 2
vezes maior que este, pois na equação de evolução de magnetização 2.79 adotada neste
trabalho, o coeficiente da vorticidade é 1, enquanto que na equação de Shliomis 2.75 este
coeficiente é 1/2. A viscosidade efetiva é função da fração volumétrica e do campo efetivo
aplicado. Para um campo aplicado muito intenso (𝛼𝑜 → ∞), a magnetização tende à
saturação e a viscosidade efetiva tende ao limite
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𝑃𝑒𝑤 = 4321

Figura 10 – Incremento na viscosidade de parede em função do campo efetivo aplicado. -
- - Solução Numérica. —— Viscosidade efetiva. − · − Limite de Saturação.
𝜑 = 5%, 𝜆 = 1.3.
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[︃
Δ𝜂𝑒

𝜂𝜑

]︃
𝑚á𝑥

= 3𝜑

𝜂𝜑

. (5.14)

Este é o limite teórico para o aumento de viscosidade devido ao efeito magneto-
viscoso, sendo função apenas da fração volumétrica de partícula. O comportamento da
viscosidade de parede em função do campo efetivo aplicado é apresentado na Figura 10.
Observa-se um comportamento típico de saturação, análogo à curva de saturação de mag-
netização, em que a viscosidade de parede tende ao limite de saturação dado por 5.14.
Para números de Péclet baixos, a viscosidade de parede tende à curva de viscosidade
efetiva.

5.4 Aproximação para Péclet alto

Nesta seção é explorado o regime assintótico oposto, em que o número de Péclet
é alto (𝑃𝑒 ≫ 1). Neste caso, o torque de cisalhamento domina o escoamento e o torque
magnético age como uma pequena perturbação. Novamente é utilizado um método de
expansão regular para obter uma solução assintótica das equações governantes. Considere
as equações 3.40, 3.41 e 3.42 :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑢

𝑑𝑟
+ 𝑟𝐺

2𝜂𝜑

− 9𝜑𝛼𝑜

4𝑃𝑒𝜂𝜑

𝑀𝑟 (1 + 𝜒𝑠𝑀𝑧) = 0 ,

𝑑𝑢

𝑑𝑟
𝑀𝑧 + 3𝛼𝑜

4𝑃𝑒
𝑀𝑟𝑀𝑧 (1 + 𝜒𝑠𝑀𝑧) + 3𝑀𝑟

2𝑃𝑒
(𝜒(𝛼) + 1) = 0 ,

𝑑𝑢

𝑑𝑟
𝑀𝑟 + 3𝛼𝑜

4𝑃𝑒
𝑀2

𝑟 (1 + 𝜒𝑠𝑀𝑧) + 3
2𝑃𝑒

(︃
𝜒(𝛼)
𝜒𝑠

−𝑀𝑧

)︃
= 0 .

(5.15)

No limite em que 1/𝑃𝑒 = 0, a solução do sistema é⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑢

𝑑𝑟
(𝑟) = −16𝑟 ,

𝑀𝑧 = 𝑀𝑟 = 0 ,

𝐺 = 32𝜂𝜑 .

(5.16)

Calculando as viscosidades relativa e de parede, obtém-se que o incremento nas viscosi-
dades nesse regime é nulo, ou seja,

Δ𝜂𝑟

𝜂𝜑

= Δ𝜂𝑤

𝜂𝜑

= 0 . (5.17)

Para números de Péclet elevados, o termo de vorticidade na equação de evolução da
magnetização domina sobre os demais. Como a vorticidade é não-nula (a exceção do
centro do tubo), o resultado é que a magnetização se anula nas duas direções. Além disso,
o termo de torque magnético na equação de Navier-Stokes modificada tende a zero neste
regime, desacoplando a hidrodinâmica do efeito da magnetização.
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Vamos buscar uma correção ordem 𝑃𝑒−2 para as viscosidades. Sendo 𝑀𝑟 ∼ 𝑃𝑒−1,
pode-se definir uma reescala 𝑀𝑟 = 𝑃𝑒−1�̃�𝑟. Reescrevendo o sistema 5.15, têm-se⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑢

𝑑𝑟
+ 𝑟𝐺

2𝜂𝜑

− 𝜀
9𝜑𝛼𝑜

4𝜂𝜑

�̃�𝑟 (1 + 𝜒𝑠𝑀𝑧) = 0 ,

𝑑𝑢

𝑑𝑟
𝑀𝑧 + 𝜀

[︂3𝛼𝑜

4 �̃�𝑟𝑀𝑧 (1 + 𝜒𝑠𝑀𝑧) + 3
2�̃�𝑟 (𝜒(𝛼) + 1)

]︂
= 0 ,

𝑑𝑢

𝑑𝑟
�̃�𝑟 + 𝜀

3𝛼𝑜

4 �̃�𝑟
2 (1 + 𝜒𝑠𝑀𝑧) + 3

2

(︃
𝜒(𝛼)
𝜒𝑠

−𝑀𝑧

)︃
= 0 .

(5.18)

Observe no sistema 5.18 a presença do parâmetro adimensional 𝜀 = 𝑃𝑒−2. Quando 𝑃𝑒≫
1, este parâmetro é de pequena ordem 𝜀 = 𝑃𝑒−2 ≪ 1. Propomos então uma expansão
regular em potências de 𝜀, idêntica à utilizada no regime de baixo Péclet, conforme as
equações 5.6 e 5.7. Novamente, o sistema é resolvido para as ordens 0 e 1, e as soluções
assintóticas para as viscosidade relativa e de parede são calculadas. A solução assintótica
da viscosidade relativa no regime de alto Péclet, com correção ordem 𝑃𝑒−2 é

Δ𝜂𝑟

𝜂𝜑

= 𝑃𝑒−2 27𝛼𝑜𝜒(𝛼𝑜)
8𝜂𝜑𝜒𝑠

. (5.19)

A Figura 11 compara os resultados numéricos e assintóticos para a viscosidade relativa
no regime de elevado Péclet. Os resultados apresentam boa concordância para 𝑃𝑒 > 0, 8.
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Figura 11 – Incremento na viscosidade efetiva para número de Péclet alto.- - - Solução
Numérica. —–Solução assintótica. 𝛼𝑜 = 1 𝜑 = 5%, 𝜆 = 1.3.

A solução assintótica para a viscosidade de parede é idêntica àquela obtida para a
viscosidade relativa. Reecrevendo 5.19 em termos do número de Péclet de parede têm-se

Δ𝜂𝑤

𝜂𝜑

= 𝑃𝑒−2
𝑤

324𝛼𝑜𝜒(𝛼𝑜)
𝜂𝜑𝜒𝑠

. (5.20)
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A Figura 12 compara os resultados numéricos e assintóticos para a viscosidade de parede
no regime de elevado Péclet de parede. Os resultados apresentam boa concordância para
𝑃𝑒𝑤 > 3.
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Figura 12 – Incremento na viscosidade de parede para número de Péclet de parede alto.
- - - Solução Numérica. —–Solução assintótica. 𝛼𝑜 = 1, 𝜑 = 5%, 𝜆 = 1.3.

Nota-se que a solução assintótica para regimes de alto Péclet é válida mesmo para
valores relativamente pequenos do número de Péclet (𝑃𝑒 > 0, 8). No outro extremo,
a solução assintótica para baixo Péclet é válida só para valores bem pequenos (𝑃𝑒 <

0, 1). Essas faixas indicam que um número de Péclet aparentemente médio de 𝑃𝑒 = 1
representa fisicamente um regime em que o torque de cisalhamento já domina sobre o
torque magnético, considerando um valor de campo efetivo moderado 𝛼𝑜 = 1.

5.5 Perfis de magnetização

Para uma condição fixa de número de Péclet e campo efetivo aplicado, o método
numérico fornece os perfis de magnetização e de velocidade em função do coordenada
radial 𝑟. A Figura 13 apresenta os perfis das componentes da magnetização em uma
condição de baixo número de Péclet, em que o efeito do torque magnético é dominante.
No centro do tubo (𝑟 = 0), a vorticidade é nula, e o campo tende a condição de equilíbrio
(𝑀𝑧 = 𝑀𝑒 e 𝑀𝑟 = 0). Afastando-se do centro do tubo, a vorticidade aumenta e o torque
mecânico compete com o torque magnético, girando a magnetização. O resultado é um
aumento da magnetização radial 𝑀𝑟 e a redução da magnetização longitudinal 𝑀𝑧.

A solução assintótica obtida para o regime de baixo Péclet fornece uma aproxima-
ção para as componentes da magnetização. A solução para a componente longitudinal da
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magnetização com correção ordem 𝑃𝑒2 é

𝑀𝑧(𝑟) = 𝜒(𝛼𝑜)
𝜒𝑠

− 𝑃𝑒2 642𝜒𝑠𝜒(𝛼𝑜)
9(1 + 𝜒(𝛼𝑜))(2𝜒𝑠 + 𝛼𝑜𝜒(𝛼𝑜))2 𝑟2 (5.21)

e para a componente radial é

𝑀𝑟(𝑟) = 𝑃𝑒
64𝜒(𝛼𝑜)

3(1 + 𝜒(𝛼𝑜))(2𝜒𝑠 + 𝛼𝑜𝜒(𝛼𝑜))
𝑟 . (5.22)

Observe que para a componente radial a correção é apenas ordem 𝑃𝑒, pois a correção
ordem 𝑃𝑒2 é nula. As soluções assintóticas para os perfis de magnetização são comparadas
com os resultados numéricos na Figura 13. Observa-se que a solução assintótica apresenta
maior concordância para regiões próximas do centro do tubo, onde a vorticidade é menor.
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Figura 13 – Solução numérica das componentes da magnetização - - - 𝑀𝑍 e − ·− 𝑀𝑟 em
função da coordenada radial 𝑟 para 𝑃𝑒 = 0, 1. —–Solução assintótica. 𝛼𝑜 = 1,
𝜑 = 5%, 𝜆 = 1.3.

O comportamento da magnetização também pode ser observado em termos do
ângulo 𝜃𝑀 = atan(𝑀𝑟/𝑀𝑧) da magnetização com o campo magnético aplicado. A solução
assintótica para o ângulo é

𝜃𝑀(𝑟) = 𝑃𝑒
64𝜒𝑠

3(1 + 𝜒(𝛼𝑜))(2𝜒𝑠 + 𝛼𝑜𝜒(𝛼𝑜))
𝑟 . (5.23)

Novamente, a correção ordem 𝑃𝑒2 é nula. A Figura 14 compara a solução assintótica e
os resultados numéricos do ângulo da magnetização, apresentando boa concordância no
regime de baixo Péclet.

No condição oposta, quando o número de Péclet é alto, o torque de cisalhamento
domina o escoamento e as componentes da magnetização tendem a zero. A aproximação
assintótica com correção ordem 𝑃𝑒−2 para a componente longitudinal da magnetização é

𝑀𝑧(𝑟) = 𝑃𝑒−2 9𝜒(𝛼𝑜)(1 + 𝜒(𝛼𝑜))
322𝜒𝑠

1
𝑟2 (5.24)
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Figura 14 – Ângulo da magnetização com o campo aplicado em função da coordenada
radial 𝑟 para 𝑃𝑒 = 0, 1. - - - Solução Numérica. —–Solução assintótica. 𝛼𝑜 =
1, 𝜑 = 5%, 𝜆 = 1.3.

e para a componente radial é

𝑀𝑟(𝑟) = 𝑃𝑒−1 3𝜒(𝛼𝑜)
32𝜒𝑠

1
𝑟

. (5.25)
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Figura 15 – Componente radial da magnetização em função da coordenada radial 𝑟 para
𝑃𝑒 = 1. - - - Solução Numérica. Solução assintótica para —– 𝑃𝑒≪ 1 e − ·−
𝑃𝑒≫ 1. 𝛼𝑜 = 1, 𝜑 = 5%, 𝜆 = 1.3.
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Figura 16 – Componente longitudinal da magnetização em função da coordenada radial
𝑟 para 𝑃𝑒 = 1.- - - Solução Numérica. Solução assintótica para —– 𝑃𝑒 ≪ 1
e − · − 𝑃𝑒≫ 1. 𝛼𝑜 = 1, 𝜑 = 5%, 𝜆 = 1.3.

No limite de 𝑃𝑒 → ∞, as soluções assintóticas retornam 𝑀𝑟 = 𝑀𝑧 = 0. As Figuras 5.25
e 5.24 apresentam os perfis de magnetização numéricos em um regime de alto número de
Péclet, junto com as aproximações assintóticas. Nota-se que próximo a parede do tubo
(𝑟 = 1/2), as magnetizações tendem a zero, pois a vorticidade é mais intensa. Nesta
região, as soluções assintóticas de alto número Péclet apresentam boa concordância com
os resultados numéricos.

Observa-se, no entanto, que na vizinhança do centro do tubo, a magnetização con-
corda com a aproximação de baixo número de Péclet. Nesta região, a taxa de cisalhamento
é baixa, de modo que o número de Péclet local 𝑃𝑒𝑙 é baixo, mesmo que o número de Péclet
global seja alto.

No caso do ângulo de orientação da magnetização, no centro do tubo este é zero,
tendendo à 90𝑜 próximo da parede de tubo. Ou seja, na região de alta vorticidade, a
magnetização tende a se orientar na direção radial. A aproximação assintótica de alto
Péclet para o ângulo de orientação é

𝜃𝑀(𝑟) = atan
(︃

32𝑟𝑃𝑒

3 + 3𝜒(𝛼𝑜)

)︃
. (5.26)

A Figura 17 apresenta os resultados numérico e assintótico do perfil do ângulo de orien-
tação da magnetização para uma condição de alto Péclet global.
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Figura 17 – Ângulo da magnetização com o campo aplicado em função da coordenada
radial 𝑟 para 𝑃𝑒 = 1. - - - Solução Numérica. Solução assintótica para —–
𝑃𝑒≪ 1 e − · − 𝑃𝑒≫ 1. 𝛼𝑜 = 1, 𝜑 = 5%, 𝜆 = 1.3.
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Figura 18 – Intensidade da magnetização na parede em função do campo efetivo aplicado.
- - - Solução Numérica. —— Magnetização de equilíbrio. Encarte: Detalhe da
saturação das magnetizações. 𝜑 = 5%, 𝜆 = 1.3.

5.6 Magnetização na parede

A magnetização sofre o maior desvio em relação ao equilíbrio na parede do tubo,
pois o torque hidrodinâmio associado a vorticidade é máximo. No equilíbrio, a intensi-
dade da magnetização na parede é igual a 𝑀𝑒, dado pela equação 2.55, crescendo com o
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Figura 19 – Ângulo da magnetização na parede em função do campo efetivo aplicado. - -
- Solução Numérica. 𝜑 = 5%, 𝜆 = 1.3.
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Figura 20 – Intensidade da magnetização na parede em função do número de Péclet de
parede. - - - Solução Numérica. 𝜆 = 1.3.

campo efetivo aplicado até atingir a saturação (𝑀 = 1). O ângulo entre a magnetização
na parede e o campo aplicado é nulo no equilíbrio. A medida que o número de Péclet
aumenta, a magnetização na parede se desvia da condição de equilíbrio, reduzindo sua
intensidade e aumentando o ângulo com o campo aplicado. As Figuras 18 e 19 apresentam
o comportamento da intensidade e do ângulo da magnetização na parede em função do
campo efetivo aplicado, para vários valores de número de Péclet de parede. Em todos os
casos se recupera o comportamento de saturação no limite de 𝛼𝑜 → ∞, conforme apre-
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senta o encarte da Figura 18. A Figura 20 mostra o desvio da magnetização em relação à
condição de equilíbrio com o aumento do número de Péclet de parede. No limite em que
𝑃𝑒𝑤 →∞, a magnetização tende a zero.

5.7 Perfil de viscosidade aparente local em função do número de
Péclet local

Além da viscosidade relativa e da viscosidade de parede, que são resultados globais
do escoamento, é possível analisar a dependência da viscosidade aparente local 𝜂𝑎 com o
número de Péclet local 𝑃𝑒𝑙. O número de Péclet local cresce com a coordenada radial 𝑟, de
acordo com a equação 3.4, e varia de 0 até o Péclet de parede em 𝑟 = 1/2. A viscosidade
aparente local varia da viscosidade efetiva 𝜂𝑒 no centro do tubo até a viscosidade de
parede 𝜂𝑤. As soluções assintóticas para a viscosidade aparente local são as mesmas da
viscosidade de parede (Eqs. 7.3 e 5.20), substituindo o Péclet de parede pelo Péclet local.
A Figura 21 apresenta os resultados numérico e assintótico para a viscosidade aparente
local em função do número de Péclet local, para um número de Péclet global elevado. O
comportamento é idêntico ao observado para a viscosidade de parede em função do Péclet
de parede. Nota-se que a viscosidade não é uniforme ao longo do tubo, como é esperado
para um escoamento quadrático de um fluido não-newtoniano. No centro do tubo, onde a
vorticidade é menor, o torque magnético domina e o efeito magneto viscoso é mais intenso.
Próximo à parede do tubo, o torque de cisalhamento domina e o aumento na viscosidade
é reduzido.
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Figura 21 – Incremento na viscosidade aparente local em função do número de Péclet
local.- - - Solução Numérica. Solução assintótica para —– 𝑃𝑒 ≪ 1 e − · −
𝑃𝑒≫ 1. 𝑃𝑒 = 1, 𝛼𝑜 = 1, 𝜑 = 5%, 𝜆 = 30, 9.
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5.8 Perfis de velocidade

A variação de viscosidade ao longo da componente radial resulta na deformação
do perfil parabólico de velocidade de Poiseuille. A Figura 22 mostra o achatamento do
perfil de velocidade em comparação com o perfil parabólico, devido a maior viscosidade
no centro do tubo. Vale ressaltar que os perfis são normalizados em termos da velocidade
média. O achatamento também pode ser observado pela velocidade máxima do perfil, que
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Figura 22 – Perfil de velocidade em função da componente radial - - - Solução Numérica.
—— Perfil parabólico. 𝑃𝑒 = 1, 𝛼𝑜 = 15, 𝜑 = 5%, 𝜆 = 1.3.

é atingida no centro do tubo. Quanto maior o achatamento, menor a velocidade máxima.
A Figura 23 apresenta a velocidade máxima do perfil em função do campo efetivo aplicado.
Observa-se um maior achatamento do perfil para campos mais intensos.

5.9 Regiões de validade do modelo

O modelo apresentou boa concordância entre os resultados numéricos e assintó-
ticos na faixa de valores de número de Péclet de 0 a 10, e de campo efetivo aplicado
de 0 a 15. Para valores superiores a esses, o método de resolução numérico não conver-
giu. Para valores elevados destes parâmetros, os termos de vorticidade e precessão na
equação de evolução da magnetização se sobressaem. Como estes dois termos são não-
lineares, neste regime o modelo torna-se instável. É necessário, neste caso, considerar a
tridimensionalidade do escoamento, além da presença de termos de convecção na equação
da magnetização. Outro aspecto importante é que valores muito grandes de número de
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Figura 23 – Velocidade máxima em função do campo efetivo aplicado - - - Solução Nu-
mérica. —— Perfil parabólico. 𝑃𝑒 = 1, 𝜑 = 5%, 𝜆 = 1.3.

Péclet implicitamente significam velocidades altas, podendo atingir uma condição em que
a hipótese de unidirecionalidade não é mais válida.
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6 Metodologia Experimental

O estudo experimental do escoamento de fluidos magnéticos em tubos capilares é
desenvolvido por meio de uma bancada de bomba de seringa. Busca-se comparar qualita-
tivamente e quantitativamente os resultados numéricos e experimentais, com o objetivo
de validar o modelo adotado. Os parâmetros hidrodinâmicos coletados são a vazão e a di-
ferença de pressão ao longo do tubo. O parâmetro magnético medido é a corrente elétrica
que alimenta a solenoide e gera o campo magnético. A partir desses parâmetros, calcula-se
a viscosidade de parede conforme a expressão 3.27, para que possa ser comparada com os
resultados numéricos. Faz-se ainda uma comparação com resultados experimentais para
cisalhamento simples obtidos em um reômetro de disco rotativo.

6.1 Aparato Experimental

Figura 24 – Esquema de funcionamento da bancada experimental de bomba de seringa.

A bancada experimental para o estudo de escoamentos em tubo capilar consiste
de tubos capilares, seringas, bomba de seringa, solenoide, fonte de tensão estabilizada,
manômetro, banho térmico, transdutores de pressão e um sistema de aquisição de dados.
A bancada está presente no Laboratório de Microhidrodinâmica e Reologia - MicroReo -
VORTEX na Universidade de Brasília. A figura 24 apresenta um esquema da bancada.
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A bomba de seringa fornece uma vazão controlada de fluido magnético para o tubo ca-
pilar. Um transdutor de pressão afere a diferença de pressão à montante e à jusante do
tubo capilar e envia para um sistema de aquisição de dados. As tubulações auxiliares
são suficientemente largas, de modo a não introduzir queda de pressão significativa. Duas
solenoides em volta do tubo aplicam um campo magnético longitudinal e aproximada-
mente uniforme. Por meio da corrente elétrica fornecida pela fonte de tensão regulada à
solenoide, é possível calcular a intensidade do campo magnético aplicado. Após passar
pelo tubo capilar, o fluido magnético é retornado a um erlenmeyer. As conexões entre os
elementos são feitas com tubos de silicone e torneiras em T do tipo LUER. Uma tubulação
de by-pass ao tubo capilar permite a equalização da pressão e facilita o retorno da seringa
à posição original. O controle de temperatura é feito com um fluxo de água em volta
do tubo capilar, promovido por um banho térmico que mantém a água a temperatura
constante.

6.1.1 Tubos capilares

Os capilares utilizados são da marca Hildenberg, fabricados em vidro, conforme
a Figura 25. Seu comprimento é de 𝐿 = 150 mm, o diâmetro externo é de 3 mm. e o
diâmetro interno é de 500 𝜇m. A elevada razão comprimento/diâmetro do tubo capilar
garante a unidirecionalidade do escoamento. A incerteza do diâmetro interno é de ±4%.

Figura 25 – Tubos capilares de vidro da marca Hildenberg.

6.1.2 Bomba de Seringa

A vazão é controlada pela bomba de seringa Cole & Parmer, modelo KDS 101,
com mostrador digital, avanço automático, capacidade para duas seringas e modos de
avanço e recuo, conforme a Figura 26. A faixa de vazões possíveis varia de acordo com a
seringa utilizada. Para a seringa de 5 ml utilizada neste experimento, a vazão mínima é
de 0, 01𝜇𝑙/𝑚𝑖𝑛 e a vazão máxima é de 14.000𝜇𝑙/𝑚𝑖𝑛. A acurácia da vazão é de ±1 % e
a repetibilidade é de ±0,1 %.
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Figura 26 – Bomba de seringa Cole & Parmer modelo KDS 101.

6.1.3 Transdutor de Pressão

(a) Corpo do transdutor (b) Membrana do transdutor

Figura 27 – Transdutor de pressão de relutância variável da marca Validyne.

A diferença de pressão no tubo foi medida utilizando um transdutor de pressão de
relutância variável da marca Valydine, conforme a Figura 27. Consiste de uma membrana
de aço presa entre dois blocos, também de aço. Cada bloco possui uma bobina alimentada
com uma corrente alternada. Quando uma diferença de pressão é aplicada entre os lados da
membrana, esta sofre uma deformação proporcional. Essa deformação causa uma diferença
na relutância magnética de cada bloco, medida por um sinal de retorno para um sistema
de aquisição de dados. O sinal é então amplificado e linearizado, fornecendo um tensão
elétrica proporcional à pressão aplicada. Várias membranas estão disponíveis, sendo as
mais finas destinadas a pequenas faixas de pressão e as mais espessas destinadas a grandes
faixas de pressão. Neste experimento foi utilizada a membrana 36 (𝑃𝑚𝑎𝑥 = 260 mmHg).
A acurácia do transdutor é de ±0,25 % do fundo de escala. A cavidade do transdutor de
pressão é preenchida com glicerina para evitar a entrada de ferrofluido dentro do sensor,
que poderia afetar o seu funcionamento.
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Para calibrar a membrana foi utilizado um manômetro da marca Zurich, conforme
a Figura 28. Este é um manômetro de Bourdon digital, capaz de medir pressões de até
280 mmHg com incerteza de ±0, 28 mmHg.

Figura 28 – Manômetro de Bourdon digital da marca Zürich.

6.1.4 Solenoide

(a) Solenoide
(b) Fonte de tensão

Figura 29 – Conjunto solenoide de cobre esmaltado e fonte de tensão contínua regulada.

Para produzir um campo magnético uniforme ao longo do tubo, foram utilizadas
duas solenoides em série, de modo a cobrir toda a extensão do tubo. Cada solenoide é
composta de uma bobina espessa de cobre esmaltado, conforme a Figura 29, com 2400
voltas e comprimento de 64 mm. Para fornecer corrente elétrica às solenoides, foi utili-
zado a fonte de tensão regulada MPC 3005 da marca Milipa. O campo magnético axial
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produzido no interior da solenoide é dado pela relação

𝐻𝑜 = 𝑓𝑒
𝑁𝑣𝐼

𝐿
, (6.1)

em que 𝑁𝑣 é o número de voltas, 𝐼 é a corrente aplicada, 𝐿 é o comprimento e 𝑓𝑒 é um
fator de correção experimental do campo. A corrente máxima fornecida pela fonte é de
0,70 A, com resolução de 0,01 A e precisão de ±0,02 A. O fator de correção experimental
foi determinado por uma curva de calibração, em que o campo magnético axial é aferido
no centro das bobinas e traçado em função da corrente fornecida pelo fonte. O campo
magnético é mensurado com um Gaussímetro de sonda Hall, modelo F.W. Bell 5060, com
precisão de 2 %. Para elevadas correntes, a solenoide sofre grande aquecimento, por isso,
um ventilador é usado para o resfriamento.

6.1.5 Banho Térmico

Figura 30 – Banho térmico da marca LAUDA.

Tendo em vista que a viscosidade de um fluido é muito sensível à sua temperatura,
o tubo capilar foi inserido em uma tubulação de silicone de maior diâmetro, na qual
passa um fluxo de água à temperatura constante. A temperatura e o fluxo da água são
controlados por um banho térmico, que mantém a temperatura do experimento em 𝑇 =
25, 00±0, 02𝑜𝐶. O banho térmico utilizado é o modelo ECO SILVER RE 415 da fabricante
LAUDA, conforme a Figura 30.

6.2 Amostras de fluidos magnéticos

As amostras de ferrofluido utilizadas nos experimentos são suspensões de magne-
tita da marca Ferrotec. As frações volumétricas utilizadas foram de 3,9 % e 11,8%. As
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partículas magnéticas possuem diâmetro médio de 10 nm e magnetização de saturação de
440 kA/m. As propriedades de cada amostra são apresentadas na Tabela 3. É necessário
cerca de 20 ml de cada fluido para realizar os ensaios.

Tabela 3 – Características das amostras de ferrofluido. Dados fornecidos pelo fabricante.

Produto 𝑀𝑠 (kA/m) 𝜑 𝜂𝜑 (cP) (27𝑜𝐶) 𝜌 (g/ml) (25𝑜𝐶) Fluido base

APG 1134 17,5 3,9 % 1000 1,07 Hidrocarboneto

EFH 3 51,7 11,8 % 12 1,42 Hidrocarboneto

6.2.1 Reômetro

Figura 31 – Reômetro MCR 301 da Anton Paar.

A fim de comparar os resultados experimentais em cisalhamento quadrático (tubo
capilar) com o escoamento em cisalhamento simples, os fluidos magnéticos foram ensaia-
dos no reômetro Anton Paar modelo MCR 301, conforme a Figura 31. Seu princípio de
funcionamento é o escoamento entre disco rotativo e placa plana. Uma pequena quanti-
dade de amostra é necessária para realizar os ensaios (≈ 1 ml). O controle de temperatura
é realizado por um sistema Peltier localizado na placa inferior, associado a um banho tér-
mico LAUDA. Para avaliar o efeito da ação do campo magnético sobre a amostra de
ferrofluido, o dispositivo magnetoreológico MDR 70/1T, também da Anton Paar, é aco-
plado ao reômetro. Esse dispositivo é capaz de gerar campos de até 1 Tesla, e mantém a
cavidade da amostra isolada em uma cápsula de blindagem magnética. O disco rotativo
de 20 mm é utilizado em conjunto.
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6.3 Calibração do sistema

Nesta seção são descritas as etapas de calibração e verificação da bancada, tendo
em vista garantir o correto funcionamento do sistema.

6.3.1 Curva de calibração do transdutor de pressão

Para converter o sinal de tensão fornecido pelo transdutor em uma leitura de
diferença de pressão, deve ser obtida a constante de calibração da membrana. Para de-
terminar essa constante, o manômetro de calibração foi colocado junto ao transdutor por
meio de uma conexão em ‘T’, de modo que estivessem a mesma pressão. O transdutor
foi pressurizado com ar utilizando uma seringa, aplicando pressões ao longo de toda a
faixa de calibração da membrana. A diferença de pressão Δ𝑝 indicada no manômetro foi
relacionada com a tensão 𝑉 lida no transdutor por

Δ𝑝 = 𝑎𝑉 , (6.2)

em que 𝑎 é a constante de calibração de cada membrana.

6.3.2 Calibragem de leitura zero do transdutor em função da corrente

Na ausência de vazão imposta ao tubo capilar, o transdutor de pressão pode gerar
um leitura não-nula devido a uma deformação permanente na membrana, diferença de
pressão estática devido à coluna de fluido, ou ainda devido a diferença de pressão mag-
nética entre os pontos de tomada de pressão. Para compensar esse efeito é necessário
fazer uma calibragem de leitura nula no transdutor, em função da corrente aplicada na
solenoide. Com as tubulações preenchidas com o fluido de ensaio, a leitura do transdutor
é adquirida por 10 min, na condição de vazão nula e para diferentes correntes. A média e
incerteza da leitura é então calculada e utilizada para calcular a constante de leitura nula
Δ𝑝𝑜.

A figura 32 apresenta do coeficiente de correção em função da corrente aplicada.
A variação decorre da pressão magnética na interface entre o ferrofluido e a glicerina.
Uma análise de escala pode ser feita para identificar a dependência com a corrente. Na
interface de um fluido magnético, a pressão magnética 𝑝𝑚 é proporcional ao quadrado da
magnetização normal a interface (ROSENSWEIG, 2013)

𝑝𝑚 = 𝜇𝑜𝑀
2
𝑛

2 . (6.3)

Para campos fracos, a magnetização é proporcional ao campo magnético, que por sua vez
é proporcional à corrente elétrica. Assim, a pressão magnética escala com o quadrado da
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Figura 32 – Constante de leitura nula em função da corrente aplicada nas solenoides, para
o EFH 3.—– Ajuste quadrático.

corrente 𝑝𝑚 ∼ 𝐼2. Propõe-se então uma regressão quadrática nos dados. O equação do
ajuste obtido é

Δ𝑝𝑜 = 𝑎 + 𝑏𝐼2 , (6.4)

em que 𝑎 e 𝑏 são as constantes de ajuste, calculadas para cada fluido e membrana. O valor
real da diferença de pressão é calculado como

Δ𝑝 = Δ𝑝𝑡 + Δ𝑝𝑜 , (6.5)

em que Δ𝑝𝑡 é a leitura do transdutor. Vale notar que a correção máxima da leitura é
inferior a 0, 5% do fundo de escala do transdutor.

6.3.3 Curva de calibração do campo magnético

Para determinar o campo magnético axial aplicado sobre o tubo capilar, faz-se uma
curva de calibração do campo magnético medido pelo gaussímetro em função da corrente
fornecida pela fonte de tensão, conforme a figura 33. A sonda do gaussímetro é posicionado
entre as bobinas, mensurando o campo axial. Assume-se que o campo magnético ao longo
do tubo capilar é uniforme. Utilizando um ajuste linear sobre os dados aferidos, o fator
de correção entre o campo experimental e o téorico foi determinada como 𝑓𝑒 = 0,75.
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Figura 33 – Campo magnético axial produzido pelas solenoides em função da corrente
aplicada.—– Ajuste linear.
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Figura 34 – Curva de diferença de pressão por vazão para óleo mineral.—– Ajuste linear.

6.3.4 Verificação para um fluido newtoniano

Para verificar o correto funcionamento da bancada experimental, foi ensaiado um
fluido newtoniano. A figura 34 apresenta a curva de diferença de pressão por vazão para o
óleo mineral a temperatura de 25 𝑜𝐶. Observa-se a recuperação do comportamento linear
previsto pela lei de Hagen-Poiseuille.
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6.4 Procedimento Experimental

O procedimento experimental consiste das seguintes etapas:

∙ O banho térmico é ajustado em 𝑇 = 25𝑜𝐶 e aguarda-se um transiente de cerca de
10 min para a estabilização da temperatura do capilar;

∙ Uma vazão é imposta pela bomba de seringa e a leitura de pressão do transdutor é
adquirida a cada 1 s e armazenada. A série temporal de leitura é exemplificada pela
figura 35. Devido à relaxação do sistema, a leitura de pressão possui um transiente
até a estabilização da leitura. O tempo de relaxação varia entre 1 a 30 min, de acordo
com vazão imposta. Após a estabilização da leitura, a aquisição é mantida por cerca
de 10 min. Uma média temporal da leitura é feita sobre os pontos do patamar;
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Figura 35 – Série temporal da leitura de pressão do transdutor em função do tempo para
o EFH 3 com vazão de 1000 𝜇l/min na ausência de campo.

∙ O seringa é retornada a posição inicial e repete-se o procedimento para a mesma
vazão por 5 vezes, sobre os quais é calculada a média e a incerteza da leitura de
pressão;

∙ A série de medidas é repetida para diferentes vazões e diferentes correntes aplicadas,
obtendo resultando nas curvas de diferença de pressão em função da vazão e da
corrente.

∙ A taxa de cisalhamento na parede é calculada utilizando a relação de Weissenberg-
Rabinowitsch (BIRD; ARMSTRONG; HASSAGER, 1987),

𝛾𝑤 = 32𝑄

𝜋𝑑3

(︃
3
4 + 1

4
𝑑 ln |𝑄|
𝑑 ln |Δ𝑝|

)︃
, (6.6)
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em que a derivada em cada ponto experimental é estimada por um ajuste do tipo
lei de potência utilizando os pontos vizinhos;

∙ A viscosidade de parede é calculada combinando as relações 3.12 e 3.26, resultando
em

𝜂𝑤 = 𝜋𝑑4𝛿𝑝

128𝑄𝐿

(︃
3
4 + 1

4
𝑑 ln |𝑄|
𝑑 ln |Δ𝑝|

)︃−1

. (6.7)

6.5 Análise de incerteza

Os resultados para a viscosidade e campo magnético estão sujeitos a incerte-
zas decorrentes de variações aleatórias e/ou erros instrumentais. A incerteza do campo
magnético aplicado é dependente da precisão da corrente elétrica fornecida pela fonte
(𝛿𝐼 = ±0, 02 A) e da precisão da leitura do Gaussímetro (𝛿𝐻𝐺𝑎𝑢 = ±2% 𝐻𝑜). Utilizando
a expressão 6.1, a incerteza é estimada como

𝛿𝐻𝑜 = ±
[︂
|𝛿𝐻𝐺𝑎𝑢|+ 𝑓𝑒

𝑁𝑣

𝐿
|𝛿𝐼|

]︂
. (6.8)

A incerteza no campo magnético é propagada para o cálculo do campo efetivo 𝛼𝑜, de
modo que

𝛿𝛼𝑜 = ±
⃒⃒⃒⃒
𝜇𝑜𝑚

𝑘𝑇
𝛿𝐻𝑜

⃒⃒⃒⃒
. (6.9)

Conforme a expressão 6.7, a incerteza viscosidade de parede é afetada pelas incertezas da
leitura de pressão, da vazão imposta e do diâmetro do capilar,

𝛿𝜂𝑤 = ±𝜂𝑤

⎯⎸⎸⎷⃒⃒⃒⃒⃒ 𝛿𝑝

Δ𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

+
⃒⃒⃒⃒
⃒𝛿𝑄

𝑄

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

+
⃒⃒⃒⃒
⃒4𝛿𝑑

𝑑

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

. (6.10)

A incerteza da leitura de pressão é adotada como o maior valor entre o erro aleatório
|𝛿𝑝|𝑎𝑙𝑒𝑎 da análise estatística das leituras e a acurácia do transdutor (|𝛿𝑝|𝑖𝑛𝑠𝑡 = 0,25 % do
fundo de escala),

𝛿𝑝 = MÁX[ |𝛿𝑝|𝑎𝑙𝑒𝑎 ; |𝛿𝑝|𝑖𝑛𝑠𝑡 ] . (6.11)

A incerteza na vazão corresponde a acurácia da bomba de seringa (𝛿𝑄 = ±1% 𝑄). A
incerteza do diâmetro do tubo é dominante no cálculo da viscosidade, tanto devido ao
alto valor (𝛿𝑑 = ±4% 𝑑), quanto devido a alta sensibilidade decorrente da dependência
com 𝑑4. Para eliminar a influência do incerteza do diâmetro, o mesmo tubo capilar foi
utilizado em todas as medidas e a viscosidade foi apresenta em termos de seu incremento
dividido pela viscosidade sem campo 𝜂𝜑. Desta forma, o diâmetro interno torna-se um
parâmetro fixo e a expressão 6.10 é simplificada para

𝛿

(︃
Δ𝜂𝑤

𝜂𝜑

)︃
= ±𝜂𝑤

𝜂𝜑

⎯⎸⎸⎷⃒⃒⃒⃒⃒ 𝛿𝑝

Δ𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

+
⃒⃒⃒⃒
⃒𝛿𝑄

𝑄

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

. (6.12)
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7 Resultados Experimentais

Neste capítulo são apresentados os resultados experimentais obtidos na bancada
de bomba de seringa para os ferrofluidos APG 1134 e EFH 3. Os resultados para a
viscosidade de parede são comparados com os resultados obtidos na simulação numérica e
no reômetro. Os parâmetros físicos utilizados nos experimentos estão indicados na tabela
4. Os experimentos foram desenvolvidos em regime da baixo número de Péclet (𝑃𝑒 = 10−4

a 10−4). O campo efetivo aplicado varia desde a ausência de campo (𝛼 = 0) até campos
moderados (𝛼 ∼ 1). O ferrofluido APG 1134 possui uma fração volumétrica de partículas
moderada (𝜑 = 3,9 %), enquanto o ferrofluido EFH 3 (𝜑 = 11,8 %) possui uma fração
volumétrica elevada. O parâmetro de interação magnética dipolar para estes fluidos é
moderado, 𝜆 = 1, 3. No entanto, devido a polidispersidade das suspensões, estão presentes
partículas maiores cujo valor para 𝜆 é elevado (visto que 𝜆 ∼ 𝑣𝑝). Assim, é esperado
que estes fluidos apresentem efeitos devido a interação entre partículas e formação de
estruturas. Não é possível fazer uma comparação direta entre os ferrofluidos, pois estes
possuem composições químicas distintas.

Tabela 4 – Parâmetros físicos adimensionais utilizados no experimento

Parâmetro Fórmula Valores

Campo efetivo aplicado 𝛼𝑜 = 𝜇𝑜𝑚𝐻𝑜

𝑘𝑇
0 - 1,4

Número de Péclet 𝑃𝑒 = 6𝜋𝜂𝑜𝑎
2𝑈

𝑘𝑇

𝑎

𝑑
10−4 - 10−3

Fração volumétrica de partícula 𝜑 0,039 - 0,118

Parâmetro de interação dipolar 𝜆 = 𝜇𝑜𝑚
2

24𝑘𝑇𝑣𝑝

1,3

7.1 Comportamento newtoniano na ausência de campo magnético

Na ausência de campo magnético aplicado, a suspensão magnética deve-se compor-
tar como um fluido newtoniano equivalente. A figura 36 apresenta as curvas de diferença
de pressão por vazão para os ferrosfluidos ensaiados. Vale notar que Δ𝑝 representa a dife-
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Figura 36 – Curva de diferença de pressão por vazão na ausência de campo aplicado para
(a) APG 1134 e (b) EFH 3. —- Ajuste linear. 𝑇 = 25 𝑜𝐶, 𝑑 = 500 𝜇𝑚

rença de pressão entre a entrada e a saída do tubo capilar, sendo assim um valor positivo.
Um ajuste linear foi efetuado sobre os dados, na forma

Δ𝑝 = 𝑘𝑄 , (7.1)

em que 𝑘 é a constante linear do ajuste. A viscosidade da suspensão 𝜂𝜑 é calculada por

𝜂𝜑 = 𝜋𝑑4𝑘

128𝐿
, (7.2)
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Observa-se a boa concordância dos dados experimentais com o ajuste linear, conforme
previsto pela lei de Hagen-Poiseuille 3.18. Conclui-se que os ferrofluidos ensaiados possuem
comportamento newtoniano na ausência de campo aplicado.

7.2 Efeito magnetoviscoso
Resultados experimentais para o tubo capilar e comparação com modelo teórico

Conforme a metodologia apresentada na seção 6.4, a viscosidade de parede para
as amostras foi calculada para várias condições de campo efetivo aplicado 𝛼𝑜 e número
de Péclet de parede 𝑃𝑒𝑤. Analogamente a expressão 5.2, os resultados são apresentados
em termo do incremento relativo, no qual a viscosidade da suspensão 𝜂𝜑 foi obtida das
figuras 36a e 36b. Assim, os resultados representam o efeito magnetoviscoso.

7.2.1 Dependência com o Péclet de parede

Na presença de um campo efetivo moderado (𝛼𝑜 = 1, 182), os ferrofluidos ensaiados
apresentaram um incremento de cerca de 10 % na viscosidade, caracterizando um efeito
magnetoviscoso. A figura 37 apresenta o incremento na viscosidade de parede em função
do número de Péclet parede. Para esse intervalo, a viscosidade permaneceu constante
dentro das barras de erro, caracterizando um platô de viscosidade constante. Para esse
regime de número de Péclet, o torque magnético domina sobre o torque mecânico devido à
vorticidade. Não foi possível observar a presença de um comportamento pseudo-plástico,
que só deve se pronunciar para números de Péclet maiores.

Os resultados experimentais são comparados na figura 37 com os resultados ob-
tidos na simulação numérica, para os mesmos parâmetros adimensionais. Os resultados
numéricos apresentaram um incremento na viscosidade muito menor comparados aos re-
sultados experimentais, principalmente para o APG 1134. Este resultado é esperado pois
o modelo teórico utilizado neste trabalho supõe uma suspensão diluída e sem interação en-
tre partículas. Na realidade, para as suspensão ensaiadas ocorre a formação de agregados
de partículas induzidos pelo campo aplicado, que aumentam a viscosidade da suspensão.
Passa a surgir nesta suspensão a competição entre a formação de estruturas devido a ação
do campo magnético e a quebra das estruturas devido a ação do cisalhamento. É provável
esses fluidos apresentem uma polidispersidade de tamanho, de modo que estruturas sejam
formadas principalmente pela interação entre as partículas maiores. Ainda assim, não é
possível confirmar essa hipótese pois não foi feita uma análise de dispersão das partículas.
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Figura 37 – Incremento na viscosidade de parede em função do número de Péclet de pa-
rede para (a) APG 1134 e (b) EFH 3. ∘ Tubo capilar, ——– Solução numérica,
- - - - Platô de viscosidade constante. 𝛼𝑜 = 1, 182 , 𝜆 = 1, 3 , 𝑇 = 25 𝑜𝐶

7.2.2 Dependência com o campo efetivo aplicado

Na ausência de campo aplicado, os ferrofluidos não são capazes de manter a pre-
sença de agregados de partículas. Com o aumento do campo magnético, espera-se que os
resultados experimentais divirjam gradualmente do modelo teórico, a medida que ocorre
a formação de estruturas. No entanto, o modelo teórico pode recuperar quantitativamente
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Figura 38 – Incremento na viscosidade de parede em função do campo efetivo aplicado
para (a) APG 1134 e (b) EFH 3. ∘ Tubo capilar, - - - - Ajuste da solução
assintótica. 𝑃𝑒𝑤 = 0, 018 , 𝜆 = 1, 3, 𝑇 = 25 𝑜𝐶

os resultados experimentais se for feita uma calibração dos parâmetros. Como os experi-
mentos foram realizados em baixo regime de Péclet, consideramos a solução assintótica
da viscosidade de parede no limite em que 𝑃𝑒→ 0,

Δ𝜂𝑤

𝜂𝜑

= 3𝜑

𝜂𝜑

𝛼𝑜𝜒(𝛼𝑜)
2𝜒𝑠 + 𝛼𝑜𝜒(𝛼𝑜)

. (7.3)
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Nesse limite, a soluções numéricas e assintótica convergem para a viscosidade de Shliomis
(1971). Para calibrar a solução assintótica, propomos uma reescala do parâmetro 𝛼𝑜, com
𝛼𝑜 → 𝐶1𝛼𝑜, em que 𝐶1 é o parâmetro de ajuste. A figura ?? apresenta os resultados expe-
rimentais e o ajuste da solução numérica para o incremento na viscosidade de parede em
função do campo efetivo aplicado 𝛼𝑜. Observa-se uma boa concordância entre os resulta-
dos, indicando que o modelo teórico recupera o comportamento funcional da viscosidade
no regime de baixo número de Péclet.

7.3 Viscometria de tubo capilar e reômetro
Comparação entre cisalhamento simples e quadrático

Com o objetivo de validar os resultados experimentais e verificar possíveis particu-
laridades do viscosímetro de tubo capilar, foram feitas comparações com outros resultados
experimentais obtidos no reômetro de disco rotativo. O reômetro é um equipamento ro-
busto com uma incerteza inferior aquela obtida na bancada de tubo capilar. A diferença
fundamental entre os equipamentos é que o escoamento no reômetro ocorre em cisalha-
mento simples, enquanto o escoamento no tubo capilar ocorre em cisalhamento quadrá-
tico. Os experimentos no reômetro foram desenvolvidos pelo aluno de mestrado Igor Dal
Osto Pereira, também membro do grupo VORTEX. Os mesmos intervalos de taxa de
cisalhamento e campo magnético foram utilizados nas duas bancadas.

O incremento relativo Δ𝜂 na viscosidade aferida pelo rêometro foi calculado uti-
lizando a viscosidade da suspensão 𝜂𝜑 medida pelo próprio reômetro, que pode diferir
levemente daquela obtida no tubo capilar. Deste modo, é comparado apenas o incremento
relativo na viscosidade, isolando efeitos decorrentes de diferenças de calibração dos equi-
pamentos e incertezas do diâmetro do tubo capilar e do diâmetro do disco rotativo. A
viscosidade de parede e a taxa de cisalhamento no rêometro correspondem àquela aferida
na extremidade do disco rotativo.

7.3.1 Dependência com o Péclet de parede

Na presença de um campo efetivo moderado (𝛼𝑜 = 1, 182), os resultados experi-
mentais para o tubo capilar e para o reômetro apresentaram diferenças no efeito magne-
toviscoso, sendo este maior no reômetro. A figura 39 mostra o incremento na viscosidade,
obtido no tubo capilar e no reômetro, para um campo efetivo constante em função do
número de Péclet de parede. Enquanto o tubo capilar indicou a presença de um platô
de viscosidade constante para os dois ferrofluidos, o reômetro identificou um efeito pseu-
doplástico de decréscimo da viscosidade para o APG 1134 para o mesmo intervalo de
Péclet. Este efeito é provavelmente descorrente do aumento da quebra de agregados com
o crescimento do cisalhamento, algo que não possível identificar no tubo capilar.
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Figura 39 – Incremento na viscosidade de parede em função do número de Péclet de pa-
rede para (a) APG 1134 e (b) EFH 3 no: ∘ Tubo capilar e � Reômetro. - - -
- Platô de viscosidade constante. 𝛼𝑜 = 1, 182 , 𝜆 = 1, 3, 𝑇 = 25 𝑜𝐶

As amostras de fluidos utilizadas nas duas bancadas experimentais foram retiradas
do mesmo lote, e os parâmetros físicos são idênticos. Sendo assim, as diferenças observadas
entre os resultados experimentais dos dois equipamentos é decorrente de diferenças na
estrutura do fluido, possivelmente induzidas pelo cisalhamento quadrático em oposição
ao cisalhamento simples. Para analisar mais afundo essa diferença, investigamos o efeito
do variação do campo aplicado.
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7.3.2 Dependência com o campo efetivo aplicado
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Figura 40 – Incremento na viscosidade de parede em função do campo efetivo aplicado
para (a) APG 1134 e (b) EFH 3 no: ∘ Tubo capilar e � Reômetro. - - - - Platô
de viscosidade constante. 𝑃𝑒𝑤 = 0, 018 , 𝜆 = 1, 3, 𝑇 = 25 𝑜𝐶

A figura 40 mostra o incremento na viscosidade, obtido no tubo capilar e no reôme-
tro, para um Péclet de parede constante em função do campo efetivo aplicado. Observa-se
que para campos fracos, há excelente concordância entre os resultados, enquanto que para
campos maiores o reômetro indica incrementos de viscosidade maiores.
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Uma provável justicativa para a diferença de viscosidade é o efeito de migração
de estruturas da parede para o centro no escoamento quadrático. Essa migração provoca
uma redução na concentração de agregados na parede do tubo, reduzindo a viscosidade
do fluido naquela região. No rêometro, em contrapartida, não existe gradiente de taxa de
cisalhamento, de modo que não há indução de migração.

Para o confirmação dessas hipóteses seria necessário uma investigação experimental
da estrutura e dispersão dos agregados formados no escoamento, ou uma modelagem
numérica que considerasse efeitos de formação de agregados e migração.
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8 Conclusões

Na primeira etapa do Projeto de Graduação foi investigado teoricamente o escoa-
mento de um fluido magnético em um tubo capilar sob a ação de um campo magnético
uniforme. As equações governantes da Ferrohidrodinâmica foram particularizadas para um
escoamento axissimétrico, permanente e sem convecção. O sistema obtido é um conjunto
de equações algébricas não-lineares na derivada da velocidade, no gradiente de pressão e
nas componentes da magnetização. As condições da velocidade na parede e da velocidade
média fecham o problema. Os parâmetros físicos adimensionais do sistema são o campo
efetivo aplicado e o número de Péclet, além da fração volumétrica e do parâmetro de
interação dipolar magnética.

Para a resolução numérica do sistema de equações, o domínio na direção radial foi
discretizado e para cada ponto o sistema foi resolvido por um método de Newton. Um
método da secante associado à condição da velocidade média foi utilizado para corrigir
iterativamente o gradiente de pressão adimensional. Os resultados obtidos foram os perfis
de velocidade, magnetização e viscosidade aparente local, além de propriedades globais
como as viscosidades relativa e de parede.

Foram identificados dois regimes físicos principais. Para um número de Peclét
pequeno, o efeito do torque magnético sobre as partículas é dominante no escoamento,
impedindo estas de girar e aumentando a dissipação viscosa. No limite de Péclet nulo,
recuperou-se a viscosidade rotacional de Shliomis, corrigida por um fator de 2 devido a
mudança na equação da magnetização adotada. Utilizando um método de perturbação
regular, foi obtido uma solução assintótica com correção ordem 𝑃𝑒2, em que a vorticidade
age como uma pertubação no escoamento. Os resultados numérico e assintótico apresen-
taram boa concordância. Na dependência com o campo efetivo aplicado, observou-se um
comportamento típico de saturação, em que a viscosidade relativa aumenta com o campo
até atingir o limite de saturação.

O segundo regime físico identificado foi o regime de elevado número de Péclet, em
que o efeito da vorticidade domina o escoamento. No limite assintótico de Péclet infinito, o
torque magnético não consegue reorientar as partículas e o efeito magnetoviscoso é nulo.
Novamente, um método de perturbação regular foi utilizado para obter uma correção
ordem 𝑃𝑒−2, em que o torque magnético age como uma perturbação. Os resultados nu-
méricos recuperam a aproximação assintótica para elevado número de Péclet. Na solução
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dos perfis de magnetização, observou-se a presença de uma pequena camada no centro do
tubo em que são válidas as aproximações de baixo Péclet. Como no centro do tubo a vor-
ticidade é pequena, o torque magnético é relevante localmente, mesmo para uma condição
de número de Péclet global elevado. A boa concordância entre os resultados numéricos e
as aproximações assintóticas permitiu validar o método numérico.

Na segunda parte do Projeto de Graduação, o fenômeno foi investigado experi-
mentalmente para duas amostras de ferrofluido com frações volumétricas de moderada a
elevada. Foi preparada uma bancada experimental de bomba de seringa, capaz de medir
a vazão e a diferença de pressão no escoamento das amostras em um tubo capilar. Uma
solenoide em volta do tubo fornece um campo magnético externo uniforme. A viscosidade
de parede foi medida para várias condições de número de Péclet de parede e campo efetivo
aplicado.

A comparação entre os resultados numérico e experimental indicou um incremento
de viscosidade maior para este último. A análise dos resultados indica que a interação entre
partículas e a formação de agregados, fatores não considerados no modelo numérico, são
determinantes para o efeito magnetoviscoso. Uma calibração da solução numérica permite
recuperar quantitativamente os resultados experimentais.

Os resultados experimentais foram ainda comparados com medidas experimentais
obtidas em um reômetro de disco rotativo. Para campos fracos, os resultados apresentaram
boa concordância. Entretanto, para campos moderados, o efeito magnetoviscoso foi menor
para o tubo capilar. Essa diferença pode ser devido a mudanças na estrutura do fluido
induzida pelo gradiente de taxa de cisalhamento presente no tubo. Todavia, investigações
mais detalhadas são necessárias para esclarecer este resultado. Estes resultados são de
fundamental importância para aplicações em tubos capilares, como no caso de transporte
de medicações em vasos sanguíneos e hipertermia magnética.

8.1 Sugestões para trabalhos futuros

Como tópico de investigação para trabalhos futuros é sugerido:

∙ Utilizar um modelo para a simulação numérica que considere a presença de in-
teração magnética dipolar na equação do movimento e de acoplação vorticidade-
magnetização;

∙ Investigar numericamente o efeito de migração e deformação de agregados em um
escoamento com gradiente de taxa de cisalhamento;

∙ Investigar experimentalmente a variação na fração volumétrica de partícula no in-
cremento de viscosidade da suspensão magnética;
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∙ Explorar outros regimes de número de Péclet na bancada experimental, caracteri-
zando a presença de um comportamento pseudo-plástico;

∙ Investigar a influência de um campo magnético oscilatório no escoamento de um
fluido mangético em tubo capilar.
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