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Resumo

O presente trabalho tem como foco principal a modelagem e solu¢ao de um escoa-
mento de um ferrofluido assimétrico entre placas paralelas sob acao de campo magnético
homogéneo e orientado na direcao das velocidades. Exploram-se os efeitos da assimetria
de tensoes e do acoplamento entre a vorticidade do escoamento e o regime de magneti-
zagdo, a partir de equagdo de evolugdo proposta por Shliomis (2002). Sdo desenvolvidas
duas solugoes assintoticas por perturbacgao regular para pequenos efeitos magnéticos para
o regime de saturagdo magnética, de maneira a se obter alguma compreensao acerca da
solucao geral. A partir das nog¢oes adquiridas, é desenvolvida uma solu¢ao numérica pelo
método das diferencas finitas para abranger toda a faixa de variacao dos parametros.
As solugdes assintéticas também constituem validagdo parcial da solu¢ao numérica. Os
resultados de perfis de velocidade e magnetizacao, e de viscosidade relativa obtidos sao
discutidos e comparados com o trabalho experimental de Cunha, Rosa e Dias (2016), em
que um ferrofluido escoando em cisalhamento simples num redémetro de discos paralelos é

experimentalmente analisado.

Palavras-chaves: Acoplamento magnetismo-hidrodindmica; Assimetria de ten-

soes; Solugao assintética; Solugao por diferengas finitas.

iv



Abstract

This work primarily focuses on the modeling and solution of a ferrofluid flow be-
tween parallel plates and under the influence of a uniform magnetic field. The effects of
stress asymmetries and the coupling between flow vorticity and magnetization are ex-
plored. To relate both phenomena, The magnetization evolution equation proposed by
Shliomis (2002) is employed. Two asymptotic solutions, one restricted to small magnetic
perturbations and another applicable for large magnetic fields, are firstly developed to
give insight on the behavior of the solution. From the perspectives obtained, a finite-
differences-numerical solution is developed, in order to cover the whole range of the phys-
ical parameters. The former are also source of partial validation to the latter. The results,
in terms of velocity and magnetization profiles, and relative viscosity curves, are then dis-
cussed and qualitatively compared to the experimental work developed by Cunha, Rosa

e Dias (2016). There, a simple-shear-flow of a ferrofluid is set and analyzed.

Keywords: Hydrodynamics-magnetism coupling; Stress asymmetries; Asymptotic solu-

tion; Finite-differences solution.



Lista de Figuras

Figura 1 — Representacao esquematica de um dipolo magnético . . . . . . . . . .. 5
Figura 2 — Representacao esquematica de um pequeno volume de ferrofluido . . . 8
Figura 3 — Magnetizacao de equilibrio em funcao da inducao aplicada . . . . . . . 11
Figura 4 — Tempos de relaxacao magnética . . . . . . . . . ... .. .. ... ... 14
Figura 5 — Representacao esquematica da transicao entre 2 meios continuos . . . . 17

Figura 6 — Representagao esquematica dos mecanismos de precessao e vorticidade

sobre a particula . . . .. ... 28
Figura 7 — Representacao esquematica do escoamento . . . . . . . . .. .. .. .. 38
Figura 8 — Representagao esquematica da malha de solugao . . . . . . . . . . ... 57
Figura 9 — Representacao esquematica do refinamento de malha proposto . . . . . 58
Figura 10 — Teste de convergéncia de u' na parede . . . . ... ... ... ..... 62

Figura 11 — Erros e diferengas percentuais para u;) como fungoes da qualidade do

refinamento na parede . . . . . ... .. L L L 63
Figura 12 — Obtengao da referéncia para teste do esquema de diferencas finitas . . . 64
Figura 13 — Erros e diferencas percentuais como fungoes do tamanho de malha . . . 65

Figura 14 — Obtengao da referéncia para teste da obtencao da viscosidade relativa . 66

Figura 15 — Erros e diferencas percentuais como fungoes do tamanho de malha para

a viscosidade relativa . . . . ... oo 67
Figura 16 — Comparacao entre as solugoes para e =ap << 1 . . . . . .. ... ... 69
Figura 17 — Comparagao entre as solugoes para e = 1/ag <1 . . . . . . . ... .. 69

Figura 18 — Viscosidade relativa em funcao de ag - solu¢oes numérica e assintéticas 70

Figura 19 — Viscosidade de saturagao em fungdo de ¢ - comparacao entre as solugoes 71

Figura 20 — Perfis de velocidade para alguns valoresde ag . . . . . . . . . ... .. 72
Figura 21 — Perfis de magnetizagdo para alguns valoresde og . . . . . . . . . . .. 73
Figura 22 — Angulo entre campo e magnetizacio para alguns valores de og . . . . . 73
Figura 23 — Perfis de velocidade para alguns valores de Pe . . . . . . . . ... ... 74
Figura 24 — Perfis de magnetizagdo para alguns valoresde og . . . . . . . . . . .. 75
Figura 25 — Angulo entre campo e magnetizacao para alguns valores de ag . . . . . 75
Figura 26 — Magnetizacao na parede em funcaode ag . . . . . . . . . . . ... 7
Figura 27 — Viscosidades relativas como fungoes de cvg . . . . . . . . . ... 78

vi



Figura 28 — Viscosidades relativas como fungées de Pe . . . . . . . . .. ... ...

Figura 29 — Viscosidades relativas como funcoes de ¢

vii



TTR

MFI

pPVC

MDF

cC

EDO

Lista de abreviaturas e siglas

Teorema do Transporte de Reynolds

Material Frame Indifference (Indiferenga Material ao Referencial)
Problema de Valor de Contorno

Método das Diferencas Finitas

Condi¢ao de Contorno

Equacao Diferencial Ordinéria

viii



IS

av

€0

fo

Lista de simbolos

Parametro adimensional de intensidade de campo
Raio da particula

Vetor indugao magnética

Vetor de forgas de campo

Operador Delta de Krionecker

Orientacao do dipolo magnético da particula; Comprimento da regiao

de desenvolvimento (sem negrito)

Vetor deslocamento elétrico; Tensor taxa de deformagao; Aproximacao

de diferengas (sem negrito)

Volume da particula fluida

Tensor isotropico de Levi-Civita

Permissividade elétrica do vacuo

Parametro pequeno de nao-linearidade

Viscosidade do fluido-base

Viscosidade aparente

Vetor unitario na direcao ¢

Vetor campo elétrico

Contribuicdao de Einstein na viscosidade de uma suspensao
frequéncia de Lamour do momento magnético da particula
Taxa de cisalhamento

Gradiente adimensional de pressao

Aceleracao da gravidade

ix



>

Hy

Vetor orientacao do campo magnético

Vetor campo magnético

Magnitude do campo aplicado

Passo de malha; Distancia entre as placas

Tensor identidade

Vetor densidade de corrente; Matriz Jacobiana
Constante de anisotropia da particula

Constante de Boltzmann

Funcao Langevin

Vetor momento angular; Caminho de integragao (sem negrito)
Permeabilidade magnética do vacuo

Vetor magnetizacao

Magnetizacao de equilibrio

Magnetizagao de saturacao

Massa; Momento de dipolo magnético

Operador diferencial nabla

Vetor unitario de area

Quantidade de particulas magnéticas em um volume
Numero de densidade de particulas

Velocidade angular

Fragao volumétrica de particulas

Vetor polarizagao

Numero de Péclet

Ponto central da malha

Vetor momento linear; Campo de pressao (sem negrito)

Tensor de transformagao ortogonal de coordenadas; Vazdo (sem ne-

grito)



p Massa especifica

Pe Densidade de carga elétrica

Pps Ps Densidade de polos magnéticos
T Vetor posicao; Vetor posicao unitario
Re Numero de Reynolds

Re,, Numero de Reynolds magnético

o Tensor de tensoes

T Tempo caracteristico/de relaxacgao
T Vetor torque, geral

T Temperatura absoluta do fluido

t Vetor traction

tol Tolerancia do método

u Vetor velocidade

C, Volume da particula magnética

V volume, geral

I3 vetor vorticidade

x Vetor posicao

X1



1.1
1.2
1.3

2.1
2.2
2.3
2.4
24.1
2.5
2.6
2.7
2.8
2.8.1
2.8.2
2.8.3
2.9
29.1
2.9.2
2.10
2.11
2.11.1
2.12
2.12.1
2.12.2

3.1

Sumario

1 INTRODUCAO . ... ... ..ttt ieiei.. 1
Motivacdes . . . . . . . . .. 1
Objetivos . . . . . . . . .. 2
Estrutura do relatério . . . . . . . ... ... 3
2 FUNDAMENTACAO TEORICA . . . ... ... . ... 4
Campo, magnetizacao e inducao magnética . . . . . . . .. ... .. 4
Magnetismo intrinseco . . . . . . .. ... 6
Magnetizacao em um ferrofluido . . . . . . . . ... ... 7
Magnetizacao de equilibrio . . . . . . . ... ..o 9
Suspensdes concentradas - Correcdo nomodelo . . . . . . . ... ... .. 12
Tempo de relaxacao magnética. . . . . . . . . .. .. ... ... ... 13
Equacoes de Maxwell - Limite magnetostatico. . . . . . . . . . . .. 15
Condicdes de contorno magnéticas . . . . . . . . ... ... ... .. 16
Mecanica de um meio continuo - Principios gerais . . . . . . . . .. 18
Equacao da Continuidade . . . . . . . . . .. ... 18
Equacdode Cauchy . . . . . . . . . . 19
Balanco de torques e momento angular . . . . . .. ..o 20
O tensor de tensdes magnético . . . . . . . . . . ... ... ... ... 22
A equacdo do movimento . . . . . . ... 25
Torque magnético sobre o ferrofluido . . . . . . . . ... ... ... .... 26
Equacao de evolucao da magnetizacao . . . . . . ... ... ... .. 27
Escoamento nao-inercial - Hipotese de unidirecionalidade . . . . . . 28

Consequéncia da undirecionalidade sobre o campo magnético e magnetizacao 30

Métodos de solucao de equacdes diferenciais . . . . . . .. .. ... 30
Métodos de perturbacdo - Perturbacdo regular . . . . . .. ... ... .. 31
Problema de valor de contorno - Método das diferencas finitas . . . . . . . 35
3 FORMULACAODOPROBLEMA . ................ 38
Aspectos gerais . . . . . . . ... 38

Xii



311
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.6.1
3.6.2
3.6.3
3.7

4.1

411
4.1.2
4.2

421
4.2.2
423
424
4.2.5
4.2.6
4.2.7

5.1
5.2
5.2.1
5.3
5.4
5.4.1
5.5
5.6

Escoamento de lubrificacao totalmente desenvolvido . . . . . . . . . . . .. 39

Solucdao do campo magnetostatico unidirecional . . . . . . . . . . .. 39
Equacao hidrodinamica . . . . . .. .. ... ..o 40
Equacao de evolucao da magnetizacao . . . . . . ... ... .. ... 42
Magnetizacado de equilibrio . . . . . . .. ... ... 42
Adimensionalizacao proposta para as equacées . . . . . ... .. .. 43
Escalas tipicas . . . . . . .. 43
Pardmetros adimensionais . . . . . . ... ... 45
Adimensionalizacdo das equagcdes . . . . . . . ... 46
Definicao de viscosidade relativa . . . . . . . . ... ... .. ... .. 47
4 SOLUCOES PROPOSTAS . . . . . ittt it e it e 49
Solucbes assintéticas . . . . . . . . ... ... 49
Limitede ag € 1lePe~1 . . . . . . . 49
Limitede ag > 1com Pe~1 . . . . . . . . . . ... .. ... ...... 52
Solucdo numérica . . . . . . . ... 55
Condicdes de contorno . . . . . . . . .. 55
Discretizacdo do dominio de solucdo . . . . . . . . ... ... 56
Refinamento local da malha - extrapolacao linear para u/w .......... 57
Equacdes de diferencas . . . . . . . ... 58
Solucdo do sistema de equagles resultante . . . . . .. ... L 60
Determinacdo numérica da viscosidade relativa . . . . . . . .. ... ... 61
Testesdo codigo . . . . . . . .. 62
5 RESULTADOS EDISCUSSOES . ... .............. 68
Solucdes assintéticas . . . . . . . . ... 68
Perfis de velocidade e magnetizacao - Simetria . . . . . . . ... .. 71
Magnetizacdo na parede . . . . . . . . L 76
Viscosidades relativas . . . . . . . ... ... 0oL 77
Dinamica de vorticidade no ferrofluido . . . . . ... ... ... ... 80
Formulacdo vorticidade-funcao de corrente bidimensional . . . . . . . . .. 82
Conclusdes . . . . . . . . 83
Trabalhos futuros . . . . . . . . .. ... 84
REFERENCIAS . . . . . . . e e 85

xiii



1 Introducao

Neste capitulo sdo apresentadas as motiva-
coes para o desenvolvimento deste trabalho,
sao estabelecidos os objetivos e é comentada

a estrutura do relatorio.

1.1 Motivacoes

Ferrofluidos sao definidos como suspensoes coloidais ou nao-coloidais de pequenas
particulas magnéticas em um fluido-base newtoniano. Por possuirem propriedades tinicas
(fluidez e resposta magnética intensa), atraem a atengao de pesquisadores e engenheiros
de diversas areas. Desde sua concepc¢ao e manufatura, nos anos 1960, ferrofluidos tém
sido empregados em diversas aplicagoes, desde amortecedores veiculares a rotas medi-
camentosas (BERKOVSKIIT; BASHTOVOI, 1996). Os primeiros estudos conduzidos se
concentravam primariamente na sintese e estabilidade de tais suspensoes (TARI et al.,
1979).

A primeira tentativa de descrever o movimento de um ferrofluido em escoamento foi
consolidada por Rosensweig (1997) na primeira edigao de seu livro Ferrohydrodynamics,
em 1985. Embora ja conhecesse o mecanismo de torque associado ao desalinhamento
entre campo e magnetizacao das particulas fluidas, ele se ateve ao trabalho em regime
superparamagnético, no qual a magnetizacao relaxa quase instantaneamente ao regime de
equilibrio. Nesse regime, os efeitos magnéticos sao primordialmente criados por um tipo
particular de forga magnética, associada a interacao entre magnetizacao e gradiente de

campo.

Mais recentemente, outros trabalhos como o de Rosa (2013) e de Gontijo (2013)
exploraram a dinamica de ferrofluidos do ponto de vista da interacdo das particulas com
o fluido, o campo e entre si, numa abordagem microscépica. Outros trabalhos como os de
Cunha e Sobral (2004) e Rosa, Gontijo ¢ Cunha (2016) abordaram a dindmica de uma
gota e de um escoamento simples de ferrofluido do ponto de vista da mecanica dos meio
continuos, contudo ainda sem abordar o mecanismo de torque magnético. Esse mecanismo

¢ experimentalmente observado no trabalho de Cunha, Rosa e Dias (2016).

Embora uma equacao de evolugao de magnetizacdo que contém tanto o meca-



nismo de precessao magnética associado ao torque quanto o mecanismo de interagao
vorticidade-magnetizacdo tenha sido proposta por Shliomis (2002), nota-se, em revisao a
literatura sobre o assunto, que existe uma lacuna na modelagem continua de escoamentos
de ferrofluidos sujeitos ao mecanismo assimétrico do torque. Esse trabalho propde-se a
estabelecer um primeiro passo numa linha de pesquisa dedicada a compreender de ma-
neira mais abrangente os efeitos da assimetria do tensor de tensoes de um ferrodluido
associados a presenca do torque magnético, numa abordagem continua. Busca-se traba-
lhar nos regimes de escoamento mais intenso possivel, para que os efeitos de interacao

vorticidade-magnetizagao sejam propriamente evidenciados.

1.2 Objetivos

Esse trabalho tem por objetivo a solucado e avaliagao do comportamento do esco-
amento de um ferrofluido assimétrico entre placas sujeito a um campo magnético homo-

géneo. Os objetivos especificos sao:

« Revisao bibliografica sobre a teoria do escoamento de fluidos magnéticos (ferrohi-
drodindmica) com foco em efeito magnetoviscoso e interac¢ao entre torque magnético

e vorticidade;
« Revisao bibliografica sobre a teoria da lubrificacao e escoamentos unidirecionais;

» Revisao bibliografica sobre métodos de perturbacao e solugdes por expansao assin-
totica;
o Revisao bibliografica sobre métodos de diferencas finitas e métodos numéricos de

solucao de equagoes e sistemas de equagoes nao lineares;

« Formulag¢ao do modelo para o escoamento de filme de ferrofluido entre placas para-

lelas com regime acoplado de magnetizacao-hidrodinamica;

« Adimensionalizacao das equagoes a partir de escalas tipicas do problema e identifi-

cacao dos parametros adimensionais relevantes;

 Identificacao de parametros assintoticos e formulacao de solugoes assintéticas para

os regimes fracamente nao-lineares;

« Formulacao das equagoes de diferencas a partir da discretizagao do perfil de veloci-

dades magnetizacoes e solucao do sistema nao-linear resultante;

e Obtencao de resultados de viscosidade relativa do ferrofluido a partir da definicao
classica de viscosidade de um fluido Newtoniano em escoamento entre placas (esco-

amento de Pouseuille);

« Discussao dos resultados e das limitagoes do modelo empregado na descricao.



« Breve andlise da equacao de dinamica de vorticidade para um fluido magnético as-
simétrico incompressivel, com esbo¢o da formulacao vorticidade-fungao de corrente

para solucao do escoamento no caso bidimensional geral.

1.3 Estrutura do relatério

O presente trabalho é divido em introducgao, fundamentacao teérica, formulacao
do problema, solugoes propostas, resultados e discussoes e referéncias. No primeiro capi-
tulo, o presente, sdo apresentadas a motivagao, os objetivos e a estrutura do relatério. A
fundamentagao tedrica sumariza brevemente todos os conceitos necessarios a apropriada
formulagao do escoamento de ferrofluido entre placas paralelas. A formulagao do problema
apresenta a equacao constitutiva empregada, a equacao evolutiva de magnetizacao e todas
as hipéteses, como a de escoamento unidirecional, adotadas na modelagem. As solugdes
propostas para o modelo sdo entao obtidas, duas assintéticas para pequenos efeitos mag-
néticos e regime proximo a saturagao, e uma numérica cobrindo toda a faixa de variacao
dos parametros. Os resultados obtidos pelas solugoes sao entao apresentados e discutidos.
E apresentada uma breve discussdo acerca da equacao de dindmica de vorticidade, com
esboco de solugao pela formulagao vorticidade-fungao de corrente, tendo em vista a solu-
¢ado de casos bidimensionais gerais. Por fim, as referéncias que serviram de base tedrica

para esse trabalho sao citadas.



2 Fundamentacao Tedrica

Neste capitulo, é apresentada uma revisao bi-
bliogrifica dos conceitos necessdrios a mode-
lagem e solucao do escoamento entre placas

de um ferrofluido.

2.1 Campo, magnetizacao e inducao magnética

Em 1785, Charles Coulomb demonstrou experimentalmente nao s6 a existéncia de
polos magnéticos, como também o fato de que polos iguais se atraem e polos diferentes se
repelem (ROSENSWEIG, 1997). Além disso, mostrou que se 2 polos p; e py sao colocados
no espaco a uma distancia r, a intensidade da forca de atracdo entre eles é dada por
p1p2/4muor?, de maneira andloga & interacdo entre 2 cargas elétricas. Portanto, o campo
magnético gerado nos arredores de um polo de magnitude p é dado por
pr

H=——-.
AT pgr?

(2.1.1)

Aqui, 7 é o vetor unitario orientado sobre a reta que liga p ao ponto em andlise, py =
471077 N/A? é a permeabilidade magnética do vacuo e 7, a distdncia entre o polo e o

ponto em analise.

Quando um corpo continuo é polarizado, pode-se definir a magnetizacao M dele
como sendo a densidade volumétrica de polarizacao. Para um volume V' sujeito a uma

polarizacao uniforme p, a intensidade da magnetizacdo nesse volume é dada por M =
p/V ko = pp/ o

Como proposto na Lei de Faraday, a interagao entre campos elétricos e magnéticos
se da por uma grandeza denominada induc¢ao magnética e denotada por B. Em um meio
continuo qualquer, pode-se substituir sem prejuizos os efeitos de magnetizacao pelos de
um fluxo imaginario de corrente atuante sobre os elementos de area de cada volume dV
do meio (FRANK; SLATER, 1947), de maneira que Vx M = J . O termo J~ denota esse
fluxo imaginario. Da Lei de Ampere, para um fluxo estacionario de correntes (OE /0t = 0)

em um meio continuo,

V x B = /L()Jt, (212)

4



em que Jy = J + J é o fluxo total de corrente sobre o elemento. Portanto,
VxB/u=J+V xM. (2.1.3)

Aqui, J denota o fluxo estacionario de corrente ao longo do elemento de volume do meio.
Observando agora a mesma Lei de Ampere aplicada para o vacuo, nota-se que J = Vx H.
Com isso, mostra-se que

B = uo(M + H). (2.1.4)

Essa relagao é geral e de fundamental importancia na formulagdo de modelos

envolvendo magnetizagdo de meios, seja por indugao ou por magnetismo intrinseco.

Diferentemente do que se observa na natureza com cargas elétricas isoladas, nao
foram encontrados monopodlos magnéticos. Curiosamente, polos norte e sul sempre sao
observados aos pares. Por isso, aplicar diretamente a Lei de Coulomb para determinar o
campo gerado por um ima requer observar a interacgao entre os dois polos. Seja determinar

o campo gerado por um pequeno dipolo magnético, como o mostrado na figura 1.

Figura 1 — Representacao esquematica de um dipolo magnético. Considera-se que
toda a polarizac¢do ocorre nas extremidades. Fonte: Rosensweig (1997).

Se a area superficial das duas extremidades é a4 e a densidade de polarizagao é
uniforme e igual a ps, em magnitude, pode-se escrever que o campo gerado no ponto P é

composto pela superposicao do campo gerado por ambos os monopolos. Isto é

Psld LIS T )
H = -+ —=]. 2.1.5
") e < = ) 249

Aqui, 1y =d/2+r ery=—d/2+r. Se a relagdo d < r é observada,

r1%r+§cosﬁer2%7"—§(3089. (2.1.6)



Com isso e o teorema binomial aplicado a r; %, obtém-se, apés algumas operacoes

algébricas,

_psagd [ 5 5 oava
em que d = d/d e ¥ = r/r. Pode-se reescrever o campo em termos da definicio do

momento de dipolo associado a barra (m = oMV = psaud) para se obter

m

H(r) —d+3(d-#)7|. (2.1.8)

B A7 pgr3

3 2

E interessante notar como o campo decai com 7° e nao com r“, como no caso de

cargas elétricas isoladas. Isso mostra o menor alcance das interagoes magnéticas.

2.2 Magnetismo intrinseco

Magnetizacao, campo e inducdao magnética sao grandezas associadas a fendomenos
com duas origens principais, movimento de cargas elétricas (correntes) ou o que se deno-
mina magnetismo intrinseco da matéria, com origens no spin dos elétrons. A teoria que
explica a origem do magnetismo na matéria foge ao escopo desse trabalho, pois é fun-
damentada em conceitos de mecanica quantica e interacoes entre particulas subatomicas
(FRANK; SLATER, 1947). No entanto, é interessante observar as caracteristicas de duas
classes de materiais com resposta magnética: os materiais ferromagnéticos e paramagné-

ticos.

Ferromagnetismo é a propriedade apresentada por alguns materiais, como ferro,
niquel, cobalto e alguns outros metais, além de varias de suas ligas. Nesses metais, existem
dominios (graos) nos quais as orientagoes dos dipolos magnéticos sdo unidirecionais. Para
um volume suficientemente grande, essas orientagoes se distribuem aleatoriamente e e
resultam em magnetizacdo média nula no material. Contudo, ao ser exposto a um campo
externo, pode ocorrer reorientacao desses momentos de dipolo e o material passa a exibir
magnetizagao intrinseca, se torna um ima permanente. Por razoes energéticas, os dominios
nao podem ser indefinidamente pequenos, chegando a escala de dtomos, pois a energia
requerida para formar e manter os cada um deles escala com a area de interface entre
dominios. Por isso, se um material ferromagnético é fragmentado até um certo tamanho de
particula, essas passam a exibir comportamento magnético dipolar, pois toda a particula
é composta por apenas um dominio, denominado entao subdominio, com uma orientacao

de dipolo magnético.

or outro lado, paramagnetismo é a propriedade de materiais nos quais nao existe
P tro lado, t dade d t t
orientacao preferencial nos momentos de dipolo. Os momentos moleculares, contudo, res-

pondem a aplicagao de um campo externo e, na presenca deste, o material apresenta



magnetizagdo correspondente ao campo aplicado sobre ele. Tal comportamento é obser-
vado em substancias como oxigénio liquido e solucoes de sais de terras-raras. Vale ressaltar
que os efeitos paramagnéticos sao tipicamente fracos (a magnetizagdo de saturagdo dos
materiais ¢ muito pequena, mesmo para altos campos). O chamado comportamento su-
perparamagnético, exibido por ferrofluidos, advém do fato do regime de magnetizacao
ser em tudo analogo ao apresentado por um material paramagnético, com a diferenca na
intensidade da magnetizacao gerada. Para um material superparamagnético, essa é muito

mais intensa.

E importante ressaltar que o regime de magnetizagao proposto para o escoamento
de ferrofluido em analise nao é o superparamagnético, uma vez que se considera interacao
vorticidade-magnetizacdo e o mecanismo de torque magnético, assimétrico. Um pouco
mais de aprofundamento em relacdo ao magnetismo na matéria e diferentes classes de

comportamentos magnéticos pode ser encontrada em Rosensweig (1997) e referéncias.

2.3 Magnetizacao em um ferrofluido

Um ferrofluido é composto por particulas magnéticas com momento de dipolo m
bem definidos e por um fluido-base Newtoniano. Considera-se que toda a resposta mag-
nética do fluido advém das particulas, que o fluido é inerte nesse sentido. Cada particula
apresenta um momento de dipolo dado por m = ppgpci, em que p, ¢ a densidade de
polarizagao do material que constitui a particula, C, é o volume da particula e d é um
vetor unitario adimensional que define a direcao da orientacao do dipolo magnético. A
figura 2 apresenta uma representacao esquematica de um volume dV' de ferrofluido com

as particulas magnéticas dispersas.



Figura 2 — Representacio esquematica de um pequeno volume de ferrofluido. Os
ciculos representam as particulas dispersas, com seus momentos de di-
polo nas mais diversas orientagdes. Fonte: Cunha (2012).

A coordenada x identifica a posicao da particula em uma escala do continuo en-
quanto a coordenada y percorre o volume dV e identifica a presenca ou auséncia de parti-
cula magnética. Com estes sistemas de localizagao, pode-se definir o momento magnético

médio dessa particula como sendo

<m>(x) = c;/ /Z’“ . m(y)dV, (2.3.1)

~C
em que N ¢é o numero total de particulas em dV e T, é o volume da particula magnética,
tomado como constante para todas elas. O termo m(y) identifica o momento de dipolo
na posicao y, interna a particula fluida. Se um determinado y identifica uma particula
magnética, entdao m(y) = m, o momento magnético da prépria particula. Em caso con-
trario, m(y) = 0. Como o nimero de particulas é finito, torna-se conveniente escrever o

momento magnético médio da particula fluida em termos de uma somatoéria.

CN /1
== (=>m"|. 2.3.2
<m> == <Nk:1'm> (2.3.2)

Notar que N/dV = n é o nimero de densidade de particulas e que nC, = ¢, a

fragdo volumétrica de particulas, permite reescrever

<m>=¢m=¢ Gf iv: mk> : (2.3.3)
k=1



A partir da definicdo de média dos momentos de dipolo m ¢é possivel definir a

magnetizacgdo de uma particula fluida em um ferrofluido,a saber,

oM = nm. (2.3.4)

A presenga da constante de permeabilidade magnética no vacuo varia na literatura.
Seguindo o proposto por Rosensweig (1997), adotou-se a defini¢gdo com a constante. Fica
bastante nitido que a magnetizagao em um ferrofluido é uma propriedade média local. Ou
seja, toma-se um volume suficientemente grande de material de maneira que se obtenha
uma fung¢do monotdénica com o volume e faz-se a média volumétrica dos momentos de

dipolo das particulas presentes nesse volume.

De maneira imediata surge a definicdo da magnetizacao de saturagao do ferrofluido
composto por particulas com intensidade de momento de dipolo constante. Se todas as
particulas magnéticas estiverem alinhadas em uma mesma direcao, o fluido exibe a mag-
netizagdo maxima e aumentar a intensidade do campo aplicado sobre ele nao provoca

efeito algum. Em termos das grandezas ja apresentadas,

oMy = nm, (2.3.5)

em que m ¢ o momento magnético das particulas, tomado como homogéneo em magnitude
(monodispersao). Também ¢é interessante definir a magnetizacao de saturacao em fungao
da magnetizacao do sélido do qual se originam as particulas. Seja tomar M, como a
magnetizacao bulk do sélido. Se ela se mantém constante a medida que o volume de sélido
se reduz, é possivel escrever que My = pomfy. Multiplicar e dividir a relagao anterior

por NdV | em que dV é o volume da particula fluida, fornece

NdV |
— - M, 2.3.6
Ndve, '~ ¢ (2:36)

em que ¢ = V,/dV ¢é a fragdo volumétrica de particulas Com isso, resta apenas um

d:

parametro de magnetizacao a ser desenvolvido: o termo de equilibrio.

2.4 Magnetizacao de equilibrio

E natural supor que, deixado em repouso e sob agdo de um campo por tempo
suficiente, um volume de ferrofluido ira relaxar a um valor permanente de magnetizacao
e l& permanecer, até que alguma perturbagao ocorra. Esse patamar é conhecido como
magnetizacao de equilibrio e esta sempre presente nos modelos propostos para evolugao
de magnetizagao, com ou sem interagoes entre particulas como exposto por Shliomis (2002)
e Cunha (2012).



O modelo mais empregado e conhecido de magnetizacao de equilibrio, denomi-
nado modelo de magnetizacao de Langevin, foi primeiramente utilizado por Jacobs e
Bean (1964) para descrever a magnetizacdo de suspensoes magnéticas finas e diluidas.
Considera-se que a solucao é diluida ao ponto de serem despreziveis as interacoes entre

particulas, tanto magnetica quanto hidrodinamicamente.

Uma particula em suspensao esta sujeita, devido ao seu tamanho, a interagoes de
natureza browniana com as moléculas do fluido-base. Essas interagoes sao responsaveis
por orientar aleatoriamente os momento de dipolo dessa particula magnética. Quando
tomada a média no volume dV (particula fluida), o resultado é magnetizacao nula. Por
outro lado, se um campo é aplicado, surge uma direcao preferencial de alinhamento, pois
cada particula magnética estd sujeita a um torque magnético t,, = m x H. A intensidade
das interagoes brownianas é diretamente relacionada a energia térmica do fluido. A mag-
netizagao de equilibrio de Langevin advém de uma média ponderada pela relagdao entre
as energias associadas aos 2 fenoménos que governam a orientagdo das particulas mag-
néticas. Uma demonstracao mais detalhada pode ser encontrada em Rosensweig (1997).

Nessas condigoes, a magnetizagao de equilibrio é dada por

M, = M,L(a). (2.4.1)

O pardmetro a = mH /kgT representa uma razao entre a energia do campo para
rotacionar as particulas em sua direcao e a energia térmica do fluido, associada a inten-
sidade do mecanismo de flutagoes brownianas (kg é a constante de Boltzmann e T, a
temperatura absoluta do fluido). A fungdo L£(a) = cotha — 1/« varia entre 0 quando
a = 0a 1l quando @ — oo. Portanto, o maximo valor para a magnetizagdo de equilibrio
¢ dado pela magnetizacao de saturagao M. Nessa condicdo, todas as particulas estao
alinhadas com o campo aplicado sobre o ferrofluido. O comportamento superparamagné-
tico fica bastante evidente quando se observa a figura 3. A magnetizacao de equilibrio do
fluido cresce até um patamar de saturagao, em que o aumento do campo nao produz mais
efeitos. Se o campo ¢é retirado, nao se observa histerese. A magnetizacao do fluido relaxa

a Zero.
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Figura 3 — Magnetizacio de equilibrio em funcio da inducdo aplicada. E interes-
sante notar que, quanto maior o tamanho das particulas, mais susceti-
veis ao campo elas s@o. Fonte: Rosensweig (1997).

E valido ressaltar a influéncia do didmetro médio das particulas sobre a magneti-
zagao de equilibrio. Quanto maiores elas sdo, menor a influéncia dos choques moleculares,
pois a inércia das particulas é naturalmente maior. Por esse motivo, é mais facil alinha-las

com o campo e o patamar de saturagao é atingido para menores valores de campo externo.

Uma outra nocao interessante em relacao a magnetizacao de equilibrio e que evi-
dencia claramente o regime superparamagnético associado a ela pode ser obtida a partir

das equagoes 2.3.3, 2.3.4 e 2.4.1. Pode-se reescrever a primeira como sendo

1 ¥ 1 X .
<m>=¢m = ¢ (N > mk> = ¢om = ¢m (N > dk> (2.4.2)
k=1 k=1

O vetor dj define a orientacdo do momento da k-ésima particula. Se o seguinte

produto escalar é tomado, obtém-se

m-h=md-h. (2.4.3)

Em termos da definicdo de magnetizacao a partir do momento médio de dipolo da parti-
cula,

(oM - h =nm - h. (2.4.4)
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Se o fluido esta em equilibrio,
M, - h = M,h - hL(c). (2.4.5)

Aqui, h é o vetor unitério na direcdo do campo externo H aplicado e d é o vetor média
de orientacio dos dipolos. E importante ter em mente que a magnetizacao de saturacio ¢
sempre orientada na direcao do campo, pois é esta a direcao preferencial para os dipolos
(i.e. M - h=M,= nm/ ). Substituir 2.4.3 em 2.4.4 e comparar o resultado com 2.4.5

permite mostrar que

M, = M.d-h M, d-h
My = M,L(a) My L(a)

M, representa a projecao da magnetizacao na direcao do campo aplicado. E desne-
cessario frisar que a magnetizagdo de equilibrio, assim como a de saturacao, sdo definidas
em termos do campo externo aplicado e consequentemente alinhadas com ele. Se o re-

gime superparamagnético é assumido, ou seja, a magnetizacao relaxa instantaneamente

ao equilibrio (M, = My), pode-se concluir que

L(a)=d - h. (2.4.7)

Segundo essa interpretacao, a funcao Langevin representa uma projecao da ori-
entacao média dos dipolos magnéticos em relacao ao campo. Isso esta de acordo com a
sua defini¢do, a partir de uma média ponderada pela energia relativa dos mecanismos

atuantes sobre a orientagao dos dipolos.

2.4.1 Suspensdes concentradas - Correcao no modelo

Apesar de amplamente empregado, esse modelo apresenta restrigdes relativamente
fortes quanto a utilizacdo. Suspensoes magnéticas com ¢ ~ 5% ja mostram valores de
magnetizacao de equilibrio consideravelmente destoantes dos previstos por Langevin. Para
estender a modelagem a sistemas com mais particulas, Ivanov e Kuznetsova (2002) pro-
puseram uma corre¢ao considerando interagao dipolar entre duas e trés particulas. Essa
expressao descreve bem sistemas com até ¢ ~ 15%. A expressdao obtida pode ser escrita

como

Mo = M,[L(a) + (SN E(a) + (9A)*(F(a) + G(a)]h, (2.4.8)
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em que

E(a) = % (?) L) (; — acsch2(a)> :
Fla)= ; (7;>2 (2;)2 L(a) <2a2csch2<a) coth (o) — z> : (2.4.9)

G(a) = (17;)2 (ijl)Q L(x) (Olé — ozcschQ(oz))Q.

Nessas expressoes, o parAmetro A = pom?/(rkpTd?) relaciona as energias de in-
teragao dipolar e browniana sobre a particula, em que d representa seu didmetro. Para
ferrofluidos e suspensoes magnéticas usuais, 0.6 < \ < 1. E importante ressaltar que a
forma apresentada para as expressoes foi obtida por Cunha, Gontijo e Urel (2018) num
interessante trabalho sobre dindmica de magnetizacao em escoamentos com cisalhamentos

simples e oscilatérios.

2.5 Tempo de relaxacao magnética

Um ferrofluido sujeito a um campo externo e em repouso eventualmente relaxa
até a magnetizacdo de equilibrio. Para regimes monodispersos e diluidos, o modelo de
Langevin, exposto na secao 2.4 representa muito bem a magnetizacao de equilibrio do
ferrofluido. Na auséncia de interagdes tanto hidrodindmicas quanto magnéticas entre par-
ticulas, as tunicas influéncias externa sao o campo e interagoes de natureza browniana
entre as particulas e as moléculas do fluido. Segundo Behrens et al. (2009), nesse regime,
dois mecanismos principais atuam no sentido de favorecer ou dificultar a orientacao das
particulas. O primeiro deles, ja citado, é o de colisoes moleculares com as nanoparticulas.
Essas colisdes tendem a orientar de maneira aleatoria os momentos de dipolo. Conse-
quentemente, tendem a produzir um efeito médio nulo de magnetizacao no ferrofluido.
O segundo mecanismo foi proposto por Néel (1949), orientado pelas recentes descobertas
da mecanica quantica. Para até um certo tamanho de sub-dominio, a energia necessa-
ria para reorientar os momentos de dipolo atémicos é muito menor do que a necessaria
para rotacionar a particula. Dessa maneira, ao se observar uma particula sob agao de um
campo aplicado, nota-se um alinhamento entre seu dipolo magnético e o campo sem que
a particula se reposicione espacialmente. Isso pode ser interpretado como um realinha-
mento interno da particula, como se ela efetivamente reorientasse seu momento de dipolo

de maneira independente a sua posi¢ao no espaco.

Quantitativamente, os mecanismos de relaxacao sao expressos em termos de tem-
pos caracteristicos. Esses podem ser interpretados como o intervalo entre aplicacao do
campo e alinhamento do momento de dipolo. O mecanismo browniano, que envolve rota-

¢ao da particula com momento de dipolo fixo, tem tempo de relaxacao dado por Brown
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(1963)

B = 23‘271, (2.5.1)
em que V é o volume total da particula, incluida a camada de sulfactante que impede a
formacao de agregados permanentes, 1 é a viscosidade do fluido-base, kg é a constante
de Boltzmann e T, a temperatura absoluta do fluido. As principais influéncias ficam
evidentes na equacao. A energia interna do fluido e sua viscosidade molecular, diretamente
relacionadas, influenciam fortemente o tempo de relaxacao. Também, um maior volume

da particula torna a rotagdo mais dificil.

O tempo de relaxacao de Néel é dado por

KV

TN = fy te BT, (2.5.2)

O termo fy ~ 10%s7! representa uma frequéncia associada a fendémenos carac-
teristicamente quanticos, com escala de tempo incompativel com a mecanica dos meios
continuos. K denota a constante de anisotropia da particula e V', seu volume. Fica nitido
que o tempo de Néel é muito menor que o tempo browniano para regimes de pequenos
diametros de particulas. Contudo, com acréscimos no volume, o tempo browniano rapi-
damente passa a ser menor que o tempo de Néel. A figura 4 exibe ambos os tempos de

relaxacao como fungoes do didmetro das particulas magnéticas.

T [s]
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Figura 4 — Tempos de relaxacdo magnética como fungdes do didmetro
das particulas em uma base de 6leo mineral com viscosidade

n = 0,05Pas. Fonte: Behrens et al. (2009).

Para pequenos diametros, é evidente que o tempo de Néel domina completamente
o regime de relaxacao. De fato, nesse limiar, é seguro considerar que a magnetizagao re-

laxa instantaneamente para o equilibrio, pois é impossivel obter uma escala de tempo de
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escoamento compativel com 7 ~ 107°s. Contudo, o tempo de Néel cresce exponencial-
mente com o diametro. A partir de uma certa faixa, ele ja é compativel com o tempo
browniano e ambos os mecanismos sao relevantes. Para grandes diametros de particula, a
barreira energética para reorientar os momentos de dipolo atémicos é tao alta que o efeito
aparente ¢ o de momento de dipolo fixo na particula. Nesse regime, a relaxagao magnética
ocorre pela efetiva rotagdo da particula em meio ao fluido, competindo com as interagoes

brownianas. O tempo efetivo em qualquer regime é dado por

TNTB
™ + T

Teff = (253)

Um tltimo ponto relevante a ser ressaltado ¢ o fato de que supor relaxacao por
Néel implica necessariamente em adotar a hipétese de superparamagnetismo. Como men-
cionado, as escalas de tempo do escoamento sao muito maiores do que qualquer escala em
que 7y domina a relaxacao. Nesse sentido, o escoamento nao consegue produzir qualquer

tipo de alteragao na magnetizacao, pois esta se corrige quase instantaneamente.

2.6 Equacoes de Maxwell - Limite magnetostatico

Na formulagdo mais usual, sdo 4 as chamadas equagoes de Maxwell. Em conjunto
com a Lei de Lorentz, elas formam a base de toda a teoria do eletromagnetismo classico.

Seja enunciar as 4 equagdes para o VACUO:

V-B =0;
V'E:pe/eﬂ;
VXE:—a—B; (2.6.1)
ot
oD
H=J+ —.
V x + ot

As duas primeiras sao a Lei de Gauss para a inducao magnética B e para o campo
elétrico E. O simbolo p, representa a densidade de carga elétrica no volume continuo em
analise e €y, a permissividade elétrica do vacuo. A primeira equacao reflete o fato de nao
existirem monopolos magnéticos. Densidade positiva de polos é sempre acompanhada de
densidade de polos negativos em mesma intensidade. A terceira equagao é denominada
Lei de Faraday e explicita a depedéncia entre campo elétrico e inducao magnética. Essa
equacao estabelece o principio basico da conversao de energia mecanica em elétrica. Basta
girar uma espira em um campo magnético para criar um campo elétrico por ela. Ao se
conectar essa espira num circuito qualquer, se observa o fluxo de corrente e consequente
transmissao de energia. Por fim, a tltima equacao denomina-se Lei de Ampere. Ela estabe-
lece principio analogo ao da Lei de Faraday. Um fluxo de corrente ou a variacao temporal

do vetor deslocamento elétrico D provoca variacao espacial do campo aplicado. Aqui, J
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é o vetor fluxo de corrente que percorre o elemento continuo. O vetor D é definido como
vetor deslocamento elétrico. Ele é definido como D = ¢y E + P. Ele foi introduzido por
Maxwell como uma correcao na Lei de Ampeére para que esta pudesse descrever os feno-
menos em que nao ha de fato corrente elétrica circulante, como na propagacao de ondas
eletromagnéticas no vacuo. Nesse caso, é necessario que exista uma fonte polarizada va-
riante no tempo, como uma oscilagdo de tensao em uma antena. De fato, é relativamente
simples, porém fora do escopo deste trabalho, mostrar que essas 4 equacoes permitem
escrever que campos elétricos e magnéticos se propagam como ondas tipicas. Maxwell

utilizou esse recurso para mostrar que a luz possui comportamento ondulatério.

Quando o meio continuo em andlise é um ferrofluido, constituido por um fluido-
base isolante e particulas com magnetismo intrinseco, correntes e campos elétricos estao
ausentes. Com efeito, J = 0, E = 0 e, como nao ha polarizacao elétrica, P = 0 em toda

a extensao do meio. Com isso, as equagdes se simplificam para

V-B =0;
0B
ot
VxH=0.

= 0; (2.6.2)

Isso significa dizer que o vetor inducao magnética B ¢ solenoidal e irrotacional.
Além disso, mesmo que o campo aplicado H varie com o tempo, como em Shliomis et al.
(1995), o campo B é permanente. Desse fato decorre a nomenclatura "regime magnetos-

tatico", frequente na literatura sobre o assunto.

Essas equagoes sao a base para o desenvolvimento de condigoes de contorno no
salto para o interior do ferrofluido, como sera visto a seguir. Elas sao de fundamental

importancia para a correta modelagem do regime magnético associado ao ferrofluido.

2.7 Condicoes de contorno magnéticas

Em um escoamento de ferrofluido, o campo magnético é usualmente aplicado ex-
ternamente ao ambiente em que escoa o fluido. Isso é feito com uso de imas permanentes
ou de solenoides percorridos por correntes. Portanto, ocorre uma transicao entre meios.
O campo sai do ar, considerado como vacuo, e adentra o fluido, em que gera magnetiza-
¢ao. A figura 5 mostra uma interface entre 2 meios permeados por um campo de inducao

magnética.
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Figura 5 — Representacido esquemaética da transicdo entre 2 meios continuos permeados por
campo de indugdo magnética. Fonte: Cunha (2012).

Aplicando-se o teorema de Stokes para a integral de V x H ao longo da area S

definida pelo circuito L, obtém-se

(Vx H) fdS=¢ H- dL = 0. (2.7.1)
/ 7

As integrais ao longo dos trechos verticais (cota €) sdo iguais e se cancelam. Assim,

conclui-se que

Ly, Lo

Sendo os comprimentos L, e Lo idénticos, é possivel concluir que

Hlt - HQta (273)

ao longo da transicdo entre os meios. Para o campo B, a abordagem é analoga. Se o
volume cilindrico definido por D e € é percorrido por um campo de indugao magnética, é

possivel escrever, em conjunto com o teorema de Gauss,

(V-B)dV = (B - f)dS, (2.7.4)
Ik %

s
em que S é a drea que compreende o volume V. Se o cilindro é colapsado na altura (¢ — 0),

a contribuicao de fluxo de inducao magnética pela area lateral também vai a zero. Com

isso, a integral sobre a superficie S se torna

—| By, -fi+ | Bsy,-h=0. (2.7.5)
Al A2
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Sendo A; = A, as areas inferior e superior do disco, é possivel escrever

Biy, = Bay,. (2.7.6)

As equagoes 2.7.3 e 2.7.6 sao de fundamental importancia na modelagem de qual-
quer escoamento de ferrofluido, uma vez que garantem a observancia das equacoes de

Maxwell em todo o dominio do problema.

2.8 Mecanica de um meio continuo - Principios gerais

De maneira geral, a mecanica de um meio continuo, assim como a de uma particula,
é regida por alguns principios basicos: a conservagdo de massa; o balango de momento
linear; o balanco de momento angular; a conservacao da energia; a geracao de entropia
e etc. A rigor, todos os principios fundamentais do que se denomina Fisica Classica sao
aplicaveis a um meio continuo. Nesta secao, contudo, serdo explicitadas a Equagao da
Continuidade, que representa a conservacao da massa em um meio material, a Equacao
de Cauchy, para o balango de momento linear e a equagao de balan¢o do momento angular

de um meio continuo.

2.8.1 Equacao da Continuidade

Seja considerar um corpo B que ocupa um volume V em um dado instante de

tempo t. A massa desse corpo pode ser escrita como

m—/vpdV (2.8.1)

em que p = p(x,t) é a massa especifica no ponto , interior ao corpo, no instante t. O
principio da conservacao da massa estabelece que a derivada material da massa é sempre

nula. Isto é,

Dm  Om

—_— = -V)m =20 2.8.2

=S (e V) = 0, (28.2)
em que u = u(x,t) é a velocidade do ponto x no instante ¢. Aplicar esse principio a

equagao 2.8.1 resulta em

D
— dV = 0. 2.8.3
= /V ) (2.8.3)
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A partir do Teorema do Transporte de Reynolds (TTR) (BATCHELOR, 2000),

pode-se escrever

/v (gﬁ +pV - 'u,) = 0. (2.8.4)

Se o volume V' de integracao é arbitrario (a integral é valida para qualquer escala

dentro da hipdtese do continuo), o Teorema da Localiza¢ao estabelece que

Dp
cu = 0. 2.8.
D +pV-u=0 (2.8.5)

A equagdo 2.8.5 é uma das versoes usuais da Equagao da Continuidade. Ela esta-
bele que a variacdo na massa especifica de um elemento material somente pode ocorrer
mediante deformacgao normal desse elemento, expressada pelo segundo termo da equacao.
Em outras palavras, se um meio é considerado incompressivel (mantém seu volume cons-
tante), a Equacao da Continuidade estabelece que p é necessariamente constante nesse

meio.

2.8.2 Equacao de Cauchy

Seja considerar o mesmo corpo B que ocupa o volume V' no instante t. O momento

linear desse corpo pode ser definido como sendo

p:/pudV. (2.8.6)
.

Em um meio qualquer, quaisquer forgas internas nao podem contribuir para a
variacdo do momento linear daquele. Portanto, o corpo B s6 pode estar sujeito a duas
espécies de forgas: as forcas de campo que atuam sobre o corpo por interagao a distancia
e as forcas de superficie que atuam nas fronteiras do corpo por contato direto. Em termos

da forca resultante sobre B, tem-se

Ir= /Vpde + §étd8. (2.8.7)

Aqui, S é a superficie que envolve o volume V' do corpo e

t=n-o (2.8.8)

¢é a densidade superficial de forgas atuante sobre cada elemento dS de S. O vetor n define
a direcao normal a dS. Como postulado por Newton no séc. XVII, a variacao do momento

linear de um corpo s6 se da pela acdo de forcas resultantes sobre ele. Assim,

Dp _

5 = I~ (2.8.9)
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Em termos da definicdo de momento linear,

D
/pudV:/pde+§létdS. (2.8.10)
Dt Jy v s

Aplicar o TTR para o termo do lado esquerdo e o teorema da divergéncia para

tensores de 22 ordem no ultimo termo do lado direito permite escrever

D

p=2 / pbdV +/ V- odV. (2.8.11)
v Dt v v

Pode-se mostrar que Como o integrando é exatamente o mesmo nos 3 casos e o

volume V' é arbitrario, o Teorema da Localizacao novamente permite obter a equagao para

um elemento continuo qualquer:

pll);; =V .o+ pb. (2.8.12)

A equagao 2.8.12 estabelece o balango de momento linear em um elemento continuo
qualquer. Um ponto muito relevante surge quando se observa o termo orginado das forgas
de superficie sobre B. O tensor o é denominado tensor de tensoes do meio material em
analise. Mais detalhes acerca dos sistemas de coordenadas e restrigbes na aplicacao desta

equagao sao discutidos por Chandrasekharaiah ¢ Debnath (1994).

O segundo ponto importante em relacao a essa equagao ¢ o fato da formulacao
do balanco de forcas ainda estar incompleta. Se observada em suas componentes e na
auséncia de forgas de campo, a equacao de pode ser escrita como

Dui (903-1»

= . 2.8.13

Existem apenas 3 equagoes e, a principio, 12 incégnitas. Contudo, isso faz pleno
sentido pois essa equacao é aplicavel a qualquer meio continuo. A especificacao do meio
continuo em analise é feita justamente ao se definir o tensor . De fato, esse tensor é
usualmente denominado equacao constitutiva do meio, por fornecer a descricao das forcas

atuantes sobre cada particula do meio.

2.8.3 Balanco de torques e momento angular

Seja ainda considerar o corpo B que ocupa um volume V' no instante ¢. Define-se

o momento angular total desse corpo como sendo

L= / x X pdV = / plx x u)dV. (2.8.14)
v v

em que o vetor & representa o braco de atuacao do torque em relacao a origem do sistema

de coordenadas. De maneira geral, o torque atuante sobre B possui origens nas forgas
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que atuam sobre o corpo, de campo ou superficie. Podem existir outros mecanismos de
torque instrinseco. Como exemplo, o torque magnético exercido pelo campo aplicado
sobre um ferrofluido é um mecanismo a parte e deve ser considerado. Na auséncia de tais

mecanismos, os torques atuantes podem ser representados como

T, — / o(@ x b)YV
1%

e (2.8.15)
Ts:?é(mxt)dS:—yéﬁ-(a'xm)dS.

Pelo principio do balangco de momento angular, o torque total atuante sobre o

corpo deve ser igual a variagao temporal total de seu momento. Assim,

D N
i Vp(a: X u)dV = /Vp(a: x b)dV — §én (o x x)dS. (2.8.16)

Novamente, empregar o TTR no lado esquerdo e o Teorema da divergéncia no

termo de torques de superficie fornece

D

/ s @ x ) = ple x B) + V- (o x @) aV =0, (2.8.17)
1%
O primeiro termo da equacao pode ser reescrito como
D D D D
E(wxu):xxﬁ;u?‘fxu:mxﬁ? (2.8.18)
pois Dx/Dt = u. J4 o tltimo se torna
Vi(oexx)=(V-o)xx—€:0, (2.8.19)

em que € é um tensor de terceira ordem isotrépico conhecido como operador de Levi-

Civita. Reescrever a equacao do balangco de momento angular com essas modificacoes

I

Da equacao 2.8.12, o termo entre parénteses é exatamente nulo. Portanto, pode-se

resulta em

D
:cx(pD’l:—V~a—pb>—e:0'}dV:0. (2.8.20)

afirmar que, novamente pelo teorema da localizacao,

€c:o=0 = 05 = Ojj- (2821)

Esse resultado é extremamente interessante. Note que, na demonstracao da equa-

¢ao, s6 foram assumidos torques gerados pelas forcas de campo e de superficie. Nesse
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caso particular, a conclusao imediata da equacao do balango de torques é que o tensor de
tensoes é necessariamente simétrico. Além disso, se algum mecanismo de torque interno

T; é considerado, a equacao fornece

€e:o=-T,. (2.8.22)

Esse resultado é especialmente relevante a este trabalho pois o torque magnético
gerado pela interagao entre magnetizagao e campo ¢ um mecanismo intrinseco de torque

que gera assimetria no tensor de tensoes.

2.9 O tensor de tensdes magnético

Como discutido na secao 2.8, as equacoes gerais que descrevem os principios fisicos
sao aplicaveis a qualquer caso que respeite as escalas do continuo. Contudo, é necessario
especificar como se da a distribuicao de forgas de contato e de campo atuantes sobre
cada particula do meio. Essa representacao é feita por meio dos termos V - o e pb. Seja
considerar um escoamento de ferrofluido horizontal. A tnica for¢ca de campo atuante ho-
mogeneamente sobre toda a particula fluida é a gravidade. Por ser um campo conservativo

(constante, aqui assumido), ela pode ser escrita em termos de um potencial,

pb = pg = pV(—gy) = —pgVy. (2.9.1)

O termo Vy = €, representa de fato o vetor unitario na diregao vertical, em sentido
oposto ao da gravidade. Essa nocao sera util mais a frente. Apesar de também atuarem a
distancia, forcas de natureza magnética sao consideradas no tensor de tensoes, pois estao

relacionadas a estrutura reoldgica do fluido.

Algumas tentativas foram feitas no sentido de descrever o ferrofluido como um
continuo equivalente em termos de uma equagao constitutiva. A primeira delas, feita por
Rosensweig (1997), na primeira edi¢ao de seu livro, em 1967, envolvia partir do tensor de
Maxwell para o vacuo, o, = uogHyH, e generalizar para um ferrofluido como o,, = BH,
considerando a relacdo B = ugH . Esse tensor, quando aplicado na equacao de Cauchy,
fornece uma densidade de forcas de Kelvin-Maxwell, dada por f,, = (M - V)H, que
descreve apropriadamente o ferrofluido em regime superparamagnético. Contudo, ela falha
quando se trata de um fluido magnético assimétrico, em que a acao do torque magnético

é fundamental nos fenomenos observados.

Partindo de uma andalise microhidrodindmica em baixo nimero de Reynolds (hi-

pétese aceitdvel dada a escala dos fenomenos), como estabelecido em Batchelor (1970),
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Cunha (2018) propoe um tensor de tensoes para o caso geral com a seguinte forma

1
O = Pud + Suo(HM — MH), (2.9.2)

em que I é o tensor isotrépico de 22 ordem (identidade) e

1 X
P = ponm— > _(dy, - H) (2.9.3)
Ni=

representa uma pressao magnética modificada associada a densidade de forcas que atua
sobre cada dipolo magnético. Nesse contexto, n = N/V é o ntimero de densidade de par-
ticulas magnéticas, m é o momento de dipolo de cada uma delas, suposto constante, N
é o nimero absoluto de particulas e dj, é um vetor unitdrio orientado na dire¢do do mo-
mento de dipolo de cada uma das particulas. Esse tensor é também rapidamente discutido
por Malvar, Gontijo e Cunha (2017), embora nao tenha sido efetivamente empregado na

obtencao dos resultados, pois foi considerado regime superparamagnético no trabalho.

A presenca do fluido-base newtoniano contribui com as tensoes classicas associadas
a pressao e as tensoes cisalhantes viscosas, modificadas pela presenca das particulas, que
introduzem resisténcia adicional ao escoamento (stresslet). A contribui¢ao do fluido-base

para o tensor é dada por

on,=—pl+2n"D, (2.9.4)

em que p é o campo de pressao e D = (Vu + Vu?) é o tensor taxa de deformacio, a

parte simétrica do gradiente de velocidades. O coeficiente

n* =n(l+5¢/2) (2.9.5)

¢é a viscosidade equivalente de uma suspensao diluida, conforme mostrado por Einstein
(1905). O tensor de tensoes que descreve o ferrofluido assimétrico é dado pela composigao

de ambas as contribuicoes:

1
0 =0u+ 0 =—(p—Pu)l + 2D+ Jpo(HM — MH). (2.9.6)

O traco desse tensor é dado por

tr(o) =054 = —(p — Pm)ou + 21"

Sendo o fluido um liquido incompressivel, o termo Ju;/0x; = V-u =0.d; =3 éo

operador delta de Krinecker com ambos os indices iguais. Dessa maneira, mostra-se que
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a contribuicao magnética altera a pressdo mecanica (p,,) do fluido. A saber,

Todo tensor pode ser escrito em termos de uma contribuicao isotropica e uma

deviatérica, de traco nulo. De maneira geral,

D1 1
oc=0c +ol= gtT(O')I + (o — gtr(a')I). (2.9.9)

Aplicar essa nogao ao tensor em analise fornece

o' = _(p - Pm)I§
1 (2.9.10)
o’ =2"D + 5MO(HM —~ MH).

Por fim, resta mostrar que o tensor de tensdes proposto respeita o formalismo
constitutivo no sentido de ser invariante a mudangas no sistema de coordenadas (Material
Frame indifference - MFI). Seja @ um tensor ortogonal (i.e. QT = Q') que representa
uma rotacao de corpo rigido do sistema de coordenadas. Mais detalhes acerca de transfor-
magao de coordenadas podem ser encontradas em Chandrasekharaiah e Debnath (1994).
Para um tensor de segunda ordem, a transformacao do sistema original para um sistema

" ¢ dada por

c=Q o-Q". (2.9.11)

Com foco no tensor de tensoes magnético, é possivel mostrar que tanto o vetor
campo H quanto o vetor magnetizagdo M sdo objetivos (respeitam o formalismo consti-

tutivo). Isto é,

H =Q -H — H, =Q,H,;

) ) (2.9.12)
M =Q M = M, =Q;M,.
Aplicando isso ao tensor de tensdes magnético, obtém-se
o, =SHM -MH)=2[Q H)Q -M)-(Q -M)Q-H).  (29.3)

O produto escalar entre um tensor e um vetor pode ser comutado desde que se

considere o transposto do primeiro (Q-M = M -Q7). Aplicar essa nogao a transformagao
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ortogonal proposta para o tensor de tensoes fornece

o, ="NQ - (HM)-Q" - Q- (MH)- Q"]

2
:% (HM — MH)-Q7 (2.9.14)
= Q *Om QT'

Portanto, o tensor de tensoes magnético obedece a lei de transformacgao ortogonal.
Sendo invariante a mudangas no sistema de coordenadas, ele ¢ MFI e é adequado como

equagao constitutiva. Com isso, a descri¢cao material do ferrofluido fica quase concluida.

2.9.1 A equacdo do movimento

Com a equagao constitutiva em maos, basta aplicid-lo na equacao de Cauchy (eq.
2.8.12) para obter a equagao do movimento de um ferrofluido sob campo homogéneo. O

divergente do tensor de tensoes é dado por

B 1 & po [O(H;My) . O(M;Hy)

= ,uonm]i[ iv:[(cik -V)H| + %V x (M x H) (2.9.15)

k=1

JRREAREN
= 110 (andk> VH + v « (M x H).
N & 2

Comparando o resultado obtido com as equagoes 2.3.3 e 2.3.4, nota-se que

JREARN
nm—> dy| =M, (2.9.16)
N k=1
o que leva a
V-am:uo(M-V)HJr%V % (M x H). (2.9.17)

Compondo com a parcela hidrodindmica, cuja deducao é detalhada em Batchelor

(2000), o divergente do tensor de tensoes ¢ dado por

Vo= ~Vpt ' Viut (M - V)H + 2V x (M x H). (2.9.18)

Substituir esse resultado na equagao de Cauchy (2.8.12) resulta em

Du

oy = =P+ Viut pio(M - V)H + £V x (M x H). (2.9.19)
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E importante ressaltar que p = P — pgy aqui é dada tal que seu gradiente é a soma
do proprio VP e da contribuicao hidrostatica da gravidade, dada pela equacao 2.9.1. Essa
é a equacao do balango de forcas em um ferrofluido escoando sob campo homogéneo. Os
termos usuais da equacao de Nawier-Stokes aparecem pela contribuicdo do fluido-base.
Sao modificados pela presenca das particulas em termos da viscosidade aparente para
uma suspensao diluida de esferas e do termo de torque magnético, que contribui com uma

forga liquida sobre a particula.

2.9.2 Torque magnético sobre o ferrofluido

A equacao constitutiva para um fluido newtoniano, assim como em muitos outros
casos, se apresenta como um tensor simétrico. Nesse caso, torques internos estao ausentes

e a equacgao 2.8.22 resulta no vetor nulo. De fato,

€:0=0 <— 045 = Ojj- (2920)

Ao se observar o tensor de tensdes magnético, percebe-se que este é a parte anti-
simétrica do tensor H M . Como a equagao constitutiva para o ferrofluido é a composicao
das decri¢oes hidrodinamica e magnética, ele perde a caracteristica de tensor simétrico, o
que implica na existéncia de algum mecanismo de torque interno. Apds alguma &dlgebra,
mostra-se que

€ (Uh + Um) = —’.Pi =0+ %([’IJ.]\4]C - Hij)Eijkéi

= —poM;Hyejri€; (2.9.21)
= —IU()(M X H)

O primeiro termo é nulo pois, como ja discutido, o tensor hidrodindmico é a com-
posi¢ao de um tensor isotrépico (—plI) com um simétrico (2nD). Do tensor magnético
resulta a expressao para o torque magnético po(M x H) sobre a particula fluida, tal como
obteve Rosensweig (1997) em suas primeiras formulagoes para a ferrohidrodinamica. Esse
¢ mais um indicativo de que o tensor empregado representa corretamente o meio material

em andlise.

Ultimamente, o torque magnético atua em cada uma das nanoparticulas magnéti-
cas em suspensao no fluido. As Leis de Faxén, originalmente obtidas por Hilding Fdxen e
minuciosamente abordadas em Kim e Karrila (2005) estabelecem uma relacao para forca
e torque atuantes sobre uma particula em um escoamento partindo apenas da geometria,
movimento da particula e velocidade angular do escoamento. Para o torque, a equagao é

dada por

T = 87m1a*(2° — w)|s—0- (2.9.22)
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Aqui, a é o raio da particula, 2 é a velocidade angular do escoamento nao
perturbado pela particula e w, a velocidade angular da prépria particula. O sub-indice
x = 0 indica que as grandezas sao avaliadas no centro da particula. E imediato notar
que se a particula esta livre de torques, ela gira exatamente com a velocidade angular do
escoamento avaliada em seu centro. A partir dessa perspectiva, fica clara a influéncia do
torque magnético sobre as nanoparticulas. Ele produz uma diferencga na velocidade angular
delas que se traduz em uma barreira extra a ser vencida pelas tensoes de cisalhamento do
escoamento. Essa nogdo explica em parte os resultados obtidos por Cunha, Rosa e Dias
(2016) de aumento de viscosidade aparente do ferrofluido mesmo sob efeito de campo
homogéneo. Outros efeitos, como a formagao e quebra de agregados de particulas, também

afetam diretamente medi¢oes de viscosidade em ferrofluidos.

2.10 Equacao de evolucao da magnetizacao

Na equacao constitutiva para o ferrofluido em escoamento surge naturalmente a
magnetizacao do material como variavel do problema. Isso significa que a formulagao ainda
permanece incompleta, com mais variaveis do que incognitas a determinar. E necessério
fornecer uma equagao adicional para descrever o comportamento da magnetizacao do
ferrofluido. E razodvel supor que tanto o campo magnético quanto o escoamento se apre-
sentem como fatores de influéncia, uma vez que o torque magnético atua em contra-ponto

ao torque mecanico produzido por cisalhamento do escoamento.

Partindo de hipéteses de quase-equilibrio, com pequenas influéncias do escoamento,
Shliomis (2002) prop6s uma equagao evolutiva para a magnetizagdo em que quatro me-

canismos sao responsaveis por alterar o regime magnético do ferrofluido. Ela é dada por

DM

o L (M = M) — N« (M x HD), (2.10.1)

B 6n¢

O termo da esquerda representa a derivada material da magnetizacao M. Inclui

1
= — M—
58 %

o transporte convectivo de magnetizacao, associado ao préprio movimento das particulas
fluidas. O primeiro termo do lado direito foi incluido de maneira ad hoc e representa ade-
quadamente o efeito da vorticidade & sobre a magnetizacdo. E compativel com a nocao
fornecida por Fazén, no sentido de que o escoamento procura orientar o giro das particulas
de acordo com a vorticidade. O préoximo termo é diretamente associado a condi¢ao super-
paramagnética de equilibrio. Quanto maior a diferenca entre a magnetizacao instantanea
e a de equilibrio M, mais forte é esse termo no sentido de trazé-la para o equilibrio.
O parametro 7g representa o tempo de relaxacao browniano, como discutido na secao
2.5. A rigor, ele pode ser tanto o tempo de Néel quanto o browniano ou mesmo um efe-
tivo entre ambos. Contudo, dada a escala diminuta de tempo associada ao mecanismo de
Néel, 1/my >> 1, o que levaria a equacao simplesmente a M = Mj. Em termos fisicos, a

magnetizagao relaxaria ao equilibrio muito antes de ser influenciada por qualquer outro
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mecanismo. Portanto, assume-se o tempo caracteristico de relaxagdo como sendo 75, o
que leva a uma escala compativel tanto com a formulagao continua quanto com o préprio
escoamento. Por fim, o dltimo termo representa o mecanismo de precessao magnética.
E interessante ressaltar que ele é diretamente relacionado ao torque e possui & principio
um carater restaurador, no sentido de alinhar campo e magnetizacao. O coeficiente ¢

representa a fragao volumétrica de particulas.

A figura 6 mostra esquematicamente a competi¢gdo entre os 2 mecanismos princi-
pais, a precessao magnética, associada ao torque e a interagao com a vorticidade. Enquanto
a precessao tenta restaurar a magnetizacao ao seu valor de equilibrio juntamente com o
termo de equilibrio em si, a vorticidade acaba por diminuir a magnetizacao ao tentar

alinha-la consigo.

Mx(MxH) M

Figura 6 — Representagdo esquemaética dos mecanismos de precessao e vorticidade sobre a particula.
O primeiro estd no mesmo plano da magnetizacdo M e do campo H, enquanto o segundo
encontra-se perpendicular tanto a vorticidade w quanto a prépria magnetizagao.

2.11 Escoamento nao-inercial - Hipdtese de unidirecionalidade

Seja considerar o escoamento de uma fina camada de fluido entre 2 superficies.
No exemplo em andlise, o fluido escoa por um gradiente de pressao uniforme aplicado
em uma das extremidades do gap entre as superficies. Seja considerar como dire¢do = a
do escoamento e y a direcdo transversal a x, ainda no plano do escoamento. E bastante
razoavel supor que u - €, = w = 0 se efeitos de borda lateral estao ausentes. Se a razao
entre o comprimento L na diregao do escoamento e o gap h entre as placas é pequena (i.e.

h/L < 1), a equagao da continuidade permite escrever que

ou Ov g

%
gu ~L L UsV 211.1
or oy L™ > (211.1)

Aqui, U e V sao as escalas tipicas de u e v, respectivamente. Se ambas as placas

sao paralelas e v = 0 sobre elas (impenetrabilidade), ndo hé razao para existir velocidade
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transversal a dire¢ao principal x. Com isso, ainda da equacao da continuidade, observa-se

que

ou
— =0. 2.11.2
5 ( )
Portanto, a velocidade é constante na dire¢do do escoamento. Ela pode, a principio,
variar tanto em relagao a z quanto em relacao a y. O fato de u ser constante em relagao
a x implica na auséncia de transporte convectivo de momento linear. Matematicamente,

u - Vu = 0. Com isso, a equagdo do movimento para o fluido é dada simplesmente por

2 2
ou _ _Op n<3“ 3“>, (2.11.3)

—_— = _ + R

Por = ox 82 " 022

em que p é a massa especifica do fluido, aqui tomada como constante, p= P+ pg -y é a
pressao modificada pela contribuicao estatica da gravidade e n é a viscosidade dinamica

do fluido, também tomada como constante.

Se o arranjo é simétrico em relagao a z e efeitos de borda sao desprezados, nao ha
porque haver variacao de u em relagao a z. Nesse limite, a equagao se resume simplesmente

a

du_ _op, 0%

Em regime permanente, o perfil é parabdlico e dado pela Lei de Pouseuille por

u(y) = 8657(]12 — 4y?). (2.11.5)

Contudo, mesmo em regime permanente, a regiao de entrada das placas ainda esta
sujeita a formacao das camadas limites no desenvolvimento do perfil de velocidades. Uma

analise de escala de forcas inerciais e viscosas nessa regiao mostra que

forgas inerciais|  pU*/L _ pUhh _ o h (2.11.6)
|forgas viscosas| in/h n L L

Isso significa que se essa relagdo Re(h/L) < 1, as forcas viscosas dominam a
regiao de desenvolvimento e o escoamento rapidamente assume o perfil parabélico. Como
a razao de aspecto ja é pequena, Re nao necessita ser necessariamente pequeno. Mesmo

em Re ~ 1, ainda se observa o desenvolvimento rapido do perfil.
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2.11.1 Consequéncia da undirecionalidade sobre o campo magnético e mag-

netizacao

O mesmo argumento, associado a hipétese de lubrificacao, se aplica aqui. Obser-

vando as Leis de Maxwell para a magnetostatica (segao 2.6), nota-se que

0 0
7(Mac + Hx) + 7(My + Hy) =0

O 9 (2.11.7)
’8(M1+Hx)/8x Jhy S
J(M,+ H,)/0y L
’ OH, OH. _,
o Oy (2.11.8)
_ ’aHy)/ax Jhy o
OH.)/0y| L

se o fato de que M, ~ M, ~ M, e H, ~ H, ~ Hy é considerado. Assim, as versoes

unidirecionais das equacoes de Maxwell sao dadas por

d
@(My +H,)=0 (2.11.9)
OH,
Jdy

— 0. (2.11.10)

Isso é equivalente a afirmar que

M, = My(y) (2.11.11)
H, = H,(y).

Ou seja, assim como a velocidade, tanto campo magnético quanto magnetizacao
sao apenas funcoes da coordenada espacial transversal (sao perfis uniformes ao longo da

dire¢ao do escoamento).

2.12 Meétodos de solucao de equacoes diferenciais

Apoés a propria modelagem e formulagao do problema, surge a necessidade de se
propor solugoes para as equagoes obtidas. Casos mais simples possuem solucao analitica
explicita. Alguns outros métodos de solucao exata, como por séries de poténcia, sdo empre-
gaveis a uma classe de problemas, como a solucao de Blasius para as equacoes da camada
limite laminar (BATCHELOR, 2000). Em outros casos, quando efeitos nao-lineares sao

fracos, é possivel propor aproximacoes na forma de expansoes assintoticas em torno da
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solucao linear. Nesse caso, sao empregados os chamados métodos de perturbacao, discu-
tidos a seguir. Por fim, quando se deseja obter uma solugdo mais geral para um problema
nao-linear, podem ser empregados métodos numéricos, que fornecem de maneira geral
solugoes convergentes para a solucao exata em um ntmero finito de pontos do dominio

de célculo.

2.12.1 Meétodos de perturbacao - Perturbacao regular

Muitos dos problemas fisicos apresentam modelos que dao origem a equagoes cuja
solucao nao ¢ trivial ou mesmo inexistente. Usualmente, essas dificuldades matematicas
tém origem em termos nao-lineares associados a mecanismos particulares. Como exemplo,
pode-se citar o movimento de um projétil sob acao da gravidade e da resisténcia do ar.
Contudo, se a influéncia de tais mecanismos sobre o comportamento do sistema é pequena
(a resisténcia do ar é pequena ante a gravidade, no exemplo) e algumas outras condigdes
sao satisfeitas, aproximagoes assintoticamente precisas podem ser obtidas (HINCH, 1991).

Seja considerar uma equagao diferencial ordinaria (EDO) do tipo

Fy.y,y ' te) =0, (2.12.1)

tal que

e<1 (2.12.2)

é um parametro pequeno associado a eventuais nao-linearidades na equacao. Uma série

de perturbacao é definida como uma série de poténcias em € do tipo

y(t) = yo(t) + e (t) + Epa(t) + O(€). (2.12.3)

Se a expressao acima é solucao da EDO em andlise, é razoavel supor a priori que
os primeiros termos dela constituem uma boa aproximagao ou formalmente, uma solucao
ou aproximacao por perturbacao. Pode-se mostrar que, se a aproximacao converge para a
solugao exata do problema nao-perturbado (F(y,y,y",t,¢ = 0) = 0) de maneira uniforme
a medida que ¢ — 0, a solu¢do obtida representa adequadamente o sistema fisico no

dominio restrito a que se propoe (e < 1).

E importante ressaltar que nem sempre se observa tal convergéncia da aproxima-
¢ao. Usualmente, solugoes em que o primeiro termo nao é adequadamente posto, solugoes
que nao se aplicam a todo o dominio do problema (ex. problemas de boundary layer) e
etc. De fato, a teoria dos métodos de perturbacao se estende muito além de perturbacoes
regulares e propoe aproximacgoes para as solugoes de uma série de problemas em diversas

areas.
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O método de perturbacao regular é um método proposto para contornar a nao-
linearidade de equagodes quando essas sao pequenas. Para ilustrar tanto a aplicagao quanto

o método em si, considere a equagao algébrica (LOGAN, 1997)

2? — 2ex — 3 =0. (2.12.4)

Em que € > 0 é um parametro pequeno. Nesse caso, a solu¢ao da equacgao é trivial

e dada por

r=exV3+e (2.12.5)

Se € = 0, a equacdo se reduz a 22 — 3 = 0, cujas solucoes sao dadas por z = ++/3.
Para € # 0 porém pequeno, ¢ intuitivo supor que a solugao sera a solugao nao perturbada
acrescida de alguma contribui¢do do termo fraco. Supoe-se entdao uma solugao do tipo

T =g+ ex) + a9 + ... (2.12.6)

Substituir a expressdo na equacao original resulta em

(w0 + €x1 + a9 + ...)% — 2e(20 + €11 + EM9 +...) —3 = 0. (2.12.7)

Agrupar os termos em poténcias de e fornece

18— 3 — (2011 — 220)€ + (27 + 2w073 — 271)€% + ... = 0. (2.12.8)

Essa equacao pode ser vista como um polinémio em ¢ idéntico a zero. Portanto, é
seguro dizer que cada um de seus coeficientes é nulo. Isso d& origem a um sistema com 3

equacoes, cujas solugoes sao dadas por

z0=+V3

71 =1 (2.12.9)
1
Ty = F+——.
2 2\/§
Compondo a solugao, obtém-se
&2
T=4+V3+tet —=+ .. (2.12.10)

2V/3

Comparativamente, o polinomio de Taylor da solu¢ao em torno de ¢ = 0 ¢ dado

por

2
r=EV3+ed 4. (2.12.11)

2V3
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Ou seja, as solucdes convergem a medida que € — 0. E importante ressaltar que
nesse exemplo, o problema nao é fundamentalmente alterado se o termo contendo € é
desprezado. Em termos matematicos, a caracteristica quadratica da solugao é mantida.
Isso significa que € < 1 realmente representa uma perturbacdo regular do problema

“original”, 2 — 3 = 0.

Estender o método a solucao de uma EDO ¢ relativamente simples. Seja propor

uma aproximacao para a equagcao, ja na forma adimensional

d
di; — e +y=0. (2.12.12)

Equacoes como essa podem ser utilizadas para modelar a velocidade de um corpo
em um meio resistivo. Como condigao inicial, se supoe y(0) = y;. Se € = 0, a equagao se

reduz a

dy
— —y = 2.12.1

cuja solucao é imediata e dada por

y(t) = yie " (2.12.14)

Como feito anteriormente, supde-se uma solugao por expansao em taylor em torno

de € = 0 do tipo

y(t) = yo(t) + ey (t) + Eya(t) + O(€®). (2.12.15)

Substituir essa expressao na equacao original leva a um polinémio em e dado por

dyo
It + Yo
d
# (M- 2)
(2.12.16)
dys 2
2 —2
+ ( 0t + Y2 yoy1> €
+0(e*) = 0.

A solugao proposta deve se aplicar em todos os pontos do dominio de calculo,

inclusive no ponto inicial. No instante ¢ = 0,

y(0) = y; = y0(0) + ey1(0) + €°y2(0) + O(€?). (2.12.17)
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Por igualdade polinomial, observa-se que

Y0(0)
y1(0)
42(0)

Yis
0. (2.12.18)
0.

Novamente, por igualdade polinomial, cada um dos coeficientes da equacao obtida
deve ser identicamente nulo. Fica nitido que a solucao para 1y, é a propria solucao do
problema nao perturbado,

yo(t) = ye . (2.12.19)

O termo de ordem O(e) fornece a EDO linear ndo-homogénea para y;, dada por

d
% oy —yle 2 =0 (2.12.20)

A solugao desta equagao é imediata e pode ser escrita como

n(t) = yie (e = 1). (2.12.21)

Similarmente, o termo de ordem €? fornece

d
% oy — 2yfe (! — 1) = 0, (2.12.22)

cuja solucao ¢ igualmente simples,

Yo (t) = yle (et — 1)% (2.12.23)

Compor os primeiros trés termos da solugao na forma proposta resulta em

y(t) = yie " + [yfe > (e — D]e + [yle ¥ (e" — 1)*]€ + O(€*). (2.12.24)

Esse é um exemplo incomum em que uma solucao analitica direta para a EDO

nao-linear esta disponivel e é relativamente simples. Se y; = 1 para simplificar a notagao,

eft

ex t) = P 2.12.25
Yea (1) T+e(et—1) ( )
cuja expansao em Taylor ao redor de e = 0 é dada por

Yer(t) =7 —[e7 (e = D)]e+ [e " (e7" = 1)%]e® + O(€?). (2.12.26)
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Para a mesma condigao inicial, a aproximagao por perturbacao se torna

y(t) =e "+ e (e = D]e+ [e7(e" — 1)%]e® + O(€®). (2.12.27)

As expressoes sao idénticas e convergem no intervalo t = [0, 00, 0 que mostra que

a solugao assintotica obtida pelo método de perturbagoes regulares é adequada.

Em ambos os exemplos mostrados aqui, o método de perturbagoes regulares foi
capaz de derivar expressoes que representam as solucgdes reais do problema para € < 1.
Logan (1997), de maneira mais geral e Hinch (1991), aplicado a problemas em Mecanica
dos Fluidos, trazem uma série de outras abordagens capazes de produzir aproximacoes
assintoticamente precisas para varias classes de problemas. Outras limitacoes do método

de perturbacoes regulares sao também discutidas em detalhes pelos autores.

2.12.2 Problema de valor de contorno - Método das diferencas finitas

Uma maneira alternativa de solucionar equacoes diferenciais possibilitada pelo
rapido aumento do poder computacional das ultimas décadas é composta pelos denomi-
nados métodos numéricos. De maneira geral, consistem em aproximacoes discretas para as
equagoes dentro do dominio de calculo proposto. O método aqui abordado, das diferencas
finitas, é especialmente util quando se lida com problemas de valor de contorno (PVC),
em que a fungdo procurada assume valores especificos em regioes determinadas do domi-
nio. Um exemplo classico desse tipo de problema é o escoamento entre placas utilizado
por Newton para definir primordialmente a viscosidade de um fluido. Nesse problema,
uma lamina de fluido ¢ inserida entre duas placas e uma delas é puxada com velocidade
U. A outra permanece estatica. Por interacoes moleculares, as camadas de fluido imedi-
atamente préximas as placas estao nelas aderidas e consequentemente possuem a mesma
velocidade delas. Matematicamente, isso representa um PVC, pois para determinar o per-
fil de velocidades na lamina de fluido é necessario resolver uma equacgao diferencial cuja

solucao assume valores definidos em duas regioes distintas do dominio.

O método das diferengas finitas (MDF) se baseia no principio de obter aproxi-
magoes algébricas para as derivadas da func¢ao-solucdo um ntmero N finito de pontos
do dominio, de maneira que a aproximagcao convirja para a solucao exata a medida que

N — oo (LEVEQUE, 2007).

A maneira mais conhecida e usual de aproximar pontos e derivadas de uma fung¢ao
u = u(x) qualquer em torno de um ponto = é escrever o polinémio de Taylor em torno

desse ponto,

(2.12.28)



7 [y .
em que h é um passo constante de malha. Isolar u (z) nos dois casos resulta em

u(z + h) —u(z)

() h rom ( )
u(x) = 2.12.29
u(z) —u(z — h)
- +O(h).

Essas expressoes constituem as aproximagoes de primeira ordem adiantada e atra-

!, — . ~ . .
sada para u (Z). As denominagoes “adiantada” e “atrasada” se referem ao fato de a deri-
vada ser aproximada pelos valores da fun¢ao em pontos posteriores ou anteriores ao ponto

desejado, respectivamente.

Uma outra maneira de definir uma aproximacao para a derivada de 1% ordem ¢é

compondo as aproximagoes em série de Taylor até a segunda ordem.

w(T + h) = u(Z) +u (2)h + u(;c)hQ + O(Rh?);

w(z —h) = u(z) —u (Z)h + u”(?h?

(2.12.30)
+ O(R?).

s ~ . . . [y
Isolar «”(z) em uma das expressoes, substituir na outra e isolar u () fornece

vy u(@+h)—u(x—h) 9
u(z) = o + O(h*). (2.12.31)

A ordem de convergéncia quadratica surge a custo da avaliacao de 2 pontos vizi-
nhos a Z, em vez de apenas um. LeVeque (2007) apresenta testes numéricos e demonstra

propriamente as ordens de convergéncia para as aproximagoes apresentadas.

Para se obter a derivada de 2% ordem, o procedimento é analogo. Partindo das

expansoes em 2.12.30, basta isolar u () em uma delas e substituir na outra para encontrar
v, u(T+h)—2u(x)+u@—h)

u () = 2 + O(h) (2.12.32)

Sao necessarios 2 pontos vizinhos a u(z) para obter uma aproximagao de apenas

primeira ordem em h. E importante notar que todas as aproximacoes aqui apresentadas

supoem passo de malha constante (i.e. x; — x;_1 = x;11 — ;).

No caso de passo de malha variavel, o procedimento é analogo, com apenas algumas
complicagbes algébricas a mais. Seja considerar a mesma fun¢do u = u(z) em torno de
algum ponto z. Contudo, agora serao considerados dois passos distintos hy e hy de tal
sorte que ;41 — & = hy e ¥ — x;_1 = ho. Isto é, hy é o passo acima de T e hy é 0 passo

abaixo. Expandir v em Taylor nas duas dire¢des em torno de x fornece

w(Z+ hy) =u(z) + u/(i‘)hl + W + O(hi’);

v (2.12.33)
w(E — hy) = u(x) — u (Z)hg + u(;)hZ + O(h3).
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As mesmas manipulagoes algébricas empregadas para definir a aproximagao central

para a derivada primeira (equagao 2.12.31) sdo realizadas para se obter

i@ =
~ ha(hy + Do)

hih?
+0 .
(n5)

A ordem de convergéncia quadratica se mantém, mesmo com passo variavel. Re-

hi — hy
hihs

_ hy _
u(z) — mu(m — hy)

u(i’ + hl) +
(2.12.34)

petir o procedimento adotado para obtencao da aproximacgao para a segunda derivada

(equagao 2.12.32) fornece

p 2 2 2
B)=—— u(Z+hy) — T+ ————u(z—h
) =y Y ) = @)+ gy el )
(2.12.35)
+0 iz
hy+hy )"

Essa aproximacao ainda mantém a ordem linear de convergéncia. E bastante inte-
ressante notar que, se hy = hs, as aproximagoes se reduzem exatamente as aproximagoes

para passo constante. Isso é mais um indicativo de que elas foram corretamente obtidas.

Com essas aproximacgoes e suas ordens de convergéncia definidas, qualquer PVC
de 22 ordem em regime permanente pode ter sua solu¢do aproximada. E claro que tam-
bém ¢é necessario o emprego de algum método para a solucao do sistema de equagoes
algébricas resultante das aproximacoes. Alguns métodos e algoritmos de implementacao

sao discutidos em detalhes em Burden e Faires (2004).
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3 Formulacao do Problema

Neste capitulo € apresentada a formulacao do
escoamento do ferrofluido entre placas para-
lelas sujeito a um campo externo homogéneo.
Os parametros adimensionais sao definidos e

determinados nas equagoes.

3.1 Aspectos gerais

O problema em analise consiste no escoamento de um ferrofluido por entre duas
placas paralelas. Esse é gerado por um gradiente de pressdo uniforme aplicado entre as
extremidades da placa. Além disso, uma fonte gera um campo homogéneo orientado na
direcao do escoamento, no sentido das velocidades. A figura 7 mostra uma representacao

esquematica do fenémeno e o sistema de coordenadas adotado na descri¢ao.

Zona de desenvolvimento Escoamento desenvolvido
e - D
S~ —
. yT —— > u:u(y)/(H(y)
- -—— _ ___ —
- T T T X i » -//
-7 - .
-7 — -

Fonte de campo
Figura 7 — Representacio esquematica do escoamento, da bobina e do sistema de referéncia adotado.
A fonte de campo representa uma bobina, tipicamente utilizada para obtencao de campos
homogéneos sobre escoamentos em capilares. Hy indica o campo produzido diretamente pela
fonte de campo, externa ao fluido.

O campo externo aplicado sobre o ferrofluido é originalmente homogéneo. De ma-

neira geral, ele pode assumir qualquer direcao no plano e sua intensidade é Hy. Isto é,

H, = Hy(cosfé, +sinbé,), (3.1.1)

em que ¢ é o angulo entre Hy e a horizontal, medido no sentido anti-horario.
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3.1.1 Escoamento de lubrificacao totalmente desenvolvido

A regiao de entrada das placas é delimitada por d. Ela se caracteriza por ser uma
regiao em que efeitos inerciais ainda estao presentes e as camadas limites produzidas por
cada uma das placas ainda nao se encontraram para formar o perfil de velocidades. Uma
analise de escala entre as forcas inerciais e viscosas nessa regiao como a feita na equacgao
2.11.6 fornece

|forcas ir%erciais| _ Reﬁ <1 (3.1.2)
[forgas viscosas| L

Essa condigao é respeitada mesmo para Re ~ 1, visto que se supde a razao de
aspecto h/L < 1. Com isso, as forcas viscosas dominam mesmo na regiao de desenvolvi-

mento e o perfil é rapidamente formado. Isso permite afirmar que d/L < 1.

A pequena razao de aspecto, associada ao paralelismo entre as placas é também
suficiente para se supor unidirecionalidade do escoamento. Pelo exposto na secao 2.11, é

seguro assumir que

u = u(y)é,. (3.1.3)

Essa hipotese, como sera visto adiante, significa que efeitos inerciais estao ausentes.
Embora existam variacoes nas velocidades entre as laminas de fluido, cada particula fluida

mantém sua velocidade constante ao longo do escoamento.

3.2 Solucdo do campo magnetostatico unidirecional

As equagdes de Maxwell, associadas as condi¢oes de contorno magnéticas, permi-
tem obter o campo H atuante sobre o ferrofluido. Da analise de escalas proposta na sec¢ao
2.11,

M, = M,(y)
M, = My(y) (3.2.1)
H, = H,(y)
H, = Hy(y)-

Com isso, as equagoes de Maxwell no limite magnetostatico (segao 2.6) se tornam

H, + M,
V-B:O:—a( v+ y)zo (3.2.2)
0y
¢ OH
VxH=0 = — =0. (3.2.3)

oy
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As condigoes de contorno para as equagoes 3.2.2 e 3.2.3 (segao 2.7) sao dadas por

H;tw = H, B
{ ’ (3.2.4)

Hyw = HOy - Myun
em que o sub-indice w indica a placa inferior. Integrar a equacao 3.2.2 do contorno até

um ponto arbitrario no dominio fornece

Ay dH My dm
/ ydy—ir/ Ydy =0 =

Hyuw dy My dy
(3.2.5)
Hy(y) = Hyw - My(y) + Myw-
Mas, das condicoes de contorno, H,,, = Hy, — M,,,. Assim,
H,(y) = Hoy — My(y). (3.2.6)
Para a equacao 3.2.3, o procedimento é analogo.
H
* dH,
/ dy=0 =
S
(3.2.7)

H,=H,, = Hy,V x.

Ou seja, o campo longitudinal é constante e igual ao campo externo aplicado. Ja
o campo transversal é influenciado pela magnetizagao e varia ao longo do perfil. Assim, o

campo percebido pelo ferro fluido é dado por

H = Hy,é, + (Hoy — M,(y))é,. (3.2.8)

Esse campo serd empregado na formulagao das equagoes hidrodinamica e de evo-

lugao da magnetizacao.

3.3 Equacao hidrodinamica

Da unidirecionalidade de u, é imediato concluir que o termo convectivo é nulo, i.e.

(u-V)u=0. (3.3.1)
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Com isso, em regime permanente, a equacao de Navier-Stokes para o ferrofluido

se reduz a

1
0 =n*"V?u — Vp+ uo[(M - V)H + 3V X (M x H)). (3.3.2)
Novamente, a unidirecionalidade da velocidade reduz o termo viscoso a

d*u
2 N
Veu = a2 é,. (3.3.3)

O termo magnético, considerando os fatos de que M = M (y) e H = H (y) possui

a forma da equacao 3.2.8, é dado por

fo[(M - V)H + ;v x (M x H)| =

o d A dH, .
?din (MmHy — Mny) €, + MoMyT;ey.

(3.3.4)

Com isso, as componentes da equacgao hidrodinamica no plano se tornam

dp d*u o d
OB 8 L S v D MOH,) =0 3.3.5
8;1:+ndy2+2dy( Y vie) ( )

Ap dH.
- — jtﬁ 7y. «J.

Considerando a forma do campo, expressa pela equagao 3.2.8, é possivel escrever

@7_@(1]\45
oy 2 dy

(3.3.7)

Essa contribuicao extra a pressao é de natureza hidrostatica, pois atua transver-

salmente ao escoamento. Pode-se redefinir a pressao como sendo

: f
pr=p— ?OM;. (3.3.8)
De maneira que

op . dM, .

Vp = %em - MOMyTyyey (339)
e p* =p*(z) = pop — Gz, em que

/ - — L

G=—p(z)="L0 pg” L (3.3.10)
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é o gradiente de pressao longitudinal constante responsavel pelo escoamento. De todo o

exposto, a forma final da equacao hidrodinamica que descreve o escoamento é dada por

Ld%u po d
U G+ 30@ (M, (Ho, — M,) — M,Hyg,) = 0. (3.3.11)

3.4 Equacao de evolucao da magnetizacao

Os fatos de que M = M (y) ¢ u = u(y)é, levam a nulidade do termo convectivo

na equagao 2.10.1. Ou seja,

< oM, aMgE) .
€,

V)M =
(u-V) U + v a9y
(3.4.1)
oM oM, \ .
+ (u &')sy + v 8;’) é, = 0.
Com isso, a equagao se torna
1 1 Ho
0=-&xM— —(M—My) — —M x (M x H). (3.4.2)
2 TB 6n¢
Em termos das componentes no plano,
Ldu L 0, = Myy) — PO (MM, (Hoy — M) — HouM2] = 0 (3.4.3)
9 dy Y P T Ox 677¢ ziVly Oy Y Oz tVly | — B
na direcao x e
Lu o L ag, — Myy) + LML, Ho, — (Hoy — M,)M2] = 0 (3.4.4)
9 dy T . Y Oy 677¢ ziVlyLL0x Oy Y zl — <Ee.

na direcao y.

3.5 Magnetizacao de equilibrio

Para solugoes com fragdo volumétrica de até ¢ = 10%, a correcao O(¢) proposta
por IVANOV; KUZNETSOVA (2002) representa bem resultados experimentais. Portanto,

a magnetizagdo de equilibrio empregada no modelo é dada por

My = M,[L(a) + (6N E(a)]h (3.5.1)
em que

E(a) = T (24> L(a) <1 - acschZ(a)) : (3.5.2)

3\« «Q
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O parametro o = mH/kgT, que pode ser interpretado como um campo aplicado
adimensional, é naturalmente proporcional ao médulo do campo H no ponto em analise.

Da equacao 3.2.8, nota-se que

[H| _ m

Hy, - kBT[ng + (Hoy — My)2]1/2~ (3.5.3)

Além disso, no caso geral, a magnetizacao de equilibrio tem orientacao igual a do

campo aplicado. Tal fato leva a,

HO:(:
Mo, = M, 3.5.4
0 = M T oy — M) 354
€
Ho, — M,
My, = My oy v (3.5.5)

[ng + (HOy - My)z]l/T

Do exposto, nota-se que, nesse modelo, a magnetizacdo de equilibrio é funcao
da propria magnetizacao do fluido, pois esta influéncia localmente o campo. A solucao

simultanea deve considerar essas equagoes.

3.6 Adimensionalizacao proposta para as equacoes

De maneira a tornar a solu¢ao do problema mais abrangente, sao definidos grupos
adimensionais que relacionam os parametros fisicos e geométricos do modelo. Eles também

facilitam a interpretacao dos resultados obtidos.

3.6.1 Escalas tipicas

Com as equagOes governantes em suas versoes finais, torna-se possivel definir as

escalas tipicas para as variaveis do problema e os parametros adimensionais associados a
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cada conjunto de fenomenos. As escalas tomadas se seguem:

M7MONMS;
Ifl-f\J[‘Io7
, (3.6.1)
Vo~
h’
. u,
p 777—77h7
. u
£N7_E7

em que M, é a magnetizagao de saturagao do fluido, h é o gap entre as placas e ¥ = u/h
¢ a taxa média de cisalhamento do escoamento. Note que u é a velocidade média do
escoamento nao perturbado (Pouseuille). O campo aplicado é adimensionalizado pelo
valor aplicado externamente Hjy. As magnetizagOes por sua vez sao adimensionalizadas
pelo valor maximo, de maneira que seus modulos variem entre 0 e 1. Por fim, é importante
ressaltar que a adimensionalizagao da pressao foi tomada por uma escala de forgas viscosas
e nao de pressao dindmica (Bernoulli), como é feito usualmente. Essa decisao se baseia
no fato das forcas hidrodinamicas relevantes no modelo serem essencialmente viscosas. A
consequéncia pratica disso é o fato do niimero de Re ser suprimido das equagbes, como

sera visto a seguir.
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3.6.2 Parametros adimensionais

As escalas tipicas, quando aplicadas as equagoes governantes, fazem surgir os se-

guintes parametros adimensionais:

uh
Re = &;
n
1 [,LOMdHO 90(0
2 nu/h 4Pe
pe_ T _ @D _ bmue'n
7. h/u  hkgT
mHO
_ M, _ 62
XM = H() - a0 )
h2
Gn = iGa
nu
h
Gp = TQG - Gn = RQGP.
puU

O parametro Re é o classico nimero de Reynolds, que indica importancia relativa
entre forgas convectivas (pu?) e viscosas (nu/h). J4 Re,, é definido como nimero de Rey-
nolds magnético, pois compara for¢as magnéticas (uoMyHy) com viscosas (forgas hidrodi-
namicas dominantes no problema). E importante ressaltar que My = M, /¢ representa a
magnetizacao bulk do solido constituinte das particulas. O nimero de Péclet Pe compara,
no contexto fisico presente, o tempo de relaxacio magnética (7 = a®/D = 6mna/(kT))
com uma escala de tempo caracteristica do escoamento (7. = h/m). Ele indica o quao
rapido age o mecanismo do escoamento em relagdo ao mecanismo de difusao Browniana.
O paradmetro ap, como definido na segao 2.4, relaciona forgas magnéticas (m é o momento
de dipolo associado a uma particula magnética e Hy ¢ o modulo do campo aplicado sobre
o ferrofluido) e interagoes brownianas entre particula e fluido (kg representa a constante
de Boltzmann e T" a temperatura absoluta do fluido, fatores que compoem a energia de
atuagdo browniana) atuantes diretamente sobre a particula magnética. A suscetibilidade
magnética y,s, apesar do nome, é apenas uma relagdo entre a magnetizacao de saturacao
do ferrofluido e o campo externo aplicado. Ela surge das escalas definidas para M e H

serem distintas e é de fato uma fungdo dos pardmetros independentes do problema (v,
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Pe, ¢ e \). Por fim, o pardmetro G, é o gradiente adimensional de pressao. O sub-indice
n indica que a adimensionalizagio utilizada emprega a escala viscosa de pressao (p ~ n7),

e nao a cldssica escala convectiva (p ~ pu?).

3.6.3 Adimensionalizacao das equacdes
As escalas tipicas, quando aplicadas nas equacoes 3.3.2 e 3.4.2 resultam em
0

nu 1 pop My Hy

2
e
LMsu M, L po@ M Hy
0=— M — M — My) — ——M x (M x H). 3.6.4
3 M = M - My) — (OSBRI (M H).(3604)
Algumas manipulacoes algébricas permitem reescrever
2 99 ag
e . ;
0= (& x M)Pe — (M — Mo) - %M x (M x H), (3.6.6)

em que f(¢) =1+ 5¢/2 foi empregada para simplificar notacdo. Essas sao as equagoes
vetoriais adimensionais que regem o problema. Ficam claras as influéncias de cada para-
metro sobre a resposta do modelo. Quando aumentado g, tanto o termo de precessao
quanto o termo de equilibrio sdo fortalecidos na equacao. Além disso, o escoamento per-
cebe efeitos magnéticos mais intensos. Por outro lado, aumentar Pe significa aumentar
a influéncia do escoamento sobre o regime de magnetizagdo. Altos Pe representam um
regime muito fora do equilibrio, em que o cisalhamento perturba de maneira influente a
magnetizacdao. A equagao hidrodinamica adimensional na componente longitudinal é dada

por

d*u 9 o d
— 4+ G+ ———— (M.(\, — xuM,) — M,\,) =0, 3.6.7
f(¢)dy2+ +4P€dy( (Ay — xarMy) yAz) ( )
em que G foi empregado no lugar de G, e A, = cosf e A\, = sin @, que indicam a dire¢ao do
campo externo aplicado, foram empregados para simplificar a notacao. As componentes

escalares da equacao de evolugdo, na versao adimensional, podem ser escritas como

Pedu 3a
7d—yMy — (M, — Mo,) — TO[MIMy(/\y —xmM,) =AM =0 (3.6.8)
¢ Ped 3
e au (6]
7@1\@ + (M, — My,) + TO[MxMy)\JC — (A, — xar M) M3 = 0. (3.6.9)
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Por fim, as magnetizacoes de equilibrio adimensionais sao dadas por

My, = {E(a) - ((Z»\)g (2;> L) (; — acschQ(a))] Oy _)\;MMy)2]1/2 (3.6.10)
Mo, = [c(a) NG (?) L(a) (; _ acscm(a)ﬂ T ?;y‘_XfM]‘]@y)QP 50 (3.6.11)
o a = ag[ A2+ (N, — xar M%)V (3.6.12)

As equagoes , 3.6.7, 3.6.8, 3.6.9, 3.6.10 e 3.6.11 constituem as equagoes que des-

crevem o movimento e a magnetizagdo do escoamento de ferrofluido em questao.

3.7 Definicao de viscosidade relativa

Um parametro de fundamental relavancia na descri¢ao do problema é a viscosidade
relativa adimensional (1,/n), definida a partir do escoamento original de Pouseuille. Para
um fluido newtoniano em escoamento unidirecional entre placas paralelas, a equacao de

Navier-Stokes na direcao x fornece

Pu
dy?
em que G = G, foi empregado por simplicidade de notagao. A solugdo dessa equagao

-G, (3.7.1)

com as condigoes de contorno de nao-escorregamento (u(1/2) = u(—1/2) = 0) fornece o

classico perfil parabédlico de Pouseuille adimensional.

uly) = _8G(4y2 —1). (3.7.2)

A vazao adimensional é dada por

G
=— =1 3.7.3
Q-7 (373)
Em termos dimensionais,
Qo — g LE G (3.7.4)
uht = uht— = .
aht 12 nu DTS

em que (Q* representa a vazao dimensional, G*, o gradiente de pressao dimensional e t,
largura das placas. Se efeitos associados a presenca de particulas dispersas no fluido estao

presentes (viscosidade de Einstein e efeitos magnéticos), é possivel escrever

_ Gyhtt

(3.7.5)
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G € o gradiente de pressao efetivo dimensional. Dividir a eq. 3.7.5 por 7 fornece

e _ Gyt (3.7.6)
no 12Q'
Finalmente, multiplicando e dividindo-se o lado direito da eq. 3.7.6 por w obtém-se
e _ 1 (Tht) (Gh*\ _ G (3.7.7)
n 12\ Q* un 12 o

A eq. 3.7.7 é a definicao de viscosidade relativa utilizada para obtencao dos re-
sultados. Ela representa propriamente uma viscosidade na parede, associada a perda de
carga, pois se relaciona com o gradiente efetivo de pressdo e consequentemente com o

fator de atrito.

Para exibicao dos resultados, definiu-se

Ang  ng ( 5¢>
Slo _ Mo (1, °9) 3.7.8
., ; 5 (3.7.8)

de maneira a isolar os efeitos produzidos pelas interacoes magnéticas. Essa grandeza é a
versao adimensional do que SHLIOMIS (2002) definiu como viscosidade rotacional (7).
Como exposto na se¢ao 4.1.2, a maxima ordem de grandeza dos resultados de viscosidade

relativa é dada por

77¢,sat - @ %
n_<1+2>+2. (3.7.9)

A equagao 3.7.8 define o pardmetro explicitado nas curvas de viscosidade relativa

mostradas no capitulo 5.
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4 Solucoes Propostas

Neste capitulo sao apresentadas as solucoes
propostas para o modelo do escoamento en-
tre placas do ferrofluido. Foram desenvolvi-
das solugoes assintoticas para regime de pe-
quenas perturbacoes magnéticas e de satura-
cdo, e outra numérica de maneira a cobrir

toda a faira de variacao dos parametros.

4.1 Solucoes assintéticas

No escoamento de um ferrofluido como modelado neste trabalho, existem 2 meca-
nismos principais em competicao: o mecanismo do escoamento, que se manifesta por meio
de um torque mecanico associado a vorticidade, e o mecanismo magnético, que, por meio
do torque magnético, busca orientar magnetizacao da particula fluida e campo magnético
aplicado. Observando-se as equacoes 3.6.7, 3.6.8 e 3.6.9, nota-se que, se Pe < 1, num
regime de escoamento fraco, os termos associados a vorticidade sao apenas perturbagoes
na equagao, enquanto precessao e equilibrio agem conjuntamente no sentido de tornar
M = M. Por outro lado, se ay > 1, o termo de precessao domina completamente tanto
o de vorticidade quanto o de equilibrio e tende a alinhar magnetizacao e campo, numa
configuragao saturada, em termos de efeitos magnéticos. Nesta secao, serao exploradas

solugoes assintoticamente aproximadas para ambos os regimes.

41.1 Limitedeay<K1lePe~1

Seja considerar o limite em que oy < 1 com Pe ~ 1 e ¢ < 1, num regime diluido
com campo externo horizontal (A, = 1 e A\, = 0). Fisicamente, isso corresponde a um
regime de pequenos efeitos magnéticos, em que tanto o termo de equilibrio quanto o de
precessao se apresentam como perturbacoes nas equacoes de magnetizacao, assim como o

termo de forca advinda do torque magnético na equagao hidrodindmica. Supondo regime
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diluido, é possivel escrever

6
QXM = j < 17
Qg

de maneira que

a=ao(l+ X?WM;)I/Q ~ .

Além disso, como oy < 1, as magnetizagoes de equilibrio se tornam

Se tomamos

€ = (p,

as equagcoes governantes se tornam

’

3M?2 1 u M,
S P Y — M,
< 1 +3>e+ e 5

3M, M. M,
Ty€+My+PeTu:0,

G—{—uﬁf—

/

9IM, ¢
€ =
4Pe

Se € = 0, a solucao do sistema é direta e dada por

Mm():O
My():O

Go (49 — 1
uO(y):_M,

8f

(4.1.1)

(4.1.2)

(4.1.3)

(4.1.4)

(4.1.5)

(4.1.6)

Essa solucao é fisicamente consistente e corresponde ao ferrofluido escoando livre de

campo magnético. A auséncia de histerese produz magnetizagdo nula nesse caso. Supoem-

se aproximacoes para a solugao geral das equacoes do tipo

u = uy + euy + uy + O(€%)
G = Go + €G1 + 62G2 + 0(63),

20

M, = My + €My + € Myo + O(€?)
M, = Myo + eMy; + My + O(?)

(4.1.7)



em que My =0, My =0 e uyp = up(y) tem a forma exposta em 4.1.6. Substituir essas

expressoes no sistema de equagoes 4.1.5 fornece para O(e),

L GoMgPey
3 2f zl — Y,
GoM, Pey (4.1.8)
M., — 2072l? BT . 1.
yl 2f 07
Gi+ui f =0,
cuja solucao é dada por
42
M, =
W) = 351G Pey i
2GyPefy
M = 4.1.9
nly) 3 (GiPe2y? + 4f2) ( )
Gy (4y? -1
ur(y) = _1(8]“)'

Surgem as primeiras contribui¢oes da nao-linearidade e do acoplamento entre mag-

netizagdo e vorticidade. Repetir o processo fornece, para os termos de O(e?),

GOMyQPey _ G0G1P62y2 .
2f 3(GEPe2y? +4f2)

_M:JcZ_

2G1P€fy GO Z\(ﬂxQPey
2 3(GiPey? + 4f2) 2f ’ (4.1.10)

M,

3Gofo (4> — GiPe*y?)
2(G3Pey? + 4]‘72)2

Go +u'2'f —

cuja solucao ¢ dada por

M ( ) _ 8G0G1P€2f2y2
2T T (G2 Pery? 1 Af2)
2G 1 Pefy (4f? — G2Pe*y?
Mys(y) = 1Pefy(4f 0 y°)

3(GZPe2y? + 4f2)°
(GoPety? +4f%) (4.1.11)

o G0G2P62<1 — 4y2)

u2(y) 8GoPe2 [
66 [In (GRPey? + 4f2) —In (4FE 1 472)]
8G0P62f ‘

Para obtencao dos perfis, basta considerar o gradiente adimensional de pressao

original, ou seja,
Go = G; G1 = GQ =0 (4112)
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Com isso, a composicao dos resultados expressos pelas equagoes 4.1.6, 4.1.9 e
4.1.11 na forma u(y) = up(y) + u1(y)e + ua(y)e* + O(€*) fornece o resultado para o perfil
de velocidades assintético. A vazao adimensional do escoamento é simplesmente a integral

entre y = —1/2 e y = 1/2 do perfil de velocidades, a saber

1/2

Q= [ iy [

—-1/2 -1/2

1/2 1/2

m@@+8/ us(y)dy + O(e?)

-1/2

(4.1.13)
=Qo(Go) + €Q1(G1) + €Q2(G2) + O(€).

Para obter o gradiente efetivo de pressao e a viscosidade relativa do escoamento,
basta fazer () = 1 e resolver para G.f, ou seja, Qo = 1 e resolver para Gy, Q1 = 0 e

resolver para GG7 e Q3 = 0 e resolver para Gs. Isso leva a

oo arctan( 3P€22fQ4>
To—fy ¢2— VICT | 4 o). (4.1.14)
n 8Pe 24(Pe2 f4)?

E possivel notar que, no limite em que € = 0, a viscosidade relativa é a propria
viscosidade do fluido equivalente com a presenga de particulas em suspensao (viscosidade
de Finstein).

4.1.2 Limite de ap> 1 com Pe ~ 1

Um outro limite que se mostra interessante é quando oy > 1. Fisicamente, isso
representa a saturacao do ferrofluido. Espera-se que exista um limite de viscosidade as-
sociado ao fato de que a magnetizagao de do fluido eventualmente esbarra num limite de
saturagao. Se tomarmos um regime diluido (¢ < 1), é razoavel supor que x; ~ 0. Nova-
mente considerando campo horizontal (A, = 1 e A, = 0), tem-se, para as magnetizagoes

de equilibrio,

Moy, = L(ag);
0 = L{ao) (4.1.15)
MOy - 0,
em que L(ap) representa a equagio de Langevin avaliada em «p. Tomando
1
— 4.1.16
= (4.1.16)
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as equagcoes governantes se tornam

Peu' M, 3M?
€ <M§+€u2y+£(ao) —Mx> + 4y = 0;
M,Peu'\  3M,M,
€ (My T ) v v _ . (4.1.17)
2 4
p IM b
_ IE
e(G+u'f) e =0
Se € = 0, a solucao do sistema ¢é direta e dada por
M,y = L(«
0 = £{a0) (4.1.18)
M,y = 0.

Essa solucao é fisicamente consistente e corresponde ao limite em que o torque
magnético conseguiu alinhar a magnetizacdo completamente na dire¢do do campo. Vale
ressaltar que, nesse caso, L(ay — o0) = 1, o que corresponde a saturagdo completa do

fluido. Supoem-se entao solugdes para as variaveis de interesse do problema do tipo

M, = Mo+ €My + €My + O(€%)
M, = My + eMyy + € Ms + O(€?)
u = ug + euy + €uy + O(€°)

G = Gy + €Gy + €Gy + O(e%),

(4.1.19)

em que My = L(ap) e My = 0. Substituir essas expressoes no sistema de equagoes 4.1.17

fornece para O(e),

Mxl = Oa
3L(ag)My  L(ap)Peuy '
1 + 5 = 0; (4.1.20)
v, 9M¢
Gotnf = —pe =0
cuja solucao ¢ dada por
Ma:l == 0
4GoPey
M e it
nW) = 3077 30) (4.1.21)
G (4y* = 1)
W) =~ +39)

Surgem as primeiras contribui¢coes do acoplamento entre magnetizagao e vorti-

cidade sobre a solucao, embora a equacao hidrodinamica permaneca linear. Repetir o
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processo fornece, para os termos de O(e?),

Ma:? = 07
3L (o) My N L(c)Peu, 4GoPey 0:
1 2 32/ +30) (4.1.22)
v, IMy0
_ Y27 _
Gl + ulf 4Pe 9

cuja solucao ¢ dada por

MIQZO

M., — 4P6y (6G1£(Oé0)f — 8Gof -+ 9G1£(Oéo)¢)
v 9L (o) (2f + 36)° (4.1.23)

(4y* — 1) (4Go¢ + 2G1 L () [ + 3G1L(x9) )
AL(o) (2f + 39)° '

ur(y) = —

E interessante ressaltar que a ordem do perfil de velocidades obtido é menor que
a dos perfis de magnetizagao. Isso ocorreu pois, nas equagoes, os termos associados ao
escoamento sao influenciados por termos de magnetizacao de ordem superior. Assim, para
obtengao de ug, seria necessario determinar M,3 e M,3. Para obtencao dos perfis, basta

considerar o gradiente adimensional de pressao original, ou seja,

Com isso, a composicao dos resultados expressos pelas equagoes 4.1.18, 4.1.21
e 4.1.23 na forma u(y) = ug(y) + wi(y)e + O(€?) fornece o resultado para o perfil de
velocidades assintético. A vazao adimensional do escoamento é simplesmente a integral

entre y = —1/2 e y = 1/2 do perfil de velocidades, a saber

1/2 1/2

Q= uo(y)dy + 6/ uy(y)dy + O(€%)

~1/2 ~1/2
(4.1.25)

:Q()(Go) —+ EQl(Gl) + 0(62).

Para obter o gradiente efetivo de pressao e a viscosidade relativa do escoamento,
basta fazer () = 1 e resolver para G.f, ou seja, Qo = 1 e resolver para Go, @1 = 0 e

resolver para Gy. Isso leva a

@:f+%_ 2¢
n

> " Zlog)" + O(€%). (4.1.26)
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Um limite interessante surge quando ¢ — 0. Como mencionado anteriormente,

L(ap) — 1 nesse caso e a expressao para a viscosidade relativa se reduz a

N, sat 3
0 = —o. 4.1.2
. T3 (4.1.27)

E razodvel supor que esse é o limite de saturacio do ferrofluido. Em outras palavras,
aumentar o campo aplicado é ineficiente quando a viscosidade atinge esse patamar. Como
sera visto adiante, a solucao numérica recupera esse limite para ag > 1, o que é mais
um indicio de que este é realmente o limite de saturacao do ferrofluido. De fato, esse é o
limite da viscosidade rotacional adimensional (7,./n) quando oy — oo como definido por
Shliomis (2002).

4.2 Solucdo numérica

As solugoes assintéticas, apesar de representarem muito bem a solucao do pro-
blema, sao validas em dominios muito restritos, em que efeitos magnéticos sao peque-
nos ou grandes, face os hidrodindmicos. Para abranger totalmente os limites do modelo,
uma solucao geral é necessaria. Infelizmente, o problema nao possui solugao explicita que
possa se propor a esse papel. Para contornar essa dificuldade, foi desenvolvida uma so-
lugdo numérica por diferencgas finitas. O método é brevemente abordado na secao 2.12 e

minuciosamente explorado em LeVeque (2007).

4.2.1 Condicbes de contorno

Dois aspectos sao centrais na formulacao de equacoes de diferencas para um pro-
blema. O primeiro e mais evidente deles é composto pelas préprias equagoes diferenciais
a serem resolvidas e o segundo, mais sutil porém igualmente importante, diz respeito as
condicoes de contorno. Novamente, a condi¢cao de nao escorregamento nas paredes sera
tomada como vélida. Além disso, ao se observar as equagoes governantes (3.6.7, 3.6.8 e
3.6.9), nota-se que a existéncia de derivadas de magnetizac¢ao traz uma dificuldade ao mé-
todo, uma vez que seriam necessarias, a rigor, condi¢oes de contorno para a magnetizacao.

Seja representar novamente as equacgoes a serem resolvidas.

d*u 99 o d
f((b)dfy2 +G + fp(;dy (My(Ny — xmMy) — MyA,) = 0; (4.2.1)
1 _ du 3oy 9
§Ped—yMy — (M, — Mo,) — T[MxMy()\y — XuMy) — A M| = 0; (4.2.2)
1 du 3oy 9
iPe@Mx + (M, — My,) + T[MzMy/\m — (Ay — xmM,)M;] = 0. (4.2.3)
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As equagoes de magnetizacao sao algébricas sendo pelo termo associado ao acopla-
mento com a vorticidade. Como as tnicas condig¢oes de contorno tomadas como validas a
principio sdo as de nao escorregamento nas paredes, o problema fica em aberto. A solugao
proposta para contornar esse problema é extrapolar linearmente na parede a derivada
da velocidade du/dy que surge nas equagoes de magnetiza¢do. Assim, as condigdes de

contorno tomadas como validas sao

(4.2.4)

4.2.2 Discretizacao do dominio de solucao

Com as equagoes e condi¢oes de contorno definidas, o préximo passo é definir uma
malha na qual as derivadas das fungoes serdao aproximadas. A principio, supoe-se que uma

malha linear simples serd bastante adequada a solucao.

Faz-se necessario definir qual pardmetro de refinamento da malha serd empregado:
o numero N de pontos ou o passo de malha h. Por conveniéncia, adotou-se o niimero de
pontos na malha N, pois é um parametro mais intuitivo. Isso facilitara os testes numéricos

a serem realizados para verificar a ordem de convergéncia da solucao.

O segundo aspecto a ser considerado é o fato das condicbes de contorno exis-
tentes serem aplicaveis nas extremidades do dominio e de ser necessario tomar alguma
providéncia em relagao ao fato de aparecerem derivadas de velocidade nas equagoes de
magnetizacdo. Uma maneira de contornar esse problema é extrapolar linearmente a de-
rivada (supor evolugao linear nas imediagdes da parede). Isso torna possivel aproximar a
solucao do problema sem vinculos desnecessarios. Além disso, espera-se que, quanto mais
refinada a malha, mais a extrapolagao se aproxime do valor real da derivada na parede

’

Uy, -

Portanto, a malha é definida pela simples divisao do segmento unitario (y = —1/2
ay =1/2) em N pontos com passo de malha h. A figura 8 mostra um desenho esquemético
que ilustra a malha adotada na soluc¢ao. O indice P. = (N + 1)/2 denota o ponto central

da malha. O passo de malha h = 1/(N — 1) é determinado a partir do nimero de pontos
definido.
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y=1/2—yy
B ERLE!

T YNz

y=0——yp,

y=-1/2——y,

Figura 8 — Representagao esquematica da malha empregada na solucdo numérica do escoamento. h =
Yit1 — yi é o passo. N = 1/h + 1 é o ntimero total de pontos da malha e Pc = (N +1)/2 é
o ponto central da malha.

. ~ . I
4.2.3 Refinamento local da malha - extrapolacao linear para u,,

A presenca da derivada da velocidade du/dy nas equagoes de evolugao da magne-
tizacao causa, como comentado anteriormente, um problema de natureza numérica. Nao
¢é possivel definir um sistema de equagoes algébricas de diferencas com solugao tinica sem
que uma condicao de contorno seja imposta para a derivada de velocidade ou magneti-
zacoes no dominio. Para contornar esse problema, foi proposta uma extrapolacao linear

’
para u,, na forma

wy =u (1) = 2u (y2) — v (y3). (4.2.5)

. A / . . ’ 1.
Ou seja, supds-se que v varia linearmente e com taxa dada pela média entre os 2

pontos imediatamente acima da parede. Em termos da velocidade, tem-se

/ 1
u,, = — (3ug — ug), (4.2.6)

Py
em que h,, representa o passo de malha na regiao da parede. Os indices 2 e 3 representam
a velocidade calculada nos novos pontos criados no refinamento, logo acima do né da

parede y;. A figura 9 mostra uma representacao esquematica do refinamento proposto.
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y=1/2——yy
1 VN1

BRLE:
y=0—"T"yr

T L T h

L

y=1/2——y,;

Figura 9 — Representagao esquematica do refinamento de malha proposto. h,, é o passo de refinamento
na regiao da parede e N,,, o nimero de pontos adicionados nessa regiao.

Embora o refinamento proposto seja uniforme, existe um ponto de transicao entre
os 2 passos de malha em que as aproximacoes de diferencas precisam ser adaptadas por
meio das expressoes 2.12.33 e 2.12.34. Foi realizado um teste numérico de convergéncia
nos moldes dos ja apresentados para confirmar se a solugao converge corretamente para
um valor v’ na parede e também para obtencéo de um valor de referéncia para comparacio
com a soluc¢ao com malha uniforme. Os dados coletados e o ajuste feito sao exibidos na

figura 10.

4.2.4 Equacoes de diferencas

Com as condig¢oes de contorno e malha definidas, é possivel construir o sistema de
equacgoes de diferengas que aproxima a solucao do problema. Partindo primeiramente das

condic¢oes de contorno, define-se

(4.2.7)

Partindo dessas equagoes, é imediato notar que, na equagdao do movimento, as

aproximacoes podem empregar pontos vizinhos tanto acima quanto abaixo. Definem-se
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entao as aproximagoes de diferencas a serem empregadas nesse caso como

Uiy — 22U+ Ui

Dalw) a o+ OU);
D.AM My (Ny — xarMyir1)) — AaMy(iq) (4.2.8)
0= 2h
M. ... (N, — M) — MM,
(i 1)( Y XM 2;;L(z 1)) y(i—1) n O(hQ)

As equagodes de diferencas para a equacao do movimento sao entao dadas por

u; = 0, 1= 1;
99 ag .
D +G———D.(M)=0, 1<i<N;
JDa(u) 1 pe M) (4.2.9)

Para as equacoes de magnetizacao, o procedimento é andlogo. Como se tem apenas
um contorno para a derivada de velocidade (a extrapola¢do na parede inferior), é possivel
definir aproximacoes para a derivada de u com base em apenas um ponto vizinho. A

aproximacao de diferencas empregada é, portanto,

D_(u) = % +O(h). (4.2.10)

Com isso, torna-se possivel montar o sistema de equacoes de diferencas a ser re-

solvido no sentido de aproximar a solu¢ao do problema, que compreende também

1 ’
ipeMy(i)uw - (Mac(i) - MOx(i))
30[0

4

(4.2.11)
1
§P€My(i)D7(u> - (Mx(i) - MOx(i))

3 :
= = Mo My Oy = xarMyiy) = AeMyg] =0, 1< i < N
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1 ,
S P eMagyuy, + (My) — Moy(sy)

30&0 .
+ - Moy My he = g = XMy ) M) = 0, i = 15
(4.2.12)
1
§p€Mm(i)D* (w) + (My@) — Moy())

B1e" .
= (M My Ae — (g = XarMy) Mi)] = 0, 1 <i < N,
A solucao do sistema de equacgoes algébricas definido por 4.2.9, 4.2.11 e 4.2.12

produz um vetor de dados que aproxima a solucao exata do sistema de EDO’s em analise.

4.2.5 Solucdo do sistema de equacdes resultante

Uma vez determinadas as equacoes de diferencas, é necessario resolvé-las ou aproxi-
mar sua solu¢ao por um método numérico. O método empregado foi o método de Newton
para sistemas de equagoes, detalhado em BURDEN; FAIRES (2004). A solugao do sistema

algébrico foi obtida pela definicao do vetor de fun¢des como sendo

f(u)
F=|f(M,)]- (4.2.13)
f(My)
em que f(u), f(My), f(M,) sdo as equagoes de diferencas formuladas para as equacoes
do movimento e magnetizacao em x e y, respectivamente. O vetor de incognitas é definido

similarmente como sendo

x = |M,| . (4.2.14)

=k (4.2.15)
em que

J(x")r = F(z") (4.2.16)

e J é a matriz jacobiana de F', converge para a solugao do sistema algébrico em anélise.
Esse método é convergente desde que uma aproximacao inicial adequada seja fornecida. O
calculo de J foi feito numericamente a partir do emprego de aproximagoes de diferengas

para as derivadas de F' em cada uma das incognitas.
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4.2.6 Determinacao numérica da viscosidade relativa

Apos a solucao das equacgoes de diferencas, obtém-se conjuntos de dados referentes
aos perfis de velocidade e magnetizacao. A auséncia de expressoes analiticas demanda
a integragdo numérica e solucao da equagdo Q(G.r) — 1 = 0 para obtencao do gradi-
ente efetivo de pressao. Com isso, é necessario empregar mais procedimentos numéricos
para aproximagcao dos resultados de viscosidade relativa. Para a vazao, empregou-se sim-
plesmente um esquema de integracao por trapézios, a partir da equacao que se segue
(RUGGIERO; LOPES, 1996),

h
Q= u(y)dy ~ §{u1 + 2 +u N W+ O(R?). (4.2.17)
~1/2

Com a possibilidade de obteng¢ao da vazao, empregou-se o método da secante para
obtencao do gradiente efetivo de pressao. Um resumo do método é apresentado abaixo
1. Input dos pardmetros fisicos (a, Pe, ¢ e Re,,) e dos parametros numéricos (h e tol);
2. Obtengao de u para G(k V= 12;
3. Obtencao de Q1) = [ udy;
4. Se Q*D —1 < tol = Gop = G4V ¢ Fim;
5. Segunda aproximacao Gef = GE;I/Q(’“_U;
6. Obtencao de u para Gef ;
7. Obtengdo de QW) = [ udy;

8. Se QW —1 < tol = Gop = G%) e Fim;

Gtk _ G QEV-1-Gh P Q™)
ef QR Q-1

10. Obtencao de u para G( +1

11. Obtencio de Q**+V) = [udy;

12. Se Q*+V) —1 < tol — Gy = G e Fim;

13. GV =G, QD = @, G = GV e QW = QU

14. Volta ao passo 9.

Esse método é de fato uma aproximacao do método de Newton-Raphson quando a
derivada da fungao é de dificil obtengao. Ruggiero e Lopes (1996) mostram que a conver-
géncia nesse caso ¢ superlinear. Com o valor de G,y em maos, a obtencao da viscosidade

relativa é imediata pela equacao 3.7.7.
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427 Testes do cédigo

Como discutido na se¢ao 2.12, as equacgoes de diferengas produzem aproximacoes
convergentes para os valores exatos a medida que o passo de malha diminui. A ordem de
convergéncia é proporcional a ordem da derivada e a quantidade de pontos vizinhos neces-
sarios & sua obtencao (LEVEQUE, 2007). Observando as equagoes de diferengas obtidas
para o problema em andlise (4.2.9, 4.2.11 e 4.2.12), nota-se que foram empregadas tanto
aproximagoes de primeira ordem (2.12.29 e 2.12.32) quanto de segunda ordem (2.12.31).
Isso cria a expectativa da convergéncia total do método estar entre a primeira e a segunda

ordem em relacao ao passo h.

Para testar o codigo, foi proposto um método de auto-avaliagao utilizando os
proprios resultados gerados. Primeiramente, testou-se a convergéncia do valor de u;U de
maneira a se aferir o comportamento estavel do cédigo. A figura 10 mostra os valores
calculados para ulw com vérios tamanhos de refinamento local de malha. E possivel notar

a convergéncia aproximadamente linear para um valor de referéncia.

ggg il beva b bevn b bevns bevra beva B B e

8% e Valores calculados 3

3 Ajuste linear E

5.858 =
5.857 -
.3 7 N RN NS N E
S 3 ] CF
5.856 ] EE

3 5.855 — - F

3 3 - F

3 5.853 =

5.854 3 3 FE

E 5852 TTTT | TTTT | TTTT | TTTT E

3 0 0005 001 0015 002 F

5853 = TTTT | TTTT | TTTT | TTTT | TTTT | TTTT | TTTT | TTTT | TTTT | TTTT | TTTT | TTTT =

0 001 002 003 004 005 006 007 008 009 01 011 012
1/Ny,

Figura 10 — Derivadas de velocidade na parede u;U calculadas para uma série de refinamentos. Foi
empregada malha principal com N = 101 pontos. N, é o nimero de pontos na regiao
da parede. O ajuste empregado na extrapolagdo foi linear com equacao dada por y =
0.06494x +5.8531. O coeficiente de determinacio R? = 0.999379 indica um excelente ajuste
aos dados. Os parametros fisicos foram fixados em ag =1, Pe =1, ¢ =0.05 e A = 1.

Com a referéncia em maos, torna-se possivel fazer uma estimativa dos erros asso-
. ’ !
ciados ao tamanho da malha empregada. Foram calculados como e = u,,(Ny) = Uy p) €
/ ~ 1 . .
€pere. = €/ Upy(ref) € SAO exibidos na figura 11. Os erros convergem para zero de maneira

aproximadamente linear, como esperado. Nota-se que a diferenca percentual é menor
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que 0.05% para N,, = 25 pontos. Com isso, conclui-se que uma malha linear com passo

h < 0.004 fornecera resultados adequados, do ponto de vista de erros de aproximacgao

numérica.

0.007 pen v b b by by b by by v by b 0.0015

] E 0.0014

] * Erro - 0.0013
0.006 7 ®  Dif. percentual =

] Ajustes = 0.0012
0.005 ] = 0.0t

u - 0.001

E E— 0.0009
0.004 — e

] E-0.0008 ©

o i E o

] £ 0.0007 g5
0.003 — o

i — 0.0006

T E— 0.0005
0.002 E 0.0004

i F 0.0003
0.001 E 0.0002

] £ 0.0001

0 TTTT I TTTT I TTTT I TTTT I TTTT I TTTT I TTTT I TTTT I TTTT I TTTT I TTTT I TTTT - o
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11 0.12
1/N,,

Figura 11 — Erros absolutos e diferencas percentuais entre os valores calculados e o valor de referéncia
para u;U. N,, é o nimero de pontos utilizados em cada determinacdo. As equacoes de ajuste,
em power law, sio dadas por y = 0.064942'00240 4 2 84822410~ para os erros absolutos
e por y = 0.01108z1:99213 1 1255892107, para as diferencas percentuais. Os coeficientes
de determinacio R? = 0.999379 e R? = 0.999392 indicam excelentes ajuste aos dados. Os
parametros fisicos foram fixados em Pe =1, ¢ = 0.05 e ap = 1.

Em seguida, foram obtidos perfis de velocidades utilizando uma série de tamanhos
de malha uniforme. Os resultados de velocidade maxima do perfil foram coletados e entao
os resultados foram extrapolados considerando a ordem de convergéncia esperada para o
método. A figura 12 mostra o resultado da extrapolacao, de u,,s, = 1, 3988, a partir dos

pontos calculados.
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Figura 12 — Plot das velocidades maximas calculadas para uma série de tamanhos de malha. N é o
numero de pontos utilizados em cada determinacao. O ajuste empregado na extrapolacdo
foi linear com equagdo dada por y = 0,00424z + 1,39876. O coeficiente de determinacao
R? = 0,999982 indica um excelente ajuste aos dados. Os parametros fisicos foram fixados
em Pe=1,¢0=0.05e aqy=1.

Com a referéncia em maos, é possivel determinar erros e diferencas percentuais,

e assim determinar a ordem de convergéncia real do c6édigo. A figura 13 mostra os erros

(vl .. —u'l ) e diferencas percentuais ((u? ., —u' )/u? . ) e os ajustes em power law
propostos para os conjuntos de dados. Os expoentes pouco acima de 1 evidenciam o
carater primordialmente de primeira ordem das aproximacoes, com alguma influéncia de

aproximacoes de segunda ordem.
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Figura 13 — Erros absolutos e diferencas percentuais entre os valores calculados e o valor de referéncia
para as velocidades maximas. N é o ntimero de pontos utilizados em cada determinacao.
As equacbes de ajuste, em lei de poténcia, sdo dadas por y = 0,042782199240 para os
erros absolutos e por y = 0,0305321°9213 para as diferencas percentuais. Os coeficientes
de determinacio R% = 0,999985 ¢ R? = 0,999986 indicam excelentes ajuste aos dados. Os
parametros fisicos foram fixados em ap =1, Pe =1¢e ¢ = 0, 05.

De maneira a capturar os efeitos do acoplamento entre os 3 métodos numéricos
empregados na obtencao da viscosidade relativa, o mesmo foi feito para este caso. Seguiu-
se 0 mesmo procedimento de teste para a viscosidade relativa: determinou-se um valor de
referéncia por extrapolagao e a partir dele, os erros absolutos e diferencas percentuais. A
figura 14 exibe os valores calculados e o ajuste proposto para extrapolacao no limite em que
N — oo. Curiosamente, o ajuste linear nao forneceu bons resultados. Aplicou-se entao um
ajuste do tipo lei de poténcia com um coeficiente independente e obteve-se um excelente

ajuste. O valor de referéncia obtido para a viscosidade relativa foi de (1,/1)rcf = 1,0589.
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Figura 14 — Viscosidades relativas calculadas para uma série de tamanhos de malha. N é o ntimero
de pontos utilizados em cada determinagdo. O ajuste empregado na extrapolagao foi do
tipo lei de poténcia com equacio dada por y = 0, 22698246537 +-1,05891. O coeficiente de
determinacio R? = 0.99977 indica um excelente ajuste aos dados. Os pardmetros fisicos
foram fixados em ag =1, Pe =1, ¢ = 0.05.

Seguindo-se a mesma sequéncia, os erros absolutos e diferengas percentuais para as
viscosidades relativas foram calculados. A figura 15 exibe os resultados. Por alguma razao,
o acoplamento entre os métodos produziu uma aceleragdo na convergéncia dos resultados,
como indicado pelos expoentes de ajuste ~ 1,5. Isso indica que a viscosidade relativa é

ainda mais sensivel ao tamanho da malha do que os pontos do perfil em si.
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Figura 15 — Erros absolutos e diferencas percentuais entre os valores calculados e o valor de referéncia
para as viscosidades relativas. N é o niimero de pontos utilizados em cada determinacao.

As equagoes de ajuste, em lei de poténcia, sdo dadas por y = 0,22314x
erros absolutos e por y = 0,21022z

1,46048

146092 para os

, para as diferengas percentuais. Os coeficientes

de determinacio R% = 0,999767 ¢ R? = 0,999768 indicam excelentes ajuste aos dados. Os
parametros fisicos foram fixados em ap =1, Pe =1, ¢ = 0,01.

Conclui-se que qualquer valor de passo h < 0,005 produz excelentes resultados. As

diferencas percentuais ficam abaixo de 0,2% em ambos os casos, com essa escolha. Como

o passo recomendado para a regiao da parede foi de h < 0.004, qualquer passo menor que

esse ¢ suficiente para obtencao de resultados considerados convergentes. Dada a simplici-

dade do c6digo, se adotou h = 0,0005 (N = 2001 pontos) como malha de referéncia na

geracao dos resultados numéricos. Um computador comum resolve o problema com esse

tamanho de malha em poucos segundos. Para situar o leitor, uma curva como as exibidas

na figura 27 é gerada em poucos minutos.
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5 Resultados e Discussoes

Neste capitulo sao apresentados os resulta-
dos gerados pela solucdo numérica para todo
o intervalo de variacao dos parametros. O ca-
pitulo esta divido em resultados das solugoes
assintoticas, de perfis de velocidade, veloci-
dades maximas e magnetizacao e resultados
de viscosidade relativa, além das conclusoes

finazs.

5.1 Solucdes assintdticas

As solugoes assintoticas foram desenvolvidas tomando dois regimes extremos do
ferrofluido. O primeiro deles considera a precessao e o termo de equilibrio como pertur-
bacoes na equacao. Fisicamente, o regime correponde a pequenos efeitos magnéticos. O
ferrofluido escoa quase como uma suspensao equivalente com particulas livres. O segundo
¢ o regime proximo a saturacao, em que o termo de vorticidade ¢ uma perturbacao na
equacao. O fluido apresenta magnetizacao muito proxima a saturagao, pouco influenciada
pelos efeitos de torque mecénico. As figuras 16 e 17 exibem comparagoes diretas entre as
solucoes numérica e assintoticas nos regimes em que as ultimas foram propostas. Nota-se
o padrao de convergéncia assintotica a medida que e — 0. Os resultados assintoticos foram

plotados a partir das equacoes 4.1.14 e 4.1.14.
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Figura 16 — Comparacdo entre as solugdes para €

€

ap < 1. Os parametros foram

definidos como

¢ = 0,01, A = 0,8 e Pe = 1. A solugdo numérica foi gerada com malha de N = 2001
pontos. Nota-se que a concordancia entre as solugdes permanece excelente até oy ~ 0.25.
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Figura 17 — Comparacao entre as solugdes para ¢ = 1/ap < 1. Os pardmetros foram definidos como

¢ =0,0

1, A = 0,8 e Pe = 1. A solu¢do numérica foi gerada com malh

a de N = 2001

pontos. Nota-se que a concordancia entre as solugoes permanece excelente até e ~ 0.05.

A figura 18 exibe um grafico de viscosidade relativa como fun¢ao de ag para Pe ~ 1

com as solugoes assintéticas plotadas em ambos os extremos. Foi possivel capturar os
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comportamentos nesses regimes com a solugdo numérica. Na regiao central, o balango
entre os termos torna impossivel a proposi¢ao de uma solugao analitica ou aproximacao

assintotica. La, a solugdo numérica permite o estudo do comportamento do parametro.
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Figura 18 — Viscosidade relativa em funcao de o para ¢ = 0,01, A = 0,8 e Pe = 1. A solug@o numérica
foi gerada com malha de NV = 2001 pontos. Nota-se que os regimes extremos sao capturados
de maneira precisa pelas solugdes assintéticas. Na regiao central, o balango entre os termos
torna as nao-linearidades muito intensas e os regimes assintéticos sdo perdidos.

Por fim, a figura 19 exibe um gréafico da viscosidade de saturacao obtida pela solu-
¢ao numérica em comparagao com o resultado previsto para quando ag — oo. Foi possivel
plotar para diferentes valores de fracao volumétrica pois, se aq é suficientemente grande,
Xm = 6A¢/ap — 0 mesmo com ¢ ~ 0.1. Os resultados corroboram essa argumentagao,
como exposto a seguir. Além disso, nota-se que, para ag > 1, é possivel considerar um

modelo sem acoplamento de maneira que

V-H=—xyV -M=0, (5.1.1)

e o campo H é aproximadamente solenoidal mesmo na presenca de magnetizacao e inte-

ragoes desta com a vorticidade.
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Figura 19 — Viscosidade de saturacao em funcao de ¢ para Pe =1 e A = 1 e A solugdo numérica foi
gerada com malha de NV = 2001 pontos e obtida para «y = 1500. Nota-se concordancia
entre os resultados numéricos e assintéticos para toda a faixa de fracdo volumétrica, o que
corrobora o argumento de que, em altos campos, a interacdo entre esse e a magnetizacao
pode ser seguramente desprezada.

Do exposto, é de fato razoavel considerar um regime fracamente magnetizavel na
condigdo em que as interagoes dipolares particula-particula sdo fracas (regime muito di-
luido) quando comparadas com as interagoes campo-particula. Essa hip6tese se apresenta
como interessante pois pode simplificar muito um modelo tridimensional, por exemplo. No
problema em analise, ela permitiu explorar dois regimes assintéticos, o que seria impossivel
com as nao-linearidades advindas da contribui¢ao da magnetizacao sobre a magnetizacao
de equilibrio (equagoes 3.6.10 e 3.6.11).

5.2 Perfis de velocidade e magnetizacao - Simetria

Nesta secao sao apresentados os perfis de velocidade para diferentes valores de ay
e de Pe. Efeitos de achatamento do perfil de velocidades na regiao central e de desali-
nhamento e diminui¢ao da magnetizacao nas bordas sao observados. Contudo, o principal
aspecto, observado em todos os perfis, é a presenca de simetria, tanto para as velocidades
quanto para as magnetizagdes. Ao que parece, a simetria é condicdo associada a hipo-
tese de unidirecionalidade e, mesmo que o sentido da magnetizagao varie entre 2 pontos
equidistantes do centro, o angulo entre ela e o campo aplicado compensa essa variagao e
o efeito de torque observado é o mesmo em ambos os lados. E importante ressaltar que

todos os resultados foram obtidos para campo externo longitudinal (A, =1 e A\, = 0).
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A figura 20 apresenta perfis de velocidade para alguns valores de ag com Pe cons-
tante. Além da diminuicao das velocidades por efeito magnetoviscoso, nota-se uma ten-

déncia a saturacao do perfil, o que corrobora a discussao na se¢ao 5.1
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Figura 20 — Perfis de velocidade para alguns valores de ag com ¢ = 0,05, Pe =1e A =0,8. A malha
empregada possui N = 2001 pontos. Nota-se a diminui¢do da velocidade do escoamento,
como produto do efeito magnetoviscoso. Também, nota-se a tendéncia a saturagao do perfil.

As figuras 21 e 22 exibem os perfis de magnetizacao (M = /M2 + M?) e o angulo
entre campo aplicado e magnetizacao, medido no sentido antihorario. A determinacao do

angulo foi feita pela equagao

|M x H|
MH

0" = arcsin (5.2.1)

Nota-se um aumento da magnetizagao, aproximando-a da saturagao, com tendén-
cia a uniformizacao do perfil com o aumento de «ag. Os perfis mantém a simetria. Além
disso, observa-se um alinhamento progressivamente maior entre campo e magnetizacao.
Esses dois efeitos combinados produzem a saturagao na viscosidade. Isto é, por mais que a
intensidade dos vetores aumente, o alinhamento diminui a intensidade do torque de uma
maneira que, na saturacao, o aumento no campo produz um alinhamento que diminui
o torque proporcionalmente. Esse mesmo raciocinio permite concluir que, por mais forte
que seja o campo, sempre haverd um desalinhamento entre campo e magnetizagao, pois

o torque seria nulo em caso contrario.
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Figura 21 — Perfis de magnetizacao para alguns valores de ag com ¢ = 0,05, Pe =1 e A = 0,8 A
malha empregada possui N = 2001 pontos. Nota-se o progressivo aumento do perfil em
direcdo a saturagdo e a tendéncia a uniformizacdo da magnetizagao.
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Figura 22 — Perfis de angulo entre campo e magnetizagdo para alguns valores de ag com ¢ = 0,05,
Pe=1e X\ =0,8 A malha empregada possui N = 2001 pontos. Nota-se a tendéncia ao
alinhamento a medida que aq cresce.

O aumento de Pe produz efeito contrario, no sentido de tornar o perfil novamente

parabdlico e com as velocidades do fluido newtoniano equivalente. A figura 23 exibe os
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perfis de velocidade para alguns valores de Pe. Um escoamento mais forte é mais capaz
de forcar as particulas a girar com a vorticidade dele e consegue diminuir a magnetizagao

pelo mecanismo de interacdo com a vorticidade de maneira mais eficaz.
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Figura 23 — Perfis de velocidade para alguns valores de Pe com ¢ = 0,05, ag = 10 e A = 0,8. A malha
empregada possui N = 2001 pontos. Nota-se o aumento da velocidade do escoamento, com
achatamento do perfil na regido central.

Os perfis de magnetizacao e de angulos de desalinhamento, exibidos nas figuras 24
e 25, justificam o achatamento na regiao central do perfil. Essa é, de fato, a regiao em que
a taxa de cisalhamento é menor, chegando a se tornar nula no centro. Com isso, o torque
magnético é mais efetivo no sentido de impedir o giro das particulas com a vorticidade.
A manifestacao global desse fenémeno é a diminuigdo das velocidades na regiao. A alta
influéncia do cisalhamento é muito evidente na figura 25 para Pe = 4. O desalinhamento
permanece maior que 80 deg até y ~ 0,25, um quarto do perfil. Isso evidencia a dificuldade
do torque magnético em produzir seu efeito frente ao torque mecanico e justifica o fato
do perfil de velocidades quase coincidir com Pouseuille nessa regiao. Por fim, nota-se o
efeito da auséncia de cisalhamento no centro pelo fato de todos os perfis de magnetizacao

coincidirem nessa regiao e apresentarem seus valores maximos.
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5.2.1 Magnetizacao na parede

Para otencao dos resultados de magnetizagao na parede em funcao de oy, é neces-
sario ter em mente que o nimero de Peclét local varia ao longo do perfil, pois é definido
em funcao da taxa de cisalhamento. O parametro empregado na obtencao de resultados
como perfis e viscosidades relativas é definido em termos da taxa média de cisalhamento

do escoamento nao perturbado, dada por

_ ¢

: (5.2.2)

3=

>
—_

Na parede, é conveniente definir um niimero de Peclét de parede Pe,,, dado por

Pey, = 5% (5.2.3)

em que

(5.2.4)

. _G
fyw_z

Assim, a relacao entre Pe e Pe,, no caso de escoamento de Pouseuille é dada por

Pe,, = 6Pe (5.2.5)

Quando efeitos magnéticos estao presentes, a taxa de cisalhamento naturalmente
se desvia do valor de equilibrio. Contudo, considerando que esse desvio é pequeno, como
observado nos perfis de velocidade, é razoavel supor que a relagdao seja bem proxima do

calculado acima. Assim,

Pe,, ~ 6Pe¢ (5.2.6)

Com o parametro de parede definido, é possivel exibir as curvas de magnetizacao
em funcdo de «g, como feito na figura 26. Nota-se a tendéncia da saturagdo até mesmo
na regiao da parede, em que a influéncia do escoamento é maior. Além disso, quanto
maior a presenga do escoamento (maior Pe,, ), maior o campo necessario para saturar a
magnetizagao, como esperado, dado o maior favorecimento ao torque mecéanico no sentido

de desalinhar campo e magnetizacao e diminuir a valor de magnetizacao.
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Figura 26 — Magnetizagdo na parede em funcdo de aq para alguns valores de Pe,, magnetizagdo para
alguns valores de g com ¢ = 0,02 e A = 0,8. A malha empregada possui N = 2001 pontos.
A tendéncia da magnetizacdo & saturacdo é evidente com o crescimento de «y.

5.3 Viscosidades relativas

Nesta secao sao apresentados os resultados de viscosidade relativa obtidos pela
equacao 3.7.8. A discussao apresentada para os perfis ja permite ter uma ideia do que se
esperar para as curvas de viscosidade. O aumento do campo o deve produzir um rapido
aumento na viscosidade relativa do escoamento que depois se suaviza até o patamar de
saturacao. A figura 27 apresenta a curva para «q crescente. A variacdo no ntmero de
Peclét retarda o aumento, mas nao influencia o patamar de saturacao, como esperado.
Além disso, os resultados sdo coerentes com os obtidos por CUNHA; ROSA; DIAS (2016).
A grande diferenca nos valores pode ser explicada, como abordado no préprio trabalho,
pela formagao de agregados de particulas. Isso aumenta a magnetizacao média local da
particula fluida e gera dissipacao adicional, pois o escoamento precisa contornar estruturas
maiores. A sensibilidade a Pe se justifica pelo fato do torque mecanico ser mais eficiente

e diminuir a magnetizacao por girar as particulas com a vorticidade do escoamento.
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Figura 27 — Viscosidades relativas como fungées de ag com ¢ = 0,05, Pe =1 e A = 0,8. A malha em-
pregada possui N = 2001 pontos. Nota-se o comportamento esperado, de rapido aumento,
com saturacao.

o

A figura 28 apresenta os resultados para a viscosidade relativa como funcao de
Pe. Assim como o exposto no trabalho citado acima. Embora o efeito seja semelhante
ao observado em fluidos pseudoplatiscos (MORRISON, 2001), os mecanismos fisicos en-
volvidos sao distintos. Aqui, a vorticidade atua no sentido de diminuir a magnetizacao
do fluido por girar as particulas fluidas. Esse efeito causa desalinhamento entre campo e
magnetizacao e desorientagao dos dipolos magnéticos das microparticulas em suspensao
no fluido da direcao do campo. Como era de supor, maiores valores de ag levam a curvas

de viscosidade mais altas.
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Figura 28 — Viscosidades relativas como fung¢oes de Pe com ¢ = 0,05 e A = 0,8. A malha empregada
possui V = 2001 pontos. Nota-se a diminui¢do na viscosidade semelhantemente ao que
ocorre em fluidos pseudoplésticos.

Por fim, a figura 29 apresenta os resultados de viscosidade relativa em fungao de
¢. Observa-se uma dependéncia quase linear entre os parametros, resultado corroborado
pelos experimentos de Cunha, Rosa e Dias (2016). Essa dependéncia nao é estritamente
linear pois, além do efeito sobre o termo magnético da equagao hidrodindmica (3.6.7), a

fragdo volumétrica influencia levemente a magnetizacao de equilibrio (3.6.10 e 3.6.11).

E interessante frisar que o limite de ¢ = 0, 1 foi explorado devido ao fato de Iva-
nov e Kuznetsova (2002) ponderarem que os resultados para a magnetizacao de equilibrio
modificada pela corregao de ordem O(¢?) reproduz o comportamento observado em labo-
ratério até esse patamar. Contudo, como a viscosidade de Einstein é empregavel para até

¢ ~ 0,05, deve-se proceder com cautela na modelagem de ferrofluidos mais concentrados.
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Figura 29 — Viscosidades relativas como funcoes de ¢ com Pe = 2 e A = 0,8. A malha empregada possui
N = 2001 pontos. A evolugdo da vicosidade é quase linear com a fracdo volumétrica.

5.4 Dinamica de vorticidade no ferrofluido

Nesta se¢ao, é feita uma breve discussao da dindmica de vorticidade no ferrofluido
a partir da equagao de evolugao da vorticidade modificada pelas contribui¢gdes magnéticas.
Além da discussao acerca dos termos magnéticos, é rapidamente exposta uma proposta de
formulacao do problema bidimensional em termos da vorticidade e da fun¢ao de corrente,

tema de passos futuros do presente trabalho.

A equagao de dinamica de vorticidade para um fluido newtoniano incompressivel

é dada por (BATCHELOR, 2000)

D¢

Tomar o rotacional dos termos de magnetizacao na equagao 2.9.19 fornece

V x

po(M V) H + 09 x (M x H)} -
1oV x (M - VH) (5.4.2)
+% [VH - (V x M)+ V(V x M)-H - V*(M x H)|.

Substituir esse resultado na equacgao 5.4.1 fornece a equacao de dinamica de vor-
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ticidade para o ferrofluido, a saber

gf =¢- D + vV
+‘;)v x (M - VH) (5.4.3)
+g; [VH - (V x M) +V(V x M) H - VM x H)|.

Além da conveccao de vorticidade, contida no termo de derivada material, fi-
cam evidentes o mecanismo de stretching de vorticidade e a criagdo/difusao pelo meca-
nismo viscoso. Na contribuicao magnética, surge um termo particularmente interessante,
VZ(M x H) que pode ser & priori interpretado como uma difusdo de torque magnético.
Poderia-se dizer, num palpite ousado, que esse termo pode ser responsavel pelo espalha-
mento ou contencao de vorticidade, a depender da orientagdo do torque magnético na
regiao.

Como muitos casos de interesse de estudo de escoamento de ferrofluidos sao bidi-
mensionais, é interessante analisar a equacao 5.4.3 nessas condi¢oes. O tnico termo nao
nulo é o termo na componente perpendicular ao plano do escoamento, aqui tomada como
a direcao z. Note que V x M ¢ perpendicular ao plano do escoamento, enquanto H e

V H estao neste plano. Assim, a equacao se torna

D¢ o o
T AVEIES ?[v x (M -VH)], — %[V%M x H)., (5.4.4)

em que

19 % (M - VH)), = M laHy <3Mm B 5My> | OM,0H, 9M,0H,

] (5.4.5)

P p | Ox ox oy oxr 0Oy Oy Ox
e
Mo 2 Mo @2 82
— M x H)|, = — |—(M,H, — M,H —(M,H,— M,H,)|. 4.
VA )L = 50 | SO, = ML)+ s (Mo, = M| (640

Um ultimo caso em que é bastante interessante avaliar a equacao da vorticidade é
o caso bidimensional unidirecional. Uma consequéncia direta da unidirecionalidade, como

exposto na se¢ao 2.11 é o fato de que

Mm = Mx(y)
My = M,(y) (5.4.7)
Hx = Hx<y)
H,=H,(y).
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Com isso, os termos magnéticos restantes na equacao da vorticidade bidimensional

se reduzem a

“po [V x (M-VH). =0 (5.4.8)
(S 62
M0 12 _ Mo .
2 V(M x H)|, —Qp—ayQ(MxHy M, H,). (5.4.9)

Além disso, a ortogonalidade entre a velocidade e os gradientes leva a auséncia de

conveccao de vorticidade, ou seja,

u-VE=0. (5.4.10)
Com isso, a equagao se torna
23 2 Ho 2
— = - — M x H)|,. 4.11
5 = VY6~ L V(M < H). (5.4.11)

Surge uma situagao muito interessante. O campo de vorticidade é diretamente
influenciado por um termo associado a difusao de torque magnético. Fica muito evidente
o balango entre torque mecéanico e torque magnético, como apresentam os resultados
obtidos neste capitulo. Assim, seria possivel, a priori, controlar a difusao de vorticidade

com aplicagao de um campo magnético, por meio do mecanismo de difusao do torque.

5.4.1 Formulacao vorticidade-funcdo de corrente bidimensional

Como o fluido é liquido, e portanto, incompressivel, V - u = 0 e torna-se possivel

escrever

u="V X, (5.4.12)

em que ¥ é denominada funcao de corrente do escoamento. Como o escoamento é bidi-

mensional, tem-se que ¥ = ¥k, o que leva a

V.=V k+(V-h)=0, (5.4.13)

pois o gradiente da funcao de corrente estd sempre contido no plano do escoamento. Da

equacao 5.4.12, tem-se

_ %

Sy
o

s

' (5.4.14)
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A vorticidade, definida como V X u, ela é reescrita como

E=V xVx=V(V-)— V. (5.4.15)

Assim, pelo resultado expresso na equacao 5.4.13 e considerando a bidimensiona-

lidade do escoamento,

£ = -V, (5.4.16)

Naturalmente, para a solugao de um escoamento bidimensional de um ferrofluido,

é necessario ter em mente as equagoes de Maxwell da magnetostatica. Da lei de Ampére,

VxH=0 = H=-Vé,, (5.4.17)

em que ¢,, ¢ definido como o potencial magnético, dado o fato do campo aplicado ser

conservativo no limite magnetostatico. Da segunda Lei de Maxwell,

V-B=0=—= V-H=-V M, (5.4.18)

o que leva a

Vi =V -M (5.4.19)

como equacao que relaciona diretamente os campos M e H. As condig¢oes de contorno

para essa equacgao sao definidas na secao 2.7.

A solucao simultanea das equagoes 5.4.4, 5.4.14, 5.4.16 e 5.4.19 juntamente com a
equagao de evolugdo da magnetizagdo (equacao 2.10.1) e de um modelo para a magneti-
zacao de equilibrio (se¢do 2.4) fornece as linhas de corrente e os campos de velocidade e
de magnetizagdo do escoamento. O interesse nessa formulacao ¢ a eliminagao do termo de
pressao, e a solucao se da somente em termos das variaveis cinematicas do escoamento,

os campos de velocidade e vorticidade e a funcao de corrente.

5.5 Conclusoes

O escoamento de um ferrofluido entre placas em regime unidirecional apresenta um
rico ambiente para o entendimento dos efeitos do acoplamento hidrodinamico-magnético.
Na andlise dos perfis, fica evidente o balanco entre os torques mecanico e magnético. O
campo de vorticidade atua no sentido de desalinhar magnetizagao e campo e diminuir a
intensidade da primeira, por girar as particulas em suspensao, enquanto o torque mag-
nético busca o alinhamento entre campo e magnetizacao. As curvas de magnetizagao na

parede mostram bem o comportamento da magnetizacao sob influéncia do campo e do
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escoamento, no sentido de se saturar sob agdo do primeiro, mas sempre com oposi¢do do

segundo.

As solugoes assintoticas capturaram bem os regimes a que se propuseram e per-
mitem uma andalise acurada, inclusive com a recuperacao da viscosidade rotacional de
Shliomis no limite em que ag — oo. Também permitiram um benchmark no sentido de
validar parcialmente a solugdo numérica, visto a coincidéncia nas regioes de fracos efeitos

magnéticos e de saturacao.

Os resultados de viscosidade relativa se mostraram condizentes com os experimen-
tos conduzidos em redmetro de discos rotativos com campo magnético uniforme. As ordens
de grandeza sao diferentes devido a formacao de agregados de particulas, fendmeno nao

previsto no modelo.

E interessante ressaltar, por fim, as limitacdes do modelo relacionadas tanto ao re-
gime diluido quanto a velocidade do escoamento. O desenvolvimento das equagoes, tanto
hidrodindmica quanto de evolugdao da magnetizagao, pressupoem regime diluido. Mesmo
que o modelo de magnetizagao de equilibrio seja empregavel para até ¢ = 0,1, os resul-
tados para concentracoes maiores que ¢ = 0,05 sao duvidosos, visto que nesses regimes,
ja se observa forte interacao, tanto magnética quanto hidrodinamica, entre as particulas.
Além disso, a formacao de agregados, observavel até mesmo em ferrofluidos diluidos, é

intensa e leva a divergéncias significativas entre resultados tedricos e experimentais.

5.6 Trabalhos futuros

Na linha de investigacao de ferrofluidos em escoamento, o préximo passo é a solugao
em regime permanente de um escoamento bidimensional sujeito a um campo magnético.
Espera-se explorar um regime unidirecional com campo magnético nao-homogéneo e pre-
senca de torques, numa abordagem mais completa do que a apresentada nesse trabalho e

posteriormente um caso bidimensional geral, com e sem campo homogéneo.

Escoamentos bidimensionais de fluidos magnéticos sucitam interesse tanto teérico
quanto pratico. Como mostrado na subsecao 5.4, o mecanismo magnético interage di-
retamente com o campo de vorticidade do escoamento. Espera-se observar um controle
do espalhamento de vorticidade em escoamentos com concentracao de vortices, como es-
coamentos sobre degraus ou em cavidades. No campo mais aplicado, esse controle de
vorticidade pode permitir o favorecimento da troca de calor num escoamento sobre um
componente eletronico, por exemplo. O fendémeno de convecgdo termomagnética ja é razo-
avelmente bem conhecido, como explorado por Gontijo e Cunha (2012) e outros. Contudo,
o principal mecanismo explorado é o de estratificacao de suscetibilidade, e ndo o de con-
trole de vorticidade pelo torque magnético, dai o interesse de investigar esse mecanismo

de maneira mais detalhada.
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