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Resumo

O presente trabalho tem como foco principal a modelagem e solução de um escoa-
mento de um ferrofluido assimétrico entre placas paralelas sob ação de campo magnético
homogêneo e orientado na direção das velocidades. Exploram-se os efeitos da assimetria
de tensões e do acoplamento entre a vorticidade do escoamento e o regime de magneti-
zação, a partir de equação de evolução proposta por Shliomis (2002). São desenvolvidas
duas soluções assintóticas por perturbação regular para pequenos efeitos magnéticos para
o regime de saturação magnética, de maneira a se obter alguma compreensão acerca da
solução geral. A partir das noções adquiridas, é desenvolvida uma solução numérica pelo
método das diferenças finitas para abranger toda a faixa de variação dos parâmetros.
As soluções assintóticas também constituem validação parcial da solução numérica. Os
resultados de perfis de velocidade e magnetização, e de viscosidade relativa obtidos são
discutidos e comparados com o trabalho experimental de Cunha, Rosa e Dias (2016), em
que um ferrofluido escoando em cisalhamento simples num reômetro de discos paralelos é
experimentalmente analisado.

Palavras-chaves: Acoplamento magnetismo-hidrodinâmica; Assimetria de ten-
sões; Solução assintótica; Solução por diferenças finitas.
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Abstract

This work primarily focuses on the modeling and solution of a ferrofluid flow be-
tween parallel plates and under the influence of a uniform magnetic field. The effects of
stress asymmetries and the coupling between flow vorticity and magnetization are ex-
plored. To relate both phenomena, The magnetization evolution equation proposed by
Shliomis (2002) is employed. Two asymptotic solutions, one restricted to small magnetic
perturbations and another applicable for large magnetic fields, are firstly developed to
give insight on the behavior of the solution. From the perspectives obtained, a finite-
differences-numerical solution is developed, in order to cover the whole range of the phys-
ical parameters. The former are also source of partial validation to the latter. The results,
in terms of velocity and magnetization profiles, and relative viscosity curves, are then dis-
cussed and qualitatively compared to the experimental work developed by Cunha, Rosa
e Dias (2016). There, a simple-shear-flow of a ferrofluid is set and analyzed.

Keywords: Hydrodynamics-magnetism coupling; Stress asymmetries; Asymptotic solu-
tion; Finite-differences solution.
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1 Introdução

Neste capítulo são apresentadas as motiva-
ções para o desenvolvimento deste trabalho,
são estabelecidos os objetivos e é comentada
a estrutura do relatório.

1.1 Motivações

Ferrofluidos são definidos como suspensões coloidais ou não-coloidais de pequenas
partículas magnéticas em um fluido-base newtoniano. Por possuírem propriedades únicas
(fluidez e resposta magnética intensa), atraem a atenção de pesquisadores e engenheiros
de diversas áreas. Desde sua concepção e manufatura, nos anos 1960, ferrofluidos têm
sido empregados em diversas aplicações, desde amortecedores veiculares a rotas medi-
camentosas (BERKOVSKII; BASHTOVOI, 1996). Os primeiros estudos conduzidos se
concentravam primariamente na síntese e estabilidade de tais suspensões (TARI et al.,
1979).

A primeira tentativa de descrever o movimento de um ferrofluido em escoamento foi
consolidada por Rosensweig (1997) na primeira edição de seu livro Ferrohydrodynamics,
em 1985. Embora já conhecesse o mecanismo de torque associado ao desalinhamento
entre campo e magnetização das partículas fluidas, ele se ateve ao trabalho em regime
superparamagnético, no qual a magnetização relaxa quase instantaneamente ao regime de
equilíbrio. Nesse regime, os efeitos magnéticos são primordialmente criados por um tipo
particular de força magnética, associada à interação entre magnetização e gradiente de
campo.

Mais recentemente, outros trabalhos como o de Rosa (2013) e de Gontijo (2013)
exploraram a dinâmica de ferrofluidos do ponto de vista da interação das partículas com
o fluido, o campo e entre si, numa abordagem microscópica. Outros trabalhos como os de
Cunha e Sobral (2004) e Rosa, Gontijo e Cunha (2016) abordaram a dinâmica de uma
gota e de um escoamento simples de ferrofluido do ponto de vista da mecânica dos meio
contínuos, contudo ainda sem abordar o mecanismo de torque magnético. Esse mecanismo
é experimentalmente observado no trabalho de Cunha, Rosa e Dias (2016).

Embora uma equação de evolução de magnetização que contém tanto o meca-
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nismo de precessão magnética associado ao torque quanto o mecanismo de interação
vorticidade-magnetização tenha sido proposta por Shliomis (2002), nota-se, em revisão à
literatura sobre o assunto, que existe uma lacuna na modelagem contínua de escoamentos
de ferrofluidos sujeitos ao mecanismo assimétrico do torque. Esse trabalho propõe-se a
estabelecer um primeiro passo numa linha de pesquisa dedicada a compreender de ma-
neira mais abrangente os efeitos da assimetria do tensor de tensões de um ferrodluido
associados à presença do torque magnético, numa abordagem contínua. Busca-se traba-
lhar nos regimes de escoamento mais intenso possível, para que os efeitos de interação
vorticidade-magnetização sejam propriamente evidenciados.

1.2 Objetivos

Esse trabalho tem por objetivo a solução e avaliação do comportamento do esco-
amento de um ferrofluido assimétrico entre placas sujeito a um campo magnético homo-
gêneo. Os objetivos específicos são:

• Revisão bibliográfica sobre a teoria do escoamento de fluidos magnéticos (ferrohi-
drodinâmica) com foco em efeito magnetoviscoso e interação entre torque magnético
e vorticidade;

• Revisão bibliográfica sobre a teoria da lubrificação e escoamentos unidirecionais;

• Revisão bibliográfica sobre métodos de perturbação e soluções por expansão assin-
tótica;

• Revisão bibliográfica sobre métodos de diferenças finitas e métodos numéricos de
solução de equações e sistemas de equações não lineares;

• Formulação do modelo para o escoamento de filme de ferrofluido entre placas para-
lelas com regime acoplado de magnetização-hidrodinâmica;

• Adimensionalização das equações a partir de escalas típicas do problema e identifi-
cação dos parâmetros adimensionais relevantes;

• Identificação de parâmetros assintóticos e formulação de soluções assintóticas para
os regimes fracamente não-lineares;

• Formulação das equações de diferenças a partir da discretização do perfil de veloci-
dades magnetizações e solução do sistema não-linear resultante;

• Obtenção de resultados de viscosidade relativa do ferrofluido a partir da definição
clássica de viscosidade de um fluido Newtoniano em escoamento entre placas (esco-
amento de Pouseuille);

• Discussão dos resultados e das limitações do modelo empregado na descrição.
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• Breve análise da equação de dinâmica de vorticidade para um fluido magnético as-
simétrico incompressível, com esboço da formulação vorticidade-função de corrente
para solução do escoamento no caso bidimensional geral.

1.3 Estrutura do relatório

O presente trabalho é divido em introdução, fundamentação teórica, formulação
do problema, soluções propostas, resultados e discussões e referências. No primeiro capí-
tulo, o presente, são apresentadas a motivação, os objetivos e a estrutura do relatório. A
fundamentação teórica sumariza brevemente todos os conceitos necessários à apropriada
formulação do escoamento de ferrofluido entre placas paralelas. A formulação do problema
apresenta a equação constitutiva empregada, a equação evolutiva de magnetização e todas
as hipóteses, como a de escoamento unidirecional, adotadas na modelagem. As soluções
propostas para o modelo são então obtidas, duas assintóticas para pequenos efeitos mag-
néticos e regime próximo à saturação, e uma numérica cobrindo toda a faixa de variação
dos parâmetros. Os resultados obtidos pelas soluções são então apresentados e discutidos.
É apresentada uma breve discussão acerca da equação de dinâmica de vorticidade, com
esboço de solução pela formulação vorticidade-função de corrente, tendo em vista a solu-
ção de casos bidimensionais gerais. Por fim, as referências que serviram de base teórica
para esse trabalho são citadas.
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2 Fundamentação Teórica

Neste capítulo, é apresentada uma revisão bi-
bliográfica dos conceitos necessários à mode-
lagem e solução do escoamento entre placas
de um ferrofluido.

2.1 Campo, magnetização e indução magnética

Em 1785, Charles Coulomb demonstrou experimentalmente não só a existência de
polos magnéticos, como também o fato de que polos iguais se atraem e polos diferentes se
repelem (ROSENSWEIG, 1997). Além disso, mostrou que se 2 polos 𝑝1 e 𝑝2 são colocados
no espaço a uma distância 𝑟, a intensidade da força de atração entre eles é dada por
𝑝1𝑝2/4𝜋𝜇0𝑟

2, de maneira análoga à interação entre 2 cargas elétricas. Portanto, o campo
magnético gerado nos arredores de um polo de magnitude 𝑝 é dado por

𝐻 = 𝑝𝑟

4𝜋𝜇0𝑟2 . (2.1.1)

Aqui, 𝑟 é o vetor unitário orientado sobre a reta que liga 𝑝 ao ponto em análise, 𝜇0 =
4𝜋10−7𝑁/𝐴2 é a permeabilidade magnética do vácuo e 𝑟, a distância entre o polo e o
ponto em análise.

Quando um corpo contínuo é polarizado, pode-se definir a magnetização 𝑀 dele
como sendo a densidade volumétrica de polarização. Para um volume 𝑉 sujeito a uma
polarização uniforme 𝑝, a intensidade da magnetização nesse volume é dada por 𝑀 =
𝑝/𝑉 𝜇0 = 𝜌𝑝/𝜇0.

Como proposto na Lei de Faraday, a interação entre campos elétricos e magnéticos
se dá por uma grandeza denominada indução magnética e denotada por 𝐵. Em um meio
contínuo qualquer, pode-se substituir sem prejuízos os efeitos de magnetização pelos de
um fluxo imaginário de corrente atuante sobre os elementos de área de cada volume 𝑑𝑉
do meio (FRANK; SLATER, 1947), de maneira que ∇×𝑀 = 𝐽

′ . O termo 𝐽 ′ denota esse
fluxo imaginário. Da Lei de Ampère, para um fluxo estacionário de correntes (𝜕𝐸/𝜕𝑡 = 0)
em um meio contínuo,

∇ ×𝐵 = 𝜇0𝐽𝑡, (2.1.2)
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em que 𝐽𝑡 = 𝐽 + 𝐽 ′ é o fluxo total de corrente sobre o elemento. Portanto,

∇ ×𝐵/𝜇0 = 𝐽 + ∇ ×𝑀 . (2.1.3)

Aqui, 𝐽 denota o fluxo estacionário de corrente ao longo do elemento de volume do meio.
Observando agora a mesma Lei de Ampère aplicada para o vácuo, nota-se que 𝐽 = ∇×𝐻 .
Com isso, mostra-se que

𝐵 = 𝜇0(𝑀 +𝐻). (2.1.4)

Essa relação é geral e de fundamental importância na formulação de modelos
envolvendo magnetização de meios, seja por indução ou por magnetismo intrínseco.

Diferentemente do que se observa na natureza com cargas elétricas isoladas, não
foram encontrados monopólos magnéticos. Curiosamente, polos norte e sul sempre são
observados aos pares. Por isso, aplicar diretamente a Lei de Coulomb para determinar o
campo gerado por um imã requer observar a interação entre os dois polos. Seja determinar
o campo gerado por um pequeno dipolo magnético, como o mostrado na figura 1.

Figura 1 – Representação esquemática de um dipolo magnético. Considera-se que
toda a polarização ocorre nas extremidades. Fonte: Rosensweig (1997).

Se a área superficial das duas extremidades é 𝑎𝑑 e a densidade de polarização é
uniforme e igual a 𝜌𝑠, em magnitude, pode-se escrever que o campo gerado no ponto P é
composto pela superposição do campo gerado por ambos os monopolos. Isto é

𝐻(𝑟) = 𝜌𝑠𝑎𝑑

4𝜋𝜇0

(︃
−𝑟1

𝑟3
1

+ 𝑟2

𝑟3
2

)︃
. (2.1.5)

Aqui, 𝑟1 = 𝑑/2 + 𝑟 e 𝑟2 = −𝑑/2 + 𝑟. Se a relação 𝑑 ≪ 𝑟 é observada,

𝑟1 ≈ 𝑟 + 𝑑

2 cos 𝜃 e 𝑟2 ≈ 𝑟 − 𝑑

2 cos 𝜃. (2.1.6)
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Com isso e o teorema binomial aplicado a 𝑟−3
𝑖 , obtém-se, após algumas operações

algébricas,

𝐻(𝑟) = 𝜌𝑠𝑎𝑑𝑑

4𝜋𝜇0𝑟3

[︁
−𝑑+ 3(𝑑 · 𝑟)𝑟

]︁
(2.1.7)

em que 𝑑 = 𝑑/𝑑 e 𝑟 = 𝑟/𝑟. Pode-se reescrever o campo em termos da definição do
momento de dipolo associado à barra (𝑚 = 𝜇0𝑀𝑉 = 𝜌𝑠𝑎𝑑𝑑) para se obter

𝐻(𝑟) = 𝑚

4𝜋𝜇0𝑟3

[︁
−𝑑+ 3(𝑑 · 𝑟)𝑟

]︁
. (2.1.8)

É interessante notar como o campo decai com 𝑟3 e não com 𝑟2, como no caso de
cargas elétricas isoladas. Isso mostra o menor alcance das interações magnéticas.

2.2 Magnetismo intrínseco

Magnetização, campo e indução magnética são grandezas associadas a fenômenos
com duas origens principais, movimento de cargas elétricas (correntes) ou o que se deno-
mina magnetismo intrínseco da matéria, com origens no spin dos elétrons. A teoria que
explica a origem do magnetismo na matéria foge ao escopo desse trabalho, pois é fun-
damentada em conceitos de mecânica quântica e interações entre partículas subatômicas
(FRANK; SLATER, 1947). No entanto, é interessante observar as características de duas
classes de materiais com resposta magnética: os materiais ferromagnéticos e paramagné-
ticos.

Ferromagnetismo é a propriedade apresentada por alguns materiais, como ferro,
níquel, cobalto e alguns outros metais, além de várias de suas ligas. Nesses metais, existem
domínios (grãos) nos quais as orientações dos dipolos magnéticos são unidirecionais. Para
um volume suficientemente grande, essas orientações se distribuem aleatoriamente e e
resultam em magnetização média nula no material. Contudo, ao ser exposto a um campo
externo, pode ocorrer reorientação desses momentos de dipolo e o material passa a exibir
magnetização intrínseca, se torna um imã permanente. Por razões energéticas, os domínios
não podem ser indefinidamente pequenos, chegando à escala de átomos, pois a energia
requerida para formar e manter os cada um deles escala com a área de interface entre
domínios. Por isso, se um material ferromagnético é fragmentado até um certo tamanho de
partícula, essas passam a exibir comportamento magnético dipolar, pois toda a partícula
é composta por apenas um domínio, denominado então subdomínio, com uma orientação
de dipolo magnético.

Por outro lado, paramagnetismo é a propriedade de materiais nos quais não existe
orientação preferencial nos momentos de dipolo. Os momentos moleculares, contudo, res-
pondem à aplicação de um campo externo e, na presença deste, o material apresenta
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magnetização correspondente ao campo aplicado sobre ele. Tal comportamento é obser-
vado em substâncias como oxigênio líquido e soluções de sais de terras-raras. Vale ressaltar
que os efeitos paramagnéticos são tipicamente fracos (a magnetização de saturação dos
materiais é muito pequena, mesmo para altos campos). O chamado comportamento su-
perparamagnético, exibido por ferrofluidos, advém do fato do regime de magnetização
ser em tudo análogo ao apresentado por um material paramagnético, com a diferença na
intensidade da magnetização gerada. Para um material superparamagnético, essa é muito
mais intensa.

É importante ressaltar que o regime de magnetização proposto para o escoamento
de ferrofluido em análise não é o superparamagnético, uma vez que se considera interação
vorticidade-magnetização e o mecanismo de torque magnético, assimétrico. Um pouco
mais de aprofundamento em relação ao magnetismo na matéria e diferentes classes de
comportamentos magnéticos pode ser encontrada em Rosensweig (1997) e referências.

2.3 Magnetização em um ferrofluido

Um ferrofluido é composto por partículas magnéticas com momento de dipolo 𝑚
bem definidos e por um fluido-base Newtoniano. Considera-se que toda a resposta mag-
nética do fluido advém das partículas, que o fluido é inerte nesse sentido. Cada partícula
apresenta um momento de dipolo dado por 𝑚 = 𝜌𝑝⊑𝑝𝑑, em que 𝜌𝑝 é a densidade de
polarização do material que constitui a partícula, ⊑𝑝 é o volume da partícula e 𝑑 é um
vetor unitário adimensional que define a direção da orientação do dipolo magnético. A
figura 2 apresenta uma representação esquemática de um volume 𝑑𝑉 de ferrofluido com
as partículas magnéticas dispersas.
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Figura 2 – Representação esquemática de um pequeno volume de ferrofluido. Os
cículos representam as partículas dispersas, com seus momentos de di-
polo nas mais diversas orientações. Fonte: Cunha (2012).

A coordenada 𝑥 identifica a posição da partícula em uma escala do contínuo en-
quanto a coordenada 𝑦 percorre o volume 𝑑𝑉 e identifica a presença ou ausência de partí-
cula magnética. Com estes sistemas de localização, pode-se definir o momento magnético
médio dessa partícula como sendo

<𝑚>(𝑥) = 1
𝑑𝑉

ˆ
∑︀𝑘

𝑁
⊑𝑘

𝑝

𝑚(𝑦)𝑑𝑉, (2.3.1)

em que 𝑁 é o número total de partículas em 𝑑𝑉 e ⊑𝑝 é o volume da partícula magnética,
tomado como constante para todas elas. O termo 𝑚(𝑦) identifica o momento de dipolo
na posição 𝑦, interna à partícula fluida. Se um determinado 𝑦 identifica uma partícula
magnética, então 𝑚(𝑦) = 𝑚, o momento magnético da própria partícula. Em caso con-
trário, 𝑚(𝑦) = 0. Como o número de partículas é finito, torna-se conveniente escrever o
momento magnético médio da partícula fluida em termos de uma somatória.

<𝑚> = ⊑𝑝𝑁

𝑑𝑉

(︃
1
𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1
𝑚𝑘

)︃
. (2.3.2)

Notar que 𝑁/𝑑𝑉 = 𝑛 é o número de densidade de partículas e que 𝑛⊑𝑝 = 𝜑, a
fração volumétrica de partículas, permite reescrever

<𝑚> = 𝜑�̄� = 𝜑

(︃
1
𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1
𝑚𝑘

)︃
. (2.3.3)
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A partir da definição de média dos momentos de dipolo �̄� é possível definir a
magnetização de uma partícula fluida em um ferrofluido,a saber,

𝜇0𝑀 = 𝑛�̄�. (2.3.4)

A presença da constante de permeabilidade magnética no vácuo varia na literatura.
Seguindo o proposto por Rosensweig (1997), adotou-se a definição com a constante. Fica
bastante nítido que a magnetização em um ferrofluido é uma propriedade média local. Ou
seja, toma-se um volume suficientemente grande de material de maneira que se obtenha
uma função monotônica com o volume e faz-se a média volumétrica dos momentos de
dipolo das partículas presentes nesse volume.

De maneira imediata surge a definição da magnetização de saturação do ferrofluido
composto por partículas com intensidade de momento de dipolo constante. Se todas as
partículas magnéticas estiverem alinhadas em uma mesma direção, o fluido exibe a mag-
netização máxima e aumentar a intensidade do campo aplicado sobre ele não provoca
efeito algum. Em termos das grandezas já apresentadas,

𝜇0𝑀𝑠 = 𝑛𝑚, (2.3.5)

em que𝑚 é o momento magnético das partículas, tomado como homogêneo em magnitude
(monodispersão). Também é interessante definir a magnetização de saturação em função
da magnetização do sólido do qual se originam as partículas. Seja tomar 𝑀𝑑 como a
magnetização bulk do sólido. Se ela se mantém constante à medida que o volume de sólido
se reduz, é possível escrever que 𝑀𝑑 = 𝜇0𝑚/𝑣𝑝. Multiplicar e dividir a relação anterior
por 𝑁𝑑𝑉 , em que 𝑑𝑉 é o volume da partícula fluida, fornece

𝑀𝑑 = 𝑁𝑑𝑉

𝑁𝑑𝑉𝑣𝑝

𝑚 = 1
𝜑
𝑀𝑠, (2.3.6)

em que 𝜑 = 𝑉𝑝/𝑑𝑉 é a fração volumétrica de partículas Com isso, resta apenas um
parâmetro de magnetização a ser desenvolvido: o termo de equilíbrio.

2.4 Magnetização de equilíbrio

É natural supor que, deixado em repouso e sob ação de um campo por tempo
suficiente, um volume de ferrofluido irá relaxar a um valor permanente de magnetização
e lá permanecer, até que alguma perturbação ocorra. Esse patamar é conhecido como
magnetização de equilíbrio e está sempre presente nos modelos propostos para evolução
de magnetização, com ou sem interações entre partículas como exposto por Shliomis (2002)
e Cunha (2012).
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O modelo mais empregado e conhecido de magnetização de equilíbrio, denomi-
nado modelo de magnetização de Langevin, foi primeiramente utilizado por Jacobs e
Bean (1964) para descrever a magnetização de suspensões magnéticas finas e diluídas.
Considera-se que a solução é diluída ao ponto de serem desprezíveis as interações entre
partículas, tanto magnetica quanto hidrodinamicamente.

Uma partícula em suspensão está sujeita, devido ao seu tamanho, a interações de
natureza browniana com as moléculas do fluido-base. Essas interações são responsáveis
por orientar aleatoriamente os momento de dipolo dessa partícula magnética. Quando
tomada a média no volume 𝑑𝑉 (partícula fluida), o resultado é magnetização nula. Por
outro lado, se um campo é aplicado, surge uma direção preferencial de alinhamento, pois
cada partícula magnética está sujeita a um torque magnético 𝑡𝑚 = 𝑚×𝐻 . A intensidade
das interações brownianas é diretamente relacionada à energia térmica do fluido. A mag-
netização de equilíbrio de Langevin advém de uma média ponderada pela relação entre
as energias associadas aos 2 fenomênos que governam a orientação das partículas mag-
néticas. Uma demonstração mais detalhada pode ser encontrada em Rosensweig (1997).
Nessas condições, a magnetização de equilíbrio é dada por

𝑀0 = 𝑀𝑠ℒ(𝛼). (2.4.1)

O parâmetro 𝛼 = 𝑚𝐻/𝑘𝐵𝑇 representa uma razão entre a energia do campo para
rotacionar as partículas em sua direção e a energia térmica do fluido, associada à inten-
sidade do mecanismo de flutações brownianas (𝑘𝐵 é a constante de Boltzmann e 𝑇 , a
temperatura absoluta do fluido). A função ℒ(𝛼) = coth𝛼 − 1/𝛼 varia entre 0 quando
𝛼 = 0 a 1 quando 𝛼 → ∞. Portanto, o máximo valor para a magnetização de equilíbrio
é dado pela magnetização de saturação 𝑀𝑠. Nessa condição, todas as partículas estão
alinhadas com o campo aplicado sobre o ferrofluido. O comportamento superparamagné-
tico fica bastante evidente quando se observa a figura 3. A magnetização de equilíbrio do
fluido cresce até um patamar de saturação, em que o aumento do campo não produz mais
efeitos. Se o campo é retirado, não se observa histerese. A magnetização do fluido relaxa
a zero.
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Figura 3 – Magnetização de equilíbrio em função da indução aplicada. É interes-
sante notar que, quanto maior o tamanho das partículas, mais suscetí-
veis ao campo elas são. Fonte: Rosensweig (1997).

É válido ressaltar a influência do diâmetro médio das partículas sobre a magneti-
zação de equilíbrio. Quanto maiores elas são, menor a influência dos choques moleculares,
pois a inércia das partículas é naturalmente maior. Por esse motivo, é mais fácil alinhá-las
com o campo e o patamar de saturação é atingido para menores valores de campo externo.

Uma outra noção interessante em relação à magnetização de equilíbrio e que evi-
dencia claramente o regime superparamagnético associado a ela pode ser obtida a partir
das equações 2.3.3, 2.3.4 e 2.4.1. Pode-se reescrever a primeira como sendo

<𝑚> = 𝜑�̄� = 𝜑

(︃
1
𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1
𝑚𝑘

)︃
= 𝜑�̄� = 𝜑𝑚

(︃
1
𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1
𝑑𝑘

)︃
(2.4.2)

O vetor 𝑑𝑘 define a orientação do momento da k-ésima partícula. Se o seguinte
produto escalar é tomado, obtém-se

�̄� · ℎ̂ = 𝑚𝑑 · ℎ̂. (2.4.3)

Em termos da definição de magnetização a partir do momento médio de dipolo da partí-
cula,

𝜇0𝑀 · ℎ̂ = 𝑛�̄� · ℎ̂. (2.4.4)
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Se o fluido está em equilíbrio,

𝑀0 · ℎ̂ = 𝑀𝑠ℎ̂ · ℎ̂ℒ(𝛼). (2.4.5)

Aqui, ℎ̂ é o vetor unitário na direção do campo externo 𝐻 aplicado e 𝑑 é o vetor média
de orientação dos dipolos. É importante ter em mente que a magnetização de saturação é
sempre orientada na direção do campo, pois é esta a direção preferencial para os dipolos
(i.e. 𝑀𝑠 · ℎ̂ = 𝑀𝑠 = 𝑛𝑚/𝜇0). Substituir 2.4.3 em 2.4.4 e comparar o resultado com 2.4.5
permite mostrar que

𝑀ℎ = 𝑀𝑠𝑑 · ℎ̂

𝑀0 = 𝑀𝑠ℒ(𝛼)
=⇒ 𝑀ℎ

𝑀0
= 𝑑 · ℎ̂

ℒ(𝛼) (2.4.6)

𝑀ℎ representa a projeção da magnetização na direção do campo aplicado. É desne-
cessário frisar que a magnetização de equilíbrio, assim como a de saturação, são definidas
em termos do campo externo aplicado e consequentemente alinhadas com ele. Se o re-
gime superparamagnético é assumido, ou seja, a magnetização relaxa instantaneamente
ao equilíbrio (𝑀ℎ = 𝑀0), pode-se concluir que

ℒ(𝛼) = 𝑑 · ℎ̂. (2.4.7)

Segundo essa interpretação, a função Langevin representa uma projeção da ori-
entação média dos dipolos magnéticos em relação ao campo. Isso está de acordo com a
sua definição, a partir de uma média ponderada pela energia relativa dos mecanismos
atuantes sobre a orientação dos dipolos.

2.4.1 Suspensões concentradas - Correção no modelo

Apesar de amplamente empregado, esse modelo apresenta restrições relativamente
fortes quanto à utilização. Suspensões magnéticas com 𝜑 ∼ 5% já mostram valores de
magnetização de equilíbrio consideravelmente destoantes dos previstos por Langevin. Para
estender a modelagem a sistemas com mais partículas, Ivanov e Kuznetsova (2002) pro-
puseram uma correção considerando interação dipolar entre duas e três partículas. Essa
expressão descreve bem sistemas com até 𝜑 ∼ 15%. A expressão obtida pode ser escrita
como

𝑀0 = 𝑀𝑠[ℒ(𝛼) + (𝜑𝜆)𝐸(𝛼) + (𝜑𝜆)2(𝐹 (𝛼) +𝐺(𝛼)]ℎ̂, (2.4.8)
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em que
𝐸(𝛼) = 𝜋

3

(︂24
𝛼

)︂
ℒ(𝛼)

(︂ 1
𝛼

− 𝛼csch2(𝛼)
)︂

;

𝐹 (𝛼) = 1
2

(︂
𝜋

3

)︂2 (︂24
𝛼

)︂2
ℒ(𝛼)

(︂
2𝛼2csch2(𝛼) coth (𝛼) − 2

𝛼

)︂
;

𝐺(𝛼) =
(︂
𝜋

12

)︂2 (︂24
𝛼

)︂2
ℒ(𝛼)

(︂ 1
𝛼

− 𝛼csch2(𝛼)
)︂2
.

(2.4.9)

Nessas expressões, o parâmetro 𝜆 = 𝜇0𝑚
2/(𝜋𝑘𝐵𝑇𝑑

3) relaciona as energias de in-
teração dipolar e browniana sobre a partícula, em que 𝑑 representa seu diâmetro. Para
ferrofluidos e suspensões magnéticas usuais, 0.6 ≤ 𝜆 ≤ 1. É importante ressaltar que a
forma apresentada para as expressões foi obtida por Cunha, Gontijo e Urel (2018) num
interessante trabalho sobre dinâmica de magnetização em escoamentos com cisalhamentos
simples e oscilatórios.

2.5 Tempo de relaxação magnética

Um ferrofluido sujeito a um campo externo e em repouso eventualmente relaxa
até a magnetização de equilíbrio. Para regimes monodispersos e diluídos, o modelo de
Langevin, exposto na seção 2.4 representa muito bem a magnetização de equilíbrio do
ferrofluido. Na ausência de interações tanto hidrodinâmicas quanto magnéticas entre par-
tículas, as únicas influências externa são o campo e interações de natureza browniana
entre as partículas e as moléculas do fluido. Segundo Behrens et al. (2009), nesse regime,
dois mecanismos principais atuam no sentido de favorecer ou dificultar a orientação das
partículas. O primeiro deles, já citado, é o de colisões moleculares com as nanopartículas.
Essas colisões tendem a orientar de maneira aleatória os momentos de dipolo. Conse-
quentemente, tendem a produzir um efeito médio nulo de magnetização no ferrofluido.
O segundo mecanismo foi proposto por Néel (1949), orientado pelas recentes descobertas
da mecânica quântica. Para até um certo tamanho de sub-domínio, a energia necessá-
ria para reorientar os momentos de dipolo atômicos é muito menor do que a necessária
para rotacionar a partícula. Dessa maneira, ao se observar uma partícula sob ação de um
campo aplicado, nota-se um alinhamento entre seu dipolo magnético e o campo sem que
a partícula se reposicione espacialmente. Isso pode ser interpretado como um realinha-
mento interno da partícula, como se ela efetivamente reorientasse seu momento de dipolo
de maneira independente a sua posição no espaço.

Quantitativamente, os mecanismos de relaxação são expressos em termos de tem-
pos característicos. Esses podem ser interpretados como o intervalo entre aplicação do
campo e alinhamento do momento de dipolo. O mecanismo browniano, que envolve rota-
ção da partícula com momento de dipolo fixo, tem tempo de relaxação dado por Brown
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(1963)

𝜏𝐵 = 3𝑉 𝜂
𝑘𝐵𝑇

, (2.5.1)

em que 𝑉 é o volume total da partícula, incluída a camada de sulfactante que impede a
formação de agregados permanentes, 𝜂 é a viscosidade do fluido-base, 𝑘𝐵 é a constante
de Boltzmann e 𝑇 , a temperatura absoluta do fluido. As principais influências ficam
evidentes na equação. A energia interna do fluido e sua viscosidade molecular, diretamente
relacionadas, influenciam fortemente o tempo de relaxação. Também, um maior volume
da partícula torna a rotação mais difícil.

O tempo de relaxação de Néel é dado por

𝜏𝑁 = 𝑓−1
0 𝑒

𝐾𝑉
𝑘𝐵𝑇 . (2.5.2)

O termo 𝑓0 ∼ 109𝑠−1 representa uma frequência associada a fenômenos carac-
teristicamente quânticos, com escala de tempo incompatível com a mecânica dos meios
contínuos. 𝐾 denota a constante de anisotropia da partícula e 𝑉 , seu volume. Fica nítido
que o tempo de Néel é muito menor que o tempo browniano para regimes de pequenos
diâmetros de partículas. Contudo, com acréscimos no volume, o tempo browniano rapi-
damente passa a ser menor que o tempo de Néel. A figura 4 exibe ambos os tempos de
relaxação como funções do diâmetro das partículas magnéticas.

Figura 4 – Tempos de relaxação magnética como funções do diâmetro
das partículas em uma base de óleo mineral com viscosidade
𝜂 = 0, 05𝑃𝑎𝑠. Fonte: Behrens et al. (2009).

Para pequenos diâmetros, é evidente que o tempo de Néel domina completamente
o regime de relaxação. De fato, nesse limiar, é seguro considerar que a magnetização re-
laxa instantaneamente para o equilíbrio, pois é impossível obter uma escala de tempo de
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escoamento compatível com 𝜏 ∼ 10−5𝑠. Contudo, o tempo de Néel cresce exponencial-
mente com o diâmetro. A partir de uma certa faixa, ele já é compatível com o tempo
browniano e ambos os mecanismos são relevantes. Para grandes diâmetros de partícula, a
barreira energética para reorientar os momentos de dipolo atômicos é tão alta que o efeito
aparente é o de momento de dipolo fixo na partícula. Nesse regime, a relaxação magnética
ocorre pela efetiva rotação da partícula em meio ao fluido, competindo com as interações
brownianas. O tempo efetivo em qualquer regime é dado por

𝜏𝑒𝑓𝑓 = 𝜏𝑁𝜏𝐵

𝜏𝑁 + 𝜏𝐵

. (2.5.3)

Um último ponto relevante a ser ressaltado é o fato de que supor relaxação por
Néel implica necessariamente em adotar a hipótese de superparamagnetismo. Como men-
cionado, as escalas de tempo do escoamento são muito maiores do que qualquer escala em
que 𝜏𝑁 domina a relaxação. Nesse sentido, o escoamento não consegue produzir qualquer
tipo de alteração na magnetização, pois esta se corrige quase instantaneamente.

2.6 Equações de Maxwell - Limite magnetostático

Na formulação mais usual, são 4 as chamadas equações de Maxwell. Em conjunto
com a Lei de Lorentz, elas formam a base de toda a teoria do eletromagnetismo clássico.
Seja enunciar as 4 equações para o vácuo:

∇ ·𝐵 = 0;
∇ ·𝐸 = 𝜌𝑒/𝜖0;

∇ ×𝐸 = −𝜕𝐵

𝜕𝑡
;

∇ ×𝐻 = 𝐽 + 𝜕𝐷

𝜕𝑡
.

(2.6.1)

As duas primeiras são a Lei de Gauss para a indução magnética 𝐵 e para o campo
elétrico 𝐸. O símbolo 𝜌𝑒 representa a densidade de carga elétrica no volume contínuo em
análise e 𝜖0, a permissividade elétrica do vácuo. A primeira equação reflete o fato de não
existirem monopolos magnéticos. Densidade positiva de polos é sempre acompanhada de
densidade de polos negativos em mesma intensidade. A terceira equação é denominada
Lei de Faraday e explicita a depedência entre campo elétrico e indução magnética. Essa
equação estabelece o princípio básico da conversão de energia mecânica em elétrica. Basta
girar uma espira em um campo magnético para criar um campo elétrico por ela. Ao se
conectar essa espira num circuito qualquer, se observa o fluxo de corrente e consequente
transmissão de energia. Por fim, a última equação denomina-se Lei de Ampère. Ela estabe-
lece princípio análogo ao da Lei de Faraday. Um fluxo de corrente ou a variação temporal
do vetor deslocamento elétrico 𝐷 provoca variação espacial do campo aplicado. Aqui, 𝐽
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é o vetor fluxo de corrente que percorre o elemento contínuo. O vetor 𝐷 é definido como
vetor deslocamento elétrico. Ele é definido como 𝐷 = 𝜖0𝐸 + 𝑃 . Ele foi introduzido por
Maxwell como uma correção na Lei de Ampère para que esta pudesse descrever os fenô-
menos em que não há de fato corrente elétrica circulante, como na propagação de ondas
eletromagnéticas no vácuo. Nesse caso, é necessário que exista uma fonte polarizada va-
riante no tempo, como uma oscilação de tensão em uma antena. De fato, é relativamente
simples, porém fora do escopo deste trabalho, mostrar que essas 4 equações permitem
escrever que campos elétricos e magnéticos se propagam como ondas típicas. Maxwell
utilizou esse recurso para mostrar que a luz possui comportamento ondulatório.

Quando o meio contínuo em análise é um ferrofluido, constituído por um fluido-
base isolante e partículas com magnetismo intrínseco, correntes e campos elétricos estão
ausentes. Com efeito, 𝐽 = 0, 𝐸 = 0 e, como não há polarização elétrica, 𝑃 = 0 em toda
a extensão do meio. Com isso, as equações se simplificam para

∇ ·𝐵 = 0;
𝜕𝐵

𝜕𝑡
= 0;

∇ ×𝐻 = 0.

(2.6.2)

Isso significa dizer que o vetor indução magnética 𝐵 é solenoidal e irrotacional.
Além disso, mesmo que o campo aplicado 𝐻 varie com o tempo, como em Shliomis et al.
(1995), o campo 𝐵 é permanente. Desse fato decorre a nomenclatura "regime magnetos-
tático", frequente na literatura sobre o assunto.

Essas equações são a base para o desenvolvimento de condições de contorno no
salto para o interior do ferrofluido, como será visto a seguir. Elas são de fundamental
importância para a correta modelagem do regime magnético associado ao ferrofluido.

2.7 Condições de contorno magnéticas

Em um escoamento de ferrofluido, o campo magnético é usualmente aplicado ex-
ternamente ao ambiente em que escoa o fluido. Isso é feito com uso de imãs permanentes
ou de solenoides percorridos por correntes. Portanto, ocorre uma transição entre meios.
O campo sai do ar, considerado como vácuo, e adentra o fluido, em que gera magnetiza-
ção. A figura 5 mostra uma interface entre 2 meios permeados por um campo de indução
magnética.
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Figura 5 – Representação esquemática da transição entre 2 meios contínuos permeados por
campo de indução magnética. Fonte: Cunha (2012).

Aplicando-se o teorema de Stokes para a integral de ∇ ×𝐻 ao longo da área 𝑆
definida pelo circuito 𝐿, obtém-se

ˆ
𝑆

(∇ ×𝐻) · �̂� 𝑑𝑆 =
˛

𝐿

𝐻 · 𝑑𝐿 = 0. (2.7.1)

As integrais ao longo dos trechos verticais (cota 𝜖) são iguais e se cancelam. Assim,
conclui-se que

ˆ
𝐿1, 𝐿2

(𝐻1𝑡 −𝐻2𝑡) · 𝑑𝐿 = 0. (2.7.2)

Sendo os comprimentos 𝐿1 e 𝐿2 idênticos, é possível concluir que

𝐻1𝑡 = 𝐻2𝑡, (2.7.3)

ao longo da transição entre os meios. Para o campo 𝐵, a abordagem é análoga. Se o
volume cilíndrico definido por 𝐷 e 𝜖 é percorrido por um campo de indução magnética, é
possível escrever, em conjunto com o teorema de Gauss,

ˆ
𝑉

(∇ ·𝐵) 𝑑𝑉 =
˛

𝑆

(𝐵 · �̂�) 𝑑𝑆, (2.7.4)

em que 𝑆 é a área que compreende o volume 𝑉 . Se o cilíndro é colapsado na altura (𝜖 → 0),
a contribuição de fluxo de indução magnética pela área lateral também vai a zero. Com
isso, a integral sobre a superfície 𝑆 se torna

−
ˆ

𝐴1

𝐵1𝑛 · �̂�+
ˆ

𝐴2

𝐵2𝑛 · �̂� = 0. (2.7.5)
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Sendo 𝐴1 = 𝐴2 as áreas inferior e superior do disco, é possível escrever

𝐵1𝑛 = 𝐵2𝑛. (2.7.6)

As equações 2.7.3 e 2.7.6 são de fundamental importância na modelagem de qual-
quer escoamento de ferrofluido, uma vez que garantem a observância das equações de
Maxwell em todo o domínio do problema.

2.8 Mecânica de um meio contínuo - Princípios gerais

De maneira geral, a mecânica de um meio contínuo, assim como a de uma partícula,
é regida por alguns princípios básicos: a conservação de massa; o balanço de momento
linear; o balanço de momento angular; a conservação da energia; a geração de entropia
e etc. A rigor, todos os princípios fundamentais do que se denomina Física Clássica são
aplicáveis a um meio contínuo. Nesta seção, contudo, serão explicitadas a Equação da
Continuidade, que representa a conservação da massa em um meio material, a Equação
de Cauchy, para o balanço de momento linear e a equação de balanço do momento angular
de um meio contínuo.

2.8.1 Equação da Continuidade

Seja considerar um corpo ℬ que ocupa um volume 𝑉 em um dado instante de
tempo 𝑡. A massa desse corpo pode ser escrita como

𝑚 =
ˆ

𝑉

𝜌𝑑𝑉 (2.8.1)

em que 𝜌 = 𝜌(𝑥, 𝑡) é a massa específica no ponto 𝑥, interior ao corpo, no instante 𝑡. O
princípio da conservação da massa estabelece que a derivada material da massa é sempre
nula. Isto é,

𝐷𝑚

𝐷𝑡
= 𝜕𝑚

𝜕𝑡
+ (𝑢 · ∇)𝑚 = 0, (2.8.2)

em que 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡) é a velocidade do ponto 𝑥 no instante 𝑡. Aplicar esse princípio à
equação 2.8.1 resulta em

𝐷

𝐷𝑡

ˆ
𝑉

𝜌𝑑𝑉 = 0. (2.8.3)
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A partir do Teorema do Transporte de Reynolds (TTR) (BATCHELOR, 2000),
pode-se escrever

ˆ
𝑉

(︂
𝐷𝜌

𝐷𝑡
+ 𝜌∇ · 𝑢

)︂
= 0. (2.8.4)

Se o volume 𝑉 de integração é arbitrário (a integral é válida para qualquer escala
dentro da hipótese do contínuo), o Teorema da Localização estabelece que

𝐷𝜌

𝐷𝑡
+ 𝜌∇ · 𝑢 = 0. (2.8.5)

A equação 2.8.5 é uma das versões usuais da Equação da Continuidade. Ela esta-
bele que a variação na massa específica de um elemento material somente pode ocorrer
mediante deformação normal desse elemento, expressada pelo segundo termo da equação.
Em outras palavras, se um meio é considerado incompressível (mantém seu volume cons-
tante), a Equação da Continuidade estabelece que 𝜌 é necessariamente constante nesse
meio.

2.8.2 Equação de Cauchy

Seja considerar o mesmo corpo ℬ que ocupa o volume 𝑉 no instante 𝑡. O momento
linear desse corpo pode ser definido como sendo

𝑝 =
ˆ

𝑉

𝜌𝑢𝑑𝑉. (2.8.6)

Em um meio qualquer, quaisquer forças internas não podem contribuir para a
variação do momento linear daquele. Portanto, o corpo ℬ só pode estar sujeito a duas
espécies de forças: as forças de campo que atuam sobre o corpo por interação à distância
e as forças de superfície que atuam nas fronteiras do corpo por contato direto. Em termos
da força resultante sobre ℬ, tem-se

𝑓𝑟 =
ˆ

𝑉

𝜌𝑏𝑑𝑉 +
˛

𝑆

𝑡𝑑𝑆. (2.8.7)

Aqui, 𝑆 é a superfície que envolve o volume 𝑉 do corpo e

𝑡 = �̂� · 𝜎 (2.8.8)

é a densidade superficial de forças atuante sobre cada elemento 𝑑𝑆 de 𝑆. O vetor �̂� define
a direção normal a 𝑑𝑆. Como postulado por Newton no séc. XVII, a variação do momento
linear de um corpo só se dá pela ação de forças resultantes sobre ele. Assim,

𝐷𝑝

𝐷𝑡
= 𝑓𝑟. (2.8.9)
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Em termos da definição de momento linear,

𝐷

𝐷𝑡

ˆ
𝑉

𝜌𝑢𝑑𝑉 =
ˆ

𝑉

𝜌𝑏𝑑𝑉 +
˛

𝑆

𝑡𝑑𝑆. (2.8.10)

Aplicar o TTR para o termo do lado esquerdo e o teorema da divergência para
tensores de 2ª ordem no último termo do lado direito permite escrever

ˆ
𝑉

𝜌
𝐷𝑢

𝐷𝑡
=
ˆ

𝑉

𝜌𝑏𝑑𝑉 +
ˆ

𝑉

∇ · 𝜎𝑑𝑉. (2.8.11)

Pode-se mostrar que Como o integrando é exatamente o mesmo nos 3 casos e o
volume 𝑉 é arbitrário, o Teorema da Localização novamente permite obter a equação para
um elemento contínuo qualquer:

𝜌
𝐷𝑢

𝐷𝑡
= ∇ · 𝜎 + 𝜌𝑏. (2.8.12)

A equação 2.8.12 estabelece o balanço de momento linear em um elemento contínuo
qualquer. Um ponto muito relevante surge quando se observa o termo orginado das forças
de superfície sobre ℬ. O tensor 𝜎 é denominado tensor de tensões do meio material em
análise. Mais detalhes acerca dos sistemas de coordenadas e restrições na aplicação desta
equação são discutidos por Chandrasekharaiah e Debnath (1994).

O segundo ponto importante em relação a essa equação é o fato da formulação
do balanço de forças ainda estar incompleta. Se observada em suas componentes e na
ausência de forças de campo, a equação de pode ser escrita como

𝜌
𝐷𝑢𝑖

𝐷𝑡
= 𝜕𝜎𝑗𝑖

𝜕𝑥𝑗

. (2.8.13)

Existem apenas 3 equações e, a princípio, 12 incógnitas. Contudo, isso faz pleno
sentido pois essa equação é aplicável a qualquer meio contínuo. A especificação do meio
contínuo em análise é feita justamente ao se definir o tensor 𝜎. De fato, esse tensor é
usualmente denominado equação constitutiva do meio, por fornecer a descrição das forças
atuantes sobre cada partícula do meio.

2.8.3 Balanço de torques e momento angular

Seja ainda considerar o corpo ℬ que ocupa um volume 𝑉 no instante 𝑡. Define-se
o momento angular total desse corpo como sendo

𝐿 =
ˆ

𝑉

𝑥× 𝑝𝑑𝑉 =
ˆ

𝑉

𝜌(𝑥× 𝑢)𝑑𝑉. (2.8.14)

em que o vetor 𝑥 representa o braço de atuação do torque em relação à origem do sistema
de coordenadas. De maneira geral, o torque atuante sobre ℬ possui origens nas forças
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que atuam sobre o corpo, de campo ou superfície. Podem existir outros mecanismos de
torque instrínseco. Como exemplo, o torque magnético exercido pelo campo aplicado
sobre um ferrofluido é um mecanismo à parte e deve ser considerado. Na ausência de tais
mecanismos, os torques atuantes podem ser representados como

𝑇𝑏 =
ˆ

𝑉

𝜌(𝑥× 𝑏)𝑑𝑉

e

𝑇𝑠 =
˛

𝑆

(𝑥× 𝑡)𝑑𝑆 = −
˛

𝑆

�̂� · (𝜎 × 𝑥)𝑑𝑆.

(2.8.15)

Pelo princípio do balanço de momento angular, o torque total atuante sobre o
corpo deve ser igual à variação temporal total de seu momento. Assim,

𝐷

𝐷𝑡

ˆ
𝑉

𝜌(𝑥× 𝑢)𝑑𝑉 =
ˆ

𝑉

𝜌(𝑥× 𝑏)𝑑𝑉 −
˛

𝑆

�̂� · (𝜎 × 𝑥)𝑑𝑆. (2.8.16)

Novamente, empregar o TTR no lado esquerdo e o Teorema da divergência no
termo de torques de superfície fornece

ˆ
𝑉

[︂
𝜌
𝐷

𝐷𝑡
(𝑥× 𝑢) − 𝜌(𝑥× 𝑏) + ∇ · (𝜎 × 𝑥)

]︂
𝑑𝑉 = 0. (2.8.17)

O primeiro termo da equação pode ser reescrito como

𝐷

𝐷𝑡
(𝑥× 𝑢) = 𝑥× 𝐷𝑢

𝐷𝑡
+ 𝐷𝑥

𝐷𝑡
× 𝑢 = 𝑥× 𝐷𝑢

𝐷𝑡
, (2.8.18)

pois 𝐷𝑥/𝐷𝑡 = 𝑢. Já o último se torna

∇ · (𝜎 × 𝑥) = (∇ · 𝜎) × 𝑥− 𝜖 : 𝜎, (2.8.19)

em que 𝜖 é um tensor de terceira ordem isotrópico conhecido como operador de Levi-
Civita. Reescrever a equação do balanço de momento angular com essas modificações
resulta em

ˆ
𝑉

[︂
𝑥×

(︂
𝜌
𝐷𝑢

𝐷𝑡
− ∇ · 𝜎 − 𝜌𝑏

)︂
− 𝜖 : 𝜎

]︂
𝑑𝑉 = 0. (2.8.20)

Da equação 2.8.12, o termo entre parênteses é exatamente nulo. Portanto, pode-se
afirmar que, novamente pelo teorema da localização,

𝜖 : 𝜎 = 0 =⇒ 𝜎𝑖𝑗 = 𝜎𝑗𝑖. (2.8.21)

Esse resultado é extremamente interessante. Note que, na demonstração da equa-
ção, só foram assumidos torques gerados pelas forças de campo e de superfície. Nesse
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caso particular, a conclusão imediata da equação do balanço de torques é que o tensor de
tensões é necessariamente simétrico. Além disso, se algum mecanismo de torque interno
𝑇𝑖 é considerado, a equação fornece

𝜖 : 𝜎 = −𝑇𝑖. (2.8.22)

Esse resultado é especialmente relevante a este trabalho pois o torque magnético
gerado pela interação entre magnetização e campo é um mecanismo intrínseco de torque
que gera assimetria no tensor de tensões.

2.9 O tensor de tensões magnético

Como discutido na seção 2.8, as equações gerais que descrevem os princípios físicos
são aplicáveis a qualquer caso que respeite as escalas do contínuo. Contudo, é necessário
especificar como se dá a distribuição de forças de contato e de campo atuantes sobre
cada partícula do meio. Essa representação é feita por meio dos termos ∇ · 𝜎 e 𝜌𝑏. Seja
considerar um escoamento de ferrofluido horizontal. A única força de campo atuante ho-
mogeneamente sobre toda a partícula fluida é a gravidade. Por ser um campo conservativo
(constante, aqui assumido), ela pode ser escrita em termos de um potencial,

𝜌𝑏 = 𝜌𝑔 = 𝜌∇(−𝑔𝑦) = −𝜌𝑔∇𝑦. (2.9.1)

O termo ∇𝑦 = 𝑒𝑦 representa de fato o vetor unitário na direção vertical, em sentido
oposto ao da gravidade. Essa noção será útil mais a frente. Apesar de também atuarem à
distância, forças de natureza magnética são consideradas no tensor de tensões, pois estão
relacionadas à estrutura reológica do fluido.

Algumas tentativas foram feitas no sentido de descrever o ferrofluido como um
contínuo equivalente em termos de uma equação constitutiva. A primeira delas, feita por
Rosensweig (1997), na primeira edição de seu livro, em 1967, envolvia partir do tensor de
Maxwell para o vácuo, 𝜎𝑚 = 𝜇0𝐻0𝐻0 e generalizar para um ferrofluido como 𝜎𝑚 = 𝐵𝐻 ,
considerando a relação 𝐵 = 𝜇0𝐻 . Esse tensor, quando aplicado na equação de Cauchy,
fornece uma densidade de forças de Kelvin-Maxwell, dada por 𝑓𝑚 = (𝑀 · ∇)𝐻 , que
descreve apropriadamente o ferrofluido em regime superparamagnético. Contudo, ela falha
quando se trata de um fluido magnético assimétrico, em que a ação do torque magnético
é fundamental nos fenômenos observados.

Partindo de uma análise microhidrodinâmica em baixo número de Reynolds (hi-
pótese aceitável dada a escala dos fenômenos), como estabelecido em Batchelor (1970),
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Cunha (2018) propõe um tensor de tensões para o caso geral com a seguinte forma

𝜎𝑚 = 𝒫𝑚𝐼 + 1
2𝜇0(𝐻𝑀 −𝑀𝐻), (2.9.2)

em que 𝐼 é o tensor isotrópico de 2ª ordem (identidade) e

𝒫𝑚 = 𝜇0𝑛𝑚
1
𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

(𝑑𝑘 ·𝐻) (2.9.3)

representa uma pressão magnética modificada associada à densidade de forças que atua
sobre cada dipolo magnético. Nesse contexto, 𝑛 = 𝑁/𝑉 é o número de densidade de par-
tículas magnéticas, 𝑚 é o momento de dipolo de cada uma delas, suposto constante, 𝑁
é o número absoluto de partículas e 𝑑𝑘 é um vetor unitário orientado na direção do mo-
mento de dipolo de cada uma das partículas. Esse tensor é também rapidamente discutido
por Malvar, Gontijo e Cunha (2017), embora não tenha sido efetivamente empregado na
obtenção dos resultados, pois foi considerado regime superparamagnético no trabalho.

A presença do fluido-base newtoniano contribui com as tensões clássicas associadas
à pressão e às tensões cisalhantes viscosas, modificadas pela presença das partículas, que
introduzem resistência adicional ao escoamento (stresslet). A contribuição do fluido-base
para o tensor é dada por

𝜎ℎ = −𝑝𝐼 + 2𝜂*𝐷, (2.9.4)

em que 𝑝 é o campo de pressão e 𝐷 = (∇𝑢 + ∇𝑢𝑇 ) é o tensor taxa de deformação, a
parte simétrica do gradiente de velocidades. O coeficiente

𝜂* = 𝜂(1 + 5𝜑/2) (2.9.5)

é a viscosidade equivalente de uma suspensão diluída, conforme mostrado por Einstein
(1905). O tensor de tensões que descreve o ferrofluido assimétrico é dado pela composição
de ambas as contribuições:

𝜎 = 𝜎ℎ + 𝜎𝑚 = −(𝑝− 𝒫𝑚)𝐼 + 2𝜂*𝐷 + 1
2𝜇0(𝐻𝑀 −𝑀𝐻). (2.9.6)

O traço desse tensor é dado por

𝑡𝑟(𝜎) = 𝜎𝑖𝑖 = −(𝑝− 𝒫𝑚)𝛿𝑖𝑖 + 2𝜂*𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑖

+ 1
2𝜇0(𝐻𝑖𝑀𝑖 −𝑀𝑖𝐻𝑖) = −3𝑝. (2.9.7)

Sendo o fluido um líquido incompressível, o termo 𝜕𝑢𝑖/𝜕𝑥𝑖 = ∇ ·𝑢 = 0. 𝛿𝑖𝑖 = 3 é o
operador delta de Krönecker com ambos os índices iguais. Dessa maneira, mostra-se que
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a contribuição magnética altera a pressão mecânica (𝑝𝑚) do fluido. A saber,

𝑝𝑚 = −𝜎𝑖𝑖

3 = 𝑝− 𝒫𝑚. (2.9.8)

Todo tensor pode ser escrito em termos de uma contribuição isotrópica e uma
deviatórica, de traço nulo. De maneira geral,

𝜎 = 𝜎𝑖 + 𝜎𝑑 = 1
3𝑡𝑟(𝜎)𝐼 + (𝜎 − 1

3𝑡𝑟(𝜎)𝐼). (2.9.9)

Aplicar essa noção ao tensor em análise fornece

𝜎𝑖 = −(𝑝− 𝒫𝑚)𝐼;

𝜎𝑑 = 2𝜂*𝐷 + 1
2𝜇0(𝐻𝑀 −𝑀𝐻).

(2.9.10)

Por fim, resta mostrar que o tensor de tensões proposto respeita o formalismo
constitutivo no sentido de ser invariante a mudanças no sistema de coordenadas (Material
Frame indifference - MFI). Seja 𝑄 um tensor ortogonal (i.e. 𝑄𝑇 = 𝑄−1) que representa
uma rotação de corpo rígido do sistema de coordenadas. Mais detalhes acerca de transfor-
mação de coordenadas podem ser encontradas em Chandrasekharaiah e Debnath (1994).
Para um tensor de segunda ordem, a transformação do sistema original para um sistema
′ é dada por

𝜎
′ = 𝑄 · 𝜎 ·𝑄𝑇 . (2.9.11)

Com foco no tensor de tensões magnético, é possível mostrar que tanto o vetor
campo 𝐻 quanto o vetor magnetização 𝑀 são objetivos (respeitam o formalismo consti-
tutivo). Isto é,

𝐻
′ = 𝑄 ·𝐻 =⇒ 𝐻

′

𝑖 = 𝑄𝑖𝑝𝐻𝑝;
𝑀

′ = 𝑄 ·𝑀 =⇒ 𝑀
′

𝑗 = 𝑄𝑗𝑞𝑀𝑞.
(2.9.12)

Aplicando isso ao tensor de tensões magnético, obtém-se

𝜎
′

𝑚 = 𝜇0

2 (𝐻 ′
𝑀

′ −𝑀 ′
𝐻

′) = 𝜇0

2 [(𝑄 ·𝐻)(𝑄 ·𝑀) − (𝑄 ·𝑀 )(𝑄 ·𝐻)]. (2.9.13)

O produto escalar entre um tensor e um vetor pode ser comutado desde que se
considere o transposto do primeiro (𝑄·𝑀 = 𝑀 ·𝑄𝑇 ). Aplicar essa noção à transformaçao
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ortogonal proposta para o tensor de tensões fornece

𝜎
′

𝑚 = 𝜇0

2 [𝑄 · (𝐻𝑀 ) ·𝑄𝑇 −𝑄 · (𝑀𝐻) ·𝑄𝑇 ]

= 𝜇0

2 𝑄 · (𝐻𝑀 −𝑀𝐻) ·𝑄𝑇

= 𝑄 · 𝜎𝑚 ·𝑄𝑇 .

(2.9.14)

Portanto, o tensor de tensões magnético obedece à lei de transformação ortogonal.
Sendo invariante a mudanças no sistema de coordenadas, ele é MFI e é adequado como
equação constitutiva. Com isso, a descrição material do ferrofluido fica quase concluída.

2.9.1 A equação do movimento

Com a equação constitutiva em mãos, basta aplicá-lo na equação de Cauchy (eq.
2.8.12) para obter a equação do movimento de um ferrofluido sob campo homogêneo. O
divergente do tensor de tensões é dado por

∇ · 𝜎𝑚 = ∇
(︃
𝜇0𝑛𝑚

1
𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

(𝑑𝑘 ·𝐻)
)︃

+ 𝜇0

2

[︃
𝜕(𝐻𝑗𝑀𝑘)
𝜕𝑥𝑗

𝑒𝑘 − 𝜕(𝑀𝑗𝐻𝑘)
𝜕𝑥𝑗

𝑒𝑘

]︃

= 𝜇0𝑛𝑚
1
𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

[(𝑑𝑘 · ∇)𝐻 ] + 𝜇0

2 ∇ × (𝑀 ×𝐻)

= 𝜇0

(︃
𝑛𝑚

1
𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1
𝑑𝑘

)︃
· ∇𝐻 + 𝜇0

2 ∇ × (𝑀 ×𝐻).

(2.9.15)

Comparando o resultado obtido com as equações 2.3.3 e 2.3.4, nota-se que

(︃
𝑛𝑚

1
𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1
𝑑𝑘

)︃
= 𝑀 , (2.9.16)

o que leva a
∇ · 𝜎𝑚 = 𝜇0(𝑀 · ∇)𝐻 + 𝜇0

2 ∇ × (𝑀 ×𝐻). (2.9.17)

Compondo com a parcela hidrodinâmica, cuja dedução é detalhada em Batchelor
(2000), o divergente do tensor de tensões é dado por

∇ · 𝜎 = −∇𝑝+ 𝜂*∇2𝑢+ 𝜇0(𝑀 · ∇)𝐻 + 𝜇0

2 ∇ × (𝑀 ×𝐻). (2.9.18)

Substituir esse resultado na equação de Cauchy (2.8.12) resulta em

𝜌
𝐷𝑢

𝐷𝑡
= −∇𝑝+ 𝜂*∇2𝑢+ 𝜇0(𝑀 · ∇)𝐻 + 𝜇0

2 ∇ × (𝑀 ×𝐻). (2.9.19)
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É importante ressaltar que 𝑝 = 𝑃 −𝜌𝑔𝑦 aqui é dada tal que seu gradiente é a soma
do próprio ∇𝑃 e da contribuição hidrostática da gravidade, dada pela equação 2.9.1. Essa
é a equação do balanço de forças em um ferrofluido escoando sob campo homogêneo. Os
termos usuais da equação de Navier-Stokes aparecem pela contribuição do fluido-base.
São modificados pela presença das partículas em termos da viscosidade aparente para
uma suspensão diluída de esferas e do termo de torque magnético, que contribui com uma
força líquida sobre a partícula.

2.9.2 Torque magnético sobre o ferrofluido

A equação constitutiva para um fluido newtoniano, assim como em muitos outros
casos, se apresenta como um tensor simétrico. Nesse caso, torques internos estão ausentes
e a equação 2.8.22 resulta no vetor nulo. De fato,

𝜖 : 𝜎 = 0 ⇐⇒ 𝜎𝑖𝑗 = 𝜎𝑗𝑖. (2.9.20)

Ao se observar o tensor de tensões magnético, percebe-se que este é a parte anti-
simétrica do tensor 𝐻𝑀 . Como a equação constitutiva para o ferrofluido é a composição
das decrições hidrodinâmica e magnética, ele perde a característica de tensor simétrico, o
que implica na existência de algum mecanismo de torque interno. Após alguma álgebra,
mostra-se que

𝜖 : (𝜎ℎ + 𝜎𝑚) = −𝑇𝑖 = 0 + 𝜇0

2 (𝐻𝑗𝑀𝑘 −𝐻𝑘𝑀𝑗)𝜖𝑖𝑗𝑘𝑒𝑖

= −𝜇0𝑀𝑗𝐻𝑘𝜖𝑗𝑘𝑖𝑒𝑖

= −𝜇0(𝑀 ×𝐻).

(2.9.21)

O primeiro termo é nulo pois, como já discutido, o tensor hidrodinâmico é a com-
posição de um tensor isotrópico (−𝑝𝐼) com um simétrico (2𝜂𝐷). Do tensor magnético
resulta a expressão para o torque magnético 𝜇0(𝑀×𝐻) sobre a partícula fluida, tal como
obteve Rosensweig (1997) em suas primeiras formulações para a ferrohidrodinâmica. Esse
é mais um indicativo de que o tensor empregado representa corretamente o meio material
em análise.

Ultimamente, o torque magnético atua em cada uma das nanopartículas magnéti-
cas em suspensão no fluido. As Leis de Faxén, originalmente obtidas por Hilding Fáxen e
minuciosamente abordadas em Kim e Karrila (2005) estabelecem uma relação para força
e torque atuantes sobre uma partícula em um escoamento partindo apenas da geometria,
movimento da partícula e velocidade angular do escoamento. Para o torque, a equação é
dada por

𝑇 = 8𝜋𝜂𝑎3(Ω∞ − 𝜔)|𝑥=0. (2.9.22)
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Aqui, 𝑎 é o raio da partícula, Ω∞ é a velocidade angular do escoamento não
perturbado pela partícula e 𝜔, a velocidade angular da própria partícula. O sub-índice
𝑥 = 0 indica que as grandezas são avaliadas no centro da partícula. É imediato notar
que se a partícula está livre de torques, ela gira exatamente com a velocidade angular do
escoamento avaliada em seu centro. A partir dessa perspectiva, fica clara a influência do
torque magnético sobre as nanopartículas. Ele produz uma diferença na velocidade angular
delas que se traduz em uma barreira extra a ser vencida pelas tensões de cisalhamento do
escoamento. Essa noção explica em parte os resultados obtidos por Cunha, Rosa e Dias
(2016) de aumento de viscosidade aparente do ferrofluido mesmo sob efeito de campo
homogêneo. Outros efeitos, como a formação e quebra de agregados de partículas, também
afetam diretamente medições de viscosidade em ferrofluidos.

2.10 Equação de evolução da magnetização

Na equação constitutiva para o ferrofluido em escoamento surge naturalmente a
magnetização do material como variável do problema. Isso significa que a formulação ainda
permanece incompleta, com mais variáveis do que incógnitas a determinar. É necessário
fornecer uma equação adicional para descrever o comportamento da magnetização do
ferrofluido. É razoável supor que tanto o campo magnético quanto o escoamento se apre-
sentem como fatores de influência, uma vez que o torque magnético atua em contra-ponto
ao torque mecânico produzido por cisalhamento do escoamento.

Partindo de hipóteses de quase-equilíbrio, com pequenas influências do escoamento,
Shliomis (2002) propôs uma equação evolutiva para a magnetização em que quatro me-
canismos são responsáveis por alterar o regime magnético do ferrofluido. Ela é dada por

𝐷𝑀

𝐷𝑡
= 1

2𝜉 ×𝑀 − 1
𝜏𝐵

(𝑀 −𝑀0) − 𝜇0

6𝜂𝜑𝑀 × (𝑀 ×𝐻). (2.10.1)

O termo da esquerda representa a derivada material da magnetização 𝑀 . Inclui
o transporte convectivo de magnetização, associado ao próprio movimento das partículas
fluidas. O primeiro termo do lado direito foi incluído de maneira ad hoc e representa ade-
quadamente o efeito da vorticidade 𝜉 sobre a magnetização. É compatível com a noção
fornecida por Faxén, no sentido de que o escoamento procura orientar o giro das partículas
de acordo com a vorticidade. O próximo termo é diretamente associado à condição super-
paramagnética de equilíbrio. Quanto maior a diferença entre a magnetização instantânea
e a de equilíbrio 𝑀0, mais forte é esse termo no sentido de trazê-la para o equilíbrio.
O parâmetro 𝜏𝐵 representa o tempo de relaxação browniano, como discutido na seção
2.5. A rigor, ele pode ser tanto o tempo de Néel quanto o browniano ou mesmo um efe-
tivo entre ambos. Contudo, dada a escala diminuta de tempo associada ao mecanismo de
Néel, 1/𝜏𝑁 ≫ 1, o que levaria a equação simplesmente a 𝑀 = 𝑀0. Em termos físicos, a
magnetização relaxaria ao equilíbrio muito antes de ser influenciada por qualquer outro
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mecanismo. Portanto, assume-se o tempo característico de relaxação como sendo 𝜏𝐵, o
que leva a uma escala compatível tanto com a formulação contínua quanto com o próprio
escoamento. Por fim, o último termo representa o mecanismo de precessão magnética.
É interessante ressaltar que ele é diretamente relacionado ao torque e possui à princípio
um caráter restaurador, no sentido de alinhar campo e magnetização. O coeficiente 𝜑

representa a fração volumétrica de partículas.

A figura 6 mostra esquematicamente a competição entre os 2 mecanismos princi-
pais, a precessão magnética, associada ao torque e a interação com a vorticidade. Enquanto
a precessão tenta restaurar a magnetização ao seu valor de equilíbrio juntamente com o
termo de equilíbrio em si, a vorticidade acaba por diminuir a magnetização ao tentar
alinhá-la consigo.

MMx(MxH)

wxM

w

H

Figura 6 – Representação esquemática dos mecanismos de precessão e vorticidade sobre a partícula.
O primeiro está no mesmo plano da magnetização M e do campo H, enquanto o segundo
encontra-se perpendicular tanto à vorticidade w quanto à própria magnetização.

2.11 Escoamento não-inercial - Hipótese de unidirecionalidade

Seja considerar o escoamento de uma fina camada de fluido entre 2 superfícies.
No exemplo em análise, o fluido escoa por um gradiente de pressão uniforme aplicado
em uma das extremidades do gap entre as superfícies. Seja considerar como direção 𝑥 a
do escoamento e 𝑦 a direção transversal a 𝑥, ainda no plano do escoamento. É bastante
razoável supor que 𝑢 · 𝑒𝑧 = 𝑤 = 0 se efeitos de borda lateral estão ausentes. Se a razão
entre o comprimento 𝐿 na direção do escoamento e o gap ℎ entre as placas é pequena (i.e.
ℎ/𝐿 ≪ 1), a equação da continuidade permite escrever que

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0 =⇒ 𝑈

𝐿
∼ 𝑉

ℎ
=⇒ 𝑈 ≫ 𝑉. (2.11.1)

Aqui, 𝑈 e 𝑉 são as escalas típicas de 𝑢 e 𝑣, respectivamente. Se ambas as placas
são paralelas e 𝑣 = 0 sobre elas (impenetrabilidade), não há razão para existir velocidade
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transversal à direção principal 𝑥. Com isso, ainda da equação da continuidade, observa-se
que

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0. (2.11.2)

Portanto, a velocidade é constante na direção do escoamento. Ela pode, à princípio,
variar tanto em relação à 𝑧 quanto em relação à 𝑦. O fato de 𝑢 ser constante em relação
a 𝑥 implica na ausência de transporte convectivo de momento linear. Matematicamente,
𝑢 · ∇𝑢 = 0. Com isso, a equação do movimento para o fluido é dada simplesmente por

𝜌
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= −𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜂

(︃
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 + 𝜕2𝑢

𝜕𝑧2

)︃
, (2.11.3)

em que 𝜌 é a massa específica do fluido, aqui tomada como constante, 𝑝 = 𝑃 + 𝜌𝑔 · 𝑦 é a
pressão modificada pela contribuição estática da gravidade e 𝜂 é a viscosidade dinâmica
do fluido, também tomada como constante.

Se o arranjo é simétrico em relação a 𝑧 e efeitos de borda são desprezados, não há
porque haver variação de 𝑢 em relação a 𝑧. Nesse limite, a equação se resume simplesmente
a

𝜌
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= −𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜂

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 . (2.11.4)

Em regime permanente, o perfil é parabólico e dado pela Lei de Pouseuille por

𝑢(𝑦) = 𝐺

8𝜂 (ℎ2 − 4𝑦2). (2.11.5)

Contudo, mesmo em regime permanente, a região de entrada das placas ainda está
sujeita à formação das camadas limites no desenvolvimento do perfil de velocidades. Uma
análise de escala de forças inerciais e viscosas nessa região mostra que

|forças inerciais|
|forças viscosas| ∼ 𝜌𝑈2/𝐿

�̇�𝜂/ℎ
= 𝜌𝑈ℎ

𝜂

ℎ

𝐿
= 𝑅𝑒

ℎ

𝐿
. (2.11.6)

Isso significa que se essa relação 𝑅𝑒(ℎ/𝐿) ≪ 1, as forças viscosas dominam a
região de desenvolvimento e o escoamento rapidamente assume o perfil parabólico. Como
a razão de aspecto já é pequena, 𝑅𝑒 não necessita ser necessariamente pequeno. Mesmo
em 𝑅𝑒 ∼ 1, ainda se observa o desenvolvimento rápido do perfil.
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2.11.1 Consequência da undirecionalidade sobre o campo magnético e mag-
netização

O mesmo argumento, associado à hipótese de lubrificação, se aplica aqui. Obser-
vando as Leis de Maxwell para a magnetostática (seção 2.6), nota-se que

𝜕

𝜕𝑥
(𝑀𝑥 +𝐻𝑥) + 𝜕

𝜕𝑦
(𝑀𝑦 +𝐻𝑦) = 0

=⇒
⃒⃒⃒⃒
⃒𝜕(𝑀𝑥 +𝐻𝑥)/𝜕𝑥
𝜕(𝑀𝑦 +𝐻𝑦)/𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒ ∼ ℎ

𝐿
≪ 1

(2.11.7)

e
𝜕𝐻𝑦

𝜕𝑥
− 𝜕𝐻𝑥

𝜕𝑦
= 0

=⇒
⃒⃒⃒⃒
⃒𝜕𝐻𝑦)/𝜕𝑥
𝜕𝐻𝑥)/𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒ ∼ ℎ

𝐿
≪ 1,

(2.11.8)

se o fato de que 𝑀𝑥 ∼ 𝑀𝑦 ∼ 𝑀𝑠 e 𝐻𝑥 ∼ 𝐻𝑦 ∼ 𝐻0 é considerado. Assim, as versões
unidirecionais das equações de Maxwell são dadas por

𝜕

𝜕𝑦
(𝑀𝑦 +𝐻𝑦) = 0 (2.11.9)

e
𝜕𝐻𝑥

𝜕𝑦
= 0. (2.11.10)

Isso é equivalente a afirmar que

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑀𝑥 = 𝑀𝑥(𝑦)
𝑀𝑦 = 𝑀𝑦(𝑦)
𝐻𝑥 = 𝐻𝑥(𝑦)
𝐻𝑦 = 𝐻𝑦(𝑦).

(2.11.11)

Ou seja, assim como a velocidade, tanto campo magnético quanto magnetização
são apenas funções da coordenada espacial transversal (são perfis uniformes ao longo da
direção do escoamento).

2.12 Métodos de solução de equações diferenciais

Após a própria modelagem e formulação do problema, surge a necessidade de se
propor soluções para as equações obtidas. Casos mais simples possuem solução analítica
explícita. Alguns outros métodos de solução exata, como por séries de potência, são empre-
gáveis a uma classe de problemas, como a solução de Blasius para as equações da camada
limite laminar (BATCHELOR, 2000). Em outros casos, quando efeitos não-lineares são
fracos, é possível propor aproximações na forma de expansões assintóticas em torno da

30



solução linear. Nesse caso, são empregados os chamados métodos de perturbação, discu-
tidos a seguir. Por fim, quando se deseja obter uma solução mais geral para um problema
não-linear, podem ser empregados métodos numéricos, que fornecem de maneira geral
soluções convergentes para a solução exata em um número finito de pontos do domínio
de cálculo.

2.12.1 Métodos de perturbação - Perturbação regular

Muitos dos problemas físicos apresentam modelos que dão origem à equações cuja
solução não é trivial ou mesmo inexistente. Usualmente, essas dificuldades matemáticas
têm origem em termos não-lineares associados a mecanismos particulares. Como exemplo,
pode-se citar o movimento de um projétil sob ação da gravidade e da resistência do ar.
Contudo, se a influência de tais mecanismos sobre o comportamento do sistema é pequena
(a resistência do ar é pequena ante a gravidade, no exemplo) e algumas outras condições
são satisfeitas, aproximações assintoticamente precisas podem ser obtidas (HINCH, 1991).
Seja considerar uma equação diferencial ordinária (EDO) do tipo

𝐹 (𝑦, 𝑦′
, 𝑦

′′
, 𝑡, 𝜖) = 0, (2.12.1)

tal que

𝜖 ≪ 1 (2.12.2)

é um parâmetro pequeno associado a eventuais não-linearidades na equação. Uma série
de perturbação é definida como uma série de potências em 𝜖 do tipo

𝑦(𝑡) = 𝑦0(𝑡) + 𝜖𝑦1(𝑡) + 𝜖2𝑦2(𝑡) +𝑂(𝜖3). (2.12.3)

Se a expressão acima é solução da EDO em análise, é razoável supor à priori que
os primeiros termos dela constituem uma boa aproximação ou formalmente, uma solução
ou aproximação por perturbação. Pode-se mostrar que, se a aproximação converge para a
solução exata do problema não-perturbado (𝐹 (𝑦, 𝑦′

, 𝑦
′′
, 𝑡, 𝜖 = 0) = 0) de maneira uniforme

à medida que 𝜖 → 0, a solução obtida representa adequadamente o sistema físico no
domínio restrito a que se propõe (𝜖 ≪ 1).

É importante ressaltar que nem sempre se observa tal convergência da aproxima-
ção. Usualmente, soluções em que o primeiro termo não é adequadamente posto, soluções
que não se aplicam a todo o domínio do problema (ex. problemas de boundary layer) e
etc. De fato, a teoria dos métodos de perturbação se estende muito além de perturbações
regulares e propõe aproximações para as soluções de uma série de problemas em diversas
áreas.
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O método de perturbação regular é um método proposto para contornar a não-
linearidade de equações quando essas são pequenas. Para ilustrar tanto a aplicação quanto
o método em si, considere a equação algébrica (LOGAN, 1997)

𝑥2 − 2𝜖𝑥− 3 = 0. (2.12.4)

Em que 𝜖 > 0 é um parâmetro pequeno. Nesse caso, a solução da equação é trivial
e dada por

𝑥 = 𝜖±
√

3 + 𝜖. (2.12.5)

Se 𝜖 = 0, a equação se reduz a 𝑥2 − 3 = 0, cujas soluções são dadas por 𝑥 = ±
√

3.
Para 𝜖 ̸= 0 porém pequeno, é intuitivo supor que a solução será a solução não perturbada
acrescida de alguma contribuição do termo fraco. Supõe-se então uma solução do tipo

𝑥 = 𝑥0 + 𝜖𝑥1 + 𝜖2𝑥2 + ... (2.12.6)

Substituir a expressão na equação original resulta em

(𝑥0 + 𝜖𝑥1 + 𝜖2𝑥2 + ...)2 − 2𝜖(𝑥0 + 𝜖𝑥1 + 𝜖2𝑥2 + ...) − 3 = 0. (2.12.7)

Agrupar os termos em potências de 𝜖 fornece

𝑥2
0 − 3 − (2𝑥0𝑥1 − 2𝑥0)𝜖+ (𝑥2

1 + 2𝑥0𝑥2 − 2𝑥1)𝜖2 + ... = 0. (2.12.8)

Essa equação pode ser vista como um polinômio em 𝜖 idêntico a zero. Portanto, é
seguro dizer que cada um de seus coeficientes é nulo. Isso dá origem a um sistema com 3
equações, cujas soluções são dadas por

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥0 = ±

√
3

𝑥1 = 1

𝑥2 = ± 1
2
√

3
.

(2.12.9)

Compondo a solução, obtém-se

𝑥 = ±
√

3 + 𝜖± 𝜖2

2
√

3
+ ... (2.12.10)

Comparativamente, o polinômio de Taylor da solução em torno de 𝜖 = 0 é dado
por

𝑥 = ±
√

3 + 𝜖± 𝜖2

2
√

3
+ ... (2.12.11)
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Ou seja, as soluções convergem à medida que 𝜖 → 0. É importante ressaltar que
nesse exemplo, o problema não é fundamentalmente alterado se o termo contendo 𝜖 é
desprezado. Em termos matemáticos, a característica quadrática da solução é mantida.
Isso significa que 𝜖 ≪ 1 realmente representa uma perturbação regular do problema
“original”, 𝑥2 − 3 = 0.

Estender o método à solução de uma EDO é relativamente simples. Seja propor
uma aproximação para a equação, já na forma adimensional

𝑑𝑦

𝑑𝑡
− 𝜖𝑦2 + 𝑦 = 0. (2.12.12)

Equações como essa podem ser utilizadas para modelar a velocidade de um corpo
em um meio resistivo. Como condição inicial, se supõe 𝑦(0) = 𝑦𝑖. Se 𝜖 = 0, a equação se
reduz a

𝑑𝑦

𝑑𝑡
− 𝑦 = 0, (2.12.13)

cuja solução é imediata e dada por

𝑦(𝑡) = 𝑦𝑖𝑒
−𝑡. (2.12.14)

Como feito anteriormente, supõe-se uma solução por expansão em taylor em torno
de 𝜖 = 0 do tipo

𝑦(𝑡) = 𝑦0(𝑡) + 𝜖𝑦1(𝑡) + 𝜖2𝑦2(𝑡) +𝑂(𝜖3). (2.12.15)

Substituir essa expressão na equação original leva a um polinômio em 𝜖 dado por

𝑑𝑦0

𝑑𝑡
+ 𝑦0

+
(︃
𝑑𝑦1

𝑑𝑡
+ 𝑦1 − 𝑦2

0

)︃
𝜖

+
(︃
𝑑𝑦2

𝑑𝑡
+ 𝑦2 − 2𝑦0𝑦1

)︃
𝜖2

+𝑂(𝜖3) = 0.

(2.12.16)

A solução proposta deve se aplicar em todos os pontos do domínio de cálculo,
inclusive no ponto inicial. No instante 𝑡 = 0,

𝑦(0) = 𝑦𝑖 = 𝑦0(0) + 𝜖𝑦1(0) + 𝜖2𝑦2(0) +𝑂(𝜖3). (2.12.17)
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Por igualdade polinomial, observa-se que

𝑦0(0) = 𝑦𝑖;
𝑦1(0) = 0.
𝑦2(0) = 0.

(2.12.18)

Novamente, por igualdade polinomial, cada um dos coeficientes da equação obtida
deve ser identicamente nulo. Fica nítido que a solução para 𝑦0 é a própria solução do
problema não perturbado,

𝑦0(𝑡) = 𝑦𝑖𝑒
−𝑡. (2.12.19)

O termo de ordem 𝑂(𝜖) fornece a EDO linear não-homogênea para 𝑦1, dada por

𝑑𝑦1

𝑑𝑡
+ 𝑦1 − 𝑦2

𝑖 𝑒
−2𝑡 = 0. (2.12.20)

A solução desta equação é imediata e pode ser escrita como

𝑦1(𝑡) = 𝑦2
𝑖 𝑒

−2𝑡(𝑒𝑡 − 1). (2.12.21)

Similarmente, o termo de ordem 𝜖2 fornece

𝑑𝑦2

𝑑𝑡
+ 𝑦2 − 2𝑦3

𝑖 𝑒
−3𝑡(𝑒𝑡 − 1) = 0, (2.12.22)

cuja solução é igualmente simples,

𝑦2(𝑡) = 𝑦3
𝑖 𝑒

−3𝑡(𝑒𝑡 − 1)2. (2.12.23)

Compor os primeiros três termos da solução na forma proposta resulta em

𝑦(𝑡) = 𝑦𝑖𝑒
−𝑡 + [𝑦2

𝑖 𝑒
−2𝑡(𝑒𝑡 − 1)]𝜖+ [𝑦3

𝑖 𝑒
−3𝑡(𝑒𝑡 − 1)2]𝜖2 +𝑂(𝜖3). (2.12.24)

Esse é um exemplo incomum em que uma solução analítica direta para a EDO
não-linear está disponível e é relativamente simples. Se 𝑦𝑖 = 1 para simplificar a notação,

𝑦𝑒𝑥(𝑡) = 𝑒−𝑡

1 + 𝜖(𝑒−𝑡 − 1) , (2.12.25)

cuja expansão em Taylor ao redor de 𝜖 = 0 é dada por

𝑦𝑒𝑥(𝑡) = 𝑒−𝑡 − [𝑒−𝑡(𝑒−𝑡 − 1)]𝜖+ [𝑒−𝑡(𝑒−𝑡 − 1)2]𝜖2 +𝑂(𝜖3). (2.12.26)
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Para a mesma condição inicial, a aproximação por perturbação se torna

𝑦(𝑡) = 𝑒−𝑡 + [𝑒−2𝑡(𝑒𝑡 − 1)]𝜖+ [𝑒−3𝑡(𝑒𝑡 − 1)2]𝜖2 +𝑂(𝜖3). (2.12.27)

As expressões são idênticas e convergem no intervalo 𝑡 = [0,∞], o que mostra que
a solução assintótica obtida pelo método de perturbações regulares é adequada.

Em ambos os exemplos mostrados aqui, o método de perturbações regulares foi
capaz de derivar expressões que representam as soluções reais do problema para 𝜖 ≪ 1.
Logan (1997), de maneira mais geral e Hinch (1991), aplicado a problemas em Mecânica
dos Fluidos, trazem uma série de outras abordagens capazes de produzir aproximações
assintoticamente precisas para várias classes de problemas. Outras limitações do método
de perturbações regulares são também discutidas em detalhes pelos autores.

2.12.2 Problema de valor de contorno - Método das diferenças finitas

Uma maneira alternativa de solucionar equações diferenciais possibilitada pelo
rápido aumento do poder computacional das últimas décadas é composta pelos denomi-
nados métodos numéricos. De maneira geral, consistem em aproximações discretas para as
equações dentro do domínio de cálculo proposto. O método aqui abordado, das diferenças
finitas, é especialmente útil quando se lida com problemas de valor de contorno (PVC),
em que a função procurada assume valores específicos em regiões determinadas do domí-
nio. Um exemplo clássico desse tipo de problema é o escoamento entre placas utilizado
por Newton para definir primordialmente a viscosidade de um fluido. Nesse problema,
uma lâmina de fluido é inserida entre duas placas e uma delas é puxada com velocidade
𝑈 . A outra permanece estática. Por interações moleculares, as camadas de fluido imedi-
atamente próximas às placas estão nelas aderidas e consequentemente possuem a mesma
velocidade delas. Matematicamente, isso representa um PVC, pois para determinar o per-
fil de velocidades na lâmina de fluido é necessário resolver uma equação diferencial cuja
solução assume valores definidos em duas regiões distintas do domínio.

O método das diferenças finitas (MDF) se baseia no princípio de obter aproxi-
mações algébricas para as derivadas da função-solução um número 𝑁 finito de pontos
do domínio, de maneira que a aproximação convirja para a solução exata à medida que
𝑁 → ∞ (LEVEQUE, 2007).

A maneira mais conhecida e usual de aproximar pontos e derivadas de uma função
𝑢 = 𝑢(𝑥) qualquer em torno de um ponto �̄� é escrever o polinômio de Taylor em torno
desse ponto,

𝑢(�̄�+ ℎ) = 𝑢(�̄�) + 𝑢
′(�̄�)ℎ+𝑂(ℎ2);

𝑢(�̄�− ℎ) = 𝑢(�̄�) − 𝑢
′(�̄�)ℎ+𝑂(ℎ2).

(2.12.28)
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em que ℎ é um passo constante de malha. Isolar 𝑢′(�̄�) nos dois casos resulta em

𝑢
′(�̄�) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑢(�̄�+ ℎ) − 𝑢(�̄�)

ℎ
+𝑂(ℎ)

𝑢(�̄�) − 𝑢(�̄�− ℎ)
ℎ

+𝑂(ℎ).
(2.12.29)

Essas expressões constituem as aproximações de primeira ordem adiantada e atra-
sada para 𝑢′(�̄�). As denominações “adiantada” e “atrasada” se referem ao fato de a deri-
vada ser aproximada pelos valores da função em pontos posteriores ou anteriores ao ponto
desejado, respectivamente.

Uma outra maneira de definir uma aproximação para a derivada de 1ª ordem é
compondo as aproximações em série de Taylor até a segunda ordem.

𝑢(�̄�+ ℎ) = 𝑢(�̄�) + 𝑢
′(�̄�)ℎ+ 𝑢

′′(�̄�)ℎ2

2 +𝑂(ℎ3);

𝑢(�̄�− ℎ) = 𝑢(�̄�) − 𝑢
′(�̄�)ℎ+ 𝑢

′′(�̄�)ℎ2

2 +𝑂(ℎ3).
(2.12.30)

Isolar 𝑢′′(�̄�) em uma das expressões, substituir na outra e isolar 𝑢′(�̄�) fornece

𝑢
′(�̄�) = 𝑢(�̄�+ ℎ) − 𝑢(�̄�− ℎ)

2ℎ +𝑂(ℎ2). (2.12.31)

A ordem de convergência quadrática surge a custo da avaliação de 2 pontos vizi-
nhos a �̄�, em vez de apenas um. LeVeque (2007) apresenta testes numéricos e demonstra
propriamente as ordens de convergência para as aproximações apresentadas.

Para se obter a derivada de 2ª ordem, o procedimento é análogo. Partindo das
expansões em 2.12.30, basta isolar 𝑢′(�̄�) em uma delas e substituir na outra para encontrar

𝑢
′′(�̄�) = 𝑢(�̄�+ ℎ) − 2𝑢(�̄�) + 𝑢(�̄�− ℎ)

ℎ2 +𝑂(ℎ) (2.12.32)

São necessários 2 pontos vizinhos a 𝑢(�̄�) para obter uma aproximação de apenas
primeira ordem em ℎ. É importante notar que todas as aproximações aqui apresentadas
supõem passo de malha constante (i.e. 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1 = 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖).

No caso de passo de malha variável, o procedimento é análogo, com apenas algumas
complicações algébricas a mais. Seja considerar a mesma função 𝑢 = 𝑢(𝑥) em torno de
algum ponto �̄�. Contudo, agora serão considerados dois passos distintos ℎ1 e ℎ2 de tal
sorte que 𝑥𝑖+1 − �̄� = ℎ1 e �̄� − 𝑥𝑖−1 = ℎ2. Isto é, ℎ1 é o passo acima de �̄� e ℎ2 é o passo
abaixo. Expandir 𝑢 em Taylor nas duas direções em torno de �̄� fornece

𝑢(�̄�+ ℎ1) = 𝑢(�̄�) + 𝑢
′(�̄�)ℎ1 + 𝑢

′′(�̄�)ℎ2
1

2 +𝑂(ℎ3
1);

𝑢(�̄�− ℎ2) = 𝑢(�̄�) − 𝑢
′(�̄�)ℎ2 + 𝑢

′′(�̄�)ℎ2
2

2 +𝑂(ℎ3
2).

(2.12.33)
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As mesmas manipulações algébricas empregadas para definir a aproximação central
para a derivada primeira (equação 2.12.31) são realizadas para se obter

𝑢
′(�̄�) = ℎ2

ℎ1(ℎ1 + ℎ2)
𝑢(�̄�+ ℎ1) + ℎ1 − ℎ2

ℎ1ℎ2
𝑢(�̄�) − ℎ1

ℎ2(ℎ1 + ℎ2)
𝑢(�̄�− ℎ2)

+𝑂

(︃
ℎ1ℎ

2
2

ℎ1 + ℎ2

)︃
.

(2.12.34)

A ordem de convergência quadrática se mantém, mesmo com passo variável. Re-
petir o procedimento adotado para obtenção da aproximação para a segunda derivada
(equação 2.12.32) fornece

𝑢
′′(�̄�) = 2

ℎ1(ℎ1 + ℎ2)
𝑢(�̄�+ ℎ1) − 2

ℎ1ℎ2
𝑢(�̄�) + 2

ℎ2(ℎ1 + ℎ2)
𝑢(�̄�− ℎ2)

+𝑂
(︃

ℎ1ℎ2

ℎ1 + ℎ2

)︃
.

(2.12.35)

Essa aproximação ainda mantém a ordem linear de convergência. É bastante inte-
ressante notar que, se ℎ1 = ℎ2, as aproximações se reduzem exatamente às aproximações
para passo constante. Isso é mais um indicativo de que elas foram corretamente obtidas.

Com essas aproximações e suas ordens de convergência definidas, qualquer PVC
de 2ª ordem em regime permanente pode ter sua solução aproximada. É claro que tam-
bém é necessário o emprego de algum método para a solução do sistema de equações
algébricas resultante das aproximações. Alguns métodos e algoritmos de implementação
são discutidos em detalhes em Burden e Faires (2004).
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3 Formulação do Problema

Neste capítulo é apresentada a formulação do
escoamento do ferrofluido entre placas para-
lelas sujeito a um campo externo homogêneo.
Os parâmetros adimensionais são definidos e
determinados nas equações.

3.1 Aspectos gerais

O problema em análise consiste no escoamento de um ferrofluido por entre duas
placas paralelas. Esse é gerado por um gradiente de pressão uniforme aplicado entre as
extremidades da placa. Além disso, uma fonte gera um campo homogêneo orientado na
direção do escoamento, no sentido das velocidades. A figura 7 mostra uma representação
esquemática do fenômeno e o sistema de coordenadas adotado na descrição.

x

u=u(y)
y

d

h

L

Zona de desenvolvimento Escoamento desenvolvido

H(y)

Ho

Fonte de campo
Figura 7 – Representação esquemática do escoamento, da bobina e do sistema de referência adotado.

A fonte de campo representa uma bobina, tipicamente utilizada para obtenção de campos
homogêneos sobre escoamentos em capilares. 𝐻0 indica o campo produzido diretamente pela
fonte de campo, externa ao fluido.

O campo externo aplicado sobre o ferrofluido é originalmente homogêneo. De ma-
neira geral, ele pode assumir qualquer direção no plano e sua intensidade é 𝐻0. Isto é,

𝐻0 = 𝐻0(cos 𝜃𝑒𝑥 + sin 𝜃𝑒𝑦), (3.1.1)

em que 𝜃 é o ângulo entre 𝐻0 e a horizontal, medido no sentido anti-horário.
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3.1.1 Escoamento de lubrificação totalmente desenvolvido

A região de entrada das placas é delimitada por 𝑑. Ela se caracteriza por ser uma
região em que efeitos inerciais ainda estão presentes e as camadas limites produzidas por
cada uma das placas ainda não se encontraram para formar o perfil de velocidades. Uma
análise de escala entre as forças inerciais e viscosas nessa região como a feita na equação
2.11.6 fornece

|forças inerciais|
|forças viscosas| = 𝑅𝑒

ℎ

𝐿
≪ 1. (3.1.2)

Essa condição é respeitada mesmo para 𝑅𝑒 ∼ 1, visto que se supõe a razão de
aspecto ℎ/𝐿 ≪ 1. Com isso, as forças viscosas dominam mesmo na região de desenvolvi-
mento e o perfil é rapidamente formado. Isso permite afirmar que 𝑑/𝐿 ≪ 1.

A pequena razão de aspecto, associada ao paralelismo entre as placas é também
suficiente para se supor unidirecionalidade do escoamento. Pelo exposto na seção 2.11, é
seguro assumir que

𝑢 = 𝑢(𝑦)𝑒𝑥. (3.1.3)

Essa hipótese, como será visto adiante, significa que efeitos inerciais estão ausentes.
Embora existam variações nas velocidades entre as lâminas de fluido, cada partícula fluida
mantém sua velocidade constante ao longo do escoamento.

3.2 Solução do campo magnetostático unidirecional

As equações de Maxwell, associadas às condições de contorno magnéticas, permi-
tem obter o campo 𝐻 atuante sobre o ferrofluido. Da análise de escalas proposta na seção
2.11,

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑀𝑥 = 𝑀𝑥(𝑦)
𝑀𝑦 = 𝑀𝑦(𝑦)
𝐻𝑥 = 𝐻𝑥(𝑦)
𝐻𝑦 = 𝐻𝑦(𝑦).

(3.2.1)

Com isso, as equações de Maxwell no limite magnetostático (seção 2.6) se tornam

∇ ·𝐵 = 0 =⇒ 𝜕(𝐻𝑦 +𝑀𝑦)
𝜕𝑦

= 0 (3.2.2)

e
∇ ×𝐻 = 0 =⇒ 𝜕𝐻𝑥

𝜕𝑦
= 0. (3.2.3)
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As condições de contorno para as equações 3.2.2 e 3.2.3 (seção 2.7) são dadas por

⎧⎨⎩ 𝐻𝑥𝑤 = 𝐻0𝑥

𝐻𝑦𝑤 = 𝐻0𝑦 −𝑀𝑦𝑤,
(3.2.4)

em que o sub-índice 𝑤 indica a placa inferior. Integrar a equação 3.2.2 do contorno até
um ponto arbitrário no domínio fornece

ˆ 𝐻𝑦

𝐻𝑦𝑤

𝑑𝐻𝑦

𝑑𝑦
𝑑𝑦 +

ˆ 𝑀𝑦

𝑀𝑦𝑤

𝑑𝑀𝑦

𝑑𝑦
𝑑𝑦 = 0 =⇒

𝐻𝑦(𝑦) = 𝐻𝑦𝑤 −𝑀𝑦(𝑦) +𝑀𝑦𝑤.

(3.2.5)

Mas, das condições de contorno, 𝐻𝑦𝑤 = 𝐻0𝑦 −𝑀𝑦𝑤. Assim,

𝐻𝑦(𝑦) = 𝐻0𝑦 −𝑀𝑦(𝑦). (3.2.6)

Para a equação 3.2.3, o procedimento é análogo.

ˆ 𝐻𝑥

𝐻𝑥𝑤

𝑑𝐻𝑥

𝑑𝑦
𝑑𝑦 = 0 =⇒

𝐻𝑥 = 𝐻𝑥𝑤 = 𝐻0𝑥∀ 𝑥.

(3.2.7)

Ou seja, o campo longitudinal é constante e igual ao campo externo aplicado. Já
o campo transversal é influenciado pela magnetização e varia ao longo do perfil. Assim, o
campo percebido pelo ferro fluido é dado por

𝐻 = 𝐻0𝑥𝑒𝑥 + (𝐻0𝑦 −𝑀𝑦(𝑦))𝑒𝑦. (3.2.8)

Esse campo será empregado na formulação das equações hidrodinâmica e de evo-
lução da magnetização.

3.3 Equação hidrodinâmica

Da unidirecionalidade de 𝑢, é imediato concluir que o termo convectivo é nulo, i.e.

(𝑢 · ∇)𝑢 = 0. (3.3.1)
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Com isso, em regime permanente, a equação de Navier-Stokes para o ferrofluido
se reduz a

0 = 𝜂*∇2𝑢− ∇𝑝+ 𝜇0[(𝑀 · ∇)𝐻 + 1
2∇ × (𝑀 ×𝐻)]. (3.3.2)

Novamente, a unidirecionalidade da velocidade reduz o termo viscoso a

∇2𝑢 = 𝑑2𝑢

𝑑𝑦2𝑒𝑥. (3.3.3)

O termo magnético, considerando os fatos de que 𝑀 = 𝑀 (𝑦) e 𝐻 = 𝐻(𝑦) possui
a forma da equação 3.2.8, é dado por

𝜇0[(𝑀 · ∇)𝐻 + 1
2∇ × (𝑀 ×𝐻)] =

𝜇0

2
𝑑

𝑑𝑦
(𝑀𝑥𝐻𝑦 −𝑀𝑦𝐻𝑥) 𝑒𝑥 + 𝜇0𝑀𝑦

𝑑𝐻𝑦

𝑑𝑦
𝑒𝑦.

(3.3.4)

Com isso, as componentes da equação hidrodinâmica no plano se tornam

−𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜂*𝑑

2𝑢

𝑑𝑦2 + 𝜇0

2
𝑑

𝑑𝑦
(𝑀𝑥𝐻𝑦 −𝑀𝑦𝐻𝑥) = 0 (3.3.5)

e
𝜕𝑝

𝜕𝑦
= 𝜇0𝑀𝑦

𝑑𝐻𝑦

𝑑𝑦
. (3.3.6)

Considerando a forma do campo, expressa pela equação 3.2.8, é possível escrever

𝜕𝑝

𝜕𝑦
= −𝜇0

2
𝑑𝑀2

𝑦

𝑑𝑦
. (3.3.7)

Essa contribuição extra à pressão é de natureza hidrostática, pois atua transver-
salmente ao escoamento. Pode-se redefinir a pressão como sendo

𝑝* = 𝑝− 𝜇0

2 𝑀
2
𝑦 . (3.3.8)

De maneira que

∇𝑝 = 𝜕𝑝

𝜕𝑥
𝑒𝑥 − 𝜇0𝑀𝑦

𝑑𝑀𝑦

𝑑𝑦
𝑒𝑦 (3.3.9)

e 𝑝* = 𝑝*(𝑥) = 𝑝0 −𝐺𝑥, em que

𝐺 = −𝑝*′(𝑥) = 𝑝0 − 𝑝(𝑥 = 𝐿)
𝐿

/𝐿 (3.3.10)
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é o gradiente de pressão longitudinal constante responsável pelo escoamento. De todo o
exposto, a forma final da equação hidrodinâmica que descreve o escoamento é dada por

𝜂*𝑑
2𝑢

𝑑𝑦2 +𝐺+ 𝜇0

2
𝑑

𝑑𝑦
(𝑀𝑥(𝐻0𝑦 −𝑀𝑦) −𝑀𝑦𝐻0𝑥) = 0. (3.3.11)

3.4 Equação de evolução da magnetização

Os fatos de que 𝑀 = 𝑀 (𝑦) e 𝑢 = 𝑢(𝑦)𝑒𝑥 levam à nulidade do termo convectivo
na equação 2.10.1. Ou seja,

(𝑢 · ∇)𝑀 =
(︃
𝑢
𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑦

)︃
𝑒𝑥

+
(︃
𝑢
𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑦

)︃
𝑒𝑦 = 0.

(3.4.1)

Com isso, a equação se torna

0 = 1
2𝜉 ×𝑀 − 1

𝜏𝐵

(𝑀 −𝑀0) − 𝜇0

6𝜂𝜑𝑀 × (𝑀 ×𝐻). (3.4.2)

Em termos das componentes no plano,

1
2
𝑑𝑢

𝑑𝑦
𝑀𝑦 − 1

𝜏𝐵

(𝑀𝑥 −𝑀0𝑥) − 𝜇0

6𝜂𝜑 [𝑀𝑥𝑀𝑦(𝐻0𝑦 −𝑀𝑦) −𝐻0𝑥𝑀
2
𝑦 ] = 0 (3.4.3)

na direção 𝑥 e

1
2
𝑑𝑢

𝑑𝑦
𝑀𝑥 + 1

𝜏𝐵

(𝑀𝑦 −𝑀0𝑦) + 𝜇0

6𝜂𝜑 [𝑀𝑥𝑀𝑦𝐻0𝑥 − (𝐻0𝑦 −𝑀𝑦)𝑀2
𝑥 ] = 0 (3.4.4)

na direção 𝑦.

3.5 Magnetização de equilíbrio

Para soluções com fração volumétrica de até 𝜑 = 10%, a correção 𝑂(𝜑) proposta
por IVANOV; KUZNETSOVA (2002) representa bem resultados experimentais. Portanto,
a magnetização de equilíbrio empregada no modelo é dada por

𝑀0 = 𝑀𝑠[ℒ(𝛼) + (𝜑𝜆)𝐸(𝛼)]ℎ̂ (3.5.1)

em que
𝐸(𝛼) = 𝜋

3

(︂24
𝛼

)︂
ℒ(𝛼)

(︂ 1
𝛼

− 𝛼csch2(𝛼)
)︂
. (3.5.2)
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O parâmetro 𝛼 = 𝑚𝐻/𝑘𝐵𝑇 , que pode ser interpretado como um campo aplicado
adimensional, é naturalmente proporcional ao módulo do campo 𝐻 no ponto em análise.
Da equação 3.2.8, nota-se que

𝛼 = 𝛼0
|𝐻|
𝐻0

= 𝑚

𝑘𝐵𝑇
[𝐻2

0𝑥 + (𝐻0𝑦 −𝑀𝑦)2]1/2. (3.5.3)

Além disso, no caso geral, a magnetização de equilíbrio tem orientação igual à do
campo aplicado. Tal fato leva à,

𝑀0𝑥 = 𝑀0
𝐻0𝑥

[𝐻2
0𝑥 + (𝐻0𝑦 −𝑀𝑦)2]1/2 (3.5.4)

e
𝑀0𝑦 = 𝑀0

𝐻0𝑦 −𝑀𝑦

[𝐻2
0𝑥 + (𝐻0𝑦 −𝑀𝑦)2]1/2 . (3.5.5)

Do exposto, nota-se que, nesse modelo, a magnetização de equilíbrio é função
da própria magnetização do fluido, pois esta influência localmente o campo. A solução
simultânea deve considerar essas equações.

3.6 Adimensionalização proposta para as equações

De maneira a tornar a solução do problema mais abrangente, são definidos grupos
adimensionais que relacionam os parâmetros físicos e geométricos do modelo. Eles também
facilitam a interpretação dos resultados obtidos.

3.6.1 Escalas típicas

Com as equações governantes em suas versões finais, torna-se possível definir as
escalas típicas para as variáveis do problema e os parâmetros adimensionais associados a
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cada conjunto de fenômenos. As escalas tomadas se seguem:

𝑢 ∼ 𝑢;

𝑀 ,𝑀0 ∼ 𝑀𝑠;

𝐻 ∼ 𝐻0;

∇ ∼ 1
ℎ

;

𝑝 ∼ 𝜂�̇� = 𝜂
𝑢

ℎ
;

𝜉 ∼ �̇� = 𝑢

ℎ
;

(3.6.1)

em que 𝑀𝑠 é a magnetização de saturação do fluido, ℎ é o gap entre as placas e �̇� = 𝑢/ℎ

é a taxa média de cisalhamento do escoamento. Note que 𝑢 é a velocidade média do
escoamento não perturbado (Pouseuille). O campo aplicado é adimensionalizado pelo
valor aplicado externamente 𝐻0. As magnetizações por sua vez são adimensionalizadas
pelo valor máximo, de maneira que seus módulos variem entre 0 e 1. Por fim, é importante
ressaltar que a adimensionalização da pressão foi tomada por uma escala de forças viscosas
e não de pressão dinâmica (Bernoulli), como é feito usualmente. Essa decisão se baseia
no fato das forças hidrodinâmicas relevantes no modelo serem essencialmente viscosas. A
consequência prática disso é o fato do número de 𝑅𝑒 ser suprimido das equações, como
será visto a seguir.
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3.6.2 Parâmetros adimensionais

As escalas típicas, quando aplicadas às equações governantes, fazem surgir os se-
guintes parâmetros adimensionais:

𝑅𝑒 = 𝜌𝑢ℎ

𝜂
;

𝑅𝑒𝑚 = 1
2
𝜇0𝑀𝑑𝐻0

𝜂𝑢/ℎ
= 9𝛼0

4𝑃𝑒 ;

𝑃𝑒 = 𝜏𝐵

𝜏𝑐

= 𝑎2/𝐷

ℎ/𝑢
= 6𝜋𝜂𝑎3𝑢

ℎ𝑘𝐵𝑇
;

𝛼0 = 𝜇0
𝑚𝐻0

𝑘𝐵𝑇
;

𝜒𝑀 = 𝑀𝑠

𝐻0
= 6𝜆𝜑

𝛼0
;

𝐺𝜂 = ℎ2

𝜂𝑢
𝐺;

𝐺𝜌 = ℎ

𝜌𝑢2𝐺 =⇒ 𝐺𝜂 = 𝑅𝑒𝐺𝜌.

(3.6.2)

O parâmetro 𝑅𝑒 é o clássico número de Reynolds, que indica importância relativa
entre forças convectivas (𝜌𝑢2) e viscosas (𝜂𝑢/ℎ). Já 𝑅𝑒𝑚 é definido como número de Rey-
nolds magnético, pois compara forças magnéticas (𝜇0𝑀𝑑𝐻0) com viscosas (forças hidrodi-
nâmicas dominantes no problema). É importante ressaltar que 𝑀𝑑 = 𝑀𝑠/𝜑 representa a
magnetização bulk do sólido constituinte das partículas. O número de Péclet 𝑃𝑒 compara,
no contexto físico presente, o tempo de relaxação magnética (𝜏𝐵 = 𝑎2/𝐷 = 6𝜋𝜂𝑎/(𝑘𝑇 ))
com uma escala de tempo característica do escoamento (𝜏𝑐 = ℎ/𝑢). Ele indica o quão
rápido age o mecanismo do escoamento em relação ao mecanismo de difusão Browniana.
O parâmetro 𝛼0, como definido na seção 2.4, relaciona forças magnéticas (𝑚 é o momento
de dipolo associado a uma partícula magnética e 𝐻0 é o módulo do campo aplicado sobre
o ferrofluido) e interações brownianas entre partícula e fluido (𝑘𝐵 representa a constante
de Boltzmann e 𝑇 a temperatura absoluta do fluido, fatores que compõem a energia de
atuação browniana) atuantes diretamente sobre a partícula magnética. A suscetibilidade
magnética 𝜒𝑀 , apesar do nome, é apenas uma relação entre a magnetização de saturação
do ferrofluido e o campo externo aplicado. Ela surge das escalas definidas para 𝑀 e 𝐻
serem distintas e é de fato uma função dos parâmetros independentes do problema (𝛼0,
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𝑃𝑒, 𝜑 e 𝜆). Por fim, o parâmetro 𝐺𝜂 é o gradiente adimensional de pressão. O sub-índice
𝜂 indica que a adimensionalização utilizada emprega a escala viscosa de pressão (𝑝 ∼ 𝜂�̇�),
e não a clássica escala convectiva (𝑝 ∼ 𝜌𝑢2).

3.6.3 Adimensionalização das equações

As escalas típicas, quando aplicadas nas equações 3.3.2 e 3.4.2 resultam em

0 = −𝜂𝑢

ℎ2 ∇𝑝+ 𝜂*𝑢

ℎ2 ∇2u + 1
2
𝜇0𝜑𝑀𝑑𝐻0

ℎ
∇ × (M × H) (3.6.3)

e
0 = 1

2
𝑀𝑠𝑢

ℎ
𝜉 ×𝑀 − 𝑀𝑠

𝜏𝐵

(𝑀 −𝑀0) − 1
6
𝜇0𝜑𝑀

2
𝑑𝐻0

𝜂𝜑
𝑀 × (𝑀 ×𝐻). (3.6.4)

Algumas manipulações algébricas permitem reescrever

0 = −∇𝑝+ 𝑓(𝜑)∇2u + 9𝜑
4
𝛼0

𝑃𝑒
∇ × (M × H) (3.6.5)

e
0 = 1

2(𝜉 ×𝑀 )𝑃𝑒− (𝑀 −𝑀0) − 3𝛼0

4 𝑀 × (𝑀 ×𝐻), (3.6.6)

em que 𝑓(𝜑) = 1 + 5𝜑/2 foi empregada para simplificar notação. Essas são as equações
vetoriais adimensionais que regem o problema. Ficam claras as influências de cada parâ-
metro sobre a resposta do modelo. Quando aumentado 𝛼0, tanto o termo de precessão
quanto o termo de equilíbrio são fortalecidos na equação. Além disso, o escoamento per-
cebe efeitos magnéticos mais intensos. Por outro lado, aumentar 𝑃𝑒 significa aumentar
a influência do escoamento sobre o regime de magnetização. Altos 𝑃𝑒 representam um
regime muito fora do equilíbrio, em que o cisalhamento perturba de maneira influente a
magnetização. A equação hidrodinâmica adimensional na componente longitudinal é dada
por

𝑓(𝜑)𝑑
2𝑢

𝑑𝑦2 +𝐺+ 9𝜑
4
𝛼0

𝑃𝑒

𝑑

𝑑𝑦
(𝑀𝑥(𝜆𝑦 − 𝜒𝑀𝑀𝑦) −𝑀𝑦𝜆𝑥) = 0, (3.6.7)

em que 𝐺 foi empregado no lugar de 𝐺𝜂 e 𝜆𝑥 = cos 𝜃 e 𝜆𝑦 = sin 𝜃, que indicam a direção do
campo externo aplicado, foram empregados para simplificar a notação. As componentes
escalares da equação de evolução, na versão adimensional, podem ser escritas como

𝑃𝑒

2
𝑑𝑢

𝑑𝑦
𝑀𝑦 − (𝑀𝑥 −𝑀0𝑥) − 3𝛼0

4 [𝑀𝑥𝑀𝑦(𝜆𝑦 − 𝜒𝑀𝑀𝑦) − 𝜆𝑥𝑀
2
𝑦 ] = 0 (3.6.8)

e
𝑃𝑒

2
𝑑𝑢

𝑑𝑦
𝑀𝑥 + (𝑀𝑦 −𝑀0𝑦) + 3𝛼0

4 [𝑀𝑥𝑀𝑦𝜆𝑥 − (𝜆𝑦 − 𝜒𝑀𝑀𝑦)𝑀2
𝑥 ] = 0. (3.6.9)
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Por fim, as magnetizações de equilíbrio adimensionais são dadas por

𝑀0𝑥 =
[︂
ℒ(𝛼) + (𝜑𝜆)𝜋3

(︂24
𝛼

)︂
ℒ(𝛼)

(︂ 1
𝛼

− 𝛼csch2(𝛼)
)︂]︂

𝜆𝑥

[𝜆2
𝑥 + (𝜆𝑦 − 𝜒𝑀𝑀𝑦)2]1/2 (3.6.10)

e

𝑀0𝑦 =
[︂
ℒ(𝛼) + (𝜑𝜆)𝜋3

(︂24
𝛼

)︂
ℒ(𝛼)

(︂ 1
𝛼

− 𝛼csch2(𝛼)
)︂]︂

𝜆𝑦 − 𝜒𝑀𝑀𝑦

[𝜆2
𝑥 + (𝜆𝑦 − 𝜒𝑀𝑀𝑦)2]1/2 , (3.6.11)

em que
𝛼 = 𝛼0[𝜆2

𝑥 + (𝜆𝑦 − 𝜒𝑀𝑀𝑦)2]1/2. (3.6.12)

As equações , 3.6.7, 3.6.8, 3.6.9, 3.6.10 e 3.6.11 constituem as equações que des-
crevem o movimento e a magnetização do escoamento de ferrofluido em questão.

3.7 Definição de viscosidade relativa

Um parâmetro de fundamental relavância na descrição do problema é a viscosidade
relativa adimensional (𝜂𝜑/𝜂), definida a partir do escoamento original de Pouseuille. Para
um fluido newtoniano em escoamento unidirecional entre placas paralelas, a equação de
Navier-Stokes na direção 𝑥 fornece

𝑑2𝑢

𝑑𝑦2 = −𝐺, (3.7.1)

em que 𝐺 = 𝐺𝜂 foi empregado por simplicidade de notação. A solução dessa equação
com as condições de contorno de não-escorregamento (𝑢(1/2) = 𝑢(−1/2) = 0) fornece o
clássico perfil parabólico de Pouseuille adimensional.

𝑢(𝑦) = −𝐺
8 (4𝑦2 − 1). (3.7.2)

A vazão adimensional é dada por

𝑄 = 𝐺

12 = 1. (3.7.3)

Em termos dimensionais,

𝑄*

𝑢ℎ𝑡
𝑢ℎ𝑡 = 𝑢ℎ𝑡

1
12
𝐺*ℎ2

𝜂𝑢
=⇒ 𝜂 = 𝐺*ℎ3𝑡

12𝑄* , (3.7.4)

em que 𝑄* representa a vazão dimensional, 𝐺*, o gradiente de pressão dimensional e t,
largura das placas. Se efeitos associados à presença de partículas dispersas no fluido estão
presentes (viscosidade de Einstein e efeitos magnéticos), é possível escrever

𝜂𝜑 =
𝐺*

𝑒𝑓ℎ
3𝑡

12𝑄* . (3.7.5)
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𝐺*
𝑒𝑓 é o gradiente de pressão efetivo dimensional. Dividir a eq. 3.7.5 por 𝜂 fornece

𝜂𝜑

𝜂
=
𝐺*

𝑒𝑓ℎ
3𝑡

12𝑄*𝜂
. (3.7.6)

Finalmente, multiplicando e dividindo-se o lado direito da eq. 3.7.6 por 𝑢 obtém-se

𝜂𝜑

𝜂
= 1

12

(︃
𝑢ℎ𝑡

𝑄*

)︃(︃
𝐺*

𝑒𝑓ℎ
2

𝑢𝜂

)︃
= 𝐺𝑒𝑓

12 . (3.7.7)

A eq. 3.7.7 é a definição de viscosidade relativa utilizada para obtenção dos re-
sultados. Ela representa propriamente uma viscosidade na parede, associada a perda de
carga, pois se relaciona com o gradiente efetivo de pressão e consequentemente com o
fator de atrito.

Para exibição dos resultados, definiu-se

Δ𝜂𝜑

𝜂
= 𝜂𝜑

𝜂
−
(︃

1 + 5𝜑
2

)︃
, (3.7.8)

de maneira a isolar os efeitos produzidos pelas interações magnéticas. Essa grandeza é a
versão adimensional do que SHLIOMIS (2002) definiu como viscosidade rotacional (𝜂𝑟).
Como exposto na seção 4.1.2, a máxima ordem de grandeza dos resultados de viscosidade
relativa é dada por

𝜂𝜑,𝑠𝑎𝑡

𝜂
=
(︃

1 + 5𝜑
2

)︃
+ 3𝜑

2 . (3.7.9)

A equação 3.7.8 define o parâmetro explicitado nas curvas de viscosidade relativa
mostradas no capítulo 5.
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4 Soluções Propostas

Neste capítulo são apresentadas as soluções
propostas para o modelo do escoamento en-
tre placas do ferrofluido. Foram desenvolvi-
das soluções assintóticas para regime de pe-
quenas perturbações magnéticas e de satura-
ção, e outra numérica de maneira a cobrir
toda a faixa de variação dos parâmetros.

4.1 Soluções assintóticas

No escoamento de um ferrofluido como modelado neste trabalho, existem 2 meca-
nismos principais em competição: o mecanismo do escoamento, que se manifesta por meio
de um torque mecânico associado à vorticidade, e o mecanismo magnético, que, por meio
do torque magnético, busca orientar magnetização da partícula fluida e campo magnético
aplicado. Observando-se as equações 3.6.7, 3.6.8 e 3.6.9, nota-se que, se 𝑃𝑒 ≪ 1, num
regime de escoamento fraco, os termos associados à vorticidade são apenas perturbações
na equação, enquanto precessão e equilíbrio agem conjuntamente no sentido de tornar
𝑀 = 𝑀0. Por outro lado, se 𝛼0 ≫ 1, o termo de precessão domina completamente tanto
o de vorticidade quanto o de equilíbrio e tende a alinhar magnetização e campo, numa
configuração saturada, em termos de efeitos magnéticos. Nesta seção, serão exploradas
soluções assintoticamente aproximadas para ambos os regimes.

4.1.1 Limite de 𝛼0 ≪ 1 e 𝑃𝑒 ∼ 1

Seja considerar o limite em que 𝛼0 ≪ 1 com 𝑃𝑒 ∼ 1 e 𝜑 ≪ 1, num regime diluído
com campo externo horizontal (𝜆𝑥 = 1 e 𝜆𝑦 = 0). Fisicamente, isso corresponde a um
regime de pequenos efeitos magnéticos, em que tanto o termo de equilíbrio quanto o de
precessão se apresentam como perturbações nas equações de magnetização, assim como o
termo de força advinda do torque magnético na equação hidrodinâmica. Supondo regime
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diluído, é possível escrever

𝛼0𝜒𝑀 = 6𝜆𝜑
𝛼0

≪ 1, (4.1.1)

de maneira que
𝛼 = 𝛼0(1 + 𝜒2

𝑀𝑀
2
𝑦 )1/2 ≈ 𝛼0. (4.1.2)

Além disso, como 𝛼0 ≪ 1, as magnetizações de equilíbrio se tornam

𝑀0𝑥 = 𝛼0

3 ;

𝑀0𝑦 = 0.
(4.1.3)

Se tomamos

𝜖 = 𝛼0, (4.1.4)

as equações governantes se tornam

(︃
3𝑀2

𝑦

4 + 1
3

)︃
𝜖+ 𝑃𝑒

𝑢
′
𝑀𝑦

2 −𝑀𝑥 = 0;

3𝑀𝑥𝑀𝑦

4 𝜖+𝑀𝑦 + 𝑃𝑒
𝑀𝑥𝑢

′

2 = 0;

𝐺+ 𝑢
′′
𝑓 −

9𝑀 ′
𝑦𝜑

4𝑃𝑒 𝜖 = 0.

(4.1.5)

Se 𝜖 = 0, a solução do sistema é direta e dada por

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑀𝑥0 = 0
𝑀𝑦0 = 0

𝑢0(𝑦) = −𝐺0 (4𝑦2 − 1)
8𝑓 .

(4.1.6)

Essa solução é fisicamente consistente e corresponde ao ferrofluido escoando livre de
campo magnético. A ausência de histerese produz magnetização nula nesse caso. Supõem-
se aproximações para a solução geral das equações do tipo

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑀𝑥 = 𝑀𝑥0 + 𝜖𝑀𝑥1 + 𝜖2𝑀𝑥2 +𝑂(𝜖3)
𝑀𝑦 = 𝑀𝑦0 + 𝜖𝑀𝑦1 + 𝜖2𝑀𝑦2 +𝑂(𝜖3)
𝑢 = 𝑢0 + 𝜖𝑢1 + 𝜖2𝑢2 +𝑂(𝜖3)
𝐺 = 𝐺0 + 𝜖𝐺1 + 𝜖2𝐺2 +𝑂(𝜖3),

(4.1.7)
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em que 𝑀𝑥0 = 0, 𝑀𝑦0 = 0 e 𝑢0 = 𝑢0(𝑦) tem a forma exposta em 4.1.6. Substituir essas
expressões no sistema de equações 4.1.5 fornece para 𝑂(𝜖),

1
3 − 𝐺0𝑀𝑦1𝑃𝑒𝑦

2𝑓 −𝑀𝑥1 = 0;

𝑀𝑦1 − 𝐺0𝑀𝑥1𝑃𝑒𝑦

2𝑓 = 0;

𝐺1 + 𝑢
′′

1𝑓 = 0,

(4.1.8)

cuja solução é dada por

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑀𝑥1(𝑦) = 4𝑓 2

3 (𝐺2
0𝑃𝑒

2𝑦2 + 4𝑓 2)

𝑀𝑦1(𝑦) = 2𝐺0𝑃𝑒𝑓𝑦

3 (𝐺2
0𝑃𝑒

2𝑦2 + 4𝑓 2)

𝑢1(𝑦) = −𝐺1 (4𝑦2 − 1)
8𝑓 .

(4.1.9)

Surgem as primeiras contribuições da não-linearidade e do acoplamento entre mag-
netização e vorticidade. Repetir o processo fornece, para os termos de 𝑂(𝜖2),

−𝑀𝑥2 − 𝐺0𝑀𝑦2𝑃𝑒𝑦

2𝑓 − 𝐺0𝐺1𝑃𝑒
2𝑦2

3 (𝐺2
0𝑃𝑒

2𝑦2 + 4𝑓 2) = 0;

𝑀𝑦2 − 2𝐺1𝑃𝑒𝑓𝑦

3 (𝐺2
0𝑃𝑒

2𝑦2 + 4𝑓 2) − 𝐺0𝑀𝑥2𝑃𝑒𝑦

2𝑓 = 0;

𝐺2 + 𝑢
′′

2𝑓 − 3𝐺0𝑓𝜑 (4𝑓 2 −𝐺2
0𝑃𝑒

2𝑦2)
2(𝐺2

0𝑃𝑒
2𝑦2 + 4𝑓 2)2 = 0,

(4.1.10)

cuja solução é dada por

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑀𝑥2(𝑦) = − 8𝐺0𝐺1𝑃𝑒
2𝑓 2𝑦2

3(𝐺2
0𝑃𝑒

2𝑦2 + 4𝑓 2)2

𝑀𝑦2(𝑦) = 2𝐺1𝑃𝑒𝑓𝑦 (4𝑓 2 −𝐺2
0𝑃𝑒

2𝑦2)
3(𝐺2

0𝑃𝑒
2𝑦2 + 4𝑓 2)2

𝑢2(𝑦) = 𝐺0𝐺2𝑃𝑒
2(1 − 4𝑦2)

8𝐺0𝑃𝑒2𝑓

+
6𝑓𝜑

[︁
ln (𝐺2

0𝑃𝑒
2𝑦2 + 4𝑓 2) − ln

(︁
𝐺2

0𝑃 𝑒2

4 + 4𝑓 2
)︁]︁

8𝐺0𝑃𝑒2𝑓
.

(4.1.11)

Para obtenção dos perfis, basta considerar o gradiente adimensional de pressão
original, ou seja,

𝐺0 = 𝐺; 𝐺1 = 𝐺2 = 0 (4.1.12)
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Com isso, a composição dos resultados expressos pelas equações 4.1.6, 4.1.9 e
4.1.11 na forma 𝑢(𝑦) = 𝑢0(𝑦) + 𝑢1(𝑦)𝜖+ 𝑢2(𝑦)𝜖2 +𝑂(𝜖3) fornece o resultado para o perfil
de velocidades assintótico. A vazão adimensional do escoamento é simplesmente a integral
entre 𝑦 = −1/2 e 𝑦 = 1/2 do perfil de velocidades, a saber

𝑄 =
ˆ 1/2

−1/2
𝑢0(𝑦)𝑑𝑦 + 𝜖

ˆ 1/2

−1/2
𝑢1(𝑦)𝑑𝑦 + 𝜖2

ˆ 1/2

−1/2
𝑢2(𝑦)𝑑𝑦 +𝑂(𝜖3)

=𝑄0(𝐺0) + 𝜖𝑄1(𝐺1) + 𝜖2𝑄2(𝐺2) +𝑂(𝜖3).

(4.1.13)

Para obter o gradiente efetivo de pressão e a viscosidade relativa do escoamento,
basta fazer 𝑄 = 1 e resolver para 𝐺𝑒𝑓 , ou seja, 𝑄0 = 1 e resolver para 𝐺0, 𝑄1 = 0 e
resolver para 𝐺1 e 𝑄2 = 0 e resolver para 𝐺2. Isso leva a

𝜂𝜑

𝜂
= 𝑓 +

⎛⎜⎜⎝ 𝜑

8𝑃𝑒2 −
𝑓 6𝜑 arctan

(︂
3𝑃 𝑒2𝑓2√

𝑃 𝑒2𝑓4

)︂
24(𝑃𝑒2𝑓 4)

3
2

⎞⎟⎟⎠ 𝜖2 +𝑂(𝜖3). (4.1.14)

É possível notar que, no limite em que 𝜖 = 0, a viscosidade relativa é a própria
viscosidade do fluido equivalente com a presença de partículas em suspensão (viscosidade
de Einstein).

4.1.2 Limite de 𝛼0 ≫ 1 com 𝑃𝑒 ∼ 1

Um outro limite que se mostra interessante é quando 𝛼0 ≫ 1. Fisicamente, isso
representa a saturação do ferrofluido. Espera-se que exista um limite de viscosidade as-
sociado ao fato de que a magnetização de do fluido eventualmente esbarra num limite de
saturação. Se tomarmos um regime diluído (𝜑 ≪ 1), é razoável supor que 𝜒𝑀 ∼ 0. Nova-
mente considerando campo horizontal (𝜆𝑥 = 1 e 𝜆𝑦 = 0), tem-se, para as magnetizações
de equilíbrio,

𝑀0𝑥 = ℒ(𝛼0);
𝑀0𝑦 = 0,

(4.1.15)

em que ℒ(𝛼0) representa a equação de Langevin avaliada em 𝛼0. Tomando

𝜖 = 1
𝛼0
, (4.1.16)
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as equações governantes se tornam

𝜖

(︃
𝑀2

𝑦 + 𝑃𝑒𝑢
′
𝑀𝑦

2 + ℒ(𝛼0) −𝑀𝑥

)︃
+

3𝑀2
𝑦

4 = 0;

𝜖

(︃
𝑀𝑦 + 𝑀𝑥𝑃𝑒𝑢

′

2

)︃
+ 3𝑀𝑥𝑀𝑦

4 = 0;

𝜖
(︁
𝐺+ 𝑢

′′
𝑓
)︁

−
9𝑀 ′

𝑦𝜑

4𝑃𝑒 = 0.

(4.1.17)

Se 𝜖 = 0, a solução do sistema é direta e dada por

⎧⎨⎩ 𝑀𝑥0 = ℒ(𝛼0)
𝑀𝑦0 = 0.

(4.1.18)

Essa solução é fisicamente consistente e corresponde ao limite em que o torque
magnético conseguiu alinhar a magnetização completamente na direção do campo. Vale
ressaltar que, nesse caso, ℒ(𝛼0 → ∞) = 1, o que corresponde à saturação completa do
fluido. Supõem-se então soluções para as variáveis de interesse do problema do tipo

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑀𝑥 = 𝑀𝑥0 + 𝜖𝑀𝑥1 + 𝜖2𝑀𝑥2 +𝑂(𝜖3)
𝑀𝑦 = 𝑀𝑦0 + 𝜖𝑀𝑦1 + 𝜖2𝑀𝑦2 +𝑂(𝜖3)
𝑢 = 𝑢0 + 𝜖𝑢1 + 𝜖2𝑢2 +𝑂(𝜖3)
𝐺 = 𝐺0 + 𝜖𝐺1 + 𝜖2𝐺2 +𝑂(𝜖3),

(4.1.19)

em que 𝑀𝑥0 = ℒ(𝛼0) e 𝑀𝑦0 = 0. Substituir essas expressões no sistema de equações 4.1.17
fornece para 𝑂(𝜖),

𝑀𝑥1 = 0;
3ℒ(𝛼0)𝑀𝑦1

4 + ℒ(𝛼0)𝑃𝑒𝑢
′
0

2 = 0;

𝐺0 + 𝑢
′′

0𝑓 −
9𝑀 ′

𝑦1𝜑

4𝑃𝑒 = 0,

(4.1.20)

cuja solução é dada por

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑀𝑥1 = 0

𝑀𝑦1(𝑦) = 4𝐺0𝑃𝑒𝑦

3 (2𝑓 + 3𝜑)

𝑢0(𝑦) = −𝐺0 (4𝑦2 − 1)
4 (2𝑓 + 3𝜑) .

(4.1.21)

Surgem as primeiras contribuições do acoplamento entre magnetização e vorti-
cidade sobre a solução, embora a equação hidrodinâmica permaneça linear. Repetir o
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processo fornece, para os termos de 𝑂(𝜖2),

𝑀𝑥2 = 0;
3ℒ(𝛼0)𝑀𝑦2

4 + ℒ(𝛼0)𝑃𝑒𝑢
′
1

2 + 4𝐺0𝑃𝑒𝑦

3 (2𝑓 + 3𝜑) = 0;

𝐺1 + 𝑢
′′

1𝑓 −
9𝑀 ′

𝑦2𝜑

4𝑃𝑒 = 0,

(4.1.22)

cuja solução é dada por

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑀𝑥2 = 0

𝑀𝑦2 = 4𝑃𝑒𝑦 (6𝐺1ℒ(𝛼0)𝑓 − 8𝐺0𝑓 + 9𝐺1ℒ(𝛼0)𝜑)
9ℒ(𝛼0)(2𝑓 + 3𝜑)2

𝑢1(𝑦) = −(4𝑦2 − 1) (4𝐺0𝜑+ 2𝐺1ℒ(𝛼0)𝑓 + 3𝐺1ℒ(𝛼0)𝜑)
4ℒ(𝛼0)(2𝑓 + 3𝜑)2 .

(4.1.23)

É interessante ressaltar que a ordem do perfil de velocidades obtido é menor que
a dos perfis de magnetização. Isso ocorreu pois, nas equações, os termos associados ao
escoamento são influenciados por termos de magnetização de ordem superior. Assim, para
obtenção de 𝑢2, seria necessário determinar 𝑀𝑥3 e 𝑀𝑦3. Para obtenção dos perfis, basta
considerar o gradiente adimensional de pressão original, ou seja,

𝐺0 = 𝐺; 𝐺1 = 0. (4.1.24)

Com isso, a composição dos resultados expressos pelas equações 4.1.18, 4.1.21
e 4.1.23 na forma 𝑢(𝑦) = 𝑢0(𝑦) + 𝑢1(𝑦)𝜖 + 𝑂(𝜖2) fornece o resultado para o perfil de
velocidades assintótico. A vazão adimensional do escoamento é simplesmente a integral
entre 𝑦 = −1/2 e 𝑦 = 1/2 do perfil de velocidades, a saber

𝑄 =
ˆ 1/2

−1/2
𝑢0(𝑦)𝑑𝑦 + 𝜖

ˆ 1/2

−1/2
𝑢1(𝑦)𝑑𝑦 +𝑂(𝜖2)

=𝑄0(𝐺0) + 𝜖𝑄1(𝐺1) +𝑂(𝜖2).

(4.1.25)

Para obter o gradiente efetivo de pressão e a viscosidade relativa do escoamento,
basta fazer 𝑄 = 1 e resolver para 𝐺𝑒𝑓 , ou seja, 𝑄0 = 1 e resolver para 𝐺0, 𝑄1 = 0 e
resolver para 𝐺1. Isso leva a

𝜂𝜑

𝜂
= 𝑓 + 3𝜑

2 − 2𝜑
ℒ(𝛼0)

𝜖+𝑂(𝜖2). (4.1.26)
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Um limite interessante surge quando 𝜖 → 0. Como mencionado anteriormente,
ℒ(𝛼0) → 1 nesse caso e a expressão para a viscosidade relativa se reduz a

𝜂𝜑,𝑠𝑎𝑡

𝜂
= 𝑓 + 3

2𝜑. (4.1.27)

É razoável supor que esse é o limite de saturação do ferrofluido. Em outras palavras,
aumentar o campo aplicado é ineficiente quando a viscosidade atinge esse patamar. Como
será visto adiante, a solução numérica recupera esse limite para 𝛼0 ≫ 1, o que é mais
um indício de que este é realmente o limite de saturação do ferrofluido. De fato, esse é o
limite da viscosidade rotacional adimensional (𝜂𝑟/𝜂) quando 𝛼0 → ∞ como definido por
Shliomis (2002).

4.2 Solução numérica

As soluções assintóticas, apesar de representarem muito bem a solução do pro-
blema, são válidas em domínios muito restritos, em que efeitos magnéticos são peque-
nos ou grandes, face os hidrodinâmicos. Para abranger totalmente os limites do modelo,
uma solução geral é necessária. Infelizmente, o problema não possui solução explícita que
possa se propor a esse papel. Para contornar essa dificuldade, foi desenvolvida uma so-
lução numérica por diferenças finitas. O método é brevemente abordado na seção 2.12 e
minuciosamente explorado em LeVeque (2007).

4.2.1 Condições de contorno

Dois aspectos são centrais na formulação de equações de diferenças para um pro-
blema. O primeiro e mais evidente deles é composto pelas próprias equações diferenciais
a serem resolvidas e o segundo, mais sutil porém igualmente importante, diz respeito às
condições de contorno. Novamente, a condição de não escorregamento nas paredes será
tomada como válida. Além disso, ao se observar as equações governantes (3.6.7, 3.6.8 e
3.6.9), nota-se que a existência de derivadas de magnetização traz uma dificuldade ao mé-
todo, uma vez que seriam necessárias, a rigor, condições de contorno para a magnetização.
Seja representar novamente as equações a serem resolvidas.

𝑓(𝜑)𝑑
2𝑢

𝑑𝑦2 +𝐺+ 9𝜑
4
𝛼0

𝑃𝑒

𝑑

𝑑𝑦
(𝑀𝑥(𝜆𝑦 − 𝜒𝑀𝑀𝑦) −𝑀𝑦𝜆𝑥) = 0; (4.2.1)

1
2𝑃𝑒

𝑑𝑢

𝑑𝑦
𝑀𝑦 − (𝑀𝑥 −𝑀0𝑥) − 3𝛼0

4 [𝑀𝑥𝑀𝑦(𝜆𝑦 − 𝜒𝑀𝑀𝑦) − 𝜆𝑥𝑀
2
𝑦 ] = 0; (4.2.2)

1
2𝑃𝑒

𝑑𝑢

𝑑𝑦
𝑀𝑥 + (𝑀𝑦 −𝑀0𝑦) + 3𝛼0

4 [𝑀𝑥𝑀𝑦𝜆𝑥 − (𝜆𝑦 − 𝜒𝑀𝑀𝑦)𝑀2
𝑥 ] = 0. (4.2.3)
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As equações de magnetização são algébricas senão pelo termo associado ao acopla-
mento com a vorticidade. Como as únicas condições de contorno tomadas como válidas a
princípio são as de não escorregamento nas paredes, o problema fica em aberto. A solução
proposta para contornar esse problema é extrapolar linearmente na parede a derivada
da velocidade 𝑑𝑢/𝑑𝑦 que surge nas equações de magnetização. Assim, as condições de
contorno tomadas como válidas são

⎧⎨⎩ 𝑢(𝑦 = −1/2) = 0
𝑢(𝑦 = 1/2) = 0.

(4.2.4)

4.2.2 Discretização do domínio de solução

Com as equações e condições de contorno definidas, o próximo passo é definir uma
malha na qual as derivadas das funções serão aproximadas. A princípio, supõe-se que uma
malha linear simples será bastante adequada à solução.

Faz-se necessário definir qual parâmetro de refinamento da malha será empregado:
o número 𝑁 de pontos ou o passo de malha ℎ. Por conveniência, adotou-se o número de
pontos na malha 𝑁 , pois é um parâmetro mais intuitivo. Isso facilitará os testes numéricos
a serem realizados para verificar a ordem de convergência da solução.

O segundo aspecto a ser considerado é o fato das condições de contorno exis-
tentes serem aplicáveis nas extremidades do domínio e de ser necessário tomar alguma
providência em relação ao fato de aparecerem derivadas de velocidade nas equações de
magnetização. Uma maneira de contornar esse problema é extrapolar linearmente a de-
rivada (supor evolução linear nas imediações da parede). Isso torna possível aproximar a
solução do problema sem vínculos desnecessários. Além disso, espera-se que, quanto mais
refinada a malha, mais a extrapolação se aproxime do valor real da derivada na parede
𝑢

′
𝑤.

Portanto, a malha é definida pela simples divisão do segmento unitário (𝑦 = −1/2
a 𝑦 = 1/2) em 𝑁 pontos com passo de malha ℎ. A figura 8 mostra um desenho esquemático
que ilustra a malha adotada na solução. O índice 𝑃𝑐 = (𝑁 + 1)/2 denota o ponto central
da malha. O passo de malha ℎ = 1/(𝑁 − 1) é determinado a partir do número de pontos
definido.
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Figura 8 – Representação esquemática da malha empregada na solução numérica do escoamento. ℎ =
𝑦𝑖+1 − 𝑦𝑖 é o passo. 𝑁 = 1/ℎ + 1 é o número total de pontos da malha e 𝑃𝑐 = (𝑁 + 1)/2 é
o ponto central da malha.

4.2.3 Refinamento local da malha - extrapolação linear para 𝑢′

𝑤

A presença da derivada da velocidade 𝑑𝑢/𝑑𝑦 nas equações de evolução da magne-
tização causa, como comentado anteriormente, um problema de natureza numérica. Não
é possível definir um sistema de equações algébricas de diferenças com solução única sem
que uma condição de contorno seja imposta para a derivada de velocidade ou magneti-
zações no domínio. Para contornar esse problema, foi proposta uma extrapolação linear
para 𝑢′

𝑤 na forma

𝑢′
𝑤 = 𝑢

′(𝑦1) = 2𝑢′(𝑦2) − 𝑢
′(𝑦3). (4.2.5)

Ou seja, supôs-se que 𝑢′ varia linearmente e com taxa dada pela média entre os 2
pontos imediatamente acima da parede. Em termos da velocidade, tem-se

𝑢
′

𝑤 = 1
ℎ𝑤

(3𝑢2 − 𝑢3), (4.2.6)

em que ℎ𝑤 representa o passo de malha na região da parede. Os índices 2 e 3 representam
a velocidade calculada nos novos pontos criados no refinamento, logo acima do nó da
parede 𝑦1. A figura 9 mostra uma representação esquemática do refinamento proposto.
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Figura 9 – Representação esquemática do refinamento de malha proposto. ℎ𝑤 é o passo de refinamento
na região da parede e 𝑁𝑤, o número de pontos adicionados nessa região.

Embora o refinamento proposto seja uniforme, existe um ponto de transição entre
os 2 passos de malha em que as aproximações de diferenças precisam ser adaptadas por
meio das expressões 2.12.33 e 2.12.34. Foi realizado um teste numérico de convergência
nos moldes dos já apresentados para confirmar se a solução converge corretamente para
um valor 𝑢′ na parede e também para obtenção de um valor de referência para comparação
com a solução com malha uniforme. Os dados coletados e o ajuste feito são exibidos na
figura 10.

4.2.4 Equações de diferenças

Com as condições de contorno e malha definidas, é possível construir o sistema de
equações de diferenças que aproxima a solução do problema. Partindo primeiramente das
condições de contorno, define-se

𝑢1 = 0;
𝑢𝑁 = 0.

(4.2.7)

Partindo dessas equações, é imediato notar que, na equação do movimento, as
aproximações podem empregar pontos vizinhos tanto acima quanto abaixo. Definem-se
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então as aproximações de diferenças a serem empregadas nesse caso como

𝐷2(𝑢) =𝑢𝑖+1 − 2𝑢𝑖 + 𝑢𝑖−1

ℎ2 +𝑂(ℎ2);

𝐷𝑐(𝑀) =𝑀𝑥(𝑖+1)(𝜆𝑦 − 𝜒𝑀𝑀𝑦(𝑖+1)) − 𝜆𝑥𝑀𝑦(𝑖+1)

2ℎ

−
𝑀𝑥(𝑖−1)(𝜆𝑦 − 𝜒𝑀𝑀𝑦(𝑖−1)) − 𝜆𝑥𝑀𝑦(𝑖−1)

2ℎ +𝑂(ℎ2).

(4.2.8)

As equações de diferenças para a equação do movimento são então dadas por

𝑢𝑖 = 0, 𝑖 = 1;

𝑓𝐷2(𝑢) +𝐺− 9𝜑
4
𝛼0

𝑃𝑒
𝐷𝑐(𝑀) = 0, 1 < 𝑖 < 𝑁 ;

𝑢𝑖 = 0, 𝑖 = 𝑁.

(4.2.9)

Para as equações de magnetização, o procedimento é análogo. Como se tem apenas
um contorno para a derivada de velocidade (a extrapolação na parede inferior), é possível
definir aproximações para a derivada de 𝑢 com base em apenas um ponto vizinho. A
aproximação de diferenças empregada é, portanto,

𝐷−(𝑢) = 𝑢𝑖 − 𝑢𝑖−1

ℎ
+𝑂(ℎ). (4.2.10)

Com isso, torna-se possível montar o sistema de equações de diferenças a ser re-
solvido no sentido de aproximar a solução do problema, que compreende também

1
2𝑃𝑒𝑀𝑦(𝑖)𝑢

′

𝑤 − (𝑀𝑥(𝑖) −𝑀0𝑥(𝑖))

− 3𝛼0

4 [𝑀𝑥(𝑖)𝑀𝑦(𝑖)(𝜆𝑦 − 𝜒𝑀𝑀𝑦(𝑖)) − 𝜆𝑥𝑀
2
𝑦(𝑖)] = 0, 𝑖 = 1;

1
2𝑃𝑒𝑀𝑦(𝑖)𝐷−(𝑢) − (𝑀𝑥(𝑖) −𝑀0𝑥(𝑖))

− 3𝛼0

4 [𝑀𝑥(𝑖)𝑀𝑦(𝑖)(𝜆𝑦 − 𝜒𝑀𝑀𝑦(𝑖)) − 𝜆𝑥𝑀
2
𝑦(𝑖)] = 0, 1 < 𝑖 ≤ 𝑁 ;

(4.2.11)
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e
1
2𝑃𝑒𝑀𝑥(𝑖)𝑢

′

𝑤 + (𝑀𝑦(𝑖) −𝑀0𝑦(𝑖))

+ 3𝛼0

4 [𝑀𝑥(𝑖)𝑀𝑦(𝑖)𝜆𝑥 − (𝜆𝑦 − 𝜒𝑀𝑀𝑦(𝑖))𝑀2
𝑥(𝑖)] = 0, 𝑖 = 1;

1
2𝑃𝑒𝑀𝑥(𝑖)𝐷−(𝑢) + (𝑀𝑦(𝑖) −𝑀0𝑦(𝑖))

+ 3𝛼0

4 [𝑀𝑥(𝑖)𝑀𝑦(𝑖)𝜆𝑥 − (𝜆𝑦 − 𝜒𝑀𝑀𝑦(𝑖))𝑀2
𝑥(𝑖)] = 0, 1 < 𝑖 ≤ 𝑁.

(4.2.12)

A solução do sistema de equações algébricas definido por 4.2.9, 4.2.11 e 4.2.12
produz um vetor de dados que aproxima a solução exata do sistema de EDO’s em análise.

4.2.5 Solução do sistema de equações resultante

Uma vez determinadas as equações de diferenças, é necessário resolvê-las ou aproxi-
mar sua solução por um método numérico. O método empregado foi o método de Newton
para sistemas de equações, detalhado em BURDEN; FAIRES (2004). A solução do sistema
algébrico foi obtida pela definição do vetor de funções como sendo

𝐹 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑓(𝑢)
𝑓(𝑀𝑥)
𝑓(𝑀𝑦)

⎤⎥⎥⎥⎦ . (4.2.13)

em que 𝑓(𝑢), 𝑓(𝑀𝑥), 𝑓(𝑀𝑦) são as equações de diferenças formuladas para as equações
do movimento e magnetização em 𝑥 e 𝑦, respectivamente. O vetor de incógnitas é definido
similarmente como sendo

𝑥 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑢

𝑀𝑥

𝑀𝑦

⎤⎥⎥⎥⎦ . (4.2.14)

Pelo método de Newton, a sequência

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − 𝑟, (4.2.15)

em que
𝐽(𝑥𝑘)𝑟 = 𝐹 (𝑥𝑘) (4.2.16)

e 𝐽 é a matriz jacobiana de 𝐹 , converge para a solução do sistema algébrico em análise.
Esse método é convergente desde que uma aproximação inicial adequada seja fornecida. O
cálculo de 𝐽 foi feito numericamente a partir do emprego de aproximações de diferenças
para as derivadas de 𝐹 em cada uma das incógnitas.
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4.2.6 Determinação numérica da viscosidade relativa

Após a solução das equações de diferenças, obtém-se conjuntos de dados referentes
aos perfis de velocidade e magnetização. A ausência de expressões analíticas demanda
a integração numérica e solução da equação 𝑄(𝐺𝑒𝑓 ) − 1 = 0 para obtenção do gradi-
ente efetivo de pressão. Com isso, é necessário empregar mais procedimentos numéricos
para aproximação dos resultados de viscosidade relativa. Para a vazão, empregou-se sim-
plesmente um esquema de integração por trapézios, a partir da equação que se segue
(RUGGIERO; LOPES, 1996),

𝑄 =
ˆ 1/2

−1/2
𝑢(𝑦)𝑑𝑦 ≈ ℎ

2{𝑢1 + 2[𝑢2 + 𝑢3 + ...+ 𝑢𝑁−1] + 𝑢𝑁} +𝑂(ℎ3). (4.2.17)

Com a possibilidade de obtenção da vazão, empregou-se o método da secante para
obtenção do gradiente efetivo de pressão. Um resumo do método é apresentado abaixo

1. Input dos parâmetros físicos (𝛼, 𝑃𝑒, 𝜑 e 𝑅𝑒𝑚) e dos parâmetros numéricos (ℎ e 𝑡𝑜𝑙);

2. Obtenção de 𝑢 para 𝐺(𝑘−1)
𝑒𝑓 = 12;

3. Obtenção de 𝑄(𝑘−1) =
´
𝑢𝑑𝑦;

4. Se 𝑄(𝑘−1) − 1 ≤ 𝑡𝑜𝑙 → 𝐺𝑒𝑓 = 𝐺
(𝑘−1)
𝑒𝑓 e Fim;

5. Segunda aproximação 𝐺(𝑘)
𝑒𝑓 = 𝐺𝑘−1

𝑒𝑓 /𝑄(𝑘−1);

6. Obtenção de 𝑢 para 𝐺(𝑘)
𝑒𝑓 ;

7. Obtenção de 𝑄(𝑘) =
´
𝑢𝑑𝑦;

8. Se 𝑄(𝑘) − 1 ≤ 𝑡𝑜𝑙 → 𝐺𝑒𝑓 = 𝐺
(𝑘)
𝑒𝑓 e Fim;

9. 𝐺(𝑘+1)
𝑒𝑓 = 𝐺

(𝑘)
𝑒𝑓

(𝑄(𝑘−1)−1)−𝐺
(𝑘−1)
𝑒𝑓

(𝑄(𝑘)−1)
𝑄(𝑘)−𝑄(𝑘−1)

10. Obtenção de 𝑢 para 𝐺(𝑘+1)
𝑒𝑓 ;

11. Obtenção de 𝑄(𝑘+1) =
´
𝑢𝑑𝑦;

12. Se 𝑄(𝑘+1) − 1 ≤ 𝑡𝑜𝑙 → 𝐺𝑒𝑓 = 𝐺
(𝑘+1)
𝑒𝑓 e Fim;

13. 𝐺(𝑘−1)
𝑒𝑓 = 𝐺

(𝑘)
𝑒𝑓 , 𝑄(𝑘−1) = 𝑄(𝑘), 𝐺(𝑘)

𝑒𝑓 = 𝐺
(𝑘+1)
𝑒𝑓 e 𝑄(𝑘) = 𝑄(𝑘+1);

14. Volta ao passo 9.

Esse método é de fato uma aproximação do método de Newton-Raphson quando a
derivada da função é de difícil obtenção. Ruggiero e Lopes (1996) mostram que a conver-
gência nesse caso é superlinear. Com o valor de 𝐺𝑒𝑓 em mãos, a obtenção da viscosidade
relativa é imediata pela equação 3.7.7.
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4.2.7 Testes do código

Como discutido na seção 2.12, as equações de diferenças produzem aproximações
convergentes para os valores exatos à medida que o passo de malha diminui. A ordem de
convergência é proporcional à ordem da derivada e à quantidade de pontos vizinhos neces-
sários à sua obtenção (LEVEQUE, 2007). Observando as equações de diferenças obtidas
para o problema em análise (4.2.9, 4.2.11 e 4.2.12), nota-se que foram empregadas tanto
aproximações de primeira ordem (2.12.29 e 2.12.32) quanto de segunda ordem (2.12.31).
Isso cria a expectativa da convergência total do método estar entre a primeira e a segunda
ordem em relação ao passo ℎ.

Para testar o código, foi proposto um método de auto-avaliação utilizando os
próprios resultados gerados. Primeiramente, testou-se a convergência do valor de 𝑢′

𝑤 de
maneira a se aferir o comportamento estável do código. A figura 10 mostra os valores
calculados para 𝑢′

𝑤 com vários tamanhos de refinamento local de malha. É possível notar
a convergência aproximadamente linear para um valor de referência.
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Figura 10 – Derivadas de velocidade na parede 𝑢
′

𝑤 calculadas para uma série de refinamentos. Foi
empregada malha principal com 𝑁 = 101 pontos. 𝑁𝑤 é o número de pontos na região
da parede. O ajuste empregado na extrapolação foi linear com equação dada por 𝑦 =
0.06494𝑥+5.8531. O coeficiente de determinação 𝑅2 = 0.999379 indica um excelente ajuste
aos dados. Os parâmetros físicos foram fixados em 𝛼0 = 1, 𝑃𝑒 = 1, 𝜑 = 0.05 e 𝜆 = 1.

Com a referência em mãos, torna-se possível fazer uma estimativa dos erros asso-
ciados ao tamanho da malha empregada. Foram calculados como 𝑒 = 𝑢

′
𝑤(𝑁𝑤) − 𝑢

′

𝑤(𝑟𝑒𝑓) e
𝑒𝑝𝑒𝑟𝑐. = 𝑒/𝑢

′

𝑤(𝑟𝑒𝑓) e são exibidos na figura 11. Os erros convergem para zero de maneira
aproximadamente linear, como esperado. Nota-se que a diferença percentual é menor

62



que 0.05% para 𝑁𝑤 = 25 pontos. Com isso, conclui-se que uma malha linear com passo
ℎ < 0.004 fornecerá resultados adequados, do ponto de vista de erros de aproximação
numérica.
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Figura 11 – Erros absolutos e diferenças percentuais entre os valores calculados e o valor de referência
para 𝑢

′

𝑤. 𝑁𝑤 é o número de pontos utilizados em cada determinação. As equações de ajuste,
em power law, são dadas por 𝑦 = 0.06494𝑥1.00240 + 2.84822𝑥10−7 para os erros absolutos
e por 𝑦 = 0.01108𝑥1.00213 + 1.25589𝑥10−7, para as diferenças percentuais. Os coeficientes
de determinação 𝑅2 = 0.999379 e 𝑅2 = 0.999392 indicam excelentes ajuste aos dados. Os
parâmetros físicos foram fixados em 𝑃𝑒 = 1, 𝜑 = 0.05 e 𝛼0 = 1.

Em seguida, foram obtidos perfis de velocidades utilizando uma série de tamanhos
de malha uniforme. Os resultados de velocidade máxima do perfil foram coletados e então
os resultados foram extrapolados considerando a ordem de convergência esperada para o
método. A figura 12 mostra o resultado da extrapolação, de 𝑢𝑚á𝑥 = 1, 3988, a partir dos
pontos calculados.
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Figura 12 – Plot das velocidades máximas calculadas para uma série de tamanhos de malha. 𝑁 é o
número de pontos utilizados em cada determinação. O ajuste empregado na extrapolação
foi linear com equação dada por 𝑦 = 0, 00424𝑥 + 1, 39876. O coeficiente de determinação
𝑅2 = 0, 999982 indica um excelente ajuste aos dados. Os parâmetros físicos foram fixados
em 𝑃𝑒 = 1, 𝜑 = 0.05 e 𝛼0 = 1.

Com a referência em mãos, é possível determinar erros e diferenças percentuais,
e assim determinar a ordem de convergência real do código. A figura 13 mostra os erros
(𝑢𝑗

𝑚á𝑥 − 𝑢𝑟𝑒𝑓
𝑚á𝑥) e diferenças percentuais ((𝑢𝑗

𝑚á𝑥 − 𝑢𝑟𝑒𝑓
𝑚á𝑥)/𝑢𝑗

𝑚á𝑥) e os ajustes em power law
propostos para os conjuntos de dados. Os expoentes pouco acima de 1 evidenciam o
caráter primordialmente de primeira ordem das aproximações, com alguma influência de
aproximações de segunda ordem.
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Figura 13 – Erros absolutos e diferenças percentuais entre os valores calculados e o valor de referência
para as velocidades máximas. 𝑁 é o número de pontos utilizados em cada determinação.
As equações de ajuste, em lei de potência, são dadas por 𝑦 = 0, 04278𝑥1,00240 para os
erros absolutos e por 𝑦 = 0, 03053𝑥1,00213, para as diferenças percentuais. Os coeficientes
de determinação 𝑅2 = 0, 999985 e 𝑅2 = 0, 999986 indicam excelentes ajuste aos dados. Os
parâmetros físicos foram fixados em 𝛼0 = 1, 𝑃𝑒 = 1 e 𝜑 = 0, 05.

De maneira a capturar os efeitos do acoplamento entre os 3 métodos numéricos
empregados na obtenção da viscosidade relativa, o mesmo foi feito para este caso. Seguiu-
se o mesmo procedimento de teste para a viscosidade relativa: determinou-se um valor de
referência por extrapolação e a partir dele, os erros absolutos e diferenças percentuais. A
figura 14 exibe os valores calculados e o ajuste proposto para extrapolação no limite em que
𝑁 → ∞. Curiosamente, o ajuste linear não forneceu bons resultados. Aplicou-se então um
ajuste do tipo lei de potência com um coeficiente independente e obteve-se um excelente
ajuste. O valor de referência obtido para a viscosidade relativa foi de (𝜂𝜑/𝜂)𝑟𝑒𝑓 = 1, 0589.
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Figura 14 – Viscosidades relativas calculadas para uma série de tamanhos de malha. 𝑁 é o número
de pontos utilizados em cada determinação. O ajuste empregado na extrapolação foi do
tipo lei de potência com equação dada por 𝑦 = 0, 22698𝑥1,46537 + 1, 05891. O coeficiente de
determinação 𝑅2 = 0.99977 indica um excelente ajuste aos dados. Os parâmetros físicos
foram fixados em 𝛼0 = 1, 𝑃𝑒 = 1, 𝜑 = 0.05.

Seguindo-se a mesma sequência, os erros absolutos e diferenças percentuais para as
viscosidades relativas foram calculados. A figura 15 exibe os resultados. Por alguma razão,
o acoplamento entre os métodos produziu uma aceleração na convergência dos resultados,
como indicado pelos expoentes de ajuste ∼ 1, 5. Isso indica que a viscosidade relativa é
ainda mais sensível ao tamanho da malha do que os pontos do perfil em si.
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Figura 15 – Erros absolutos e diferenças percentuais entre os valores calculados e o valor de referência
para as viscosidades relativas. 𝑁 é o número de pontos utilizados em cada determinação.
As equações de ajuste, em lei de potência, são dadas por 𝑦 = 0, 22314𝑥1,46092 para os
erros absolutos e por 𝑦 = 0, 21022𝑥1,46048, para as diferenças percentuais. Os coeficientes
de determinação 𝑅2 = 0, 999767 e 𝑅2 = 0, 999768 indicam excelentes ajuste aos dados. Os
parâmetros físicos foram fixados em 𝛼0 = 1, 𝑃𝑒 = 1, 𝜑 = 0, 01.

Conclui-se que qualquer valor de passo ℎ < 0, 005 produz excelentes resultados. As
diferenças percentuais ficam abaixo de 0, 2% em ambos os casos, com essa escolha. Como
o passo recomendado para a região da parede foi de ℎ < 0.004, qualquer passo menor que
esse é suficiente para obtenção de resultados considerados convergentes. Dada a simplici-
dade do código, se adotou ℎ = 0, 0005 (𝑁 = 2001 pontos) como malha de referência na
geração dos resultados numéricos. Um computador comum resolve o problema com esse
tamanho de malha em poucos segundos. Para situar o leitor, uma curva como as exibidas
na figura 27 é gerada em poucos minutos.
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5 Resultados e Discussões

Neste capítulo são apresentados os resulta-
dos gerados pela solução numérica para todo
o intervalo de variação dos parâmetros. O ca-
pítulo está divido em resultados das soluções
assintóticas, de perfis de velocidade, veloci-
dades máximas e magnetização e resultados
de viscosidade relativa, além das conclusões
finais.

5.1 Soluções assintóticas

As soluções assintóticas foram desenvolvidas tomando dois regimes extremos do
ferrofluido. O primeiro deles considera a precessão e o termo de equilíbrio como pertur-
bações na equação. Fisicamente, o regime correponde a pequenos efeitos magnéticos. O
ferrofluido escoa quase como uma suspensão equivalente com partículas livres. O segundo
é o regime próximo à saturação, em que o termo de vorticidade é uma perturbação na
equação. O fluido apresenta magnetização muito próxima à saturação, pouco influenciada
pelos efeitos de torque mecânico. As figuras 16 e 17 exibem comparações diretas entre as
soluções numérica e assintóticas nos regimes em que as últimas foram propostas. Nota-se
o padrão de convergência assintótica à medida que 𝜖 → 0. Os resultados assintóticos foram
plotados a partir das equações 4.1.14 e 4.1.14.
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Figura 16 – Comparação entre as soluções para 𝜖 = 𝛼0 ≪ 1. Os parâmetros foram definidos como
𝜑 = 0, 01, 𝜆 = 0, 8 e 𝑃𝑒 = 1. A solução numérica foi gerada com malha de 𝑁 = 2001
pontos. Nota-se que a concordância entre as soluções permanece excelente até 𝛼0 ∼ 0.25.
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Figura 17 – Comparação entre as soluções para 𝜖 = 1/𝛼0 ≪ 1. Os parâmetros foram definidos como
𝜑 = 0, 01, 𝜆 = 0, 8 e 𝑃𝑒 = 1. A solução numérica foi gerada com malha de 𝑁 = 2001
pontos. Nota-se que a concordância entre as soluções permanece excelente até 𝜖 ∼ 0.05.

A figura 18 exibe um gráfico de viscosidade relativa como função de 𝛼0 para 𝑃𝑒 ∼ 1
com as soluções assintóticas plotadas em ambos os extremos. Foi possível capturar os
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comportamentos nesses regimes com a solução numérica. Na região central, o balanço
entre os termos torna impossível a proposição de uma solução analítica ou aproximação
assintótica. Lá, a solução numérica permite o estudo do comportamento do parâmetro.
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Figura 18 – Viscosidade relativa em função de 𝛼0 para 𝜑 = 0, 01, 𝜆 = 0, 8 e 𝑃𝑒 = 1. A solução numérica
foi gerada com malha de 𝑁 = 2001 pontos. Nota-se que os regimes extremos são capturados
de maneira precisa pelas soluções assintóticas. Na região central, o balanço entre os termos
torna as não-linearidades muito intensas e os regimes assintóticos são perdidos.

Por fim, a figura 19 exibe um gráfico da viscosidade de saturação obtida pela solu-
ção numérica em comparação com o resultado previsto para quando 𝛼0 → ∞. Foi possível
plotar para diferentes valores de fração volumétrica pois, se 𝛼0 é suficientemente grande,
𝜒𝑀 = 6𝜆𝜑/𝛼0 → 0 mesmo com 𝜑 ∼ 0.1. Os resultados corroboram essa argumentação,
como exposto a seguir. Além disso, nota-se que, para 𝛼0 ≫ 1, é possível considerar um
modelo sem acoplamento de maneira que

∇ ·𝐻 = −𝜒𝑀∇ ·𝑀 ∼= 0, (5.1.1)

e o campo 𝐻 é aproximadamente solenoidal mesmo na presença de magnetização e inte-
rações desta com a vorticidade.
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Figura 19 – Viscosidade de saturação em função de 𝜑 para 𝑃𝑒 = 1 e 𝜆 = 1 e A solução numérica foi
gerada com malha de 𝑁 = 2001 pontos e obtida para 𝛼0 = 1500. Nota-se concordância
entre os resultados numéricos e assintóticos para toda a faixa de fração volumétrica, o que
corrobora o argumento de que, em altos campos, a interação entre esse e a magnetização
pode ser seguramente desprezada.

Do exposto, é de fato razoável considerar um regime fracamente magnetizável na
condição em que as interações dipolares partícula-partícula são fracas (regime muito di-
luído) quando comparadas com as interações campo-partícula. Essa hipótese se apresenta
como interessante pois pode simplificar muito um modelo tridimensional, por exemplo. No
problema em análise, ela permitiu explorar dois regimes assintóticos, o que seria impossível
com as não-linearidades advindas da contribuição da magnetização sobre a magnetização
de equilíbrio (equações 3.6.10 e 3.6.11).

5.2 Perfis de velocidade e magnetização - Simetria

Nesta seção são apresentados os perfis de velocidade para diferentes valores de 𝛼0

e de 𝑃𝑒. Efeitos de achatamento do perfil de velocidades na região central e de desali-
nhamento e diminuição da magnetização nas bordas são observados. Contudo, o principal
aspecto, observado em todos os perfis, é a presença de simetria, tanto para as velocidades
quanto para as magnetizações. Ao que parece, a simetria é condição associada à hipó-
tese de unidirecionalidade e, mesmo que o sentido da magnetização varie entre 2 pontos
equidistantes do centro, o ângulo entre ela e o campo aplicado compensa essa variação e
o efeito de torque observado é o mesmo em ambos os lados. É importante ressaltar que
todos os resultados foram obtidos para campo externo longitudinal (𝜆𝑥 = 1 e 𝜆𝑦 = 0).
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A figura 20 apresenta perfis de velocidade para alguns valores de 𝛼0 com 𝑃𝑒 cons-
tante. Além da diminuição das velocidades por efeito magnetoviscoso, nota-se uma ten-
dência à saturação do perfil, o que corrobora a discussão na seção 5.1
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Figura 20 – Perfis de velocidade para alguns valores de 𝛼0 com 𝜑 = 0, 05, 𝑃𝑒 = 1 e 𝜆 = 0, 8. A malha
empregada possui 𝑁 = 2001 pontos. Nota-se a diminuição da velocidade do escoamento,
como produto do efeito magnetoviscoso. Também, nota-se a tendência à saturação do perfil.

As figuras 21 e 22 exibem os perfis de magnetização (𝑀 =
√︁
𝑀2

𝑥 +𝑀2
𝑦 ) e o ângulo

entre campo aplicado e magnetização, medido no sentido antihorário. A determinação do
ângulo foi feita pela equação

𝜃* = arcsin
(︃

|𝑀 ×𝐻|
𝑀𝐻

)︃
(5.2.1)

Nota-se um aumento da magnetização, aproximando-a da saturação, com tendên-
cia à uniformização do perfil com o aumento de 𝛼0. Os perfis mantém a simetria. Além
disso, observa-se um alinhamento progressivamente maior entre campo e magnetização.
Esses dois efeitos combinados produzem a saturação na viscosidade. Isto é, por mais que a
intensidade dos vetores aumente, o alinhamento diminui a intensidade do torque de uma
maneira que, na saturação, o aumento no campo produz um alinhamento que diminui
o torque proporcionalmente. Esse mesmo raciocínio permite concluir que, por mais forte
que seja o campo, sempre haverá um desalinhamento entre campo e magnetização, pois
o torque seria nulo em caso contrário.
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Figura 21 – Perfis de magnetização para alguns valores de 𝛼0 com 𝜑 = 0, 05, 𝑃𝑒 = 1 e 𝜆 = 0, 8. A
malha empregada possui 𝑁 = 2001 pontos. Nota-se o progressivo aumento do perfil em
direção à saturação e a tendência à uniformização da magnetização.
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Figura 22 – Perfis de ângulo entre campo e magnetização para alguns valores de 𝛼0 com 𝜑 = 0, 05,
𝑃𝑒 = 1 e 𝜆 = 0, 8. A malha empregada possui 𝑁 = 2001 pontos. Nota-se a tendência ao
alinhamento à medida que 𝛼0 cresce.

O aumento de 𝑃𝑒 produz efeito contrário, no sentido de tornar o perfil novamente
parabólico e com as velocidades do fluido newtoniano equivalente. A figura 23 exibe os
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perfis de velocidade para alguns valores de 𝑃𝑒. Um escoamento mais forte é mais capaz
de forçar as partículas a girar com a vorticidade dele e consegue diminuir a magnetização
pelo mecanismo de interação com a vorticidade de maneira mais eficaz.
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Figura 23 – Perfis de velocidade para alguns valores de 𝑃𝑒 com 𝜑 = 0, 05, 𝛼0 = 10 e 𝜆 = 0, 8. A malha
empregada possui 𝑁 = 2001 pontos. Nota-se o aumento da velocidade do escoamento, com
achatamento do perfil na região central.

Os perfis de magnetização e de ângulos de desalinhamento, exibidos nas figuras 24
e 25, justificam o achatamento na região central do perfil. Essa é, de fato, a região em que
a taxa de cisalhamento é menor, chegando a se tornar nula no centro. Com isso, o torque
magnético é mais efetivo no sentido de impedir o giro das partículas com a vorticidade.
A manifestação global desse fenômeno é a diminuição das velocidades na região. A alta
influência do cisalhamento é muito evidente na figura 25 para 𝑃𝑒 = 4. O desalinhamento
permanece maior que 80 deg até 𝑦 ∼ 0, 25, um quarto do perfil. Isso evidencia a dificuldade
do torque magnético em produzir seu efeito frente ao torque mecânico e justifica o fato
do perfil de velocidades quase coincidir com Pouseuille nessa região. Por fim, nota-se o
efeito da ausência de cisalhamento no centro pelo fato de todos os perfis de magnetização
coincidirem nessa região e apresentarem seus valores máximos.
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Figura 24 – Perfis de magnetização para alguns valores de 𝛼0 com 𝜑 = 0, 05, 𝑃𝑒 = 1 e 𝜆 = 0, 8. A
malha empregada possui 𝑁 = 2001 pontos. Nota-se o progressivo aumento do perfil em
direção à saturação e a tendência à uniformização da magnetização.
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Figura 25 – Perfis de ângulo entre campo e magnetização para alguns valores de 𝛼0 com 𝜑 = 0, 05,
𝑃𝑒 = 1 e 𝜆 = 0, 8. A malha empregada possui 𝑁 = 2001 pontos. Nota-se a tendência ao
alinhamento à medida que 𝛼0 cresce.
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5.2.1 Magnetização na parede

Para otenção dos resultados de magnetização na parede em função de 𝛼0, é neces-
sário ter em mente que o número de Peclét local varia ao longo do perfil, pois é definido
em função da taxa de cisalhamento. O parâmetro empregado na obtenção de resultados
como perfis e viscosidades relativas é definido em termos da taxa média de cisalhamento
do escoamento não perturbado, dada por

¯̇𝛾 = �̄�

ℎ
= 𝐺

12 (5.2.2)

Na parede, é conveniente definir um número de Peclét de parede 𝑃𝑒𝑤, dado por

𝑃𝑒𝑤 = 𝜏𝐵�̇�𝑤 (5.2.3)

em que

�̇�𝑤 = 𝐺

2 (5.2.4)

Assim, a relação entre 𝑃𝑒 e 𝑃𝑒𝑤 no caso de escoamento de Pouseuille é dada por

𝑃𝑒𝑤 = 6𝑃𝑒 (5.2.5)

Quando efeitos magnéticos estão presentes, a taxa de cisalhamento naturalmente
se desvia do valor de equilíbrio. Contudo, considerando que esse desvio é pequeno, como
observado nos perfis de velocidade, é razoável supor que a relação seja bem próxima do
calculado acima. Assim,

𝑃𝑒𝑤 ≈ 6𝑃𝑒 (5.2.6)

Com o parâmetro de parede definido, é possível exibir as curvas de magnetização
em função de 𝛼0, como feito na figura 26. Nota-se a tendência da saturação até mesmo
na região da parede, em que a influência do escoamento é maior. Além disso, quanto
maior a presença do escoamento (maior 𝑃𝑒𝑤), maior o campo necessário para saturar a
magnetização, como esperado, dado o maior favorecimento ao torque mecânico no sentido
de desalinhar campo e magnetização e diminuir a valor de magnetização.
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Figura 26 – Magnetização na parede em função de 𝛼0 para alguns valores de 𝑃𝑒𝑤 magnetização para
alguns valores de 𝛼0 com 𝜑 = 0, 02 e 𝜆 = 0, 8. A malha empregada possui 𝑁 = 2001 pontos.
A tendência da magnetização à saturação é evidente com o crescimento de 𝛼0.

5.3 Viscosidades relativas

Nesta seção são apresentados os resultados de viscosidade relativa obtidos pela
equação 3.7.8. A discussão apresentada para os perfis já permite ter uma ideia do que se
esperar para as curvas de viscosidade. O aumento do campo 𝛼0 deve produzir um rápido
aumento na viscosidade relativa do escoamento que depois se suaviza até o patamar de
saturação. A figura 27 apresenta a curva para 𝛼0 crescente. A variação no número de
Peclét retarda o aumento, mas não influencia o patamar de saturação, como esperado.
Além disso, os resultados são coerentes com os obtidos por CUNHA; ROSA; DIAS (2016).
A grande diferença nos valores pode ser explicada, como abordado no próprio trabalho,
pela formação de agregados de partículas. Isso aumenta a magnetização média local da
partícula fluida e gera dissipação adicional, pois o escoamento precisa contornar estruturas
maiores. A sensibilidade a 𝑃𝑒 se justifica pelo fato do torque mecânico ser mais eficiente
e diminuir a magnetização por girar as partículas com a vorticidade do escoamento.
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Figura 27 – Viscosidades relativas como funções de 𝛼0 com 𝜑 = 0, 05, 𝑃𝑒 = 1 e 𝜆 = 0, 8. A malha em-
pregada possui 𝑁 = 2001 pontos. Nota-se o comportamento esperado, de rápido aumento,
com saturação.

A figura 28 apresenta os resultados para a viscosidade relativa como função de
𝑃𝑒. Assim como o exposto no trabalho citado acima. Embora o efeito seja semelhante
ao observado em fluidos pseudoplátiscos (MORRISON, 2001), os mecanismos físicos en-
volvidos são distintos. Aqui, a vorticidade atua no sentido de diminuir a magnetização
do fluido por girar as partículas fluidas. Esse efeito causa desalinhamento entre campo e
magnetização e desorientação dos dipolos magnéticos das micropartículas em suspensão
no fluido da direção do campo. Como era de supor, maiores valores de 𝛼0 levam a curvas
de viscosidade mais altas.
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Figura 28 – Viscosidades relativas como funções de 𝑃𝑒 com 𝜑 = 0, 05 e 𝜆 = 0, 8. A malha empregada
possui 𝑁 = 2001 pontos. Nota-se a diminuição na viscosidade semelhantemente ao que
ocorre em fluidos pseudoplásticos.

Por fim, a figura 29 apresenta os resultados de viscosidade relativa em função de
𝜑. Observa-se uma dependência quase linear entre os parâmetros, resultado corroborado
pelos experimentos de Cunha, Rosa e Dias (2016). Essa dependência não é estritamente
linear pois, além do efeito sobre o termo magnético da equação hidrodinâmica (3.6.7), a
fração volumétrica influencia levemente a magnetização de equilíbrio (3.6.10 e 3.6.11).

É interessante frisar que o limite de 𝜑 = 0, 1 foi explorado devido ao fato de Iva-
nov e Kuznetsova (2002) ponderarem que os resultados para a magnetização de equilíbrio
modificada pela correção de ordem 𝑂(𝜑2) reproduz o comportamento observado em labo-
ratório até esse patamar. Contudo, como a viscosidade de Einstein é empregável para até
𝜑 ∼ 0, 05, deve-se proceder com cautela na modelagem de ferrofluidos mais concentrados.
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Figura 29 – Viscosidades relativas como funções de 𝜑 com 𝑃𝑒 = 2 e 𝜆 = 0, 8. A malha empregada possui
𝑁 = 2001 pontos. A evolução da vicosidade é quase linear com a fração volumétrica.

5.4 Dinâmica de vorticidade no ferrofluido

Nesta seção, é feita uma breve discussão da dinâmica de vorticidade no ferrofluido
a partir da equação de evolução da vorticidade modificada pelas contribuições magnéticas.
Além da discussão acerca dos termos magnéticos, é rapidamente exposta uma proposta de
formulação do problema bidimensional em termos da vorticidade e da função de corrente,
tema de passos futuros do presente trabalho.

A equação de dinâmica de vorticidade para um fluido newtoniano incompressível
é dada por (BATCHELOR, 2000)

𝐷𝜉

𝐷𝑡
= 𝜉 ·𝐷 + 𝜈∇2𝜉. (5.4.1)

Tomar o rotacional dos termos de magnetização na equação 2.9.19 fornece

∇ ×
[︂
𝜇0(𝑀 · ∇)𝐻 + 𝜇0

2 ∇ × (𝑀 ×𝐻)
]︂

=

𝜇0∇ × (𝑀 · ∇𝐻)

+𝜇0

2
[︁
∇𝐻 · (∇ ×𝑀 ) + ∇(∇ ×𝑀) ·𝐻 − ∇2(𝑀 ×𝐻)

]︁
.

(5.4.2)

Substituir esse resultado na equação 5.4.1 fornece a equação de dinâmica de vor-
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ticidade para o ferrofluido, a saber

𝐷𝜉

𝐷𝑡
=𝜉 ·𝐷 + 𝜈∇2𝜉

+𝜇0

𝜌
∇ × (𝑀 · ∇𝐻)

+𝜇0

2𝜌
[︁
∇𝐻 · (∇ ×𝑀 ) + ∇(∇ ×𝑀) ·𝐻 − ∇2(𝑀 ×𝐻)

]︁
.

(5.4.3)

Além da convecção de vorticidade, contida no termo de derivada material, fi-
cam evidentes o mecanismo de stretching de vorticidade e a criação/difusão pelo meca-
nismo viscoso. Na contribuição magnética, surge um termo particularmente interessante,
∇2(𝑀 ×𝐻) que pode ser à priori interpretado como uma difusão de torque magnético.
Poderia-se dizer, num palpite ousado, que esse termo pode ser responsável pelo espalha-
mento ou contenção de vorticidade, a depender da orientação do torque magnético na
região.

Como muitos casos de interesse de estudo de escoamento de ferrofluidos são bidi-
mensionais, é interessante analisar a equação 5.4.3 nessas condições. O único termo não
nulo é o termo na componente perpendicular ao plano do escoamento, aqui tomada como
a direção 𝑧. Note que ∇ × 𝑀 é perpendicular ao plano do escoamento, enquanto 𝐻 e
∇𝐻 estão neste plano. Assim, a equação se torna

𝐷𝜉

𝐷𝑡
= 𝜈∇2𝜉 + 𝜇0

𝜌
[∇ × (𝑀 · ∇𝐻)]𝑧 − 𝜇0

2𝜌 [∇2(𝑀 ×𝐻)]𝑧, (5.4.4)

em que

𝜇0

𝜌
[∇ × (𝑀 · ∇𝐻)]𝑧 = 𝜇0

𝜌

[︃
𝜕𝐻𝑦

𝜕𝑥

(︃
𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑥
− 𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑦

)︃
+ 𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑥

𝜕𝐻𝑦

𝜕𝑦
− 𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑦

𝜕𝐻𝑥

𝜕𝑥

]︃
(5.4.5)

e

𝜇0

2𝜌 [∇2(𝑀 ×𝐻)]𝑧 = 𝜇0

2𝜌

[︃
𝜕2

𝜕𝑥2 (𝑀𝑥𝐻𝑦 −𝑀𝑦𝐻𝑥) + 𝜕2

𝜕𝑦2 (𝑀𝑥𝐻𝑦 −𝑀𝑦𝐻𝑥)
]︃
. (5.4.6)

Um último caso em que é bastante interessante avaliar a equação da vorticidade é
o caso bidimensional unidirecional. Uma consequência direta da unidirecionalidade, como
exposto na seção 2.11 é o fato de que

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑀𝑥 = 𝑀𝑥(𝑦)
𝑀𝑦 = 𝑀𝑦(𝑦)
𝐻𝑥 = 𝐻𝑥(𝑦)
𝐻𝑦 = 𝐻𝑦(𝑦).

(5.4.7)
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Com isso, os termos magnéticos restantes na equação da vorticidade bidimensional
se reduzem a

𝜇0

𝜌
[∇ × (𝑀 · ∇𝐻)]𝑧 = 0 (5.4.8)

e
𝜇0

2𝜌 [∇2(𝑀 ×𝐻)]𝑧 = 𝜇0

2𝜌
𝜕2

𝜕𝑦2 (𝑀𝑥𝐻𝑦 −𝑀𝑦𝐻𝑥). (5.4.9)

Além disso, a ortogonalidade entre a velocidade e os gradientes leva à ausência de
convecção de vorticidade, ou seja,

𝑢 · ∇𝜉 = 0. (5.4.10)

Com isso, a equação se torna

𝜕𝜉

𝜕𝑡
= 𝜈∇2𝜉 − 𝜇0

2𝜌 [∇2(𝑀 ×𝐻)]𝑧. (5.4.11)

Surge uma situação muito interessante. O campo de vorticidade é diretamente
influenciado por um termo associado à difusão de torque magnético. Fica muito evidente
o balanço entre torque mecânico e torque magnético, como apresentam os resultados
obtidos neste capítulo. Assim, seria possível, à priori, controlar a difusão de vorticidade
com aplicação de um campo magnético, por meio do mecanismo de difusão do torque.

5.4.1 Formulação vorticidade-função de corrente bidimensional

Como o fluido é líquido, e portanto, incompressível, ∇ · 𝑢 = 0 e torna-se possível
escrever

𝑢 = ∇ ×𝜓, (5.4.12)

em que 𝜓 é denominada função de corrente do escoamento. Como o escoamento é bidi-
mensional, tem-se que 𝜓 = 𝜓�̂�, o que leva a

∇ ·𝜓 = ∇𝜓 · �̂� + 𝜓(∇ · ℎ̂) = 0, (5.4.13)

pois o gradiente da função de corrente está sempre contido no plano do escoamento. Da
equação 5.4.12, tem-se

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑢 = 𝜕𝜓

𝜕𝑦

𝑣 = −𝜕𝜓

𝜕𝑥
.

(5.4.14)
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A vorticidade, definida como ∇ × 𝑢, ela é reescrita como

𝜉 = ∇ × ∇ ×𝜓 = ∇(∇ ·𝜓) − ∇2𝜓. (5.4.15)

Assim, pelo resultado expresso na equação 5.4.13 e considerando a bidimensiona-
lidade do escoamento,

𝜉 = −∇2𝜓. (5.4.16)

Naturalmente, para a solução de um escoamento bidimensional de um ferrofluido,
é necessário ter em mente as equações de Maxwell da magnetostática. Da lei de Ampére,

∇ ×𝐻 = 0 =⇒ 𝐻 = −∇𝜑𝑚, (5.4.17)

em que 𝜑𝑚 é definido como o potencial magnético, dado o fato do campo aplicado ser
conservativo no limite magnetostático. Da segunda Lei de Maxwell,

∇ ·𝐵 = 0 =⇒ ∇ ·𝐻 = −∇ ·𝑀 , (5.4.18)

o que leva a

∇2𝜑𝑚 = ∇ ·𝑀 (5.4.19)

como equação que relaciona diretamente os campos 𝑀 e 𝐻 . As condições de contorno
para essa equação são definidas na seção 2.7.

A solução simultânea das equações 5.4.4, 5.4.14, 5.4.16 e 5.4.19 juntamente com a
equação de evolução da magnetização (equação 2.10.1) e de um modelo para a magneti-
zação de equilíbrio (seção 2.4) fornece as linhas de corrente e os campos de velocidade e
de magnetização do escoamento. O interesse nessa formulação é a eliminação do termo de
pressão, e a solução se dá somente em termos das variáveis cinemáticas do escoamento,
os campos de velocidade e vorticidade e a função de corrente.

5.5 Conclusões

O escoamento de um ferrofluido entre placas em regime unidirecional apresenta um
rico ambiente para o entendimento dos efeitos do acoplamento hidrodinâmico-magnético.
Na análise dos perfis, fica evidente o balanço entre os torques mecânico e magnético. O
campo de vorticidade atua no sentido de desalinhar magnetização e campo e diminuir a
intensidade da primeira, por girar as partículas em suspensão, enquanto o torque mag-
nético busca o alinhamento entre campo e magnetização. As curvas de magnetização na
parede mostram bem o comportamento da magnetização sob influência do campo e do
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escoamento, no sentido de se saturar sob ação do primeiro, mas sempre com oposição do
segundo.

As soluções assintóticas capturaram bem os regimes a que se propuseram e per-
mitem uma análise acurada, inclusive com a recuperação da viscosidade rotacional de
Shliomis no limite em que 𝛼0 → ∞. Também permitiram um benchmark no sentido de
validar parcialmente a solução numérica, visto a coincidência nas regiões de fracos efeitos
magnéticos e de saturação.

Os resultados de viscosidade relativa se mostraram condizentes com os experimen-
tos conduzidos em reômetro de discos rotativos com campo magnético uniforme. As ordens
de grandeza são diferentes devido à formação de agregados de partículas, fenômeno não
previsto no modelo.

É interessante ressaltar, por fim, as limitações do modelo relacionadas tanto ao re-
gime diluído quanto à velocidade do escoamento. O desenvolvimento das equações, tanto
hidrodinâmica quanto de evolução da magnetização, pressupõem regime diluído. Mesmo
que o modelo de magnetização de equilíbrio seja empregável para até 𝜑 = 0, 1, os resul-
tados para concentrações maiores que 𝜑 = 0, 05 são duvidosos, visto que nesses regimes,
já se observa forte interação, tanto magnética quanto hidrodinâmica, entre as partículas.
Além disso, a formação de agregados, observável até mesmo em ferrofluidos diluídos, é
intensa e leva a divergências significativas entre resultados teóricos e experimentais.

5.6 Trabalhos futuros

Na linha de investigação de ferrofluidos em escoamento, o próximo passo é a solução
em regime permanente de um escoamento bidimensional sujeito a um campo magnético.
Espera-se explorar um regime unidirecional com campo magnético não-homogêneo e pre-
sença de torques, numa abordagem mais completa do que a apresentada nesse trabalho e
posteriormente um caso bidimensional geral, com e sem campo homogêneo.

Escoamentos bidimensionais de fluidos magnéticos sucitam interesse tanto teórico
quanto prático. Como mostrado na subseção 5.4, o mecanismo magnético interage di-
retamente com o campo de vorticidade do escoamento. Espera-se observar um controle
do espalhamento de vorticidade em escoamentos com concentração de vórtices, como es-
coamentos sobre degraus ou em cavidades. No campo mais aplicado, esse controle de
vorticidade pode permitir o favorecimento da troca de calor num escoamento sobre um
componente eletrônico, por exemplo. O fenômeno de convecção termomagnética já é razo-
avelmente bem conhecido, como explorado por Gontijo e Cunha (2012) e outros. Contudo,
o principal mecanismo explorado é o de estratificação de suscetibilidade, e não o de con-
trole de vorticidade pelo torque magnético, daí o interesse de investigar esse mecanismo
de maneira mais detalhada.
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