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Abstract

O presente trabalho replica o artigo de Di Guilmi
et al (2003) no objetivo de responder se a distribuição
relativa de GDP pode ser dita compat́ıvel com um Power
law. Não obstante, o trabalho busca fundamentação
econômica para a suposta regularidade e explicita as
principais motivações e intuições por trás do fenômeno
tratado. A conclusão é de que os dados utilizados não
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estimar e testar os coeficientes é o proposto na literatura
como robusto em contraposição ao método gráfico de
validação de Power laws.
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1 Introdução

Em seu trabalho seminal An inquire into the nature and causes of the wealth of nations, Adam
Smith (1776) argumentou em contraposição a visão mercantilista dominante à época, concluindo
que a origem da riqueza de uma nação era dada pela produtividade da força de trabalho e não
pela disponibilidade de metais preciosos. A intuição de Smith, apesar de não fornecer uma resposta
completa, permitiu o avanço e o desenvolvimento de um campo de pesquisa focado em explicar a
dinâmica da riqueza mundial e como essa riqueza evolui.

Seguindo o esforço de Kaldor (1957), diversos pesquisadores apontaram regularidades emṕıricas
sobre crescimento econômico e diversos outros tentaram formular modelos que fossem compat́ıveis
com os chamados fatos estilizados de crescimento1. Entre os pesquisadores que propuseram regu-
laridades emṕıricas concernentes à dinâmica da riqueza global, Parente e Prescott (1993) se pautam
na análise de GDP per capita no peŕıodo de 1960 a 1985 para concluir que: i) em todos os anos
da análise existe uma grande disparidade de riqueza entre os páıses, ii) a disparidade de riqueza
entre os páıses permaneceu praticamente a mesma no peŕıodo de interesse e, iii) a distribuição de
riqueza, de fato, deslocou-se para cima, sugerindo a não existência de uma armadilha de pobreza
absoluta. Em relação a grande disparidade de renda entre os páıses, autores como Pritchett (1997)
e Ben-David (1994) reportam conclusões semelhantes.

Quatro anos depois, Jones (1997) propõe a utilização do GDP por trabalhador para apontar
fatos e regularidades emṕıricas quanto a distribuição relativa de riqueza entre os páıses. De acordo
com o autor, o uso do GDP per capita subestimaria a real riqueza de páıses onde a produção fora
do mercado fosse significante2. Não obstante, a medida parece ser mais exata para medir riqueza,
conforme o que foi sugerido por Smith (1776).

As principais proposições de Jones (1997) apontam, assim como em Parente e Prescott (1993),
uma grande disparidade entre os páıses. O autor também afirma que a distribuição passou a ter
“dois picos” em 1988 se opondo à distribuição grosseiramente normal de 19603. Em termos práticos,
esse movimento reflete um deslocamento de massa do centro da distribuição para as extremidades,
tornando as caudas mais grossas. Nas palavras do autor, a distribuição de renda para os páıses
analisados é mais ampla em 1988 do que em 1960, tanto na parte correspondente a menores niveis
de renda, quanto na parte correspondente a maiores ńıveis.

Com relação aos anos mais recentes, os dados de 169 páıses da Penn World Table (PWT) 9.0
(Feenstra, Robert C., Robert Inklaar and Marcel P. Timmer, 2015) revelam que em 2014 as 25%
observações superiores continham cerca de 56% da riqueza mundial medida em termos de GDP por
trabalhador. Na figura I.1 é posśıvel observar como a parcela de riqueza correspondente aos 1%,
5%, 10%, 15% e 25% superiores evoluiu no peŕıodo de 1997 – 2014. Ainda, é posśıvel observar que
a disparidade de riqueza entre os páıses comentada anteriormente persiste no peŕıodo.

1Os fatos estilizados de Kaldor (1957) foram extremamente relevantes, por exemplo, para o desenvolvimento do
modelo neoclássico de crescimento proposto por Robert M. Solow em 1970. Não obstante a relevância do modelo
em compatibilizar uma formalização teórica com a evidencia emṕırica, a proposição de Solow se mostrou relevante
também para explicar flutuações em bussiness cycles e explicitar consequências de poĺıticas econômicas sobre a
riqueza dos páıses (Parente e Prescott, 1993).

2De acordo com o glossário de termos estat́ısticos da OECD, a produção fora do mercado seria composta por
transações envolvendo serviços ou produtos fornecidos a preços nulos ou não economicamente significantes. Dispońıvel
em: https://stats.oecd.org/glossary/detail.asp?ID=5661, último acesso em 24/03/2017

3Seguindo o termo twin-peaks cunhado por Quah (1993a) para descrever o formato da distribuição de renda entre
os páıses.
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Figura I.1 - Evolução da porcentagem de riqueza correspondente às observações
superiores

Segundo Clauset, Shalizi e Newman (2009) é comum observar que diversas variáveis de interesse
se aglomeram em torno de uma determinada média e, comumente, se situam com porcentagem
negligenciável de probabilidade longe do valor t́ıpico, tornando, assim, a média um valor repre-
sentativo da distribuição. Contudo, as considerações de Jones (1997) e Parente e Prescott (1993)
sobre a distribuição de GDP entre os páıses sugerem uma não compatibilidade com esse tipo de
modelagem.

Apesar de a adoção da hipótese de normalidade dos dados ser amplamente utilizada, é posśıvel
citar Brian Arthur (1994), Kahneman (2003), Brian Arthur (1999), Foley e Doyle Farmer (2009),
Nelson e Winter (2002), Dosi e Nelson (1994), entre outros sobre um crescente entendimento das
limitações do paradigma econômico atual em explicar uma série de fenômenos econômicos de forma
satisfatória. Contudo, é posśıvel abstrair da história da ciência que anomalias e pequenas in-
consistências nas teorias mainstream não são capazes, por si só, de substituir essas teorias por
explicações alternativas. Dáı dá-se a grande importância dos estudos realizado em economia sobre
o tamanho de cidades (Krugman, 1996) e o tamanho das firmas (Axtell, 2001), onde ambos os
fenômenos se mostraram compat́ıveis com distribuições denominadas de Power laws (PL). Mais
especificamente, os fenômenos foram caracterizados como um tipo particular de PL: Zipf’s law.

Em termos práticos, um PL é uma relação onde a variável dependente sofre mudanças relativas
proporcionais a mudanças relativas nas demais variáveis. Ou seja, uma variável muda conforme
uma potência da outra. Nesse sentido, essa relação é também conhecida como lei de potência.

A distribuição de PL, assim como diversas outras distribuições não normais, não pode ser
caracterizada somente pela sua média e desvio padrão, o que torna esses modelos menos práticos,
mas essenciais para explicar dinâmicas e processos complexos entre um conjunto de dados. Além
disso, segundo Clauset, Shalizi e Newman (p.1, 2009), PLs tem grande potencial explicativo e tem
recebido atenção e escrut́ıneo particular:

“Not all distributions fit this pattern (normal distribuition), however, and while those
that do not are often considered problematic or defective for just that reason, they are
at the same time some of the most interesting of all scientific observations. The fact that
they cannot be characterized as simply as other measurements is often a sign of complex
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underlying processes that merit further study. Among such distributions, the power law
has attracted particular attention over the years for its mathematical properties, which
sometimes lead to surprising physical consequences, and for its appearance in a diverse
range of natural and man-made phenomena. The populations of cities, the intensities
of earthquakes, and the sizes of power outages, for example, are all thought to have
power-law distributions.”

Para o presente trabalho, PLs tem um papel importante porque segundo Di Guilmi et al (2003),
uma parcela significativa da distribuição mundial de renda é compat́ıvel com um PL. De acordo com
os autores, no periodo de 1960 a 1997, a parcela compreendida entre o trigésimo e o octagésimo
quinto percentil da distribuição global de renda em termos de GDP per capita segue um PL.
Não obstante, os autores trazem que páıses mais ricos são caracterizados por flutuações de menor
amplitude e a diferença de amplitude entre os páıses ricos e pobres aumentou durante o peŕıodo de
estudo.

Tem-se então a oportunidade de verificar os resultados propostos por Di Guilmi et al (2003)
para um peŕıodo de estudo mais atual e para complementar o espaço teórico sobre a dinâmica
de distribuição da renda mundial, estudando as implicações e motivações da posśıvel regularidade
emṕırica. O presente trabalho objetiva portanto replicar com alguns ajustes o artigo de Di Guilmi
et al (2003) e, consequentemente, responder se a distribuição de riqueza dos páıses pode ser dita
compat́ıvel com um modelo de PL.

O trabalho é dividido da seguinte forma, o caṕıtulo 2 apresentará uma descrição da forma geral
de um PL, ilustrará exemplos em economia e os posśıveis mecanismos geradores desse tipo de
relação. O caṕıtulo 3 apresentará a evidência emṕırica para o caso concernente a distribuição da
renda mundial. O caṕıtulo 4 apresentará a hermenêutica econômica dos resultados e o caṕıtulo 5
apresentará as principais conclusões e limitações da pesquisa.
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2 Power Laws (PLs)

2.1 Forma geral de um PL

Um PL é uma relação entre duas variáveis de interesse X e Y que assume a forma da equação (1),
onde C é uma constante e α é chamado de coeficiente do PL:

Y = CX−α, (1)

Uma das caracteŕısticas de maior interesse da relação (1) é o fato de ser homogênea. Em termos
práticos, um PL afirma que mudanças relativas na variável X causam mudanças relativas propor-
cionais em Y independentes do tamanho inicial ou da dimensão dessas variáveis4. Tal propriedade
pode ser denominada de invariância de escala e é particularmente conveniente no esforço de observar
regularidade emṕırica em um conjunto de dados5.

O primeiro cientista social a aplicar esse tipo de relação foi o economista Vilfredo Pareto em
1896 na tentativa de explicitar a dinâmica de distribuição de riqueza. Pareto estipulou que entre os
indiv́ıduos na parte superior da distribuição, a probabilidade de que houvesse riquezas W superiores
a dado valor x era proporcional à x−ζ para algum número ζ positivo (Gabaix, 2009). Dessa forma,
a relação proposta por Pareto pode ser encarada como resultante de uma distribuição de PL no
formato da equação (2):

P (S > x) = Cx−ζ (2)

Em que a função densidade de probabilidade (fdp) é dada por (3):

P (S < x) = 1− P (S > x) = (xζ − C)x−ζ (3)

É importante perceber que a relação não se sustenta para valores irrestritos6 de x e a função
de probabilidade não necessariamente existe, divergindo para ζ ≤ 1. Contudo, é direto ver que a
probabilidade converge para ζ > 1 e x ≥ xmin tal que:

p(x) =
ζ − 1

xmin
(
x

xmin
)−ζ (4)

e,

P (X ≥ x) =

∫ ∞
x

p(x)dx = (
x

xmin
)1−ζ (5)

Onde p(x) é chamada função de probabilidade e P(X ≥ x) a função cumulativa complementar de
p(x). Ou seja, a relação proposta por Pareto que posteriormente deu origem a chamada distribuição
de pareto exemplifica uma dinâmica fundamentada em dois parâmetros principais: o valor mı́nimo
para o qual o PL se sustenta (xmin) e o coeficiente ζ.

4Note que: Y (tX) = Ct−αX−α = t−αY (X)
5Conforme será visto posteriormente, esse tipo de propriedade provê a possibilidade de estudar PLs mesmo na

presença de erros de medição e barulho nos dados.
6Note que a relação não vale para x → 0, de forma que deve haver um valor mı́nimo xmin para o qual a função

de probabilidade não diverge
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PLs possuem outras propriedades matemáticas interessantes. Segundo Gabaix (2009), mul-
tiplicar um PL por variáveis normais, adicionar rúıdo nas regiões de cauda ou somar variáveis
independente e identicamente distribúıdas preservam o expoente do PL. Ainda, conforme Jessen e
Mikosch (2006), PLs mantêm suas relações funcionais quando submetidos a transformações polino-
miais, min e máx, de forma que, em geral, quando combinadas duas variáveis que seguem um PL,
a com menor expoente predomina.

Em termos práticos, essas propriedades de agregação fornecem a possibilidade de que PLs pos-
sam ser mensurados mesmo na presença de certo rúıdo nos dados. Apesar de afetar as variâncias, es-
sas circunstâncias não afetam consideravelmente o expoente (responsável por exemplificar a essência
do fenômeno de interesse). Nesse sentido, essas propriedades são também referidas como um mecan-
ismo de herança, pois podem ser utilizadas para gerar outros PLs semelhantes.

Com relação aos momentos da relação (2), temos que o primeiro e o segundo momento satisfazem,
respectivamente:

[x] = E(x) =

∫ ∞
x

xp(x)dx =

∫ ∞
x

Cx1−ζdx (6)

e,

E(x2) =

∫ ∞
x

Cx2−ζdx (7)

O que implica que a média é finita para ζ > 2 e a variância, para ζ > 3, de forma que:

[x] =
ζ − 1

xmin1−ζ
x2−ζ

ζ − 2
(8)

e,

E(x2) =
ζ − 1

xmin1−ζ
x3−ζ

ζ − 3
(9)

Ainda, segundo Gabaix (2009) todos os momentos maiores do que ζ divergem. Com relação à
implicação dessa divergência, claramente, quando calculada a média de uma amostra finita retirada
de uma distribuição PL o resultado obtido não será infinito. O fato da média não ser definida
para ζ ≤ 2 significa que a média pode variar consideravelmente entre experimentos. Não obstante,
conforme Newman (2005), esse fato implica também que conforme o número da amostra se torna
grande, a média é dominada pelo maior valor da amostra, que diverge conforme n se torna grande.

Dessa forma, para PLs com 2 < ζ ≤ 3 temos uma média bem definida, mas uma variância
infinita. Conforme Clauset, Shalizi e Newman (2009), grande parte dos fenômenos naturais expli-
cados por PLs possuem ζ nesse intervalo. Isso implica que esses fenômenos podem ser, de certa
forma, caracterizados por uma média, mas são compat́ıveis com uma dinâmica de black swan7 ou,
em outras palavras, caudas grossas da distribuição. Nesse mesmo sentido, o terceiro momento rev-
ela que para o intervalo de ζ referido, a distribuição relativa a um PL pode ser classificada como
leptocúrtica. Em essência, isso significa que o PL é uma distribuição que apresenta caudas mais
grossas do que uma distribuição normal.

7O termo é uma referência utilizada por Nassim Taleb (2007) para descrever eventos improváveis de impacto
significativo e impreviśıveis à priori
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Outra importante caracteŕıstica dos PLs pode ser observada em um gráfico plotando o rank das
N realizações da variável xt para determinado peŕıodo t. Dessa forma, utilizei o método proposto
por Newman (equação 12, p. 4, 2005) para gerar xt = (x1t, . . . , xNt), onde xt segue um PL para
xit ≥ xmin, i = 1, ..., N e para os valores arbitrários xmin = 10, ζ = 5

2 , com r distribúıdo aleatória e
uniformemente entre 0 e 1. Desse método obtemos algumas simulações com distribuição no formato
(10) e podemos observa-lás na figura 2.1 utilizando N = 1000:

p(x) = 3
10

3
2

x
5
2

(10)

x = xmin(1− r)−
1
ζ−1 = 10(1− r)− 2

3 (11)

É válido notar de (10) que p(x) → 0 se e somente se x → ∞. Em outras palavras, a dinâmica
de black swan comentada anteriormente é materializada por meio do fato de que um evento pode
ter probabilidade de ocorrência muito pequena, mas efetivamente não nula.

Figura 2.1 - Simulações para o PL arbitrário

É posśıvel observar o caráter de cauda longa nas simulações e uma região onde a curva decresce
rapidamente. Ainda, da relação funcional (1) obtemos para K = ln(c):

ln(Y ) = K − αln(x) (12)

Seguindo Gabaix (2009) e tendo em vista a equação acima, é esperado que um gráfico plotando
ln(Rank) vs ln(x) retorne uma reta negativamente inclinada com coeficiente angular α, onde o Rank
é constrúıdo atribuindo 1, . . . , n, respectivamente, da maior até a n-ésima maior variável xNt. Essa
representação gráfica é referida como Zipf plot (Stanley et al, 1995). É posśıvel rodar uma regressão
OLS para retornar uma estimativa8 para α. No gráfico 1.2 é posśıvel observar que as simulações
realizadas compartilham uma região onde os dados estão arranjados ao longo de uma reta:

8De acordo com Newman (2005), Clauset, Shalizi e Newman (2009) o estimador da regressão OLS é viesado
e significativamente distante de α, sendo necessário a utilização de outros métodos para retornar uma estimativa
robusta, conforme será visto com mais profundidade no caṕıtulo 2.
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Figura 2.2 - Zipf plot para as simulações apresentadas na Figura 1.1

Essa caracteŕıstica é frequentemente usada como condição suficiente para verificar a compat-
ibilidade dos dados com um modelo de PL. Contudo, a relação linear mostrada no gráfico 1.2 é
somente condição necessária para tal conclusão (Clauset, Shalizi e Newman, 2009). Não obstante, o
gráfico 1.2 também revela outra particularidade relevante do PL. A inclinação da reta pode ser en-
carada, intuitivamente, como uma medida de quão desigual é a distribuição em sua cauda superior.
Quanto menor a inclinação (menor α), maior a disparidade entre as observações superiores. Nas fig-
uras 2.3 e 2.4 uma comparação entre diferentes coeficientes a partir do exemplo anterior é realizada.

Figura 2.3 - Comparação entre PLs com diferentes coeficientes
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Figura 2.4 – Comparação entre diferentes coeficientes (Zipf Plot)

2.2 Caso particular: Zipf‘s Law e exemplos em economia

Um tipo particular de PL denominado de Zipf‘s Law foi popularizado pelo linguista norte americano
George Kingsley Zipf (1902-1950). Zipf foi responsável por formular a lei emṕırica e propor que
dado algum corpo lingúıstico, a frequência com que determinada palavra é utilizada é inversamente
proporcional ao seu Rank em uma tabela de frequência (Zipf 1935; 1949). Em termos práticos, a
lei proposta por Zipf é do tipo (1) com α ≈ 1:

Y =
C

X
(13)

Surpreendentemente, Fagan e Gençay (2010) apontam que, em conformidade com a lei proposta
por Zipf, no Brown corpus de inglês americano a palavra mais frequente ocorre cerca de 7% das
vezes, enquanto a segunda 3,5% das vezes, assim por diante.

Conforme comentado na seção introdutória, tanto o tamanho de firmas (Axtell, 2001; Luttmer,
2007), quanto o tamanho de cidades (Krugman 1996; Gabaix e Ioannides, 2004) pode ser explicado
pela Lei de Zipf. No primeiro caso, Axtell (2001) conclui que a relação segue um PL com α = 1, 059
e, no segundo, Krugman (1996) reporta que a regularidade satisfaz:

ln(Rank) = 10, 53− 1, 005ln(Size) (14)

Onde α seria, portanto, igual a 1,005. Ambos os casos satisfazem a Lei de Zipf com bastante
proximidade. Vale ainda apontar, conforme Gabaix (2009), que podemos encarar o xmin como uma
força ou fricção econômica. No caso das cidades, o xmin impede que as cidades ou aglomerações
populacionais fiquem muito pequenas e pode ser representado por uma probabilidade positiva de
morte, custos de transporte, custos fixos, entre outros. No caso das firmas, o xmin pode representar
um tamanho mı́nimo para que a empresa seja economicamente viável.

Apesar da validade da lei para diversos casos9 incluindo ĺınguas artificias como “Esperanto” (Bill

9Piantadosi (2014) investiga a validade da lei para diversos idiomas e provê uma pesquisa mais compreensiva
sobre os mecanismos espećıficos por trás da regularidade nesse caso.
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Manaris et al. 2006), a regularidade não parece ter explicação única. Zipf argumentou que nem
falantes e nem ouvintes de um idioma desejam trabalhar mais do que o necessário para entender
o que se está comunicando. Dessa forma, um prinćıpio de menor esforço geraria poucas palavras
muito utilizadas e muitas palavras pouco utilizadas a fim de possibilitar uma comunicação eficiente.
Contudo, não existe uma tautologia para derivar a priori o coeficiente α ≈ 1 ou a relação funcional
(1).

De fato, é surpreendente que algo complexo como a linguagem humana possa ser descrito por
uma relação tão simples como um PL, conforme comentado por Piantadosi (2014, p.2):

“But given that words do vary in frequency, it is unclear why words should follow such
a precise mathematical rule—in particular one that does not reference any aspect of
each word’s meaning. Speakers generate speech by needing to communicate a meaning
in a given world or social context; their utterances obey much more complex systems of
syntactic, lexical, and semantic regularity. How could it be that the intricate processes
of normal human language production conspire to result in a frequency distribution that
is so mathematically simple—perhaps “unreasonably” so?”

Köhler (2002) afirma que dentre os cŕıticos da Lei de Zipf o argumento mais comum é que uma
distribuição do tipo Zipf pode ser gerada como simples consequência de se digitar aleatóriamente em
um teclado10. Intuitivamente, se cada tecla tem a mesma probabilidade de ser pressionada (sendo
que cada tecla representa uma de 26 letras e uma adicional representa a “barra de espaço”), então
existirão exponencialmente mais palavras diferentes com mais letras do que com menos letras. Por
exemplo, o alfabeto pode ser usado para fazer 26 palavras de uma śılaba, 262 palavras de duas śılabas
e assim por diante. Semelhantemente, como a barra de espaço representaria o final de uma palavra
e a sua probabilidade de ocorrência é positiva, palavras com muitas letras são exponencialmente
menos prováveis do que palavras menores.

O argumento acima é demonstrado por Newman (p. 13, 2005) supondo uma probabilidade pl
não nula e equivalente para todas as m letras posśıveis e uma probabilidade pe = (1−pl)

m de se
pressionar a barra de espaço (consequentemente formando uma palavra se ocorrer após uma letra).
Dessa forma, a frequência x com que uma palavra de tamanho y ocorre é:

x =
(1− pl)
m

y

pl = eya (15)

em que a = ln( (1−pl)
m ) + ln(pl)

Assim, assumindo que p(y) = eyb para uma constante não nula qualquer b, têm-se:

p(x) =
p(y)dy

dx
=
eyb

ax
=
x
b
a−1

a
(16)

que é um PL com coeficiente (1− b
a )

Apesar da validade do argumento, Newman (p.13, 2005) prossegue comentando sobre a irreali-
dade da hipótese de aleatoriedade da linguagem humana:

“This is a reasonable theory as far as it goes, but real text is not made up of ran-
dom letters. Most combinations of letters don’t occur in natural languages; most are

10Esse argumento é conhecido como “monkeys with typewriters” (Newman, 2005)
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not even pronounceable. We might imagine that some constant fraction of possible
letter sequences of a given length would correspond to real words and the argument
above would then work just fine when applied to that fraction, but upon reflection this
suggestion is obviously bogus.”

Ainda segundo Köhler (2002), também é argumentado que a ubiquidade das distribuições PL
torna contraditória a interpretação de que a lei teria, de fato, relevância como fato lingúıstico.
Contudo, é visão predominante nas ciências naturais que o fato de PLs explicarem fenômenos tão
diversos como a frequência de palavras em um texto, tamanho de cidades, tamanho de firmas,
intensidade de terremotos e de erupções solares, entre outros11, permite novas perspectivas sobre
os fenômenos e não implicaria em menor relevância ou validade da lei (Schroeder, 2012).

Semelhante ao prinćıpio de menor esforço, outra ilustração pode ser obtida com base no conceito
de preferencial attachment. Isto é, as palavras formadas com mais facilidade se tornariam mais
usadas e, por isso, ainda mais usadas, ocasionando uma distribuição com poucas palavras muito
frequentes e muitas posśıveis palavras pouco utilizadas. Esse tipo de processo foi estudado por
Yule (1925) e se relacionava com o número de espécies por gênero biológico. Em termos práticos, o
argumento de preferencial attachment está bastante relacionado com a chamada Lei de Gibrat12 e
representa algum processo estocástico em que a distribuição de uma quantidade depende de quanto
já se tem dessa quantidade. Com isso, esses mecanismos geram distribuições de cauda longa e
resultam em um efeito denominado de Rich get richer. Isto é, como esses processos estocásticos
distribuem uma quantidade de acordo com a quantidade já existente a distribuição resultante seria
composta por poucos indiv́ıduos muito significantes e muitos indiv́ıduos pouco significantes em
termos de massa de probabilidade.

Retornando ao fenômeno tratado na literatura como exemplo de PL e comentado no ińıcio do
caṕıtulo, a distribuição de Pareto é, na verdade, o caso cont́ınuo da distribuição de Zipf13. Ainda,
as duas distribuições diferem na forma como são plotadas. Segundo Newman (2005), Zipf utilizou
x no eixo horizontal e P (x) no eixo vertical, tendo sido realizado o inverso para a distribuição de
Pareto14.

Com relação ao coeficiente unitário no caso estudado por Pareto, isso implicaria que o indiv́ıduo
mais rico da distribuição possuiria o dobro do segundo indiv́ıduo, o triplo do terceiro e assim por
diante. Esse resultado é surpreendente pois provê uma projeção agregada que segue uma regra ad
hoc em prinćıpio. Em outras palavras, não há um motivo aparente para que as decisões individuas
dos agentes resultem em uma distribuição de riqueza no formato comentado. O resultado é, dessa
forma, importante para revelar aspectos do mecanismo por trás da alocação de riqueza e também
para elucidar novas questões sobre a ligação entre as inúmeras decisões no âmbito microeconômico
e seu resultado agregado.

Em outro exemplo de PL, Gabaix (2009) e diversos outros estudos emṕıricos documentaram
que a compensação salarial (w) de um CEO aumenta como potência do tamanho da firma (S) que
trabalha (Barro e Barro, 1990; Kostiuk, 1990; Frydman e Saks, 2007) de forma que w ∼ Sk e,
tipicamente, 0, 2 ≤ k ≤ 0, 4 (Gabaix, 2009)

11Newman (2005) e Clauset, Shalizi e Newman (2009) realizam uma pesquisa compreensiva apresentando diversos
exemplos de PL.

12Esse mecanismo será abordado em maior profundidade na próxima seção. Contudo, a Lei de Gibrat é a proposição
de que a taxa de crescimento de determinada quantidade é independente do seu tamanho ou dimensão

13Como a regularidade proposta por Zipf se refere a frequência com que palavras ocorrem em um corpo lingúıstico,
trata-se de um ferramental discreto.

14Apesar da posśıvel confusão na literatura, os resultados são os mesmos
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Mais recentemente, Di Guilmi et al (2003) reportam que durante o peŕıodo de 1960 a 1997, os
páıses compreendidos entre o 30o e o 85o percentil da distribuição de GDP per capita se distribuem
conforme um PL. Não obstante, os autores concluem também que o expoente apresentou tendência
de queda no peŕıodo e sugerem que o processo de crescimento desses páıses é invariável em suas
escalas.

Os resultados de Di Guilmi et al (2003) são interessantes pois tem consequências relevantes para
as teorias de desenvolvimento e dinâmica da renda mundial. Caso a regularidade seja confirmada
também por pesquisas posteriores, é de suma importância que os modelos de desenvolvimento
incorporem a evidência emṕırica nas suas explicações. Não obstante, é válida também a citação
proveniente de uma discussão em Schumpeter (1949, p. 155) sobre a observação de Pareto, em que
o autor aponta o potencial da relação para sustentar um tipo novo de teoria econômica:

“Few if any economists seem to have realized the possibilities that such invariants hold
for the future of our science. In particular, nobody seems to have realized that the hunt
for, and the interpretation of, invariants of this type might lay the foundations for an
entirely novel type of theory.”

Por fim, Gabaix (2009) aponta que regularidades do tipo PL estão sendo propostas para ex-
plicar não somente o movimento de preços de ativos no mercado financeiro, mas também a própria
distribuição de crises financeiras e flutuações de grande escala.

2.3 Processo gerador de um PL

Um candidato importante a processo gerador de um PL é o chamado mecanismo de crescimento
aleatório proporcional (Gabaix, 2009). Conforme comentado na primeira seção do caṕıtulo, PLs
são invariantes em escala. Isto é, a taxa de crescimento da variável de interesse é independente da
dimensão dessa variável.

A intuição acima é uma das hipóteses do modelo desenvolvido por Gibrat (1931) para explicar
a trajetória de crescimento e a estrutura do mercado das firmas (Sutton, 1996). A intuição do
racioćınio de Gibrat pode ser ilustrada denotando o tamanho de uma firma no peŕıodo t por xt e
o crescimento do peŕıodo (t− 1) para o peŕıodo t pela variável aleatória ζt. Dessa forma:

xt − x(t−1) = ζtx(t−1) (17)

em que xt = (1 + ζt)x(t−1) = x0(1 + ζ1)(1 + ζ2). . . (1 + ζt)

Supondo t pequeno o suficiente, é posśıvel aproximar log(1+ζt) por ζt. De forma que, aplicando
o logaritmo em (13), temos:

Z = log(xt) = log(x0) +

t∑
i=1

ζi (18)

Assumindo que os termos em
∑t
i=1 ζi são variáveis independentemente distribúıdas e normais

com média µ e desvio padrão θ, temos pelo teorema do limite central que, conforme t→∞, o termo
log(x0) se torna pequeno e a variável Z é aproximada por uma normal com média tµ e desvio padrão
tθ. Ou seja, a variável xt, de acordo com o desenvolvimento de Gibrat, se distribuiria conforme
uma lognormal.
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Segundo Sutton (1996), Gibrat primeiro aplicou o modelo descrito para distribuições de renda
e, depois, para tamanho das firmas no setor de manufatura, obtendo resultados coerentes com o
proposto.

É importante notar que esse modelo de Gibrat não permite a entrada ou sáıda de firmas de
forma que a variância cresce ilimitadamente15 com t, um aspecto pouco desejável no modelo. Não
obstante, o processo gera uma distribuição que pode compartilhar, por exemplo, de caracteŕısticas
gráficas de um PL (Clauset, Shalizi e Newman, 2009).

Nesse sentido, é válido apontar que se o processo segue o modelo irrestrito de Gibrat, então a
distribuição resultante pode parecer um PL, mas não o sê-lo assintóticamente.

A observação feita por Gabaix (2009) com base no teorema de Kesten (1973) em relação a
Lei de Gibrat é de que se o processo descrito sofre de fricção16 (um custo fixo que inviabiliza a
existência de firmas pequenas, por exemplo) a distribuição no steady state, caso exista, será um PL
com coeficiente ζ. Essa observação é extremamente relevante para o desenvolvimento do trabalho
pois garante que em determinadas condições, o mecanismo de crescimento proporcional randômico
resulta em uma distribubição PL com coeficiente ζ e não em uma distribuição lognormal.

Com isso, uma intuição que podemos retirar desse mecanismo é que diferenças passadas nas taxas
de crescimento podem ser responsáveis por diferenciar significativamente o GPD por trabalhador
de páıses no presente. Isto é, erros de poĺıtica econômica, choques de curto prazo, entre outros
fatores podem ter afetado o GDP de alguns páıses em detrimento de outros e isso, supondo um
mecanismo como o proposto acima, acarretaria em uma distribuição com poucos páıses muito ricos
e outros com significativamente menos riqueza.

Em relação a taxa média de crescimento entre as observações de um PL17, esta pode ser encarada
também como uma consequência de auto organização em um sistema. Isto é, emerge de forma
espontânea das decisões individuais agregadas um padrão: uma taxa de crescimento média comum.
De uma perspectiva biológica, diversos padrões e estruturas formadas por auto organização ou
organização espontânea possuem funcionalidade18. Em suma, um questionamento relevante trago
pelo presente trabalho é se essa caracteŕıstica não seria resultado de uma auto organização no
sistema internacional de páıses e se essa auto organização não seria responsável por uma forma
eficiente de distribuir crescimento entre os páıses. Em outras palavras, é posśıvel que, semelhante
a sistemas naturais onde emergem relações do tipo PL, o caso estudado reflita uma forma eficiente
de alocação de riqueza.
Resumindo as considerações acima temos: 1 - A distribuição resultante de um mecanismo
como o de crescimento aleatório proporcional incorpora uma dinâmica de Rich get
richer resultando em poucos páıses muito ricos e vários significativamente mais pobres
e 2 - Isso pode sugerir alguma forma de auto organização entre os páıses de forma que

15Note que V ar(Z) = V ar(log(x0)) +
∑
i=1 tV ar(ζi), que cresce em função de t

16Segundo o autor, essa fricção pode ser representada por uma constante positiva na equação (12)
17Cordoba (2001) demonstra por meio da lei de movimento que para uma distribuição F (x) ser um Power Law

com coeficiente α este deve obrigatoriamente ter uma taxa média φ de crescimento entre as observações.
18Conforme Gabaix (2016, p. 200): “Biology is replete with intriguing and seemingly universal relations of the

power law type. For instance, the energy that an animal of mass M requires to function is proportional to M
3
4

— rather than M as a simple “constant return to scale” model would predict, as illustrated. West et al. (1997)
have proposed the following explanation: If one wants to design an optimal network system to send nutrients to the

animal, one designs a fractal system; the resulting efficiency generates the M
3
4 law. There is an interesting lesson: a

priori, lots of things could matter for energy consumption—for example, climate, predator or prey status, thickness
of the fur—and they probably do matter to a limited extent. However, in its essence, an animal is best viewed as a
network in which nutrients circulate at maximum efficiency”
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o crescimento estaria sendo distribúıdo de forma mais ou menos normal. Com isso, os
páıses teriam uma taxa média compartilhada.
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3 Evidência emṕırica

3.1 Método

Conforme comentado nas seções anteriores, Di Guilmi et al (2003) concluem que no peŕıodo de
1960 a 1997 os páıses compreendidos entre o 30o e o 85o percentil da distribuição são compat́ıveis
com um modelo de PL. Os autores prosseguem afirmando que a emergência dessa regularidade na
distribuição steady state de GDP per capita pode ser explicada por meio de processos de crescimento
aleatório espećıficos de cada páıs, obedecendo a uma versão modificada da Lei de crescimento
proporcional de Gibrat. Em outras palavras, o crescimento desses páıses seria invariável.

Os autores utilizam dados da Penn World Table (PWT) 6.1 (Summers, Heston and Ater, 2002).
Infelizmente, a base contém no máximo cerca de 50 páıses válidos como amostra durante o peŕıodo
relatado. Não obstante, a metodologia aplicada pelos autores é baseada somente na identificação
visual de uma reta em um gráfico log− log e o uso de uma regressão OLS, conforme citado a seguir:

“The hypothesis that the central part of the world income distribution follows a power
law seems to be corroborated by the extremely good fit of linear regressions, as one can
appreciate by noting that the value of the OLS R2 is never below 0.978. Furthermore,
note that ζ shows a clear tendency to decrease over time.”

Nesse ponto é muito importante considerar os argumentos de Clauset, Shalizi e Newman (2009)
sobre o quão viesado pode ser o estimador de ζ calculado com a metodologia descrita na citação
acima. É posśıvel exemplificar o caso utilizando as simulações apresentadas no Caṕıtulo 1 para
os parâmetros xmin = 10 e ζ = 2, 5. Aplicando o método OLS, têm-se uma estimativa de 1, 56
para ζ com R2 = 0.998 e erro padrão de aproximadamente 7%. É válido notar que a estimativa é
razoávelmente distante do verdadeiro coeficiente.

Além disso, Köhler (p. 52, 2002) afirma que uma grande fonte de ceticismo quanto a validação
de um PL é o argumento de que a própria fabricação do Rank e o rearranjo dos dados no Zipf
Plot poderia criar artificialmente o formato referido, tornando o método de visualização gráfica
insuficiente, por si só, para afirmar a validade do modelo:

“In most cases, however, where linguists or mathematicians publish their scepticism
about the validity of Zipf’s Law the main argument is that the rank-frequency distribu-
tion with its “typical” shape be the “artificial” result of re-arranging the data according
to their frequency. This criticism may be justified with respect to some recent publi-
cations in physics, where sometimes power law curves are considered as identical even
if one of them is approximately a straight line in log-log coordinates whereas the other
one appears as near to linear in linear log coordinates”

Assim, é importante aplicar uma metodologia diferente da utilizada por Di Guilmi et al (2003)
com o objetivo de obter um estimador não viesado e consistente para ζ. Conforme proposto por
Clauset, Shalizi e Newman (2009), o método de Maximum Likelihood Estimators (MLEs) é mais
adequado e os autores derivam um estimador equivalente ao chamado estimador de Hill:

α̂ = 1 + n(

n∑
i=1

ln(xi)

ln(xmin)
)−1 (19)

em que xi, i = 1, 2, 3, ..., n são os valores observados e supostamente retirados de uma distribuição
de PL para xi ≥ xmin e o estimador proposto é assintóticamente normal e consistente (Clauset,
Shalizi e Newman, 2009).
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Um estimador para o erro padrão (θ) de (α̂) é derivado por Newman (2005):

θ̂ = n0.5(

n∑
i=1

ln(xi)

ln(xmin)
)−1 =

(α̂− 1)

n0.5
(20)

Dessa forma, assumindo que o modelo de PL é adequado aos dados, os estimadores acima
restrigem as limitações impostas pelo método de regressão linear simples19.

Com relação ao cálculo do xmin, Clauset, Shalizi e Newman (2009) propõe o uso do teste não
paramétrico de Kolmogorov-Smirnov ou estat́ıstica de KS. Essa estat́ıstica representa a distância
máxima entre a função cumulativa de probabilidade dos dados e do modelo que se deseja testar. Por
enquanto, por motivos expositivos, supõe-se que o modelo de PL é adequado aos dados de interesse
e que o xmin pode ser obtido por meio do método de visualização gráfica de forma satisfatória.

3.2 Resultados

Com esse ferramental, é posśıvel iniciar a análise do caso de interesse do trabalho. Na figura 3.1,
é posśıvel observar o Zipf plot das distribuições de GDP por trabalhador e respectivos Rankings
obtidas da Penn World Table (PWT) 9.0 (Feenstra, Robert C., Robert Inklaar and Marcel P.
Timmer, 2015) de 169 páıses em alguns cortes temporais no peŕıodo de 1997 a 2014:

Figura 3.1 - Zipf plot para os dados de GDP por trabalhador

19É importante comentar que o caso de interesse possui também um limite superior para o PL. A ideia é que
os estimadores acima podem ser utilizados também nesse caso pois o interesse é medir a inclinação α. Em termos
práticos, a forma funcional para testar o modelo com limite superior deveria incluir outra constante eaα para alguma
constante a a fim de obter a normalização da função de probabilidade.
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É posśıvel notar da Figura 3.1 uma região onde os dados estão arranjados ao londo de uma reta
nos peŕıodos descritos20. Têm-se então a suspeita de que esses dados podem ser compat́ıveis com
um modelo de PL.

Utilizando o ferramental descrito anteriormente, é posśıvel observar na Figura 2.2 a evolução
das estimativas de α conjuntamente com o erro θ̂, ambos obtidos por meio dos estimadores deriva-
dos por Clauset, Shalizi e Newman (2009) e Newman (2005), respectivamente. Na figura, o limite

superior do coeficiente representa (α̂+ θ̂) e o limite inferior (α̂− θ̂).

Figura 3.2 – Evolução das estimativas do coeficiente do PL

Para melhor analisar os resultados é válido separar a amostra em dois momentos. No primeiro
momento (1997 - 2007) O coeficiente (α̂) é relativamente constante em torno de 2, 65 com erros de
3% em média e desvio padrão de 0, 19. Essa consideração é importante porque, conforme exposto
no Caṕıtulo 2, um coeficiente com tendência de queda significaria uma diferença crescente ao longo
do peŕıodo entre as observações superiores. Por outro lado, uma tendência crescente de (α̂) sugeriria
uma menor concentração de riqueza entre as observações.

No segundo momento (2008 - 2014), o coeficiente aumenta significativamente (α̂ = 4, 58±0, 09).
Esse aumento pode ter duas explicações: i) a crise financeira internacional ocorrida no peŕıodo foi
um choque na distribuição que afetou mais as observações superiores, ii) O aumento foi resutado
da diminuiçao da amostra (possivelmente pelo fato da distribuição não estar em steady state dado
o choque). Cerca de 37% dos páıses (n = 65) e 41% da renda mundial medida em termos de GDP
por trabalhador se encontram na região do PL de forma relativamente constante de 1997 a 2007.
A partir de 2008, cerca de 24% dos páıses (n = 41) e 37% da riqueza mundial estão contidas na
região do suposto PL.

É válido notar que em 2002 e 2003 há um aumento temporário de cerca de 14% no coeficiente
do PL. A amostra utilizada nesse peŕıodo caiu cerca de 17% e não há motivo aparente para pensar
que o movimento reflete uma real mudança na essência do fenômeno estudado, mas sim um reflexo
de uma flutuação estat́ıstica.

20Resultados semelhantes são encontrados para os demais cortes temporais no peŕıodo de 1997 a 2014
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3.3 Teste de compatibilidade do PL

É importante perceber que as análises e o ferramental utilizado até o momento no trabalho per-
mitem estimar os parâmetros e estudar o comportamento de um PL, mas não dizem se, de fato, o
modelo utilizado é uma boa hipótese. Em outras palavras, quando consideramos que os dados são
compat́ıveis com um PL, o desafio de estimar com robustez os parâmetros deve vir acompanhado
de suficiente evidência de que a distribuição de PL é, em termos práticos, uma hipótese razoável.

Gabaix e Ibragimov (2008b) sugerem um método baseado em OLS para aferir se a hipótese dos
dados proverem de um PL pode ser rejeitada. Já Clauset, Shalizi e Newman (2009) propõe um teste
baseado na estat́ıstica de Kolmogorov-Smirnov (KS). Como a estat́ıstica de KS é obtida por meio
de um teste não paramétrico pautado em estimação por MLE e não sofre das restrições comentadas
anteriormente para o método OLS, o método adotado no trabalho é o sugerido por Clauset, Shalizi
e Newman (2009).

O teste de Kolmogorov-Smirnov é um teste não paramétrico que quantifica a distância entre a
função cumulativa obtida dos dados e a função cumulativa hipotética. Nesse caso, queremos testar
se os dados observados podem ter sido realmente obtidos a partir de uma distribuição PL do tipo
(3). Essa distância é representada pela estat́ıstica de KS e é menor para distribuições que são mais
compat́ıveis ou melhor explicativas da distribuição real dos dados. Formalmente, a estat́ıstica de
KS é representada por D, onde S(x) é a função cumulativa observada dos dados e P (x) a função
cumulativa de um PL com o coeficiente estimado na seção anterior (α̂).

D = max
x≥xmin

|S(x)− P (x)| (21)

Em termos práticos, apesar de o método proposto oferecer resultados satisfatórios (Clauset,
Shalizi e Newman, 2009), o teste possui duas limitações principais. Primeiro, o fato de não rejeitar
a hipótese nula de que os dados seguem um modelo de PL não implica que o modelo é, de fato,
a verdadeira distribuição da população estudada, apenas que falha-se em rejeitar essa hipótese.
Segundo, a estat́ıstica de KS tem flutuações decrescentes em n, mas deve ser analisada com cuidado
para amostras menores. Além disso, é realmente mais dif́ıcil rejeitar a hipótese de que os dados
seguem um PL quando se tem uma amostra pequena, não somente pelas caracteŕısticas do teste.
A ideia é que torna-se mais provável obter um resultado coerente com o modelo simplesmente por
acaso quando n é pequeno.

Os valores cŕıticos foram obtidos por meio da aproximação (22) obtida por Zar (2010) para o
teste bilateral:

KScritico = Dα(2),n =
2

√
−ln(α2 )

2n
(22)

Que é uma aproximação válida para n > 35 e foi aplicada com ńıvel de significância α = 5%.
Na Tabela 1 são apresentados os resultados obtidos. Conforme comentado na seção anterior, o fato
da estat́ıstica de KS estimada ser inferior a estat́ıstica cŕıtica não implica que o modelo é de fato
um PL, mas que falhamos em rejeitar essa hipótese dada a aproximação utilizada e um ńıvel de
significância de 5%. É importante comentar que a proximidade das duas estat́ısticas em alguns anos
sugere que o p−valor não é muito superior do que 5%. Contudo, ao ńıvel de significância escolhido
a conclusão é de que falha-se em rejeitar que os dados foram retirados de uma distribuição PL com
coeficiente α.
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Table 1: Estat́ısticas KScritico e KSestimadas para o periodo de 1997 - 2014
Ano KScritico KSestimado
1997 0.18 0.15
1998 0.17 0.13
1999 0.17 0.11
2000 0.16 0.12
2001 0.17 0.13
2002 0.18 0.16
2003 0.18 0.16
2004 0.17 0.15
2005 0.16 0.14
2006 0.17 0.14
2007 0.17 0.15
2008 0.22 0.13
2009 0.24 0.15
2010 0.22 0.15
2011 0.21 0.15
2012 0.20 0.14
2013 0.20 0.12
2014 0.20 0.14

Ou seja, em 95% dos casos onde um PL com o coeficiente estimado (α̂t para t = 1997, ..., 2014)) e
amostra nt obtemos estat́ısticas de KS iguais ou menores do que as estat́ısticas cŕıticas apresentada
na Tabela 1.

É válido acompanhar os resultados da Tabela 1 conjuntamente com a Figura 3.3, que apresenta a
amostra (nt) utilizada no peŕıodo de estudo. Nota-se que em 2002 e 2003 há uma queda temporária
em n e após 2008 a amostra cai em cerca de 30 páıses. Isso explica o aumento significativo na
estat́ıstica cŕıtica após 2008, refletindo a maior dificuldade de se rejeitar o modelo conforme n
decresce.

É importante comentar também que em 2009 n < 35, de forma que a aproximação não é mais
válida e a estat́ıstica cŕıtica foi, nesse caso, retirada da tabela em Massey (1951, p. 70) que está
reproduzida na Figura 3.4. Em termos práticos, os resultados da aproximação e da tabela são
similares quando n > 35. Por exemplo, a estat́ıstica cŕıtica é 0.15801 pela regra da tabela no caso
de n = 60 e igual a 0.15800 pela aproximação.
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Figura 3.3 - Amostra utilizada no teste entre 1997 e 2014

Figura 3.4 - Tabela retirada de Massey (1951, p. 70)
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4 Posśıveis hermenêuticas econômicas do PL

Uma das principais consequências dos resultados apresentados anteriormente é o fato de que os
dados compat́ıveis com uma distribuição de PL compartilhariam uma taxa média de crescimento.
Em outras palavras, os páıses que se encontram na região do PL teriam uma taxa comum de
crescimento invariável em seus GDPs por trabalhador. Não obstante, a emergência da dinâmica
de invariância de escala sugere que o crescimento desses páıses pode estar sendo determinado por
meio de um mecanismo como o de crescimento proporcional randômico descrito no Caṕıtulo 1.

Dessa forma, a grande disparidade entre os páıses comentada na introdução poderia ter origem
em fatores aleatórios que impactaram as taxas de crescimento no passado causando um efeito
acumulado mais significativo no presente. Por exemplo, no caso de firmas, esse racioćınio pode
ser ilustrado por meio do resultado final de diversos fatores econômicos que incluem componentes
aleatórios como a efetividade de uma campanha publicitária, o tempo de absorção de um novo
produto, greves, etc. Nesse cenário, pequenas diferenças de crescimento no passado se tornariam,
eventualmente, responsáveis por grandes disparidades no tamanho das firmas e gerariam o formato
exponencial caracteŕıstico de um PL.

Outra intuição importante que pode ser retirada é a sugestão de que o processo de crescimento
comentado estaria associado a algum tipo de auto organização dos páıses. Um exemplo f́ısico é
fornecido por Dahr, Sadhu, Chandra (2009) em um modelo de formação de padrões em montes de
areia. Os autores utilizam o mecanismo de crescimento proporcional para gerar padrões complexos
que remetem a uma situação de auto organização. Esse modelo concretiza o fato de que o mecanismo
de crescimento aleatório proporcional e a emergência de relações do tipo PL podem ser sinais de auto
organização em determinado sistema. Por fim, a caracteŕıstica de compartilhar uma taxa média
de crescimento pode ter funcionalidade para esses páıses. Intuitivamente, duas sugestões principais
podem ser comentadas, i) essa forma de organização dos páıses no PL permitiria a difusão de
capital tecnológico e humano proporcionando o que proporcionaria a taxa comum de crescimento
entre as observações, ii) Esse tipo de organização poderia ser também resultado de acordos e blocos
comerciais permitindo a troca de bens e serviços novamente suportando a ideia de uma taxa média
de crescimento entre os páıses.
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5 Conclusões

As principais conclusões do presente trabalho são: i) No peŕıodo de 1997 a 2007 a parcela corre-
spondente a cerca de 37% da amostra total de 169 páıses dispońıveis na Penn World Table (PWT)
(Feenstra, Robert C., Tobert Inklaar e Marcel P. Timmer, 2015) não pode ser dita não compat́ıvel
com um PL com distribuição no formato (2) e no peŕıodo de 2008 a 2014 a conclusão se mantém
para cerca de 24% da amostra total; ii) Essa regularidade sugere que o processo por trás da alocação
de riqueza relativa entre esses páıses possa ser o mecanismo de crescimento proporcional aleatório.
Essa sugestão implicaria que os páıses compartilhariam uma taxa média de crescimento e estariam
sujeitos a uma dinâmica de Rich get richer. Ou seja, a distribuição resultante é composta por
poucos indiv́ıduos muito ricos e vários significativamente menos ricos; iii) Em uma outra perspec-
tiva, o trabalho também aborda o papel do mecanismo de crescimento proporcional em situações de
auto organização. Dentro dessa perspectiva, o questionamento que surge é se, semelhante a outros
sistemas em que o mecanismo de crescimento aleatório proporcional está presente e emerge uma
relação do tipo PL, o caso estudado aqui representaria uma forma de auto organização eficiente ou
que estaria alocando eficientemente a riqueza em termos de GDP por trabalhador.

Com relação as principais limitações do presente trabalho é importante apontar que conforme
sugerido por Gabaix (2009) o valor mı́nimo para o qual o PL se sustenta é reflexo de uma força
de natureza econômica. O trabalho não explora esse tema, sendo este uma oportunidade futura de
pesquisa. Não obstante, permanece o questionamento importante sobre a relação entre as decisões
individuais dos agentes e o resultado agregado caracterizado pelo PL. Em essência, essa questão
põe em voga a posśıvel relação entre as decisões maximizadoras de lucro das firmas, por exemplo, e
o padrão agregado observado pela literatura (poucas firmas muito grandes de forma que a segunda
maior tem aproximadamente metade do tamanho da maior, a terceira um terço e assim por diante).
Por fim, um ponto deixado em aberto para futuras pesquisas é a formalização da ideia da posśıvel
auto organização entre os páıses e sua relação com a regularidade emṕırica estudada aqui.
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