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Resumo

Neste trabalho, analisa-se a sedimentacao de particulas sélidas suspensas em um
fluido newtoniano, sujeitas a movimento browniano e interagdo hidrodindmica viscosa,
para baixo numero de Reynolds. Caracterizam-se as flutuacoes de velocidade e a pressao
de particulas nesta suspensao, que pode ser compreendida como um leito fluidizado em

baixo niimero de Reynolds.

Desenvolve-se um modelo continuo bifasico da suspensdo e efetua-se uma analise
de estabilidade linear de suas equagoes governantes, determinando a influéncia da fracao
volumétrica e da inércia das particulas sobre as condigoes de estabilidade do sistema.
Estabelece-se ainda a condicdo neutra de estabilidade da suspensao, definindo com exati-

dao seus regimes estavel e instavel em termos dos parametros fisicos relevantes.

Faz-se uma simulacao numérica lagrangeana para examinar a influéncia do niime-
ros de Stokes sobre a dindmica do sistema, com relacao a seus efeitos sobre a memoria
e as flutuacoes de velocidade deste. A varidncia de tais flutuacoes é calculada, a fim de
caracteriza-las. Determina-se uma relagao funcional entre tal propriedade e o nimero de
Stokes, que é entao comparada as anélises de escala de Hinch (1988) e Cunha (1995), que
estao relacionadas o paradoxo da divergéncia. A autocorrelacdo das flutuagoes de velo-
cidade e a difusividade das particulas também sao calculadas. Para nimeros de Stokes
moderados, nota-se que o processo nao é markoviano e que as difusividades sdo anisotro-
picas, devido a insercao de memoéria na dire¢ao da gravidade. Observa-se a insensibilidade
das estatisticas de longo tempo a variacao da inércia das particulas, atribuida a separacao

entre as escalas de tempo de relaxacao e correlacao.

Realiza-se também um estudo numérico e assintético da sedimentacao de uma
particula isolada em nimeros de Reynolds arbitrarios, propiciando futuros trabalhos com

numeros de Reynolds nao nulos.

Por meio da metodologia empregada neste projeto, pode-se proceder ao estudo de
leitos fluidizados em nimeros de Reynolds arbitrarios, visando & caracterizacao de suas

propriedades transporte.

Palavras-chaves: suspensoes, flutuacoes de velocidade, movimento browniano,

interacoes hidrodinamicas, sedimentacao, leito fluidizado, modelo continuo.



Abstract

The sedimentation of solid particles suspended in a Newtonian fluid, subject to
Brownian motion and viscous hydrodynamic interaction is analyzed. The velocity fluctua-
tions and particle pressure of this suspension, which may be interpreted as a low Reynolds

number fluidized bed, are characterized in this work.

A two-phase continuum model for the suspension is developed. Its governing equa-
tions are solved under the approach of a linear stability analysis. The influence of vol-
umetric fraction and particle inertia over the system stability are studied. The criterion
for marginal stability is obtained, thus defining the stable and unstable regimes of the

suspension in terms of its relevant physical parameters.

A Lagrangian numerical simulation is also carried out to investigate these sus-
pensions. The influence of the Stokes and Péclet numbers over the system’s dynamics,
with respect to its memory and velocity fluctuations is examined. The variance of the
those fluctuations is calculated in order to characterize them. Its functional dependence
with the Stokes number is determined and compared to the Hinch (1988) and Cunha
(1995) scalings, which are connected to the divergence paradox. The velocity fluctuations
autocorrelation and the particle diffusivity are also calculated. The process is seen to
deviate from a Markovian behavior and its diffusivity is found to be anisotropic at large
Stokes numbers, owing to the insertion of memory in the gravity direction. The long time
statistics are found to be insensitive to particle inertia changes, which is attributed to the

separation of the relaxation and correlation time scales.

A numerical and asymptotic study of an isolated particle sedimentation at arbi-
trary Reynolds number is implemented as a starting point for works in non-null Reynolds

number regimes.

The methodology used in this work may be applied to the study of arbitrary
Reynolds number fluidized beds, addressing to the characterization of their transport

properties.

Keywords: suspension, dusty gas, velocity fluctuations, Brownian motion, hydrodynamic

interaction, sedimentation, fluidized bed, continuum model.
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1 INTRODUCAO

1.1 Motivacao

O movimento de particulas solidas em fluidos é pervasivo, sendo parte de diversos
processos industriais. Por exemplo, a sedimentacao diferencial ¢ um processo de separacao
de misturas que se baseia na diferenca das velocidades de sedimentacao de particulas com
diferentes raios ou massas especificas. No entanto, observa-se que a taxa de sedimentacao
das tais ¢ inferior a de uma particula isolada, como indica a relagao empirica de Richard-
son e Zaki (1954), o que pode ser apropriadamente compreendido & luz do trabalho de
Batchelor (1972). Uma aplicagdo peculiar desse campo de pesquisa é a insergao de par-
ticulas sélidas no escoamento turbulento de ar em tubos, que reduz significativamente o
coeficiente de arrasto, diminuindo o gradiente de pressao necessario para manter o fluxo
(SAFFMAN;, 1962). Fenémenos como estes incentivam o estudo de suspensoes, visando
a caracterizacao do movimento referido, que permite o desenvolvimento de tecnologias

industriais mais eficientes.

Leitos fluidizados sao um caso especifico de suspensoes particuladas, no qual um
escoamento ascendente passa por uma placa porosa contida em um recipiente e exerce
uma forca de arrasto sobre as particulas sélidas inicialmente dispostas sobre a placa.
Quando o arrasto supera o peso liquido das particulas, estas sao carreadas para cima,
movendo-se livremente, conforme ilustrado pela figura (1). Seu principal emprego sao os
reatores fluidizados multifasicos, utilizados para a execuc¢ao de reagdes quimicas, como
o processamento de petréleo cru, a manufatura de produtos farmacéuticos e remédios
(DUDUKOVIC; LARACHI; MILLS, 1999).

A fluidizacdo raramente é homogénea e uniforme, incorrendo em instabilidades
como ondas de concentracgao, para uma fase fluida liquida, e formacao de bolhas, quando
a fase fluida é gasosa. Isto reduz a eficiéncia de reatores fluidizados, levando a tona o
estudo de estabilidade desses sistemas. A figura (2) exemplifica a formacao de ondas de
concentracao em leitos fluidizados. Uma vez que as velocidades relativas entre as fases sao
altas (o nimero de Reynolds, pardmetro que as mensura, é elevado) em leitos fluidizados
na pratica, um modelo continuo que os descreva deve ser bifasico. Nesta abordagem, as
propriedades do fluido sdao obtidas mediante médias volumétricas de seus valores em cada

ponto do meio. No entanto, a aplicacao de médias nas fases leva a efeitos de massa virtual,
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Figura 1 — Tipos de fluidizagdo mais usuais: (a) leito fixo, (b) leito em condigao de minima
fluidizacao, (c) leito particulado, (d) leito borbulhante, (e) leito tipo pistao,
(f) transporte pneumético de particulas (SOBRAL, 2004).

arrasto entre fases e tensoes em cada fase que exigem equagoes de fechamento (DURU et
al., 2002).

Todavia, importa analisar o regime de baixo niimero de Reynolds pois as equagoes
governantes de sua modelagem continua contém somente nao linearidades oriundas das
equacoes constitutivas do fluido, ndo constando aquelas provenientes do escoamento. De
tal forma, a constituicao do fluido pode ser analisada em separado, permitindo extrair sua

precisa descri¢ao, que entao pode ser utilizada nas equagoes do regime de alto Reynolds.

Neste trabalho, nos voltamos a analise da sedimentacao de particulas sélidas num
fluido base de massa especifica muito menor que a das particulas, em baixo niimero de
Reynolds, objetivando simular uma suspensao gas-sélido. Afora as aplicagoes estritas deste
problema, faz-se extremamente importante pela similaridade que possui com o de um leito
fluidizado em baixo nimero de Reynolds. Com efeito, em ambos os casos, as flutuagoes
de velocidade sao bem descritas pelo equilibrio entre flutuagoes no nimero de particulas

devido a estatistica de Poisson e arrasto de Stokes sobre as tais (TEE et al., 2008).



Figura 2 — Ondas de concentragao em um leito fluidizado (TORRES; SOBRAL; CUNHA,
2004).

Em adigao, um observador que translada com a velocidade média de uma suspensao em
sedimentacao vislumbra apenas flutuagoes de velocidade, qualitativamente analogas as de
leitos fluidizados. Tal escolha de sistema de coordenadas nao altera a dinamica observada,
visto que deriva de uma transformagao galileana (BATCHELOR, 1988).

Ademais, o problema de sedimentacao de particulas sélidas é fundamental a me-
canica estatistica do nao equilibrio (PADDING; LOUIS, 2004). Este estudo considera
também a influéncia de movimento browniano sobre as particulas, que como ressaltado
por Padding e Louis (2004), primeiro artigo a incluir tal efeito na andlise deste problema,
é relevante em dispersoes coloidais (cujas particulas tém comprimento caracteristico de
ordem 1 pm) e aplicado a técnicas centrifugas de diagnéstico em macromoléculas biolé-

gicas.

Neste contexto, é importante considerar a influéncia dos diversos mecanismos fisi-
cos, que ¢ descrita pelos tempos caracteristicos dos tais, sobre a dindmica do sistema. Para
tal, definem-se parametros adimensionais que os relacionam a um tempo de referéncia,
notadamente aquele que uma particula leva para se deslocar um raio sob a agao da gravi-
dade. Desta forma, definem-se os nimeros de Stokes e de Péclet. Este mede o tempo que
uma particula leva para se difundir um raio, sujeita a colisoes com as particulas do fluido
base, enquanto aquele determina o tempo caracteristico para uma particula se adaptar a

velocidade local do fluido.

Serao estudadas também instabilidades associadas a ondas de concentragao nas
dispersoes de p6 em gas para baixo nimero de Reynolds, tendo em vista sua supracitada

relevancia na eficiéncia de reatores fluidizados. Analisar-se-ao amplitudes e comprimentos



das tais ondas de vazios (cf. Fig. (2)) mediante uma andlise de estabilidade linear. Neste
sentido, importa precisar quais processos fisicos podem estar atrelados a estabilizagao de
suspensoes. Em particular, serdo considerados os papeis da estratificagao de concentracao
na direcao da gravidade e da inércia das particulas. Outros mecanismos podem ser em-
pregados com a finalidade de estabilizar ondas de concentracao em suspensoes, como a
aplicacao de um campo magnético externo a um leito fluidizado de particulas magnéticas,
estudada por (CUNHA; SOBRAL; GONTLJO, 2013). Desta forma, simulagbes diretas
que visam a caracterizagao dinamica de estruturas em suspensoes sob a a¢do de campos

magnéticos externos, como (GONTIJO; CUNHA, 2015), sdo extremamente relevantes.

1.2 Objetivos

Este trabalho objetiva analisar a sedimentagao de particulas solidas de dimensoes
coloidais em fluido, para baixo nimero de Reynolds de particulas. Emprega-se tanto uma
abordagem lagrangeana, na qual se desenvolve uma simulacao computacional direta, que
segue o movimento das particulas, quanto um tratamento analitico euleriano. Nesta descri-
¢ao, estudam-se as particulas sobre o viés da mecanica dos meios continuos, analisando-as
como uma fase continua, perdendo assim informagoes acerca de seus movimentos indivi-

duais.

1.2.1 Objetivos Especificos

Dentro desse contexto, sao propostos os seguintes objetivos especificos:

Abordagem lagrangeana:

e Apresentar estudos iniciais da sedimentacao de particulas para niimeros de Reynolds

arbitrarios;

e Desenvolver um cédigo numérico para simular o movimento de particulas massivas
sujeitas a forcas brownianas e interagindo hidrodinamicamente. Além disso, con-
siderar um dominio de fundo impenetravel e a possibilidade de estratificacao de

concentragao na direcao da gravidade;

e Validar o codigo numérico pelo calculo do coeficiente de difusao ordinario Einstein-
Stokes, usando tanto o deslocamento quadratico médio quanto a autocorrelacao das

flutuacoes de velocidade para diversos nimeros de Péclet e Stokes;

e Desenvolver um procedimento numérico estatistico envolvendo N particulas e M
realizagoes para célculo da variancia das flutuagoes de velocidade de particulas e da

funcao autocorrelacao das flutuagoes de velocidade da suspensao;



Determinar numericamente o tensor de tensoes de particula, caracterizado por corre-
lacao de flutuagoes de velocidade com origem nas interagoes hidrodinamicas viscosas
particula-particula, em funcao da fracdo volumétrica da suspensao, do nimero de

Péclet e do nimero de Stokes;

Caracterizar uma pressao de particula, viscosidade de particula e um coeficiente de

difusao em funcao da fragdo volumétrica, ¢, analisando o limite assintético ¢ — 0;
Simular um ntmero suficientemente grande de particulas para que a inércia das
particulas equilibre as forgas viscosas.

Abordagem euleriana:

Construir um modelo continuo bifdsico de suspensao gas-sélido;

Efetuar uma analise de estabilidade linear do modelo, para determinagao da taxa de
amplitude e velocidade de propagacao de ondas de concentragao, obtendo a condig¢ao

critica de estabilidade;
Elaborar diagramas de bifurcacao e linhas neutras do sistema;

Verificar a dependéncia de flutuacoes tipicas com o numero de Stokes e com o
coeficiente de estratificacao para diferentes comprimentos de onda, associados com

o tamanho do dominio de confinamento da suspensao.



2 FUNDAMENTOS DE
MICROHIDRODINAMICA

2.1 Equacoes Gerais de Balanco

Esta secao apresenta topicos da mecanica dos meios continuos, baseados em Cunha
(2015), a fim de fundamentar as modelagens continuas lagrangeana e euleriana deste
trabalho.

2.1.1 Hipdtese do Continuo

Um grande nimero de trabalhos em mecanica dos fluidos se baseia na hipdtese de
que o fluido possa ser tratado como se fosse um meio continuo. Isto é factivel uma vez
que as propriedades de interesse nessa area sao observadas em escalas de comprimento
macroscopicas. No entanto, a consisténcia de tal suposi¢ao se condiciona a existéncia de
um volume de observacao que contenha um nimero suficientemente grande de moléculas.
Este volume deve ser tal que nao haja variacoes significativas das propriedades medidas
devidas a flutuacoes de moléculas particulares, embora seja pequeno o suficiente para nao
captar variagoes espaciais macroscopicas nas propriedades (BATCHELOR, 2000). A Fig.

(3) ilustra a variagao na mediacao de uma propriedade com o tamanho do volume sensivel.

Cabe destacar a hipotese do continuo nao é sempre aplicavel, visto que em alguns
escoamentos, ao se definir um volume que contenha um nimero suficiente de moléculas
para inibir flutuagdes microscopicas das propriedades, captam-se variagoes macroscopicas
nas tais. Ou seja, nao é possivel definir propriedades locais. Entre os escoamentos referidos,
podem-se citar ondas de choque e gases rarefeitos (BATCHELOR, 2000).
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Figura 3 — Efeito do volume sensivel de um instrumento de medida na massa especifica
(BATCHELOR, 2000).

2.1.2 Cinematica de um Meio Continuo

2.1.2.1 Descricoes Lagrangeana e Euleriana

O movimento de particulas é representado por uma transformacao de coordenadas
x = x(X, 1), sendo os vetores & um conjunto de posi¢des no espaco as quais sdo associadas
as particulas que as ocupam, enquanto os vetores X sao as posicoes iniciais ocupadas por
tais particulas. Ressalta-se que X especifica a particula que ocupou determinada posicao

em um dado instante.

Desse modo, é possivel descrever o movimento de duas formas: avaliando as pro-
priedades do continuo em fungdo de X, por exemplo p(X,t), o que significa seguir a
trajetérias das particulas, ou fazendo-o em termos de x, como p(x,t), que equivale a ob-
servar posicoes espaciais, ao invés de seguir particulas. A primeira abordagem é chamada
lagrangeana, e o vetor X é dito rotulo, cujas componentes sao nomeadas coordenadas ma-
teriais ou lagrangeanas. J4 a segunda abordagem é chamada euleriana ou espacial, sendo
que as componentes do vetor posicao x sao designadas eulerianas, espaciais, fisicas ou de

laboratodrio.

2.1.2.2 Tensor Gradiente de Deformacao

Um corpo continuo 8 é definido como uma distribui¢cdo continua de matéria que
ocupa uma regiao B do espaco em um instante de tempo t. Tal corpo é constituido de
um conjunto de particulas materiais P, as quais estdo associados os rotulos X. O mesmo

deve ainda atender aos seguintes postulados:

e Toda particula P de B tem uma posicao tnica na regiao B em um dado instante de

tempo;



e Todo ponto P da regiao B é uma posicao da particula P de 8.

Define-se configuragdo como a regiao B que um continuo B ocupa em um deter-
minado instante de tempo. Entao, o movimento do corpo material é entendido como uma
mudanca sequencial de configuracées By — B; — -+ — B,,, em que By é uma configu-
ragao de referéncia, e pode ser descrito a partir das equagoes das trajetérias x(X,t) das
particulas, dadas as condigoes de consisténcia x(X,0) = X. Desse modo, o movimento
pode ser representado por um mapeamento da configuracao de referéncia a atual por uma
fungao ¢y(X) = x(X, t), conforme ilustrado pela Fig. (4).

Figura 4 — Mapeamento do movimento de um corpo continuo.

Visando a caracterizacdo do mapeamento, analisa-se o movimento de um arco
material dC, representado inicialmente pelo vetor dX e no estado deformado por dx,
segundo a Fig. (5). Expandindo o vetor posigao do elemento material que ocupa o ponto

() em série de Taylor,

8.’13'1'

X,

zi(X +dX, t) = 2;(X, t) + dX; + O(|dX]?). (2.1)

Para |dX]| arbitrariamente pequeno, segue da Eq. (2.1) que

dp: — 220
YT ox,

dXx;. (2.2)

Define-se o tensor gradiente de deformagdo na descricio Lagrangeana F por

aZL'i
P, =20 2.3
o 23)
tal que a Eq. (2.2) é expressa em notacao de Gibbs por
de =F - dX, (2.4)

sendo esta a lei de transformagao de arcos.



Figura 5 — Deformagdao de um arco material.

O tensor gradiente de deformacao contém as informacoes sobre os tipos de movi-
mentos que os arcos podem exibir, sejam de translagao, rotacao ou deformagao. Nota-se
que o jacobiano J da transformacao de coordenadas é o préprio determinante do referido

tensor,

J = det(F). (2.5)

Decorre dos postulados de um meio continuo que a transformagao de coordenadas
que caracteriza o movimento é sobrejetiva, logo deve ser invertivel. Para tal, é necessario

e suficiente que esta nao tenha jacobiano nulo, i.e., J # 0.

2.1.2.3 Relacdes de Euler

As duas relagoes de Euler estao associadas ao tensor gradiente de deformacao e sao
empregadas para a deducao do teorema transporte de Reynolds. Através deste, podem-se
deduzir as equagoes de balango para um meio continuo, o que ilustra a importancia de

tais ferramentas.

Considere um elemento de volume no estado deformado, representado pela Fig.
(6), dado por
dV = dx - (dx x dx). (2.6)

Da Eq. (2.4),
dV = (F -dX) - (F - dX x F - dX). (2.7)

No entanto, sendo o tensor cofator F* definido como aquele para o qual
F' . F* = det (F)I, (2.8)
segue de suas propriedades que

F.-dX x F-dX = F* - (dX x dX). (2.9)
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Figura 6 — Elemento infinitesimal de volume em tempos distintos. Adaptado de (CHAN-
DRASEKHARAIAH; DEBNATH, 2014).

Pelas Egs. (2.5), (2.8) e (2.9),
dV = JdX - (dX x dX). (2.10)

Uma vez que o volume no estado de referéncia ¢ dVy = dX - (dX x d):(), tem-se

av
J=— 2.11
d‘/o7 ( )

que é conhecida como a primeira relagao de Euler.

A derivada material de J pode ser obtida mediante a Expressao (2.5). Represen-

tando o determinante em notagao indicial e usando a Eq. (2.3), se obtém

Dt~ Dt \""*ox, 0x, 0X,

Note que derivadas materiais sao avaliadas com X constante, de modo que po-
dem ser permutadas com as derivadas parciais em X;. Ademais, tem-se u; = Dx;/Dt,
resultando em

DJ 8u1 81'2 8.1'3 8:171 8u2 8x3 8x1 8%2 8u3
7 = Cijk v v T Eijk v v tEiikav Aav Aav
Dt 0X, 0X; 0X;, 0X, 0X; 0X;, 0X, 0X; 0X;,

(2.13)

Usando a regra da cadeia para explicitar as derivadas da velocidade em relacao as
coordenadas eulerianas,

DJ  Owy 0%y, Oxs O3 Ouy 0xy 0x,y, O0x3 Ous 0xy Oxg Oxy,

Dt~ 0z N OX, 0X, 0Xx | Oz X, 0X; 0Xs | Ozm X, 0X,; DXy,

(2.14)

Quando o indice m se iguala a qualquer outro assumido por x em uma parcela,
hé repeticao de termos nesta, tal que a mesma se anula pela antissimetria do tensor de

Levi-Civita. Deste modo, resta apenas

DJ 6u1 8I1 81‘2 8x3 8U2 8x1 8x2 81’3 8U3 81'1 81’2 al‘g

_Ou_ (215
DE = 92, " 9X, 0X, 0%y | 05y " OX, 0K, 0Ky | Oms 9 OX, X, 0%, 210
que pode ser convenientemente rearranjado para
DJ 8u1 GuQ 8U3 8$1 01‘2 8x3
_ . Omy Owy Oxs 2.16
Dt <8$1 T 0z, o, ) X, 0X, 0X,, (2.16)

10



Identificam-se nesta expressao o divergente do campo de velocidades e o jacobiano

da transformacao de coordenadas, resultando na expressao

DJ

designada por segunda relagao de Euler.

2.1.3 Teorema Transporte de Reynolds

A dedugao das equagoes de balanco para um meio continuo requer uma expressao
para a derivada material de integrais de volume. Neste caso, a derivada ndo pode ser
comutada com a integral, uma vez que a regiao de integragao varia com o tempo. De fato,
o resultado que se obtém € uma generalizacdo da regra de Leibniz. A fim de demonstra-lo,
considere o campo G(x,t), que pode ser escalar, vetorial ou tensorial. A taxa de variagao

da integral de volume desta quantidade é dada por
D

. 2.1
Dt o Gl AV (2.18)

Emprega-se a primeira relagdo de Euler, Eq. (2.11), para efetuar a integral no
volume de referéncia V{, pois isto permite comutar a integral com a derivada material,

uma vez que esta é realizada com X fixo. Assim,
D
t)dvV = — [G(x,t)J]] dVj. 2.19
Dt/ (@, Vth[ (@, )J] dVy ( )

Derivando a expressao contida no segundo membro pela regra do produto e utili-

zando a segunda relacao de Euler, Eq. (2.17),

DG
Dt/ (,) dV — / J [Dt+G(v u)] v, (2.20)
Langando mao da Eq. (2.11) novamente, tem-se
D DG
— Gz, t)dV = —+G A% 2.21
Dt Jv (@,?) ){Dt GV u)] ’ (221)

que é nomeado teorema transporte de Reynolds, devido a (REYNOLDS; BRIGHTMORE;
MOORBY, 1903). A Eq. (2.23) é uma variagao do teorema com utilidade significativa para
a compreensao fisica da expressao determinada pode ser obtida a partir da definicao de

derivada material como se segue:

oG
o / (@, 8) dV = / lm*v (Gu)] av, (2.22)
e aplicando o teorema da divergéncia,
oG
Dt/ (@,t)dV = / = dV+/ Gu - hdS, (2.23)

em que S(t) denota o bordo do volume V(¢ ) Depreende-se da Eq. (2.23) que a taxa de
variacao da integral de uma propriedade G(x,t) no volume consiste de duas parcelas: a
primeira relativa a variagao dessa propriedade no interior do volume, e a segunda ao fluxo

de G através da superficie de V.
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2.1.4 Equacao da Continuidade

Sendo p(x,t) a massa especifica de um continuo, a massa ¢ a propriedade extensiva

obtida através da integragao de tal campo no volume ocupado pelo corpo,
m= / p(z, 1) dV. (2.24)
1%

Pelo principio da conservagao de massa, esta quantidade se mantém constante ao

longo do movimento, de modo que

Dm
— =0. 2.25
Dt (2.25)

Aplicando o teorema transporte de Reynolds, Eq. (2.21), & Equacao (2.24),

Dm Dp

Logo, pela Eq. (2.25), tem-se

/V (Dp +pV - u) dV = 0. (2.27)

Dt
Supondo que o integrando seja continuo e notando que o volume V' ¢é arbitrario,
segue do lema de du Bois-Reymond que o integrando deve se anular em todos os pontos
do dominio, i.e.,
Dp

- ‘u= 2.2
Dt—l—pV u=0, (2.28)

nomeada equacao da continuidade. Através desta, pode-se mostrar uma variacdo do te-
orema transporte de Reynolds, util a demonstragao das equagoes de balanco. Para tal,
considere uma propriedade arbitraria F'(x,t) = p(x,t) f(x,t). Integrando-a em V' e deri-

vando pelo uso da Eq. (2.21),

= | r@ i@ dv = | [Dg)tf |

Derivando o produto contido no integrando e empregando a Eq. (2.27), tem-se

+pfV - u] dv. (2.29)

D D
= | @ nf(@.) dV:/VpD‘Z}: dv. (2.30)

2.1.5 Forcas de Campo e de Superficie

Pode-se distinguir as forcas em dois principais grupos. As forcas de campo sao
caracterizadas por ter longo alcance e decaimento lento, tais que nao variam apreciavel-
mente em um elemento infinitesimal do continuo. Desse modo, estas sao proporcionais ao
volume do elemento, sendo representadas por F. = pb(x,t)dV. Neste caso, b(x,t) é a

forca de campo por unidade de massa, um campo vetorial.
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Ja as forcas de superficie se destacam pela origem molecular, de tal modo que
tém decaimento rapido. Portanto, o volume de atuacao esta relacionado ao caminho livre
médio das moléculas, numa regiao que é compreendida como uma superficie segundo a
Otica da mecéanica dos meios continuos. Segue deste raciocinio que as forcas de superficie
sao proporcionais as areas sobre as quais incidem, ou seja, Fy = t(x,t;n)dA, em que
t(x,t;n) é denotada densidade de forga.

Conforme ilustrado pela Fig. (7), define-se t(x,t;n) como a forga por unidade
de area exercida pelo lado para o qual i aponta sobre o fluido situado no lado oposto.
Evidentemente, pela terceira lei de Newton, t(x,¢;01) = —t*(x,t; 1), em que o asterisco
denota a convencao oposta a que adotamos para t. No entanto, observe que pela definicao,

t*(x,t;0) = t(x, t; —n). Logo, t(x, ;) é uma fungdo impar de f.

Lado 1
t* (@, n’)/

M1, P1

Figura 7 — Densidade de forca sobre um elemento fluido.

2.1.6 Teorema de Cauchy

A densidade de forca que consta na equagao do balanco de momento linear, de-
pende do vetor normal ao plano sobre a qual incide, logo nao é um campo vetorial. O
teorema de Cauchy permite separar a contribuicao do vetor normal para a densidade de
forga das demais, possibilitando a descricdo do movimento das particulas fluidas apenas

em termos de campos, como serd demonstrado.

Considere um tetraedro de fluido sobre o qual atuam forgas de campo e de su-
perficie, ilustrado pela figura (8). As forgas de campo e a massa de tal elemento sao
proporcionais a seu volume, enquanto que apenas as forcas de superficie escalam com a
area sobre a qual atuam. Deste modo, considerando o limite em que as dimensoes lineares
do tetraedro tendem a zero sem alteracao de sua forma, as forcas de superficie tém ordem
dA, superior & dos termos restantes no balanco de momento linear, dV'. Portanto, tem-se
que

t(n)dA + t(—€é;)dA; + t(—é2)dAs + t(—é3)dA; = 0. (2.31)
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Figura 8 — Elemento de volume tetraédrico.

Como t é impar em n, tem-se

t(R)dA = t(&1)dA; + t(62)d Ay + t(&3)dAs. (2.32)

Ademais, os dA; nada mais s@o que as projecoes de dA sobre os vetores de base

do sistema coordenado, tal que

dA; = (- &;)dA. (2.33)

Substituindo a Eq.(2.33) na Eq. (2.32) e notando que dA é um ntmero arbitrario

nao nulo, depreende-se que
t(n) =n-[é1t(é;) + éxt(éy) + ést(és)]. (2.34)

Definindo
t(éz) = Uijéj7 (235)
resulta da Eq. (2.33) que
t(h)=n-o, (2.36)
conhecido como teorema de Cauchy, em que o é o tensor das tensdes, campo tensorial

cujas componentes o;; representam a forca por unidade de area exercida sobre o plano de

vetor normal &;, no sentido do vetor &;, conforme ilustra a Fig. (9).

2.1.7 Balanco de Quantidade de Movimento

A equacao de Cauchy, que expressa o balanco de quantidade de movimento para
um meio continuo, pode ser deduzida através da segunda lei de Newton aplicada a um
corpo. Segundo esta abordagem, a taxa de variagdo do momento linear é igual ao somatorio
das forgas externas que o acometem, i.e.,

DL

—=F.+F,. 2.37
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€3

€

A}
- — = — —- — ——_ — — — — — — — — = )\

Figura 9 — Componentes da tensdao em um plano.

Sendo dL = pudV o momento linear de um elemento continuo, dF, = pbdV e

dF = t(x,t;n)dA as forcas de campo e superficie que atuam sobre este, respectivamente,

D

= dV:/ bdV /tdS, 2.38

Dt /v pa v P * s ( )
sendo areas fechadas denotadas por S.

Aplicando ao primeiro membro desta equagao a variacao do teorema transporte de
Reynolds dada pela Eq. (2.30), e & integral de superficie do segundo membro o teorema

de Cauchy, conforme a Eq. (2.36),
Du

—dV:/ bdV / ds. 2.39

/V P Dt 1% P i s ne ( )

Pelo teorema da divergéncia para tensores,

/fl-o-dS:/ V-adV. (2.40)
S \%
Em vista disso,
/pD“dv_/pbdv+/ V-odv. (2.41)
v Dt \% 1%

Procede-se desta descricao a formulagao diferencial mediante o uso do teorema
da localizagao, o qual afirma que se a Eq. (2.41) é vélida para quaisquer volumes V'

arbitrarios, entao deve-se ter

Du
—=v. b 2.42
Py = Vot b, (2.42)

designada por equacao de Cauchy.
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2.1.8 Tensor das Tensoes de um Fluido Newtoniano

O ntmero de equagdes escalares no sistema formado por (2.28) e (2.42) - 4 - ¢é
menor que o de incognitas - 11: p, p, u e o -, tal que se faz necessario conceber equagoes
de fechamento, determinando o e p, de modo a tornar o sistema possivel determinado.
A pressao mecéanica p que consta no rol de incégnitas advém da decomposicao do tensor

das tensoes em suas partes isotrépica e deviatérica, como serd mostrado a seguir.

Analogamente a esse caso, a formulagao de um meio continuo bifasico, empregada
na se¢ao (3.3), ocorre mediante médias nas fases e resulta em incégnitas que devem ser
extraidas de equacoes constitutivas, as quais sdo propostas e examinadas na secao referida.
Levando em conta que as simulagoes lagrangeanas desenvolvidas neste trabalho admitem
um fluido base newtoniano, compete demonstrar brevemente a equacao constitutiva do
tensor das tensoes deste. Para isto, explicita-se em tal tensor o termo isotrépico pol,

devido a pressao termodinamica p, e associado ao equilibrio:

o=—-pl+T. (2.43)

Nota-se ainda que a pressao mecanica p pode ser definida como o oposto da média

da densidade de forgas sobre uma esfera de raio infinitesimal,
p=—(t-n). (2.44)

A fim de obter uma expressao para a pressao mecanica em termos do tensor de tensoes,
considere o calculo da média da componente normal da densidade de for¢a em uma esfera,

ponderada pela area:

t-n)= 2.45
(b) = 550 (2.45)
Utilizando a equagao (2.36) e calculando a integral que consta no denominador,
tem-se I S dS
o :nn
t-n)=""—"—""~ 2.46
(t-n) = 270 (2.46)

Para uma esfera infinitesimal, o tensor das tensoes é aproximadamente constante e pode

ser retirado da integral, logo

. O [snndS
t-n)=—>——. 247
(oon) = T T (2.47)
Dado que [qnndS = 4ra*1/3,

(t-h) = % (2.48)

Assim, segue das equagoes (2.44) e (2.48) que

—Oij

= 2.49
p=— (2.49)

A relacao para a parcela associada ao nao equilibrio, 7, advém de uma generali-
zacao da lei do cisalhamento de Newton,

ou

T = ua—y, (2.50)
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cuja aplicabilidade é estendida admitindo-se que a tensao seja linear com o gradiente de
velocidades, i.e.,
T=mn:Vu, (2.51)

visto que a forma mais geral de relacionar dois tensores de segunda ordem linearmente é
mediante um tensor de quarta ordem, que neste caso é 1. No entanto, o tensor das tensoes
deve ser independente do observador, consequentemente uma quantidade objetiva. Uma
vez que a parte antissimétrica do gradiente de velocidades nao atende a tal requisito,

expressa-se T apenas em termos da parte simétrica, D = (Vu + Vu®) /2, logo

T=mn:D. (2.52)

Pressupoe-se também que o fluido é isotropico, o que resulta na isotropia de seu

tensor viscosidade 77, a qual é representada em termos de suas componentes por
nijk:l = A(CL‘, t)éijékl + B(CE, t)é, 6jl + C(ZL‘, t)5il5jk. (253)

Dado que um fluido newtoniano é instantdneo e homogéneo, as funcoes A, B e C que

constam na equagao (2.53) sao, de fato, constantes. Assim,
Nijkt = Adij0p + B0irdj + Cdy0 . (2.54)
Segue das equagoes (2.52) e (2.54) (CUNHA, 2015), usando a simetria de D, que
T=AV -u)l+(B+C)D. (2.55)

Entao, define-se B + C' = 2u, de modo a recuperar a equagao (2.50) para um fluido
incompressivel. Ademais, define-se § = A como o mdédulo de compressibilidade. Substi-
tuindo a Eq. (2.55) na Eq. (2.43), calculando o trago da expressao resultante e utilizando
a Eq. (2.49), mostra-se que a pressao mecanica e a termodindmica estao relacionadas pela

expressao
P:po—(ﬁvLQ;)V-u. (2.56)
Define-se a viscosidade expansional ou segundo coeficiente de viscosidade como k = 3 +
21/3, tal que
p=po— KV -u (2.57)

A viscosidade expansional apenas exerce efeitos significativos sobre a dindmica do fluido
quando ocorrem excitacoes na escala de tempo de sua estrutura, como na propagacgao de
ondas actsticas em altas frequéncias e em ondas de choque (BATCHELOR, 2000). Uma
vez que tal regime nao é o escopo da presente analise, pode-se considerar k = 0, dita a
hipétese de Stokes. Logo, segue das Egs. (2.57), (2.55) e (2.43) que
V-u

o=—-pl+2u (D—31>. (2.58)

Esta é a expressao do tensor das tensoes de um fluido newtoniano stokesiano. Para o caso

de um escoamento incompressivel, tem-se

o=—-pl+2uD. (2.59)
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Logo, decorre das equagoes (2.59) e (2.42) que o movimento de um fluido newtoniano
incompressivel é determinado por
u 2
p—; =—Vp+uV-u+pg. (2.60)
Dt
No caso em que as forgas inerciais tém ordem superior as viscosas, i.e. Re < 1, e

as forgas de campo sdo conservativas, (2.60) reduz-se a
~VP+ pViu =0, (2.61)

sendo P a pressao modificada, que incorpora os termos provenientes das forcas de campo.

Esta expressao é empregada ao longo da segao (2.2).

2.2 Hidrodinamica em Baixos Nimeros de Reynolds

A presente se¢ao, embasada em (CUNHA, 2016), apresenta os principios da hidro-
dindmica em baixo niimero de Reynolds, visando a fundamentagao do modelo de interacao

hidrodinamica empregado nas simula¢gdes numéricas deste trabalho.

2.2.1 Solucdo Fundamental de Stokes

A dindmica de particulas em suspensao sera construida a partir da representacao
integral para escoamentos de Stokes. Esta relaciona a solu¢do de um escoamento pura-
mente viscoso! & solucao fundamental de Stokes, que determina os campos de velocidade,
pressao e tensao induzidos por um ponto de for¢a num fluido newtoniano. Neste intuito,
exibir-se-a a solucao referida nesta se¢ao. Para isso, considere o balanco de forcas sobre o

fluido e a equagao da continuidade, dados respectivamente por
—~Vp +pV*u+ F(z) =0, V-u=0, (2.62)

em que p ¢ o campo de pressao, pu a viscosidade dinamica do fluido, u o campo de

velocidades e F(x) a forca exercida pelo ponto de forga sobre o fluido.

A forca pontual realizada sobre o fluido é uma forca concentrada, de tal modo
que pode ser adequadamente descrita por F(x) = F(xg)d(x — x¢), sendo & um ponto
arbitrario e &y o local onde se encontra a singularidade. Definindo a forga realizada pelo
fluido sobre o ponto de forga como f e sua amplitude por f(xy), tem-se que —F(x) =
f(x) = f(xo)o(x —xy), pois esta é a reagao de F. Admite-se aqui, por conveniéncia, que a
singularidade esteja situada na origem do sistema de coordenadas. Tal simplificacao nao
deve restringir os resultados obtidos, pois deriva de uma translacao. Entao, obtém-se das

equagoes (2.62) que

—Vp + pVu = £(0)6(x), V-u=0. (2.63)

L' Do inglés creeping flow.
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O par de equagbes (2.63) sera resolvido por transformada de Fourier num espago
euclideano tridimensional. Para isso, definir-se-ao a transformada de Fourier de uma fun-

¢ao arbitraria ¢ e sua inversa por

H(k) = (2;)3/2 " otw)e i, (2.64)
1 R ik-x
8(@) = o /_ Ok ™, (2.65)

nas quais k é o vetor nimero de onda e as integrais sao calculadas no espago livre.

Tal método ¢é conveniente, pois o operador V no espaco de Fourier, ou reciproco,
é representado por —ik. Logo, V? torna-se —k? e as equagoes diferenciais parciais (2.63)
sao levadas a equagoes algébricas. Nota-se que é necessario determinar a transformada de

Fourier da distribuicao delta de Dirac. Logo, considere

5(x) = (273)3/2 | bty e*eda (2.66)

Pelas propriedades da distribuicao delta de Dirac,

N 1
Da equagao (2.67), decorre que a transformada inversa de d(x) é
1 o ik-x
5(x) = @/_Ooe dk. (2.68)

Por simplicidade notacional, escrevemos f = f(0). Tomando as transformadas de Fourier

das equagoes (2.63), tem-se que

f
(27)3/2

ik p — pk*a = (2.69)
k-a=0. (2.70)
Multiplicando escalarmente a equacao (2.69) por k, usando a equagao (2.70) e isolando
P,
—i f-k

Determina-se o campo de pressao a partir da transformada inversa da equagao
(2.71). A seguinte identidade ¢é 1til nesse desenvolvimento. Denotando a transformada de

Fourier por F,

F{Vo} = —ikF{¢}
= F {F{Vo}} =F {—ikF{s}},
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mas

FH{F{Ve}} = V(F H{F{¢}})
S V(FHF{oY)) = FH{—ikF{¢}}. (2.72)

Aplicando a equagdo (2.72) a transformada inversa da equagao (2.71), notando que f

independe de x e k, tem-se

f o) 6ik-a:
plz) = @~V/_m o dk. (2.73)

Devemos pois obter a transformada inversa de 1/k%. Para isso, alternativamente a

integracao em coordenadas esféricas, pode-se usar a identidade

V2 <47T1’w|> =V <‘;"T|> = —d(x). (2.74)

g [ €T ke
v/ dk:/ ek g, (2.75)

—oo k2

pois o operador V2 comuta com a integral, uma vez que ambos sdo lineares e operam em

Entao, note que

varidveis distintas. Pela equagao (2.68),

0o oik-x
VQ/ ik = —87%(a). (2.76)

—oo k2

Conclui-se da equagao (2.74) que

) eik-w 271‘2
dk = —. 2.
/_oo 2 | (2.77)

Esta é a transformada inversa que se desejava resolver, a fim de obter o campo de pressao

induzido pelo ponto de forga. Substituindo este resultado na equagao (2.73), tem-se que

pa) = - . v <2W2> | (2.78)

x|

83
Segue que
—f 2z
- . 2.
p(z) S Tap? (2.79)
Define-se P(x) = 2x/|z|?, tal que
(@) = Pla) (2.50)
P =5 ’ '
Generalizando o local da singularidade, com r = & — x,
f
pr) = — - Pr) (281)
s

E oportuno ressaltar que P(r) nada mais é que o vetor de Green do campo escalar p, ou

seja, o propagador do distirbio de pressdo. Percebe-se ainda que este decai com 1/72.
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Dada a solucao do campo de pressao no espago reciproco, determinaremos entao o

campo de velocidades. Assim, substituindo a equacao (2.71) na equagao (2.69) e isolando

A

u?
—1 (f-k)k
i=———-|f-1— . 2.82
u 22 ) [ 2 ] (2.82)
Aplicando a transformada inversa de Fourier a equacao (2.82),
1 (£ 1K) s
u(x) = ST / = [f I- 12 ] e dk. (2.83)

O primeiro termo da integral contém a transformada inversa ja calculada na equacao

(2.77). Para o segundo termo, usa-se uma propriedade semelhante a da equagao (2.72).

Logo,
-1 |27 o0 elkw
+£-vv [ 2.84
u@) =g, [m W w ] (2.84)
Notando que
) eikm 00 e
V4/_OO - dk:/_ooek dk (2.85)
e usando as identidades enunciadas nas equagoes (2.68) e (2.74),
00 eikm )
/m o dk = —nja (2.86)

Substituindo a equagao (2.68) na equacao (2.74),

u(x) =

-1 [27?
87T3

lef I-f VV(r 2|9[,»|)] (2.87)

Uma vez que VV(|z|) = I/|z| — zx/|x|, tem-se
—f I TT
— = ) 2.88
u(x) — <|w| + |$‘3> (2.88)

Generalizando a origem da singularidade,
—f I rr
=—(-+—= 2.89
u(r) 8 (7‘ - 7“3> ’ (289)
em que r = |r|. Na equagdo (2.89),
1 /I rr
o= L (1) "
(r) 8mp \r + r3 ( )
é chamado de tensor de Oseen-Burgers (KIM; KARRILA, 1991). A solugdo do campo

de velocidades obtida na equagao (2.89) é denominada Stokeslet. Note que a velocidade
produzida pelo movimento de um ponto de forga nesse fluido decai com 1/r. Tal decai-
mento lento afeta o movimento de demais particulas imersas no fluido, mesmo a longas

distancias.

Suficientemente longe de uma particula, espera-se que os campos de velocidade e

pressao produzidas pela mesma assemelhem-se aos gerados por um ponto de forca. Desse
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modo, a solugdo fundamental de Stokes representa uma aproximacao de longo alcance
(RUSSEL; SAVILLE; SCHOWALTER, 1989) e prové um ponto inicial para solugoes de

escoamentos puramente viscosos através do teorema reciproco de Lorentz.
Ademais, é proveitoso definir

Glr) =+ + = (2.91)

r

que é conhecido na literatura como tensor de Oseen (KIM; KARRILA, 1991). Logo, pode-

se escrever ¢
ulx)=—— G(x, x). 2.92
@)= —g - Ilam) (2.92)
Com a equagado (2.92), podemos agora determinar o campo de tensoes e a vorticidade
induzidas pelo ponto de forca. O fluido base é newtoniano e incompressivel, portanto sua

equagao constitutiva para o tensor das tensoes é

o(x) = —pl + p[Vu + (Vu)'], (2.93)

Por meio das féormulas determinadas para a pressao e a velocidade, respectivamente
(2.79) e (2.88), mostra-se que

o(r)=— - T(r). (2.94)

8
Nesta expressao, o tensor T(r), de terceira ordem, tem a seguinte forma em notagao de

Gibbs: ;
rrr
T(r) = e (2.95)

Este é a funcao tensorial de Green associada ao campo de tensoes gerado por um ponto

de forga, ou stresslet. Pela definigao de vorticidade, £ = V x u, usando a equagao (2.88),

€)= - -2 (2.96)
sendo
Q(r) = 2 - % (2.97)

o rotlet, tensor de segunda ordem que é a funcao de Green associada a propagacao de
vorticidade pela singularidade e € o tensor de terceira ordem de Levi-Civita, cujas com-
ponentes sao dadas por

Eijk = € (&) X &,). (2.98)

2.2.2 Teorema Reciproco de Lorentz

O teorema reciproco de Lorentz (1907) relaciona dois escoamentos puramente vis-
cosos. A partir dele, demonstra-se a representacao integral de um escoamento de Stokes,

fundamental para o método integral de contorno aplicado a microhidrodinamica. Para
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demonstra-lo, consideramos o par de escoamentos puramente viscosos {u, o}, {u’, o’} de

fluidos newtonianos, definidos num mesmo dominio €2, cujo bordo é 9f). Neste caso,

V-o=H1, V-u=0, (2.99)

V.-o'=1, V-u' =0. (2.100)

A formulacao descrita por estas equagoes admite a possibilidade de singularidades

no dominio, representadas pelas forcas por unidade de volume f e f'. Uma vez que a

equacao constitutiva do tensor das tensoes de um fluido newtoniano incompressivel é

o = —pl + 2uD, sendo D a parte simétrica do gradiente de velocidades, tem-se que
o:Vu=2uD :D. Logo,

o:Vu =¢':Vu (2.101)

Usando a identidade
Vi(o-u)=0:Vut+u-(V-0o), (2.102)

obtém-se das equagdes (2.99), (2.100) e (2.101) o teorema reciproco de Lorentz, qual seja

V-(e-u)—u - f=V-(¢/-u)—u-f (2.103)

Integrando a equacao (2.103) no dominio 2 e usando o teorema da divergéncia,
bem como a simetria do tensor das tensoes, determina-se a forma integral do teorema

referido,

/ u’-a-ﬁdS—/u’-de: u-a’-ﬁdS—/u-f’dV. (2.104)
o0 Q o0 Q

2.2.3 Representacao Integral de um Escoamento de Stokes

Sejam {u’, o'} a solugdo fundamental de Stokes e {u, o} um escoamento de Stokes
arbitrario, nao singular (f = 0), definido num dominio aberto 2. A aplicacao do teorema
reciproco de Lorentz, dado pela equagao (2.104), a esse par de escoamentos, considerando
as equagoes (2.89), (2.90) e (2.94) resulta em

1

- 1/ u(¢)T(¢,w)-1dS(¢)— [ u(Q)6(¢—) dV(C),

81 Joo
(2.105)

em que dS(¢) e dV(¢) denotam integracoes com respeito a variavel ¢ e sao alternativa-

|, 6(¢.x)-0(¢)-0dS(Q)

mente representadas por dS¢ e dV. Neste contexto, i é o vetor normal que aponta para

fora da superficie 0€2. Convém, no entanto, expressar tal equacdo em termos do vetor

normal que aponta para dentro da superficie, definido por n = —n. Nessa forma, tem-se

1 1
L Gem)-ol6) mdSe — — [ u)-T(6,5) mSc— [ w(E)C )0V
G o 9(€®) Q) mase =~ [ Q) T(C@) nasc — [ u(Q)o(C ) ave
(2.106)
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Pelas propriedades da distribuicao delta de Dirac, pode-se simplificar a integral de
volume que ocorre na equagao (2.106), determinando o campo de velocidades no fluido

em funcao das integrais de superficie por

Se xeQ, u(x) 1 1
Se @¢Q 0 }:_méag“’w)"’@‘“ds = 57 Sy € TG @) mas

(2.107)
em que  é o fecho de Q.2

A equagao (2.107) é a representacao integral dos escoamentos de Stokes, que rela-
ciona o campo de velocidade num ponto do escoamento a solucao fundamental de Stokes,
por meio de uma convolucao. Através dela, faz-se possivel determinar o campo de velocida-
des de um escoamento de Stokes arbitrario sem, para isso, recorrer diretamente a solucao
das equagdes de um escoamento puramente viscoso. De fato, usam-se exclusivamente a

velocidade e densidade de for¢a® no bordo 9Q do dominio.

Impende adaptar o resultado obtido para a aplicacao ao movimento de um corpo
imerso, explicitando a contribui¢cao do campo de velocidade e densidade de forca sobre
essa particula. Para isso, divide-se o bordo do dominio de integracao em duas superficies,
conforme a figura (10), em que S, é uma superficie arbitraria, como a de uma particula,

num caso especifico, e S,, é uma superficie esférica de raio arbitrariamente grande.

Figura 10 — Dominio de integragao (KIM; KARRILA, 1991).

Definindo u(x) = u”(x)+u>(x), o que equivale a separar o campo de velocidades

em um distirbio produzido pela particula u?(x) e um escoamento incidente u®(zx), se

u(x) — u>(x) quando |x| — oo, tem-se que u?(x) — 0 para |x| — oo. Aplicando a

representacao integral ao campo de velocidades produzido por uma particula, num volume

2 '"Um ponto a € R™ é aderente a um conjunto X C R" quando ¢ limite de uma sequéncia de pontos

desse conjunto. O conjunto de pontos aderentes a X chama-se o fecho de X e é indicado com a notagao
X" (LIMA, 1976).

3 Do inglés traction.
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de fluido delimitado pelas superficies .S, e Sy,

Se x€Q, u(x) 1 ]
Se x¢Q, 0 }:_m/gpg(c’w)'”(C)'ndsﬁ_&T/Sp“@)'T(CW)'HdSc
1 1
N &m/sw g(¢.x)-o(¢) ndS; — &T/Sw u(¢) - T(¢, @) -ndSe. (2.108)

Define-se ainda

1

u™(x) E_SW,M/OO G, x) o(C) ndSC— / ;x)-ndSe,  (2.109)

de forma que

se weh u(w)} :um(a;)—l/s G(C, @) (C)- ndS<—81/ a(¢)-T(¢, @) -ndS,.

Se x¢Q, 0 8mp Sp
(2.110)
Nos pontos interiores ao dominio de fluido, isto equivale a
1 1
Wia) =~ [ G(¢a) o) nasc— o [ u()-T(Cx) mase. (2111)

A primeira integral que consta na equagao (2.111) pode ser interpretada como o
campo de velocidades gerado por uma distribuicao de forcas de superficie - ndS e é de-
nominada simples camada potencial®, analogamente a teoria potencial (KIM; KARRILA,
1991). O segundo termo da equagdo ¢ chamado de dupla camada potencial®, pela mesma
razao, e pode ser fisicamente compreendido como a soma de uma distribuicao de fontes

ou sumidouros de intensidade u-n e uma dupla camada de Stokeslets com intensidade de
dipolo |u|n na diregao de u (KIM; KARRILA, 1991).

No caso de particulas rigidas, escopo das simulacoes desenvolvidas neste trabalho,
nota-se que a integral da dupla camada potencial é nula, conforme mostrado em (KIM;
KARRILA, 1991). Logo, a representacao integral de um escoamento de Stokes induzido

por um corpo rigido é

1

u(x) =u™(x) — o

/S G(¢,x) - o(¢) -ndS,. (2.112)

2.2.4 Primeira Lei de Faxén para Translacao

Partindo da representacao integral, demonstraremos a primeira lei de Faxén para
translacao de particulas rigidas esféricas. Tal expressao determina a forca hidrodinamica
viscosa que atua sobre esse corpo, sendo uma generalizagdo da lei de Stokes para escoa-

mentos incidentes arbitrarios, ainda no contexto de escoamentos puramente viscosos.

4
5

Do inglés single layer.
Do inglés double layer.
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Para isso, considere o movimento de corpo rigido de uma particula esférica, que
translada com velocidade U e gira com velocidade angular w em relagao a seu centro, xg.
Assim, u(z) = U+w x (x —xy) YV € S,. Considere agora a integral da equagio (2.112)
sobre a superficie da esfera,

SpUdSm—l-wx/Sp(:v—wo)de:/Spu (x)dS,

1

_ 87w/s l/spg(g,a;).a(c) -ndSC] dS,. (2.113)

Explicitando a densidade de forca, t(¢) = o(¢) - n, para um tensor de tensoes simétrico,
comutando as integrais em « e ¢ no segundo termo do lado direito da equacao e notando

que t(¢) independe de x, tem-se

1

0 —UdSw:—/ / @) dS, | £(¢) dS, + ></ _xy)dS,. (2.114
[ v @-vlass= L[| [ gtc.e)as. | e ascrax [ (a-an)dsi. (2110
Calcularemos entao a integral fspg (¢, x) dS,, usando para isso uma expansao
multipolo do tensor de Oseen, ou seja, uma série de Taylor do mesmo. Neste caso, em
poténcias de & — xy, em torno do ponto { — xy. Para tanto, usa-se a identidade { — x =

(¢ —xp) — (x — ), obtendo
(z — o) (x — x0)

2

G(¢—2) = G(C— o) — (@ —20) - VG oy + . VVGcgpt--- (2115)

Substituindo a equagdo (2.115) na equagdo (2.114), os termos referentes ao tensor de
Green sao constantes com relacdo a @ e podem ser removidos da integral. Faz-se entao
necessario determinar as integrais do poliddico (x —x()", de ordem n, n € N, com relagao

a x. Convém ressaltar os seguintes casos especificos: para n impar,
/ (@ — @)™ dS, = 0. (2.116)
Sp

Para n = 2,
4mat

/ (x — x0)*dS, =
Sy 3

Em adigdo, decorre das equagoes (2.63) e (2.92) que V*"G =0, n € N :n > 2. Desta
propriedade, em conjunto com as equagoes (2.115), (2.116) e (2.117), resulta que

J

P

I (2.117)

G(¢, x)dS, = 4ma® (1 + §V2> G(¢ — =o). (2.118)

Utilizando as equagoes (2.116), paran =1, e (2.118) em (2.114),

CL2

/sp[uww) ~Uds, =4

[Sp Kl + §V2> g(¢~ wo)] +6(¢) diSe. (2.119)

Usa-se a definigao do tensor de Oseen, dada pela equacao (2.91) e simplifica-se a expressao,

notando que |{ — xg| = a, resultando em
2a

/S [0 (@) - Ulds. = 7 [ 6(¢)dsc (2.120)
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Pela definicdo da forca hidrodindmica, f* = | s, t(¢) dS¢, obtém-se a lei de Faxén

para a translacao de uma particula esférica rigida, qual seja

fhzzgz i [u>(x) — U] dS,. (2.121)

Salienta-se, ainda, que tal identidade pode assumir uma forma alternativa por meio da

expansao multipolo de u®(zx). Com efeito, realizando-a em torno do centro da esfera,

(2 — ®o)(x — )
2

u™(x) = u™(xzy) + (& — xo) - Vu™|y, + VU™ |y, + -+ (2.122)

Considerando a identidade V*"u(x) = 0, n € N : n > 2, decorre das equagoes (2.121) e
(2.122) que

@
6

Esta é uma forma alternativa da primeira lei de Faxén, para translacao de particulas

' = 6mpa |u™(zo) + — V>, — U|. (2.123)

esféricas rigidas. Usar-la-emos para deduzir as relagoes de resisténcia e mobilidade, que

foram simuladas computacionalmente neste trabalho.

2.2.5 Linearidade dos Escoamentos de Stokes

Como aplicagao do teorema reciproco de Lorentz, demonstraremos a relacao linear
entre a forca sobre uma particula rigida e sua velocidade em escoamentos de Stokes,
segundo a abordagem apresentada por Kim e Karrila (1991). Considere dois escoamentos
nao singulares produzidos pelo movimento de um corpo rigido, {u,e} e {u’,o’}. Sendo
as velocidades sobre suas superficies U e U’ e as forcas que atuam sobre os tais f e f’,
segue da equacao (2.104) que

U.-f'=0U-f. (2.124)

Sejam entao f = f(U), U = U; + U, e U’ = U;. Dessa forma,

(U; +Uy) - £f(U,;) = U, - £(U; 4 Uy). (2.125)
Analogamente, para U = U; + Uy e U’ = U,, tem-se

(U; + Uy) - £f(Uy) = Uy - £(U; 4 Uy). (2.126)
Combinando as equagdes (2.125) e (2.126), tem-se

(U1 4+ Uy) - [£(Us + Uz) — £(Uy) — £(Uy)] = 0. (2.127)

Para U; e U, arbitrarios, deve-se ter que f(U; + Uy) = f(U;) + f(U,). Sabe-se
ainda que a forma mais geral de combinar dois vetores linearmente é por meio de um

tensor de segunda ordem. Logo, deve-se ter
F=—uA - (U-U>), (2.128)
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2.2.6  Formulacoes de Mobilidade e Resisténcia

Através das ferramentas expostas nas se¢oes precedentes, analisaremos as forgas
hidrodindmicas no problema da sedimentacdo de particulas esféricas numa suspensao
diluida em baixo niimero de Reynolds, com o objetivo de desenvolver a descri¢do dinamica
do movimento das mesmas. As formulacoes ora desenvolvidas embasarao a fundamentagao

do presente estudo e sao utilizadas no cédigo numérico.

Partimos do caso especifico da primeira lei de Faxén em que o termo contendo a?
¢é desprezivel, visto que estamos no regime assintético de particulas pontuais, para o qual
a, < 1, logo

" = 6rpa, [0 (x,) — Us), a=1,--- N, (2.129)

sendo N o ntmero de particulas em suspensao. Em se tratando de suspensoes com baixas
fragoes volumétricas, considera-se que o escoamento incidente sobre cada particula pode
ser construido como uma superposicao dos distirbios de primeira ordem produzidos pelas

outras, obtidos da equacgao (2.92) segundo

-1
1 8T

M=

u®(x,) = G(xo—xs) £y, a=1,--- N, (2.130)

R
*
R

assim escrito em razao da simetria do tensor de Oseen. Substituindo a equagao (2.130)

na equacao (2.129), tem-se

N
1
! = 6mpas |—Uy — > 8—9(% —xs) - £} . (2.131)
=1 OTH
Ba

Neste contexto, identificam-se o tensor mobilidade de Oseen, referente as interacoes

entre pares,

1 A
M 4(r) = Smir (I+1t), (2.132)
e o tensor automobilidade, definido como
M; (r) 1 (2.133)
r) = .
ad 6T pa,’
nos quais r = ¢, — g e ¥ = r/|r|, de modo que
h il h
s \—1
f'=m:,)" |-U, — 52 My (o — 5) - £ | . (2.134)
=1
B#a
Entdo, convém definir vetores globais forca f* = (ff £l ... f) e velocidade U =
(U, Uy, -+, Uy), bem como matrizes globais de automobilidade e mobilidade entre pa-

res, construidas por blocos a partir das representagoes matriciais dos tensores de segunda
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ordem exibidos nas equagoes (2.132) e (2.133) segundo

0 My .- My
M5 o --- M}
mr=| T 2 (2.135)
MY, ML, --- 0.
e
M;, O 0
0 Msj, 0
M?® = . (2.136)
0 0 NN
Assim, expressa-se a equacao (2.134) como
U=—(M*+ M?)- f" (2.137)
de tal modo que é pertinente definir
M = M?*® + MP?, (2.138)
implicando em
U=-M-f" (2.139)

expressao esta conhecida como a relagdo de mobilidade (ABADE, 2005). Este é um sistema
de equacoes acopladas, 1til a descricao da cinematica das suspensoes nas quais se pode
desprezar a inércia das particulas. Nesse caso, conhecem-se as forcas hidrodinamicas que
atuam sobre as tais e impende determinar as velocidades que adquirem, caracterizando-se

como uma equacao diferencial ordinaria de primeira ordem em virtude da relacao

dX
—=U 2.14

através da qual se determina a configuracao do sistema ao longo do tempo.

Na formulacao de resisténcia, no entanto, pressupoem-se conhecidas as velocidades

e se deseja determinar as forgas hidrodinamicas. A relagao de resisténcia deriva da inversao
da equacao (2.139),

f'=-R U, (2.141)

na qual R = M~! é o tensor resisténcia global. A obtencdo da configuracao do sistema
na formulagao de resisténcia exige a resolucao de uma equagao diferencial ordinaria de
segunda ordem, decorrente aplicagao da segunda lei de Newton as particulas, utilizando

a expressao (2.141) | i.e.,

M - ddtt] = fl 4+ (2.142)
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em que f™ é o somatério de todas as forcas ndo hidrodindmicas que atuam sobre as

particulas e M é a matriz

0 my --- 0
M = ) o ) , (2.143)
0 0 my
sendo my, =myI,a e N:a=1,---,N e m, a massa da particula a.

As equagoes (2.139) e (2.141) tém natureza mais geral do que a assumida na
demonstracao desta se¢ao. Embora nos restrinjamos a andlise de particulas pontuais,
cabe ressaltar que quando as mesmas tém raios finitos, a forma das equacgoes se preserva,

enquanto que os tensores mobilidade e resisténcia sao alterados.

2.3  Movimento Browniano

Particulas de dimensoes coloidais, de raio a < 1 um, apresentam um movimento
erratico, denominado browniano em homenagem ao botanico Robert Brown, que o descre-
veu em 1827 (MCQUARRIE, 2000), e sua dindmica é modelada em primeira aproximagao
pela equacao de Langevin. Em tal descricao, aplica-se a segunda lei de Newton as meso-
particulas, considerando a acao de forcas inerciais, de arrasto viscoso e devidas a colisoes

com as particulas do fluido base, resultando em

du
m— = —Cu + f(¢), (2.144)

dt
na qual m é a massa da particula coloidal, u sua velocidade, t o tempo, { = 6wua o
coeficiente de Stokes para o arrasto sobre uma esfera em escoamento puramente viscoso
e f(t) é a forga browniana. E pertinente ainda definir v = ¢ /m, que é o inverso do tempo

de relaxacao da particula.

A equagao diferencial (2.144) é uma equagao diferencial estocéstica, pois o forga-
mento f(¢) ndo é deterministico. A solugao da eq. (2.144) é o célculo da probabilidade de
que a velocidade seja u(t) no tempo ¢, dada a condigao inicial u(0) (MCQUARRIE, 2000).
Admitem-se (0) = xg e u(0) = ug como condigoes iniciais desse problema de valor ini-
cial. A equagao (2.144) depende da natureza do forgamento f(¢). Logo, faz-se necessério
assumir hipoteses estatisticas acerca deste. O movimento browniano ¢ uma caminhada
ao acaso®, portanto um processo de média nula. Segue desta condigdo que (f(t)) = 0,

expressao na qual (-) denota uma média do processo estocastico nas realizagdes.

Considera-se também que o processo seja estacionario nesta analise, logo as pro-

priedades estatisticas do forcamento nao dependem do tempo. Além disso, esse processo

6 Do inglés random walk
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estocéstico é um ruido branco, tal que a autocorrelagao do forcamento em tempos distin-
tos é nula. Representando-a por (f(¢)f(¢')) para dois tempos distintos ¢ e t', as hipdteses

de ruido branco e estacionariedade sao matematicamente representadas por
(EE(H)) =Fo(t —t'), (2.145)

na qual F é um tensor de segunda ordem que expressa a intensidade do ruido e independe

do tempo.

A Eq. (2.144) pode ser resolvida pelo método do fator integrante que, considerando

também uma condicao de velocidade inicial nula, fornece

_ 7t ¢ / e’Yt, /
u(t)=e f(t")—dt'. (2.146)
0 m

Tomando uma média nas realizagoes da Eq. (2.146), mostra-se que (u(t)) = 0. Denota-
se a autocorrelagdo das velocidades de um processo estacionario u(t) por C(7), tal que
C(7) = (u(t)u(t + 7)). A escala de tempo em que observamos o movimento é muito
superior ao tempo de correlacao, tal que a descrigdo cinematica continua da particula
relata um processo em quase equilibrio termodindmico. Nesse regime, determina-se a

autocorrelagao das velocidades a partir da Eq. (2.146) como

Fe 7
C(r)=—— 2.147
(7) S (2.147)
em que 7 = [t" — t/|. No caso em que 7 = 0,
F
C0) =——. 2.148
(0) Sem (2.148)

A equagdo (2.148) é empregada para determinar uma expressao analitica para a
intensidade do forgamento browniano, uma vez que a variancia das velocidades pode ser
alternativamente deduzida do principio da equipartigao da energia (RUSSEL; SAVILLE;
SCHOWALTER, 1989) segundo

(u(t)u(e)) = 211 (2.149)

em que kp ¢ a constante de Boltzmann e T" a temperatura. A comparacao das equacoes
(2.147) e (2.148) fornece o dito teorema da flutuagao-dissipagdo (RUSSEL; SAVILLE;
SCHOWALTER, 1989),

F = 2kgT(1, (2.150)

o qual relaciona a intensidade do forcamento browniano a flutuagoes térmicas no fluido e

ao arrasto permanente sobre a particula, que dissipa energia.

Para o calculo do tensor difusividade, usa-se a definicao cinematica de velocidade,

u = dx/dt, da qual se tem
t t
(x(t)x(t)) = / dt’/ C{t"—1t)dt". (2.151)
0 0
1
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Devido a paridade do tensor autocorrelacao de velocidades, convém realizar a mudanca
de varidveis 7 = t” — ¢’ na integral (CUNHA, 2016), da qual resulta

(w(t)a(t)) =2t [ t (1 - ;) C(r) dr. (2.152)

Derivando a Eq. (2.152) e usando a Eq. (2.147),
d 2kgT
—(x(t)x(t)) =
() = 2

Pelo argumento de Einstein para o coeficiente de auto-difusao (RUSSEL; SAVILLE;
SCHOWALTER, 1989), no entanto,

L (2.153)

(z(t)z(t)) = 2Dt. (2.154)

Derivando a eq. (2.154) e comparando-a com (2.153), usando ¢ = 6mpua, proveniente do
arrasto de Stokes, chega-se a expressao
kgT
D=_"
6T pa

L (2.155)

Por isso o tensor D dado pela eq. (2.155) é denominado tensor difusividade de Einstein-
Stokes (ZWANZIG, 2001).

Alternativamente, pode-se expressar o tensor difusividade em termos da funcao

autocorrelagao de velocidades. Para isso, note que igualando as equagoes (2.152) e (2.154),

t
D= / (1 - ;) C(r)dr. (2.156)
0
Assumindo que C(7) decaia suficientemente réapido, o termo 7/t pode ser desprezado no

limite t — oo, de forma que

D= / C(r)dr. (2.157)
0
Em processos estaciondrios, o coeficiente de autocorrelagao das velocidades ¢(7) torna-se
C(7)
c(r) = ot (2.158)

sendo 02 a variancia da velocidade. Entdo, segue das equagdes (2.157) e (2.158) que
D = o? / c(r) dr. (2.159)
0
Define-se o tempo de correlacao 7. como

T, = /Ooo tr(c(r)) dr, (2.160)

sendo este uma medida do decaimento da autocorrelagao em instantes posteriores, ao passo
que a diferenga de tempos se desvia do equilibrio (7 = 0), cf. (MCQUARRIE, 2000).
E importante salientar que, quando hé anisotropia nas autocorrelacdes de velocidade,
como no escopo deste trabalho, convém definir tempos de correlacao diferentes para cada
direcao, conforme

TC,’L' = W) 1= 1; 27 3 (2161)
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3 FLUTUACOES DE
VELOCIDADE

3.1 Analises de Escala

Estudos da velocidade de suspensoes em sedimentagao tém importantes aplicacgoes,
entre as quais podemos citar a sedimentacao diferencial, processo empregado para separar
misturas. Neste contexto, é fundamental determinar a velocidade média da suspensao, de
forma a saber o tempo que o processo leva. Uma vez que as flutuagoes de velocidade estao

associadas a mistura das particulas, também influenciam nessa duracao.

Para suspensoes diluidas, pode-se fazer uma analise de escala simplista da veloci-
dade média de sedimentacao, mediante a adigao entre pares das interacoes hidrodinamicas.
Nesse regime, a aproximacao de particulas pontuais ¢ valida e pela solugdo fundamental
de Stokes, Eq. (2.92), os disturbios de velocidade tém ordem u' ~ Ua/r, em que r é a
distancia entre duas particulas e U a velocidade de Stokes de uma particula isolada, de
raio a. Tomando uma média volumétrica dos distirbios de velocidade produzidos sobre
uma particula teste (BATCHELOR, 1972),

() ~ /V (fln av. (3.1)

em que (u) é a velocidade média da suspensdo, n seu nimero de densidade e V' é o
volume do dominio de integracao. Se tal regido tem um comprimento caracteristico R,

entdo V ~ R®. Com n ~ ¢/a®, tem-se

2
() ~ U (f) . (3.2)

Esse resultado sugere que a velocidade média nao seja uma propriedade média da
suspensao, pois dependeria da extensao do volume por ela ocupado. No entanto, nao ha
concordancia entre tal predicio e a relagdo empirica de Richardson-Zaki, (u) = U(1—¢)*,
amplamente compativel com observagoes experimentais, em que k é uma constante ex-
perimental. Coube a (BATCHELOR, 1972) solucionar tal dilema através de uma renor-
malizacao da integral, separando-a em duas parcelas: a primeira divergente, referente

ao escoamento reverso provocado pelo movimento das particulas, e a outra convergente,
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determinando o valor

(u) = U(1 — 6,55¢) (3.3)

para a velocidade média da suspensao, para particulas iguais em baixo nimero de Rey-

nolds, na auséncia de interagoes hidrodinamicas.

3.1.1 Paradoxo da Divergéncia

As flutuagoes de velocidade foram investigadas mediante uma andlise de escala por
Hinch (1988) e Cunha (1995). Considerando uma distribui¢do randémica e independente
de N particulas, haveria um desvio padrdo v/N nesse nimero, segundo o teorema do
limite central. Portanto, imaginando que o dominio fosse dividido em duas partes iguais,
como ilustra a Fig. (11), o peso extra em um dos lados induziria correntes convectivas,

que seriam equilibradas pelo arrasto viscoso sobre as particulas. Assim, Hinch (1988)

=
00 O 09 o

Figura 11 — Corrente convectiva induzida pelo peso extra em um dos lados do reservatorio.
Adaptado de (HINCH, 1988; ABADE, 2005).

considerou um aglomerado de particulas de raio [ em que flutuagoes de peso, geradas por
variacoes estatisticas no nimero de particulas, sdo balanceadas por um arrasto de Stokes
sobre as flutuagoes de velocidade em todo o dominio, i.e., 6wpu'l ~ Apvpg\/N , em que
vp € 0 volume de uma particula. Segundo tal raciocinio, notando que Apv,g = 6mpUa,

V,=¢V e N =V,/v, ~ ¢l*/a®, no qual V, é o volume total de particulas, obteve-se

: ¢l
U~ U\/:. (3.4)

34



Essa analise prevé uma divergéncia ainda mais severa para a difusividade, visto que esta

tem escala D ~ /[, resultando em

3/2
D ~ aUp'? (i) . (3.5)

Tais argumentos de escala, embora corroborados por simulagoes numéricas (KOCH,
1994; LADD, 1997; CUNHA et al., 2002; CUNHA; SOUSA; HINCH, 2002), nao concorda-
ram com observagoes experimentais (NICOLAI; GUAZZELLI, 1995). Esta discordancia
foi denominada paradozro da divergéncia. Desde entao, varios trabalhos se propuseram a
determinar os mecanismos fisicos por tras dessa incoeréncia, visando a compatibilizacao
de experimentos, teorias e simula¢des numéricas. As proximas se¢oes deste capitulo ex-
poem alguns mecanismos fisicos que examinaremos no presente trabalho, apontados na

literatura como possiveis causas da discordancia que se tem observado.

O objetivo precipuo deste estudo ¢é analisar o efeito da inércia das particulas sobre
a inibicao das flutuacdes de velocidade. Neste sentido, a estratificacdo é um mecanismo
auxiliar para a obtencao de uma simulagao numérica com custo computacional viavel, pois
colabora para a convergéncia das flutuacoes referidas sem elevar o nimero de particulas

simulado.

3.1.2 Inércia das Particulas

No contexto das dispersoes de pé em gas, a massa especifica das particulas pode ser
milhares de vezes superior a do gas (SAFFMAN, 1962). Logo, faz-se necessario incorporar
a inércia das particulas a modelagem do problema e analisar seu efeito sobre a dinamica
da suspensao. Neste sentido, convém definir uma massa especifica efetiva p.sr = ¢ps e
uma viscosidade efetiva p.rr = 1, pois o termo 5u¢/2 de (EINSTEIN, 1956) é desprezivel

em suspensoes diluidas cujo fluido base é um gas.

O tempo de relaxagao das particulas, 7, = m/6mpa, quantifica a inércia das tais,
pois é uma medida da rapidez com a qual respondem a distirbios de velocidade no fluido.
Usa-se o tempo de sedimentagao, 7; = a/U, como escala para o escoamento. A razio entre

as duas quantidades referidas é definida como o ntimero de Stokes,

T mU

St = (3.6)

T, 6mpa?’
A . b 2z 1- . 2z . d ’ 1 ’ _ 2 z

que por consequéncia também avalia a inércia das particulas. J& 7, = a*/v é o tempo que

a vorticidade leva para ser difundida por um comprimento a. Como o niimero de Reynolds

7

é
T, Ua
Re =~ = —, (3.7)
Ts v
tem-se que St/Re ~ ps/p. Portanto, ainda que consideremos o limite assintético Re < 1,

pode-se ter St = O(1) e deve-se considerar a inércia das particulas.

35



Segue dos argumentos apresentados que a inércia das particulas, ¢psu/?l?, pode
equilibrar as flutuagoes de peso liquido induzidas por variagoes estatisticas no niimero de
densidade, mgv/'nl3, sendo [ um comprimento arbitrario. Balanceando ambos os mecanis-

mos, tem-se (HINCH, 1988; CUNHA, 1995; EVANGELISTA; CUNHA, 2017)

, Uu Ja
u ~ \/g\/; (3.8)

Nota-se que as Egs. (3.4) e (3.8) definem um comprimento critico' /. para o qual

efeitos viscosos e de inércia das particulas se equilibram, qual seja
l.=aSt 3¢t (3.9)
Para tal comprimento, ilustrado pela Fig. (12), as flutuagoes de velocidade escalam com
u' ~ USt™Y3 (3.10)
e sua variancia conforme
(u?) ~ U?St™2/3. (3.11)

Impende salientar que a varidncia na Eq. (3.11) ndo depende das dimensoes do dominio
fisico, i.e., € uma propriedade intensiva. Ademais, a inércia das particulas é imprescindivel
para isso, uma vez que o comprimento critico [, — oo a medida que St — 0. A Fig.
(12) ilustra a variacao das flutuagdes de velocidade com o comprimento caracteristico do
dominio, obtida das Egs. (3.4) e (3.10).

u |

Regiao Regiao
sem inércia inercial

l

Figura 12 — Dependéncia das flutuagoes de velocidade, quando balanceadas por forcas
viscosas (linha tracejada) ou inerciais (linha continua), com o comprimento
caracteristico do dominio. Adaptado de Cunha (1997).

L Referido em inglés por screening length.
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3.1.3 Estratificacao

O fenomeno de estratificacao é a dependéncia do nimero de densidade das par-
ticulas com a diregao vertical (da forga gravitacional). A primeira sugestao de que este
mecanismo estivesse atrelado a convergéncia das flutuagoes de velocidade, observada em
experimentos, foi dada por Blawdziewicz em 1995, em comunicagao privada com Hinch
(GUAZZELLI; HINCH, 2011). A andlise de escala apresentada nesta se¢do, extraida de
(GUAZZELLI; HINCH, 2011), tem por finalidade mostrar o efeito da estratificagdo sobre
as flutuacgoes, justificando seu uso no cédigo numérico desenvolvido. Nao ha interesse em
verificar estas andlises de escala no c6digo numérico. Deseja-se exclusivamente compatibi-
lizar a simulacao com observacoes experimentais e verificar a convergéncia das flutuacoes
de velocidade para dominios numéricos de dimensdes menores. Deste modo, reduz-se o

custo computacional das simulagoes.

A estratificacdo pode ser atribuida a diversos fatores, entre os quais a dispersao
da frente de sedimentacao, que é a interface entre a suspensao e o fluido sem particulas.
A mesma influencia as flutuacoes de velocidade apenas quando a variacdo no nimero de
particulas que provoca é da ordem das induzidas por flutuagoes estatisticas. Para um
dominio de comprimento caracteristico L, tal condigio equivale a LA(nL3)/0z ~ V/nL?.

Em termos da fragdo volumétrica,

0 (oL? L3
L—|— ) ~{\/—. 12
0z ( a’ ) a3 (3.12)
Define-se o fator de intensidade da estratificacdo como

109

de modo que a intensidade critica A., correspondente a condi¢ao estabelecida pela Eq.

(3.12), 6
CL3 1/2

Analogamente, para uma estratificacdo de intensidade superior a esta, aglomerados de

particulas cuja estratificacdo equilibra flutuagoes estatisticas no nimero de densidade

B\ V2
A= (m | (3.15)

Segue das Egs. (3.14) e (3.15) que os maiores aglomerados cujas flutuagdes estatisticas

limitam-se a um comprimento [,

no numero de densidade tém mesma ordem das induzidas por estratificacdo possuem

z—L<§)”5 (3.16)

comprimento dado por
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Substituindo as Egs. (3.16) e (3.14) na Eq. (3.4), obtém-se uma flutuagao de velocidades

independente do tamanho do dominio, qual seja

¢2 1/5
u ~U <a)\> : (3.17)
De semelhante modo, para a difusividade,
& 1/5

De fato, nota-se que ambas as quantidades calculadas pelas Eqs. (3.17) e (3.18) sdo in-

tensivas, em concordancia com as observacoes experimentais mencionadas.

3.2 Pressao de Particulas

Desejamos analisar a troca de quantidade de movimento em uma superficie de
modo a identificar as forcas decorrentes dessa interacao e definir a partir disso uma pressao
de particulas, estendendo tal conceito, por analogia, a modelagem bifasica continua que
é efetuada na secao (3.3). A abordagem desta se¢do baseia-se naquela apresentada por

(CHAPMAN; COWLING, 1970).

O ntumero de particulas contido em um elemento de volume, n(x,t)dV, pode ser
representado alternativamente através da distribuicao das velocidades v dessas particulas
por dV [ f(x,v,t)dv, em que f é um nimero de densidade no espago das velocidades.
Deste modo, a média de uma propriedade escalar, vetorial ou tensorial (G(x,t)) nas

particulas que ocupam o volume é dada a partir de
(G, 1)) = /G(m,t)f(m, v, 1) dv. (3.19)

Considere uma parede estacionaria dS, ilustrada pela Fig. (13), contra a qual
colidem todas as particulas contidas no volume dV = (v-f1) dS dt. Neste caso, a quantidade

destas que impacta a superficie é exatamente o nimero de particulas contido no volume,
as dt/ (v-n)f(x,v,t)dv, (3.20)
Jr

em que o simbolo + denota o movimento das moléculas na direcdo do vetor normal a
superficie, abritrado como exterior ao dominio. Analogamente, o niimero de particulas

rebatidas pela parede é
ds dt/ (v —0)f(z,v,1)dv. (3.21)

Admite-se que nao ha condensacao ou evaporagao sobre a superficie, tal que o nimero de

particulas que incidem sobre esta é igual ao das que sao rebatidas. Subtraindo a expressao
(3.21) da (3.20),

ds dt

A(V -0) f(z,v,t)dv — / (v-—n)f(x,v,t)dv| =0, (3.22)
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dS

A

n

Figura 13 — Volume ocupado pelas particulas que colidem com a superficie. Adaptado de
(CHAPMAN; COWLING, 1970).

portanto segue da Eq. (3.19) que
(v-i) = 0. (3.23)

O momento linear das moléculas antes das colisoes é semelhantemente obtido como

ds dt /+ mv(v - 1) f(z,v, 1) dv. (3.24)

Apbs as colisoes,
det/ mv(v - i) f(z,v,t) dv. (3.25)

Por outro lado, a variacdo do momento linear sobre a superficie é igual ao impulso sobre

esta, devido a forga de superficie, dado por
dS dtt(z,t). (3.26)
Deste modo, subtraindo a Eq. (3.25) de (3.24) e igualando o resultado a (3.26), tem-se
dSdtt(x,t) =dS dt/mv(v -n)f(x,v,t)dv. (3.27)
Usando a Eq. (3.19) e a identidade p = mn, tem-se
t = p{(v-n)v). (3.28)

Expressando o resultado em termos das flutuagoes de velocidade, v/ = v — (v), e empre-
gando a Eq. (3.23), segue que
t=n-o, (3.29)

em que
o = p(v'v') (3.30)

¢ um tensor de flutuacoes hidrodinamicas, andlogo ao tensor de Reynolds, que relaciona
a tensao as flutuacoes de velocidade. Entao, podem-se definir uma pressdo de particulas
associada aos termos diagonais deste tensor, e viscosidades de particulas atreladas aos

termos nao diagonais. Neste trabalho, nos ateremos aquela. Note ainda a analogia entre
a Egs. (3.29) e (2.36).
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De fato, pode-se definir a pressao de particulas ps para uma dispersao de p6 em
gas, em que ps > p, como (ABADE; CUNHA, 2007; CUNHA, 1997; BATCHELOR, 1988)

ps = ¢§S (v'-v'). (3.31)

Importa ainda adimensionalizar a equagao (3.31) e fazer uma andlise de escala com base
na secao (3.1.2), a fim de identificar a dependéncia funcional que se espera obter no
c6digo numérico. Para tal, dividem-se ambos os membros da equagao referida por plU/a

e emprega-se a Eq. (3.10), resultando em
Ps ~ ¢St'?, (3.32)

sendo Ds = ps/(,uU/CL)
Semelhantemente, interessa definir viscosidades de particulas jis;; como
v, S
/Jls,ijaij = (/5;03@1{7]3')7 ? % I (333)
T
pois compararemos a escala dos termos diagonais aos nao diagonais na se¢ao (8.2), mos-
trando que estes tém mdédulo menor. Em decorréncia de tal fato, a viscosidade de parti-
culas atenua apenas as flutuagoes de velocidade com baixo comprimento de onda. Adi-
mensionalizando a Eq. (3.33), com [is;; = s/ 14
i PSHo) .,
Hsjij = ——73~ Z#]a 3.34
; o5, (3.34)
0T;

sendo a i-ésima componente do vetor v denotada por v;.

3.3 Modelo Continuo para Flutuacdes

Nesta secao, propoe-se um modelo continuo simples, com equagoes constitutivas de
fechamento bem postas e confidveis para suspensoes gas-sélido diluidas, baseado na abor-
dagem de escoamentos bifsicos particulados, cf. (IRVING; KIRKWOOD, 1950). Neste
contexto, a dinamica das flutuacoes de velocidade na suspensao é representada em uma
escala de comprimento muito maior que as microestruturais, como a separacao média

entre particulas ~ a¢~/3.

3.3.1 Fase Gasosa

Admite-se que a difusdo de momento linear seja desprezivel na fase gasosa, de
massa especifica p e viscosidade dinamica u. Portanto, as equagoes governantes desta fase
sao

Oe

o TV (ew) =0 (3.35)
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)
pe (a‘; tu- Vu> — —Vp+ peg + Fy, (3.36)

supondo p constante, nas quais € = 1 — ¢ é a fragdo volumétrica de vazios, u(x,t) é o
campo euleriano de velocidades do gas, p a pressao mecanica e F, ¢ um arrasto entre as
fases, proposto neste trabalho como um arrasto de Stokes, Fy, = 6mpan(z,t)(v —u), em

consonancia com demais trabalhos em suspensoes gas-sélido, e.g. (SAFFMAN, 1962).

Salienta-se também que a forca exercida pela fase gasosa sobre a particulada é
obtida através da terceira lei de Newton na auséncia de tensao interfacial entre as fases
como

F,, = —F,, = 6mpan(x,t)(u —v). (3.37)

Note que podemos extrair uma relacao para o gradiente de pressao em termos de Fgg,
visto que uma dispersao de p6 em gas encontra-se no limite assintético ps > p, no qual

a inércia do fluido é desprezada. Deste modo, segue da Eq. (3.36) que

Vp = 6rpan(z,t)(v — u) + peg. (3.38)

Uma suspensao de particulas pontuais sedimentando em baixo niimero de Reynolds
tem velocidade média nula, devido & conservacao da massa da mistura em qualquer se¢ao
do reservatério (BATCHELOR, 1972). Deste modo, tem-se

eu+ ¢v = 0. (3.39)

Por definicao, U = 2a?Apg/9u e ¢ = 4mwan/3. Como estamos no regime assintético de

suspensoes gas-sélido, Ap ~ ps, portanto as Eqgs. (3.38) e (3.39) implicam

Ppsgv
Vp = = + peg. (3.40)
Ul —9¢)

Uma vez que o arrasto entre fases escala com p; e o peso da fase gasosa com p, este termo

¢é desprezivel, resultando em

Ppsgv
Vp = ———, (3.41)
Ul —9¢)

sendo esta a distribuicao de pressao no fluido.

3.3.2 Fase Particulada

Semelhantemente, a fase particulada é admitida como um meio continuo, sobre o
qual atuam forcas de superficie, campo e arrasto entre fases, com estratificacao linear de

concentragao na direcao vertical, segundo

0¢ B
o, TV (ev) =0 (3.42)
e
Ops <g:: +v- VV> =F,,+V.-0,+¢(1 — \2)ps8g, (3.43)
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em que p, ¢ constante e o5 é um tensor de tensdes associado a fase particulada. Foi uti-
lizada a aproximagao de Boussinesq para a estratificacdo, cf. (TRITTON, 2012; CHAN-
DRASEKHAR, 2013), aplicando a corregao da concentracao apenas para o termo gravi-

tacional, pois seu efeito tem ordem maior que os demais.

Emprega-se um modelo newtoniano stokesiano para o tensor das tensoes,

2(V-v)

s = —ps(®) 1+ pufs(¢) | Vv + Vv — I, (3.44)

por simplicidade, no qual fs(¢) indica a dependéncia da viscosidade com a fra¢ao volumé-
trica da suspensao, sendo jufs(¢) uma viscosidade de particulas. Para o regime de Einstein,
de suspensoes infinitamente diluidas, fs(¢) = 5¢/2. No entanto, este estudo se volta a

analise de ps, a pressdo de particulas, que é abordada em maiores detalhes na segao (3.2).

Aplicando o operador divergente & equagao (3.44), substituindo-a em (3.43) e uti-
lizando (3.41),

ov

prs <8t +v- VV) = _vPs + #fs(¢) [Vzv +

Ppsg [U(lv—qﬁ) + ég] + Appsgz é3. (3.45)

Percebe-se que a Eq. (3.35) acaba sendo redundante. De fato, esta deriva de (3.42) e (3.39).
Logo, a dindmica da suspensao ¢ descrita por um sistema de duas equagoes - (3.42) e (3.45)

- e duas incognitas - ¢ e v. As equagoes do modelo continuo estao sumarizadas na Tab.

(1).

3.3.3 Adimensionalizacdo das Equacdes Governantes

Procede-se agora a adimensionalizagdo das equagbes (3.42) e (3.45), visando a
identificagdo dos parametros que governam a dinamica deste modelo. Para tal, conside-
ramos como escalas caracteristicas do problema: a velocidade de Stokes, U, o tempo de
sedimentacao, a/U, o raio de uma particula, a, e uma pressao pulU/a. Deste modo, as

variaveis adimensionais, denotadas por tis, sdo expressas por

. v . tU psa . 2 ~
—_ —_— t —_ — ~S p— ; —_ - s . '4
V=g — D U i=_ e V =aV (3.46)
Entéo, segue da Eq. (3.42) que
0 ~
a? + V- (¢¥) = 0. (3.47)

Similarmente, para a Eq. (3.45),
psU?  [(Ov
g

TR W) = —a—ws + 5 fs(9) [ﬁ% + V(vg'{’)] —

¢psg [_ + é3‘| + /\gzﬁpsgaé é3‘ (348)
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Tabela 1 — Sumario das equagoes governantes do modelo continuo bifdsico para a suspen-
sao gas-solido.

Numero da
Equacao equacao no
texto
Ppsgv
Vp= ——"— 3.41
T U-9)
¢
hihed . — 3.42
BT +V-(pv)=0
0
ops <(9::—I—V-Vv) =
—Vps + pfs(o) [VQV - V(ng)l - 3.45
Opsg | ———— + &3] + Appsgz &
Psgd U(l _ qb) 3 Psg 3

Dividindo ambos os membros da Eq. (3.48) por uU/a?, obtém-se

St ¢ (8{5 + - @v) = —Vps + f:(0) [Wfﬂr V(fo)l — Ns¢ [‘7 +é3] + Ra¢ zés,
ot 3 1—¢
(3.49)
sendo
St — pi]a (3.50)

o numero de Stokes, i.e., a razao entre a inércia de uma particula e as forgas viscosas que

a acometem, enquanto

2
N, = '0;95 (3.51)

¢ o numero de sedimentacao, definido como o quociente das forcas gravitacionais e viscosas

sobre uma particula e
_ psghd®
=0

¢ o numero de Rayleigh, que mensura a importancia relativa da flutuacao de peso oca-

Ra

(3.52)

sionada pela estratificacdo, quando comparada as forcas viscosas. Da mesma maneira,

pode-se adimensionalizar a Eq. (3.41), obtendo

(3.53)

A tabela (2) resume as equagoes adimensionais governantes do modelo continuo.

A partir desta secao, trabalharemos majoritamente com as equagoes adimensionalizadas,
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Tabela 2 — Sumario das equagodes governantes adimensionais do modelo continuo bifasico
para a suspensao gas-solido.

Numero da
Equacao equacao no
texto
~ 03
- N .
Vb =Ny — 5 3.53
99 & .
i . = 3.47
Y +V-(¢pv)=0
ov =
St o <8f +v V~V>~—
—Vps + fo(9) [@29 + v(v?)'v)] - 3.49
ngb l—gb +é3‘| +Ra¢263

portanto omitiremos os tis para suavizar a notacao, sem o risco de incorrer em inconsis-
téncia. Caso haja necessidade de empregar variaveis dimensionais e adimensionais num

mesmo contexto, retomar-se-a naquele trecho a convencgao ora estabelecida, indicando-o
explicitamente no texto.
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4 ANALISE DE ESTABILIDADE
LINEAR

A fim de estudar instabilidades como a propagacao de ondas de concentragao em
leitos fluidizados, deve-se obter a solucao das equacoes da continuidade e do momento
linear para a fase particulada, respectivamente (3.47) e (3.49). Neste capitulo empregare-
mos uma analise de estabilidade linear para a solugao aproximada das equagoes referidas,

de modo a observar o estagio inicial da evolugao temporal de tais ondas.

Neste contexto, instabilidades sao compreendidas como desvios de solugoes esta-
cionarias das equacgoes governantes do sistema devidos a pequenas perturbagoes, as quais
todos os sistemas estao naturalmente sujeitos. Portanto, deseja-se caracterizar a reagao do
sistema a pequenos distturbios de quaisquer modos. Quando as amplitudes de perturbagoes
arbitrarias sao atenuadas, diz-se que o sistema é estavel. Para amplitudes crescentes de
disturbios, que desviam o sistema de seu estado de equilibrio, o sistema é dito instavel. Os
estados de transicao entre a estabilidade e a instabilidade sdo ditos estados marginais ou
neutros, e sao caracterizados por uma relacao entre os parametros fisicos, X, Xo,--- , Xj,
do sistema,

E(‘lea"' an):Oa (41)

que é o principal objetivo de uma andlise de estabilidade linear (CHANDRASEKHAR,
2013).

De modo geral, o procedimento de uma analise de estabilidade linear consiste na
aplicacao de perturbacgoes infinitesimais a um estado estacionario do sistema e sua con-
sequente substituicdo nas equagdes governantes do movimento. Assim, apenas termos de
ordem linear nas perturbacdes sdo retidos e a equagao ¢ linearizada. Visto que tal pro-
cedimento resulta em equacoes lineares, a reacao do sistema a um disturbio arbitrario é
completamente conhecida a partir de sua resposta aos modos normais que o compoem.
Ressalta-se que a condicao neutra de estabilidade, Eq. (4.1), ocorre para um determi-
nado numero de onda critico, k., que se manifesta no estdgio inicial do surgimento de

instabilidades.

Batchelor (1988) desenvolveu um trabalho pioneiro ao modelar as equagoes go-
vernantes para um leito fluidizado em nimero de Reynolds arbitrario, identificando os

fatores necessarios ao fechamento dessas equacoes. Em tal artigo, Batchelor alega que
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um dos principais parametros desconhecidos a época eram as flutuacoes de velocidade.
Batchelor também desenvolveu uma anélise de estabilidade linear a fim de identificar as
condigoes necessarias a estabilidade do sistema para um caso mais amplo que o conside-
rado neste trabalho. Ainda no contexto da modelagem bifasica de leitos fluidizados, Duru
et al. (2002) realizaram uma andlise de estabilidade linear para as equagoes de Anderson
e Jackson (1967). Nessa abordagem, os autores utilizaram o método das caracteristicas
para obter uma equacao diferencial ordinaria para a forma das ondas de concentracao, que
também foi medida em experimentos. Equacionando tal forma a partir de medi¢oes expe-
rimentais e substituindo-a na equacao diferencial obtida, os autores chegaram a expressoes

para a viscosidade de particulas e a pressao de particulas.

Ca, desenvolve-se uma andlise de estabilidade linear restrita a uma suspensao em
baixo nimero de Reynolds, logo efeitos como a massa virtual das particulas podem ser
desprezados. A principal novidade da andlise feita neste capitulo é a consideragao de
estratificacao na fracao volumétrica de particulas, que como argumentado por Blawdzi-
ewicz (GUAZZELLI; HINCH, 2011), poderia estar associada a convergéncia das flutua-
¢oes de velocidade. Entao, investiga-se o efeito da estratificacdo de concentragdao, como
descrita na §3.3.2, sobre a estabilidade do sistema. Tendo em vista a similaridade entre
o problema analisado neste capitulo e a instabilidade de Rayleigh-Bénard (CHANDRA-
SEKHAR, 2013), também interessa o estudo de modos normais a dire¢ao da estratificagao,
que pode ser objeto de trabalhos futuros. Devido a importancia que as flutuacoes de ve-
locidade tomam nesse cenario, as tais sdo examinadas no capitulo 8 deste trabalho por

uma metodologia numérica.

4.1 Forma Unidimensional Transiente das Equacoes

Como o escopo desta andlise ¢ a evolucao de instabilidades primarias, de natureza
unidimensional, consideraremos a forma das equacoes governantes sob essa restricao. Para

tal, faz-se
v=u(ntes e ¢=d(t), (12)

resultando das Egs. (3.47) e (3.49) que
d¢ 99  Ov

ot TVo. 09, 0 (43)
¢ 0 0 Ops  Afs(¢) 0? R
5t¢ <8t * U&z) 0z * 3 022 Ns ¢ (1 -0 1) a9z 44
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4.2 Linearizacdo das Equacoes

Para a linearizacao das equacoes, as variaveis independentes sao decompostas em

médias e flutuagoes segundo
b=0+¢ e v=0v+. (4.5)

Importa ressaltar que expressoes numéricas dos resultados de estabilidade determinados
neste trabalho requerem a adogao de equagoes constitutivas para as propriedades médias
desconhecidas. Entre as tais, adotam-se o modelo de Harris e Crighton (1994) para a
pressao de particulas,

_9
Pmp — &

e a consagrada equacdo empirica de Richardson e Zaki (1954) para a velocidade média

das particulas,

v=(1-¢)", (4.7)
sendo ¢, a fragao volumétrica de empacotamento maximo das particulas, assumida como
dmp = 0,65. O expoente é assumido como n = 5, 1, para particulas esféricas, c¢f. (ABADE,

2005). Ambas as equagoes (4.6) e (4.7) ja estao expressas em forma adimensional.

Ao substituir a equacao (4.5) em (4.3) e (4.4), retém-se apenas os termos de pri-
meira ordem nos disturbios, i.e., desprezam-se parcelas que nao contenham flutuagoes, ou
cuja ordem nas flutuagoes é maior ou igual a 2. Nota-se ainda que derivadas temporais ou
espaciais de médias sao nulas. Ademais, termos contendo fungoes das variaveis indepen-
dentes sao expandidos em séries de Maclaurin e truncados na primeira ordem. Procedendo

deste modo, a equagio (4.3) reduz-se a
7—|—U7+¢7:0. (4.8)

Semelhantemente, para a equagao (4.4), considerando a aproximagao assintética

¢ ¢ ¢
~ _ _ 4.9
16" 1-¢ " (-0 o
tem-se
(o0 '\ 0 Af(P) o U P
em que definimos
_ dps

o= i . (4.11)

para suavizar a notacao. Com a mesma finalidade, omitiremos a dependéncia de f, com
¢ doravante. Nota-se que o termo de estratificacio apenas produz flutuacoes de segunda

ordem, sendo desprezivel.
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4.3 Distiurbios de Ondas Planas

A andlise de estabilidade linear consiste na imposicao de uma solucao de ondas
planas para os disturbios das equagoes (4.8) e (4.10), i.e

¢ = ¢oexp(st +ikz) e v =wv,exp(st+ikz), (4.12)

em que s é a frequéncia e k o nimero de onda dos disttirbios. A aplicagdo de (4.12) em
(4.8) e (4.10) resulta em

(5 +ik0) g + ikdv, = 0 (4.13)

{NS [1 + a —5925)2] +ika} b + lStqb(s + ikv) + AL + N. ¢

- v, = 0. 4.14
3 T1-9¢" (4.14)
O sistema de equagoes (4.13) e (4.14) equivale a A - Q = 0, em que
s+ ikv iko
A= 3 N (4.15)
v : - o Afs(e Ns ¢
N, |1 k St k k? =
[—i_(l—(b)?]—i_la o(s + ikv) + 3 +1 3
e
Q= & (4.16)
Vg
Para que o sistema nao admita apenas solucao trivial, deve-se ter
det(A) =0, (4.17)
de tal modo que
_ N, 4f.k? . ok? iNk v
s +ikv)? + + | (s +ikD) + — — 1+ —| =0. (4.18
( ) St(1 — ¢) 35t¢] ( ) St St [ (1-— ¢)2] ( )
Definem-se os parametros
1 N, 4f.k>
B=— =+ J = (4.19)
St\1-¢ 3¢
e
ak?  iNGk v
C = - —1 4.20
St St [ (1—¢)2]’ (4.20)
cujas partes real e imaginaria sao, respectivamente,
ak?
= — 4.21
“ =g (4:21)
e N B
v
Co=—-"11+4 k 4.22
=5 [ ] 2
Logo, a Eq. (4.18) ¢ alternativamente escrita como
(s +ikv)*> 4+ B(s + ikv) + C = 0. (4.23)
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4.4  Analise Modal Temporal

Na anélise modal temporal, deseja-se determinar o comportamento dos disttrbios
ao longo do tempo, logo importa isolar a frequéncia e exibir sua dependéncia com o nimero
de onda. Nesta andlise, admite-se s € Ce k € R : k > 0. Procedendo desse modo, segue

da Eq. (4.23), pela férmula de Bhaskara que

—-B+ VA

D —
S + 1RV 2

(4.24)

com A = B? —4C = A; +iA,. Note que A € C, portanto possui duas raizes quadradas.

De fato,
\/Z:i(\/Alj;w—i—i\/_Al;'A') (4.25)

Efetuando as operagoes contidas na definicao de A, conclui-se que

Al = B2 - 401 (426)

Ay = —4C,. (4.27)

Entéo, segue da (4.24) que

s(k)z—z'kﬁ—gi (\/AlzlAl +¢\/_A12+|A|) (4.28)

Pode-se decompor a frequéncia complexa s em suas partes real e imaginaria: s(k) =
&(k)—iw(k), sendo £ e w denominados, respectivamente, fator de amplifica¢ao e frequéncia
real. Um fator de amplificagao positivo reflete a elevacao da amplitude dos distirbios ao
longo do tempo. Logo, para que & > 0 seja possivel, fornecendo tanto modos estaveis

quanto instéveis, escolhe-se o sinal positivo da raiz na Eq. (4.28), concluindo-se que

£(k) = ; (—B + Algw) (4.29)

_ 1 [=A;+ A
w(k) = vk — 5\/ — (4.30)

Com efeito, interessa ainda realizar mais algum progresso algébrico na manipulacao
da Eq. (4.29) para a obtenc¢ao de uma condicao de estabilidade equivalente e mais fécil
de analisar. Decorre das Eqs. (4.19), (4.21), (4.22), (4.26), (4.27) e (4.29) que

B 1(B? 1 12) /2
§=—3+3 {2 —201 + (B = 4C1)? + 163 ] } . (4.31)
Utilizando a identidade
(B* —4C,)? = (B* +4C))* — 16B*Cy, (4.32)
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escreve-se a Eq. (4.31) como

B 1 BQ 1 1/2 1/2
E=-5+5 {2 —2C1+5 [(32 +4C1)* +16(C5 — 3201)] / } : (4.33)

Nota-se, por inspecdo, que quando C? — B2C; = 0, & = 0. Como a raiz quadrada é

monotonicamente crescente, tem-se que o sinal do fator de amplificacdo equivale ao da

expressao C? — B2C}. Assim, importa definir um parametro
3

B2CY’

tal que N > 1 & £ > 0. Em termos das expressoes previamente determinadas para B,

C e Oy, tem-se ainda das Eqs. (4.19), (4.21), (4.22) que

N =

(4.34)

_ 2
Sinz |1 ]
“[*(1—@2

( Ns —{—4fsk'2>2.
“NT=27 30

Evidentemente, N' é monotonicamente descrescente com k, como ilustrado pela Fig. (14).

(4.35)

Logo, seu valor maximo, N,,, é atingido para k = 0. Resulta da Eq. (4.35) que

2.4
2.2
2L B
18+ ]

16 ¢ ]

> 14| ]
1.2 + .

1

0.8

0.6

04 | | |
0 0.5 1 1.5 2

k

Figura 14 — Pardmetro N do critério de estabilidade. Curva obtida para St =2, ¢ = 0, 1
€ Gmp = 0,65.

St(1 - ¢)? v 17
N = - [1 + - aﬁ)} : (4.36)

Portanto, visto que a condi¢ao de instabilidade da suspensao pode ser formulada como

N,, > 1, pois equivale a £ > 0 para algum ntimero de onda critico k., i.e., deve-se ter

St > i=er l1 + (1_@2] . (4.37)
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Depreende-se que as forcas de inércia estdo associadas a instabilidade do sistema, que
ocorre exclusivamente para nimeros de Stokes superiores a um valor especifico associado
a propriedades da suspensdo. Nota-se também que a pressao de particulas favorece a
estabilidade, pois é mais elevada em regioes de alta concentracao, tendendo a uniformizar

a concentracao de particulas ao longo do dominio.

Pode-se também caracterizar a regiao de niimeros de onda instaveis determinando

o nimero de onda neutro k,, para o qual N'(k,) = 1. Impondo tal condi¢ao a Eq. (4.35),

_ 2
wist 1o o

— )2
N (14 kZ) 5 = 1, (4.38)
a S_ + fs_n
(55
de forma que
S&N 1/2
kp=|—""—(NY2_1)| . (4.39)
4fs(1 - gb)
Das Egs. (4.36) e (4.39), tem-se
ky ~ N/28t1/4, (4.40)

Portanto, as forcas viscosas atenuam as flutuacées em altos nimeros de onda, mitigando
a instabilidade, enquanto as forcas de inércia promovem instabilidade, ampliando a regiao

instavel.

4.4.1 Diagramas de Bifurcacao

Um diagrama de bifurcagao é composto por familias de fatores de amplificagdo em
funcao do nimero de onda, para algum pardmetro de interesse. Sua finalidade é informar
como a alteragao de tal pardametro influencia a regiao de estabilidade do sistema. Neste
estudo, interessa-nos ilustrar a influéncia dos pardmetros fisicos St e ¢ sobre a estabilidade

das ondas de concentragao.

Como visto do diagrama de bifurcagao exposto na Fig. (15), a inércia das particulas
favorece a formacao de instabilidades no sistema e a propagac¢ao de modos instaveis requer

que a inércia das particulas seja suficientemente elevada, em acordo com a Eq. (4.37).

A Fig. (16) exibe a dependéncia entre o fator de amplificacdo dos distirbios e a
intensidade das forcas viscosas sobre as particulas. Nota-se que, a despeito da variacao
no nimero de sedimentacao, o sistema nao se torna estével, em acordo com a Eq. (4.37).
Com efeito, a acao da viscosidade apenas atenua as flutuagoes em altos niimeros de onda,
reduzindo a faixa de niimeros de onda instaveis. Isso é notado a medida que o niimero de

sedimentagao diminui, tanto da Fig. (16) quanto da Eq. (4.40).
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Figura 15 — Fator de amplificagao de disttrbios para vdrios nimeros de Stokes. Curvas
obtidas para Ny, = 10, ¢ = 0,1 e ¢,,, = 0, 65.
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Figura 16 — Diagrama de bifurcacao para varios nimeros de sedimentacao. Curvas obtidas
para St =2, ¢ =0,1 e ¢, = 0,65.

4.4.2 Linhas Neutras

As linhas neutras, como definidas pela Eq. (4.1), determinam a relagdo entre para-

metros fisicos para a condi¢ao de estabilidade. Interessa delimitar regioes de estabilidade

relacionando dois parametros, de modo a investigar a influéncia dos mecanismos fisicos

que os tais representam. Para isso, mantém-se os demais parametros constantes. No pro-

blema em consideracao, a linha neutra é obtida a partir da imposicao N,, = 1, seguindo
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das Eqs. (4.6), (4.7), (4.11) e (4.36) que a linha neutra é expressa por

¢mp 1

o om— (=P L+ 1=a

(4.41)

Neste contexto, os pardmetros que governam a estabilidade sdo St e ¢. A dependéncia
entre os tais é representada pela Fig. (17), que reitera o papel da inércia em desestabilizar
o sistema. Nota-se ainda que a regiao de estabilidade é ampliada para maiores fragoes
volumétricas médias.
1.5
1.4
1.3 +

1.2 + Instavel

1.1 ¢

15
0.9 -
0.8 |
0.7
0.6
0.5

St

Estavel g

0 0.05 0.1 0.15 0.2

Figura 17 — Linha neutra da suspensao gés-sélido. Curva obtida para N; = 10, fs(¢) =
1,0 € ¢y = 0,65.
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5 DINAMICA DE LANGEVIN
COM INTERACOES
HIDRODINAMICAS

A dindmica das particulas em sedimentacdo neste trabalho foi modelada para a
solu¢ao numérica de acordo com a segunda lei de Newton, por uma equacao do tipo
Langevin, da qual se origina a expressao

du,
E;:$+Q+ﬂ+%+g, a=1,---,N, (5.1)

em que o subindice denota a particula de niimero « e cujo segundo membro é consti-

mq

tufdo por forcas devidas a interacio hidrodinamica viscosa f*, movimento browniano f°,

repulsao ficticia £}, contato £ e ao peso liquido das particulas f?, respectivamente.

A modelagem das for¢cas empregadas na dindmica das particulas é explanada nas

secoes que se seguem.

5.1 Forcas Hidrodinamicas

Tendo em vista que desejamos contabilizar a inércia das particulas, uma vez que
tratamos de uma dispersao de p6 em gés, considera-se uma formulagao de resisténcia,

exposta na sec¢ao (2.2.6), tal que as for¢as hidrodindmicas sdao dadas por

N
fc}xL - Z R - ug, (52)
B=1

na qual R,g ¢ um bloco da matriz resisténcia global
R=M" (5.3)

sendo M a matriz mobilidade global, também construida por blocos como

Mll M12 T MlN
M — M21 M22 T M.QN 7 (54)
MNl MN2 T 1VINN
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em que

Mos(r)

para r = &g — Lqy-

5.2 Forcas Brownianas

(5.5)

No caso da forga browniana, utiliza-se numericamente um vetor cujas propriedades

estatisticas sejam as mesmas enunciadas para a equacao de Langevin, i.e., com média

nula e autocorrelagdo dada pela equacao (2.145). Faz-se ainda a aproximagao §(At) ~

1/At para um passo de tempo At suficientemente pequeno, artificio utilizado de modo a

viabilizar a implementacao dessa condicao no cédigo. Logo, constroi-se a forca browniana

como f’(t) = cn(t), em que n é um vetor numérico pseudorandémico cujas componentes
tém distribuicdo gaussiana,e tal que (n) = 0 e (nn) = 1, cf. (NAGELE, 2006). Os niimeros

pseudorandomicos para o vetor n foram gerados segundo uma distribuicao gaussiana.

Para isto, uma transformacao de variaveis foi aplicada a distribuigdo uniforme gerada

pela subrotina intrinseca random_number, conforme o algoritmo exposto por (PRESS et

al., 1992, pag. 279). Um histograma dos niimeros gerados é apresentado na figura (18).

1.6e+06

1.4e+06
1.2e+06
1le+06 |

800000

Frequéncia

600000 |

400000

200000 |

n;

Figura 18 — Distribui¢ao de nimeros pseudorandémicos gerados pelo cédigo numérico.

Depreende-se da equagao (2.150) que ¢ = ¢4/2D?% /At, portanto

2DY

£2(1) = || Sy o),

sendo DY o coeficiente de difusdo de Einstein-Stokes da particula a.
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5.3 Forcas de Repulsao

A ocorréncia de forgas repulsivas é frequentemente observada em laboratério e
estas constituem parte fundamental da evolucao temporal do sistema, pois evitam a so-
breposicao de particulas. Uma vez que este trabalho nao se atém ao estudo de efeitos
agregativos, optou-se por empregar o modelo exponencial de Cunha (1995), Cunha et al.

(2002), Cunha, Sousa e Hinch (2002), admitindo polidispersidade de raios, qual seja

N ao +ag\ (U +Up —2€q8 .
-5, G ) Jexp [l lE 0 <ens<a,
> =1 G167 5 5 exp Colan + as) r Eap < €0

f =
0, €aB > €0,

(5.8)
em que U, e Ug sao as velocidades de Stokes das particulas a e 3. C4, Cs e gy sao para-
metros de calibragdo numérica e £,5 = |r| — (aq + ap) ¢ 0 espagamento entre particulas.
C7 e C5 controlam a intensidade e o alcance da forga de repulsdo, respectivamente, en-
quanto que £¢ determina o espagamento minimo a partir do qual a mesma passa a atuar
sobre duas particulas. Neste trabalho, foram utilizados os valores C; = 10, C5 = 0,05 e

g0 = 0,2. A figura (19) ilustra a geometria do problema.

Figura 19 — Pardmetros geométricos envolvidos nas forcas de repulsao entre particulas.
Adaptado de (ABADE, 2005).

As forgas em consideracao sao oriundas da lubrificacao entre particulas e seu cél-
culo mediante o método das reflexdes exigiria um esforco computacional inexequivel,
de forma que este modelo captura a fisica do problema com muito mais simplicidade,

tornando-se extremamente apropriado a simulagao numérica.

5.4 Forcas de Contato

A medida que a inércia das particulas se eleva, a dindmica da suspensao é dominada
por colisdes, de modo que se faz necessario considerar modelos mais realistas de forcas
de colisao. A abordagem e a modelagem ora apresentadas baseiam-se em (ABADE, 2005;
ABADE; CUNHA, 2007). No presente trabalho, emprega-se o modelo néo linear de Hertz,
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frequentemente usado em simulagoes de materiais granulares. Para tal, consideramos a

equagao (TIMOSHENKO; GOODIER, 1970)

3a 1-v2 1-13 e
b:l4fc< =+ Eﬁﬁﬂ , (5.9)

em que b ¢ o raio de contato entre as superficies das esferas de raios a, e ag. Define-se o
raio reduzido a em termos dos raios das particulas como
aqap

. 5.10
Gq + ap ( )

a=
Os moédulos de Young e coeficientes de Poisson das particulas sao E, e Eg, v, € vg,

respectivamente. f. é a forgca de contato que as pressiona.

Para implementar a forga de contato expressa na equagao (5.9), devemos relacioné-
la a sobreposigao virtual 4,3 = —¢e4p entre as esferas, que se resume a um artificio numérico
para representar a colisdo. A figura (20) ilustra o raio de contato entre as superficies e

a abstragao contida no conceito de sobreposicao virtual. Depreende-se da geometria do

2b

Figura 20 — Abstragao da colisao eldstica entre duas particulas. Adaptado de (ABADE,
2005).

problema que esta se relaciona aos raios das particulas e ao raio de contato entre as

superficies por

Sop = Qo + a5 — <\/a3—b2+\/ag—b2>. (5.11)
Para b/a, < 1 e b/ag < 1, podem-se fazer as expansoes binomiais
(a2 =)~ a, — v e (a% b))V~ L (5.12)
« “ 2a, B 2a5’

que em conjunto com as equagoes (5.11) resulta em

b~ /2045 (5.13)

Cabe ressaltar que, em se tratando de suspensoes monodispersas cujas particulas tém raio
a, a = a/2. No caso de particulas de mesmo material, v, = vg = v, E, = Ez = E e segue

das equagoes (5.9) e (5.13) que

1—12
fer~ z \/aégﬁ. (5.14)
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Introduz-se como constante de proporcionalidade o pardmetro numérico k, que incorpora

as propriedades do material das particulas, resultando na expressao
fc - kcp 65257 (515)

sendo k., uma constante de proporcionalidade que envolve as propriedades das particulas
e da parede. Salienta-se que este modelo também é aplicavel a interacao particula-parede,
caso em que se considera a parede como uma esfera de raio ag — 00, correspondendo ao
limite assintético
i= lim 2% _ Q- (5.16)
ag—»00 [ _|_ CLB

Desse modo, a forca exercida pela parede sobre a particula é
fep = kyJan 03, (5.17)

aplicada na direcao normal a parede.

Devido a inércia das particulas, as tais dificilmente respondem as forgas de contato
rapido o suficiente para evitar sobreposicoes virtuais elevadas. Assim, emprega-se ainda
uma translacao para a forca de contato, i.e., esta é deslocada de um determinado com-
primento, passando a atuar antes que realmente haja interpenetragao entre as particulas.

Essa translacao é representada por y e as forcas de contato assumem a expressao

— S kya(as + )3 T, 0 < (803 + X) < 60,
o Y1 ky/a(dap + x)* T (0 +X) < o (5.18)

07 (505 + X) > 50'

Foram usados os valores k = 100, xy = 0,2 e §y = 0,6 para as constantes de calibragao.

5.5 Peso Liquido

O peso liquido das particulas consiste simplesmente na forga gravitacional sobre

as tais subtraida do empuxo. Deste modo,

4
£ — ”3% Apag. (5.19)

Em se tratando de suspensoes gas-solido, p, > p, portanto se faz a aproximacao Ap, =

Pa — P ~ Pa, resultando em

4 3
= . (5.20)

5.6 Equacao Governante Adimensional

Substituindo as equagoes (5.2), ( (5.20) em (5.1), tem-se
du T C a
Mo —— 7 Z R.s ug+ C )+ £+ £+ 3 Dol (5.21)
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Convém adimensionalizar a equagao (5.21), de modo a reduzir o ntimero de para-
metros de entrada do codigo e identificar os grupos adimensionais efetivamente relevantes
para a dindmica do sistema, investigando a influéncia dos tais sobre as varidveis em estudo.
Neste intuito, escolhe-se uma espécie de particulas como referéncia, cujas propriedades sao
adotadas como escalas caracteristicas. Notadamente, o raio a e a massa especifica py da
espécie de referéncia sao usados para comparacao, definindo os parametros adimensionais
Qo

_ Pa
€ No = —,
a Po

denominados razao de aspecto, \,, e razao de densidade, 7,.

Ao = (5.22)

Definem-se ainda o tempo de sedimentacao, a velocidade de Stokes e o arrasto de
Stokes relativos a espécie de referéncia como escalas caracteristicas de tempo, velocidade

e forga. Assim, deriva-se a forma adimensional da equagao (5.21),

dii, Moo [ 2 = = .
St na)\iﬁ = — Z Raﬂ - up + ml’l(t) + fa + fa — na)\ieg, (523)
=1 .

na qual variaveis adimensionais sao indicadas por tis e €3 ¢ o vetor candnico do espago

euclidiano cuja direcao é oposta a da aceleracao gravitacional.

Entre os pardmetros adimensionais que constam na expressao (5.23), identificam-
se os numeros de Stokes, St, e Péclet, Pe. O primeiro pode ser compreendido como uma
razao entre o tempo de relaxacao inercial de uma particula da espécie de referéncia e o
tempo de sedimentagao,

7. mU

St=—=——, (5.24)
Ts Ca

com o tempo de relaxa¢ao indicado por 7, e o de sedimentagao por 7. Logo, o niimero de
Stokes ¢ uma medida da inércia das particulas, a resisténcia ao movimento sob a agao de

forgas externas.

Ja o nimero de Péclet é a razao entre o tempo de difusao e o de sedimentacao,
ou seja, uma medida da influéncia relativa do movimento browniano sobre a cinematica
da particula. Quanto menor Pe, mais célere é o processo difusivo, incorrendo na elevacao

dessa influéncia. Conforme a argumentagao exposta,

n  aU
Pe=—=— 5.25
c 7, DO’ (5.25)

sendo 7, = a*/D" o tempo de difusdo browniano e D° a difusividade Einstein-Stokes da

espécie de referéncia.

Explicitamente, as forcas de repulsao e de contato tém forma adimensional dada

por
Ch —2¢
— N e+ As) (a2 A2 __"%%aB |4 s <&
f-g: Zﬁ—l 4 ( + 5)(77 o T8 6)6Xp [02(/\(1_'_)%) r, 0 < Eap < Eo,
0, éa//j > é:(],
(5.26)
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— 2/13\7:1 i;? a((;ag — )2)3 f‘, 0< (goeﬁ — )Z) < 50,

07 <5aﬁ - )NC) > 50'

respectivamente, em que

L,
6mulU
Ademais, R = M, sendo
~ 1
My, = N
Ao

- 31 A2+ A2
— _ +AA+M

. 55 (1 3i)

no caso da aproximagao de particulas pontuais, § 8.2 em diante.

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

A equagao adimensional governante (5.23), dadas as expressoes adimensionais das

forcas que nela constam, sera integrada numericamente, conforme os procedimentos deta-

lhados no capitulo (6). Diversos mecanismos fisicos, aos quais estao associadas diferentes

escalas de tempo, sao importantes para a dinamica do sistema. Deste modo, é interessante

expor essas escalas para um caso tipico, a fim de ter uma nog¢do empirica da ordem de

tais escalas. A tabela (3) contém as escalas tipicas de tempo referidas.

Tabela 3 — Tempos caracteristicos do escoamento para a = 1 pm, massa especifica do
fluido p = 1,184 kg/m?, viscosidade dindmica pu = 1,849-107° kg/m.s, massa

especifica da particula p, = 10°p, aceleracao gravitacional g = 9,81 m/s?
constante de Boltzmann kg = 1,381 - 1072 m2.kg.s72. K~ ! e temperatura
T=298K.
Th Ts Tr
4,6 s 3,8-1073 s 2,6-107° s
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6 METODOLOGIA NUMERICA

6.1 Geracao das Condicoes Iniciais

A geracao de condigoes iniciais é objeto de interesse deste problema pois pode
exercer direta influéncia sobre a dindmica do sistema, uma vez que as intera¢oes hidro-
dindmicas estao associadas a configuracao das particulas. Tipos diferentes de condigoes

iniciais foram gerados, conforme o caso que se desejava analisar (cf. capitulos (7) e (8)).

Nos testes de interacdo hidrodindmica, se¢ao (8), empregou-se uma formulagao
de mobilidade, tal que apenas as posigoes iniciais eram necessarias. Gerou-se uma con-
figuracao inicial de posicoes pseudorandémicas com distribuicao uniforme, utilizando a
subrotina intrinseca random_number, da linguagem FORTRAN, sujeita a condicao de im-
penetrabilidade das esferas. Desse modo, duas ou mais particulas nao podem ocupar o
mesmo volume na configuragao inicial. Adicionou-se a esse volume excluido um filme de
lubrificacdo, representando o mecanismo fisico de repulsao que ocorre quando duas par-
ticulas estdo muito préximas, separadas por um fina camada de fluido. Desta forma, o

volume excluido é dado por
O<\I‘|<()\a+)\g)+C’, OK,le,"',N, (61)

em que C' é um parametro numérico de calibracao, referente a espessura do filme, que
deve ser cuidadosamente escolhido, de forma a nao afetar o grau de randomicidade da
distribuicao resultante, cf. (CUNHA et al., 2002). Para o caso do aglomerado de particulas,
secao (8.1), em adigao aos procedimentos supracitados, limita-se a geragdo de particulas

a uma regiao esférica.

Na simulagao de suspensoes monodispersas, se¢ao (8.2), considera-se a inércia das
particulas, tal que a formulacao de resisténcia é adotada. Entao, devem-se gerar condigoes
iniciais de posicao e velocidade. Neste caso, admitem-se velocidades iniciais nulas. Quanto
as posicoes, deseja-se estudar o efeito de uma estratificacdo linear na direcdo vertical
sobre a fracao volumétrica. Isso é feito gerando uma configuracao inicial de acordo com
as observacoes precedentes e aplicando um método de Monte Carlo a componente vertical
das posi¢oes, cf. (ALLEN; TILDESLEY, 1989). Para tal, considera-se uma estratificagao

linear definida a partir da fun¢ao
f(z)=1-= Az (6.2)
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Para cada particula, gera-se um nimero randémico v com distribui¢do uniforme no inter-
valo (0,1). Se v < 1 — Ay, a particula gerada é aceita. Caso contrario, esta é rejeitada e
uma nova esfera é gerada e submetida ao mesmo crivo. Por conseguinte, constroi-se uma
distribuigao linear de particulas na direcao vertical. A figura (21) ilustra o procedimento,

delineando as regides de aceite e rejeicao de particulas.

Pontos aceitos
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Figura 21 — Método de Monte Carlo para geragdo da condicao inicial estratificada.

6.2 Tabelamento das Mobilidades

Para se observar uma variancia independente das dimensoes do dominio numé-
rico, deve-se simular um sistema com comprimento maior que o critico, cf. Eq. (3.13). A
principal dificuldade em se atingir tal requisito é o custo computacional da simulagao,
que se torna maior a medida que o numero de particulas simuladas é elevado. Por se
tratar de uma formulacao de resisténcia, o custo computacional da simulaciao é O(N?),
tendo em vista a necessidade de inversao da matriz mobilidade global. Nas simulagoes de
suspensoes monodispersas (§8.2), a fim de tentar reduzir tal custo, optou-se por tabelar
as fungoes mobilidade num arquivo de texto, para pontos pré-determinados do dominio.
Assim, a mobilidade para um dado ponto é interpolada, sem que haja a necessidade de
realizar todas as operagoes contidas em sua definicdo, podendo reduzir o tempo gasto em
cada passo. A Fig. (22) ilustra a malha de pontos cujas mobilidades foram arquivadas.

Utilizaram-se 100 pontos em cada diregao.

Visto que se trata de uma interpolacdo em trés dire¢oes, o calculo da mobilidade
num ponto & do dominio foi feito por um processo de interpolagoes lineares sucessivas,

como ilustrado pela Fig. (23), do qual resulta a férmula

M(x) ~ My(1 — z4) + M, 24, (6.3)
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Figura 22 — Secao bidimensional da malha para tabelamento das mobilidades. L e Ly sdo
os comprimentos do dominio numérico nas direcoes x e y.
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Figura 23 — Sucessao de interpolacoes para aproximacao da mobilidade e nomenclatura
dos pontos que usados para aproximacao. Adaptado de (WIKIPEDIA, 2017).
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em que

My = Moo(1 — ya) + Migya, (6.4)
M; = My (1 — ya) + M1y, (6.5)
Moo = M(20, Yo, 20)(1 — 24) + M(21, Yo, 20) T4, (6.6)
MOl - M(‘I()vyOaZl)(l _md) +M(x1ay0>zl)xd7 (67)
Mg = M(xo, y1, 20)(1 — x4) + M(21, Y1, 20) T, (6.8)
M, = M(xoa Y1, 21)(1 - xd) + M(xla Y1, Zl)xch (6'9)
com
gg= 220 (6.10)
1 — Zo
ya= 2, (6.11)
Y1 — Yo
e
=0 (6.12)
Z1 — 20

No entanto, o tabelamento das mobilidades foi inefetivo neste problema, tornando o custo
das simulagoes cerca de 30% maior. Atribui-se isso a simplicidade da matriz mobilidade
de Oseen, Eq. (5.30), usada no regime diluido, requerendo um niimero menor de operagoes

que o usado para a interpolacgao.

6.3 Condicoes de Contorno

Nesta secao sao detalhadas as condi¢oes de contorno utilizadas nos diferentes tipos

de simulacoes numéricas.

6.3.1 Testes de Validacao

Em todas as simulagoes dos capitulos (7), (8) e (9), exceto na se¢ao (8.2), foram
utilizadas as mesmas condi¢oes de contorno. Isto porque sao, majoritariamente, testes de
validacao do algoritmo, nos quais nao se pretendia observar efeitos de fundo impenetravel,
nem replicar o dominio numérico para simular uma suspensao real. De fato, todas essas
simulagoes foram realizadas com um dominio numeérico infinito, sem a presenca de paredes

ou réplicas desse reservatorio em qualquer diregao.
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6.3.2 Suspensdo Monodispersa

Neste caso, deseja-se simular uma suspensao real. Portanto, foram implementados
fundo e topo impenetréveis através de forgas de repulsao e contato, dadas pelas Eqgs. (5.26)
e (5.27). Em se tratando de uma repulsao parede-particula para o fundo impenetravel, a

equagao (5.26) é adaptada para

) =22\ . _
N — Y5, Cinad exp (C) r, 0 < 2o < &,
" 2

(6.13)

(0%
07 é:ocﬁ > é:Oa
sendo z, a distancia da particula a ao fundo. Isto é particularmente importante pois a
presenca de um fundo impenetravel ocasiona um escoamento reverso, relevante a dindmica

do sistema, como argumentaram Cunha et al. (2002).

Admitem-se também forcas de repulsdo exponenciais nas paredes laterais e no
topo, cujas expressoes sao andlogas a Eq. (6.13). A figura (24) ilustra as condigbes de

contorno da simulagdo de suspensoes monodispersas.

Figura 24 — Condigoes de contorno da simula¢ao numérica de suspensoes monodispersas.

6.4 Tratamento Estatistico

Por (5.23) se tratar de uma equagdo diferencial estocastica, foram feitas vérias
realizagoes da simulagao, sendo as propriedades de interesse extraidas de médias nas
realizacoes. Uma vez que esse procedimento visa a obtencdo de estatisticas validas com

um custo computacional viavel, requer que se faca o minimo de realiza¢des necessario
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para a convergéncia das estatisticas. Tendo em vista que uma suspensao é composta
de varias particulas, foram extraidas primeiramente médias nas particulas, depois nas
realizacOes, a fim de conseguir estatisticas com amostras de tamanho mais representativo.
Nas simulagoes de suspensoes monodispersas, o calculo de todas as médias foi efetuado
no intervalo z € (L3/4,3L3/4) do dominio, sendo z a altura do centro de massa de uma
particula, em relacdo ao fundo, e L3 a altura do dominio de integracao. Tal regiao foi
escolhida de modo a excluir tanto a frente dispersa de sedimentacao quanto o sedimento,
formado no fundo do recipiente, que possui concentragoes substancialmente mais elevadas
que a parte ativa da suspensao. As médias obtidas conforme o procedimento ca descrito

sdo simbolizadas por ().

Analogamente & se¢ao (2.3), interessam-nos a variancia das flutuagdes de veloci-
dade (u’?) e a difusividade D. Aquela é a medida mais simples das flutuacdes de velocidade,
caracterizando o comportamento de curto tempo da suspensao e é calculada segundo a

forma tensorial
1 /1 X
N

T p=1 a=1

(u'u’) = u, (Hul (1) ] . (6.14)

«

Aqui, n, é o nimero de realizagoes e N o nimero de particulas contidas na regiao ativa da
suspensao, dependente da realizacdo em curso. A expressao supracitada para a variancia é
aplicavel uma vez que as flutuagoes de velocidade tém média nula. O tempo ¢ no qual sao
calculadas as variancias é aquele em que as tais saturam, que ¢ determinado no c6digo pelo
calculo das varidncias para tempos subsequentes. Quando os valores diferem menos de 2%
em moédulo para trés tempos subsequentes, diz-se que a varidncia convergiu. Uma maior
confiabilidade das estatisticas é obtida efetuando uma média temporal para 50 passos
ap6s o tempo de convergéncia. Um estimador apropriado para o intervalo necessario a
convergéncia das estatisticas de curto tempo é o tempo de relaxacao, visto que este mede
0 quao vagarosamente uma particula perde memoria de suas condigoes iniciais e se adapta

a velocidade local do fluido.

Ja a difusividade é uma propriedade de longo tempo que quantifica o processo de
flutuagoes, medindo os deslocamentos que estas induzem a longo prazo. Note que esta

pode ser definida como uma integral,
D- /Oo(u’(t)u’(t + 7)Y, (6.15)
0

na qual se assume que o processo seja estacionario, i.e., a autocorrelagao das flutuacoes
dependeria apenas da diferenca entre os tempos final e inicial. Uma vez que nao se pode
fazer tal afirmacao da simulacao desenvolvida, foi efetuada uma média de (u'(¢t)u’(t 4 7))
em 50 passos de tempos iniciais ¢ posteriores a convergéncia das estatisticas de curto
tempo, o que denotamos implicitamente neste caso pelo simbolo (), representando neste

caso uma média tanto nas particulas e realizacdes quanto nos tempos iniciais.

Nota-se também que a integral presente na Eq. (6.15) é impropria, devido ao limite

superior de integracao. Dado que o integrando decai suficientemente rapido com 7, pode-se
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aproximé-la por
T
D~ / (' () (¢ + 7))dr, (6.16)
0

em que 1" é um tempo suficientemente grande. Tal abordagem foi utilizada na simulacao,
definindo uma funcao D(T) = [ (u' ()0 (t+7))dr tal que Tlglgo D(T) = D. Na simulagdo,
escolhe-se qualitativamente um tempo T maior que o tempo de correlagao maximo, defi-
nido na Eq. (2.161), observando qual T" é necessario para que D sature. Assim, mensura-se
um decaimento apreciavel do integrando e observa-se um comportamento efetivamente de

longo tempo.

Dado que as flutuagoes de velocidade em sedimentacao sao relatadas como forte-
mente anisotrépicas (NICOLAI et al., 1995), surge a necessidade de decompor as propri-
edades em andlise nas dire¢oes paralela e ortogonal a gravidade. Isto é feito mediante o

uso do operador proje¢do como

<u'u’> = <U,/H2>é3é3 + <UE>(I — égég) (617)

<D> = DHégég + DJ_(I - égég). (618)

Vale salientar que, do modo como as equagoes foram apresentadas, nao é possivel
simular o caso puramente browniano, para o qual Pe = 0, pois tal parametro consta no
denominador de f. Esta situacdo nos interessa, particularmente para uma particula iso-
lada, como forma de validagao do modelo de for¢a browniana implementado. Tal obstaculo
foi contornado utilizando o tempo de difusdo como escala caracteristica para Pe < 10~*
(uma tolerancia numérica a partir da qual se admite Pe ~ 0), caso em que se obtém a
equacao governante adimensional

A, 2

— = ¢[-— =1,---  N. 1

6.5 Integracao Numérica

Determinaram-se as velocidades e trajetorias das particulas por meio de integra-
¢ao numérica da equagao (5.23), através de um coédigo computacional desenvolvido na
linguagem FORTRAN. Empregou-se um método de Euler, com passo de tempo adimensio-
nal adaptativo dado pela expressao

~ 1
At = mmin(1,5p€,5st,g), (620)

em que £ = max(min(£,5),107%). Aprouve empregar tal passo de tempo pois este é muito
menor que os tempos caracteristicos de todos os mecanismos fisicos, garantindo que os
tais sejam adequadamente observados na simulagao. Outrossim, a inser¢ao do parametro &

permite que as particulas tenham um niimero de passos de tempo suficiente para responder
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as forcas de curto alcance, frequentemente prevenindo sobreposig¢oes de particulas durante
o movimento. Este procedimento gera uma malha de tempo desigualmente espacada,
por isto as posicoes e velocidade foram linearmente interpoladas apds serem calculadas,
anteriormente a andlise estatistica. Deste modo, simplificam-se as rotinas estatisticas e a

apresentacao dos dados.

Como o estudo se voltou para a analise do regime de St nao nulo, fez-se necessario
inverter a matriz mobilidade global. Para tal, utilizou-se a subrotina dgesv, da biblioteca

LAPACK, que implementa um método do gradiente conjugado precondicionado.
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7 MOVIMENTO DE UMA
PARTICULA ISOLADA

7.1 Fluido Base sem Inércia

A fim de investigar as flutuagoes de velocidade em uma suspensao sujeita a intera-
¢oes hidrodinamicas e movimento browniano, caracterizando, entre outros, a pressao de
particulas, realizou-se uma série de testes em problemas com resultados conhecidos para
validar o algoritmo, comparando aqueles obtidos por nosso c6digo aos contidos na litera-
tura. Parte das simulagoes realizadas se dedicou ao estudo do movimento de uma particula
isolada, para a qual nao ha efeito de interagoes hidrodinamicas, em baixo nimero de Rey-
nolds, analisando a influéncia dos nimeros de Stokes e Péclet sobre a dindmica desta. A
priori, considerou-se uma particula sem inércia, i.e., St = 0, pretendendo vislumbrar o
papel que a sedimentagdo desempenha no sistema. A figura (25) ilustra uma trajetoria

estocéstica tipica de nossas simulagoes para a conjuntura referida.

Figura 25 — Trajetoria estocastica tipica de uma particula isolada sedimentando em mo-
vimento browniano, determinada computacionalmente para St =0 e Pe = 1.

O primeiro parametro examinado foi o deslocamento quadratico médio em funcao
do tempo, como mostra a figura (26). No movimento puramente browniano, i.e. Pe = 0,

observou-se com exatiddo a linearidade dessa varidavel com o tempo, em pleno acordo
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(b) Pe =0,1.

com o argumento de Einstein, expresso pela equagao (2.154). Nota-se que, a medida que
Pe aumenta, a sedimentagao passa a desempenhar um papel mais importante sobre o
deslocamento quadratico médio, introduzindo um efeito deterministico sobre este. Nesse
caso, percebe-se um deslocamento quadratico médio paralelo a gravidade tendendo a um
comportamento parabdlico quando Pe aumenta, caracteristico de um movimento retilineo
uniforme, enquanto permanece linear na dire¢do ortogonal, nao sendo afetado. Note que,
em todos os casos, para a direcdo perpendicular a gravidade, a difusividade, calculada
como metade do coeficiente angular da reta obtida, coincide com a de Einstein-Stokes,

que é expressa em forma adimensional por D = Pe™ 1.

No caso de particulas massivas, i.e., St # 0, avalia-se a velocidade média da par-
ticula isolada em funcao do tempo nas direcdes paralela e perpendicular a gravidade.

Conforme a figura (27) indica, a componente da velocidade ortogonal a gravidade tem
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(d) Pe = 10.
Figura 26 — Deslocamentos quadraticos médios de uma particula isolada livre de inércia,
i.e. St = 0, para diversos nimeros de Péclet. As dire¢oes ortogonal e paralela

a aceleracao gravitacional sao respectivamente representadas pelos simbolos
e ¢ A. Argumento de Einstein - Eq. (2.154) - indicado por linha continua

(—):

média nula, enquanto a paralela tende a velocidade de Stokes quando o tempo aumenta,
para todos os Pe. Observa-se uma maior dispersao dos resultados para baixos nimeros
de Péclet. Compararam-se ainda as velocidades determinadas numericamente a solucao
exata para uma particula nao browniana, obtendo excelente concordancia para Pe alto.

Para isto, note que no contexto referido, a Eq. (5.23) se resume a

du R
St% = —u— &3, (7.1)
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cuja solucao é
u(t) = (e7/5t — 1)é;. (7.2)
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(b) Pe=1

Além da média, calcula-se também a variancia das velocidades, um dos principais
objetivos do presente estudo, para diferentes niimeros de Stokes. A figura (28) exibe os
resultados obtidos. Nota-se que essa variancia atinge um platé em um tempo da ordem de
St. Isto retrata com exatidao o papel do aumento de St sobre a dinamica do sistema, qual
seja inserir memoria sobre as particulas, fazendo-as levar mais tempo para se adaptar as
variacoes locais de velocidade do fluido. Neste sentido, importa caracterizar quantitativa-
mente a dependéncia do platé das flutuacoes de velocidade com o nimero de Stokes, o
que é feito na figura (29). Interessa determinar como a dependéncia funcional identificada
nesta figura se altera quando sao consideradas intera¢oes hidrodinamicas entre particulas

no comprimento critico, seguindo a analise de escala dada pela Eq. (3.11).
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Figura 27 — Média da velocidade de uma particula isolada massiva em funcao do tempo,
para St = 1 e diferentes Pe. As dire¢oes perpendicular e paralela a aceleracao
gravitacional sdo respectivamente denotadas por e e A. Velocidade média de
uma particula ndo browniana - equagao (7.2) - denotada por linha continua

(—):

Ainda neste contexto, computou-se a autocorrelacdo normalizada das flutuagoes
de velocidade de uma particula isolada massiva, para St = 0, 1, em fun¢ao do niimero de
Péclet, como ilustra a figura (30). Para efeito de comparacao, note que este caso é regido

pelas Eqgs. (2.147) e (2.150), as quais resultam, em forma adimensional, em
o—7/5t

(7) = StPe L

(7.3)
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Desta maneira, a autocorrelagio normalizada, ¢(7) = C(7)/C(0), assume a forma
C(7) = e /51 (7.4)

Observa-se que o tempo de correlagdo adimensional obtido da Eq. (7.4) é 7. = 1/St, nao
dependendo de Pe. De fato, é isto que se observa na figura (30), como corroboram os

ajustes exponenciais utilizados.
Calculou-se ainda a difusividade da particula isolada por meio da expressao

D = lim D() = /0 "&(F) dr (7.5)

t—o00

A figura (31) contém as integrais da autocovariancia de velocidades em func¢ao do tempo,
para alguns nimeros de Péclet. O plato da integral referida é o coeficiente de difusao.

Observa-se que, de fato, a integral satura para tempos suficientemente grandes, tal que
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Figura 28 — Variancia das flutuacoes de velocidade de uma particula isolada massiva em
funcao do tempo, para Pe = 1. As direcoes perpendicular e paralela a acele-
ragao gravitacional sao respectivamente denotadas por e e A.

¢ efetivamente possivel caracterizar um coeficiente de difusao. Verifica-se ainda que nao
hé distingao significativa entre a difusividade na direcao paralela a gravidade, comparada
a transversal. Ademais, vé-se que o coeficiente de difusao é reduzido a medida que Pe
aumenta. [sto denota o dominio do mecanismo de sedimentagao sobre a difusao browniana,

que se torna quase inexistente para Pe > 1.

A fim de mostrar por outra perspectiva que o aumento de Pe estd associado ao
recrudescimento do efeito deterministico sobre o sistema, a figura (32) exibe a autocorrela-
¢ao normalizada das velocidades. J& a figura (33) mostra a integral da autocorrelagao das

velocidades. Vé-se que ha uma clara anisotropia das tais autocorrelagoes, i.e., o dominio
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Figura 29 — Componente vertical da variancia das flutuacoes de velocidade de uma par-
ticula isolada massiva em funcao de St, para Pe = 1. Ajuste por uma lei de
poténcia (w?) = aSt’, com constantes a = 1,00 e b = —1, 00.

da forca gravitacional injeta memoria sobre o sistema, fazendo com que as velocidades na
direcao em que atua estejam mais relacionadas para instantes distintos. Desta forma, a
integral da varidvel referida sequer converge no tempo observado na simulagao. Nota-se
ainda que o tempo de correlagao extraido na figura (32) é aproximadamente o ntimero de

Stokes da simulacao, em conformidade com a Eq. (7.4).
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(a) Pe =0,1. Ajuste exponencial para a componente vertical: ¢(t) = exp(—t/7.), 7. = 0,0964 +
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(b) Pe = 10. Ajuste exponencial para a componente vertical: ¢(t) = exp(—t/7.), 7. = 0,0964 +
0, 0002.

Figura 30 — Autocorrelagao normalizada das flutuagoes de velocidade em funcao de Pe,
para St = 0, 1. As dire¢oes perpendicular e paralela a aceleragao gravitacional
sao respectivamente denotadas por e e A. Ajustes exponenciais indicados por
linhas continuas (—).

77



D(t)/all

D(t)/all

—_
o

S = N W ke Ot O N 0 ©

6665gééé@5%%%56660.-;;338888_

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

02 03 04 05 06 07 08 09

/7
(a) Pe=0,1.

665665@%%%%5666‘-.;;&38888

02 03 04 05 06 07 08

t/7s
(b) Pe =1.

78

0.9



0012 | | | ;6“;56é;%%%éé“;ou;ggg;ggg
0.16 - o 1
0.14 | . 1
012 F §
0.1} o §
0.08 + i
0.06 + .
0.04 +¢ .
0.02 + .

O ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

t/7s
(c) Pe =5.
0.1 . : : . . . . . .
0.09 6665566ééééééééééaonnqggggggx_
0.08 o |
0.07 . |
0.06 |+ ) |
0.05F o |
0.04 |
0.03 + |
0.02 -* |
0.01 |

0 I I I I I I I I I
0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

t/7s
(d) Pe = 10.

D(t)/all

D(t)/all

Figura 31 — Coeficiente de difusdo de uma particula isolada para St = 0,1 em funcao
de Pe. As dire¢bes perpendicular e paralela a aceleracao gravitacional sao
respectivamente denotadas por e e A.
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Figura 32 — Autocorrelagao normalizada das velocidades em fun¢ao do tempo, para St = 1
e Pe = 1. As direc¢oes perpendicular e paralela a aceleragao gravitacional sao
respectivamente denotadas por e e A. Ajuste exponencial da direcao ortogonal
a gravidade: f(7) = exp(—t/7.), com 7. = 0,977 £+ 0,001.
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Figura 33 — Integral da autocorrelacao das velocidades em funcdo do limite superior de
integracao, para St = 1 e Pe = 1. As diregoes perpendicular e paralela a
aceleragao gravitacional sao respectivamente denotadas por e e A.
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8 SIMULACAO DIRETA DE
SUSPENSOES

Este capitulo consiste no sumario das simula¢des numéricas lagrangeanas, efetua-
das visando a caracterizacao das flutuacoes de velocidade em suspensoes gas-sélido, e os

testes realizados para valida-las.

A validacao do modelo de interagdo hidrodindmica teve por objeto, em principio,
o movimento de particulas com massa desprezivel e raios iguais. Nesse caso, inquirimo-
nos acerca do impacto das interagoes hidrodindmicas sobre caracteristicas distintivas dos
escoamentos de Stokes, notadamente sua linearidade e reversibilidade, cf. segao (2.2.5).
Em um primeiro teste, foram consideradas duas particulas verticalmente dispostas, ini-
cialmente a uma distancia » = 10a. A figura (34) ilustra o caso simulado. Com efeito,
exibiremos a solucao exata dessa interacao, admitindo que as particulas sejam pontuais,

e a compararemos com os resultados das presentes simulagoes.

Dado que as particulas nao possuem inércia, a soma das forgas sobre cada qual é
nula. Portanto, f = —f"" Admite-se que o peso liquido é a tinica forca nao hidrodinamica
que atua sobre as particulas e que as tais sao idénticas. Como a velocidade de Stokes U,

é definida a partir de 6rpuaU, = 4ma? Ap,g/3, tem-se
' = —6rpaU, a=1,2, (8.1)
em que U é a velocidade de Stokes de ambas.
Empregando a formulagao de mobilidade, Eq. (2.139),
_ h h
u; = —MH . fl — M12 . f2 . (82)

A automobilidade para particulas esféricas, que advém do arrasto de Stokes, é

I
 6mua’

(8.3)

M,

enquanto a mobilidade entre pares, originada da hipdétese de particulas pontuais, segue

da Eq. (5.6): X
M12 = 87‘(‘/,”’ (I + I'I') . (84)
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Para particulas verticalmente dispostas cuja distancia entre centros é r, r = rés. Conse-
quentemente, substituindo as Egs. (8.1), (8.3) e (8.4) em (8.2), tem-se

0 = (1 + ‘;’i) U. (8.5)

De modo inteiramente analogo, mostra-se que

s = <1 + ;’“) U. (8.6)

r

Nota-se que as velocidades das particulas sao iguais e independem do tempo, indicando que
a linearidade, reversibilidade e instantaneidade dos escoamentos de Stokes sao preservadas
neste caso, apesar do acoplamento das equagoes governantes. Ademais, determinou-se
uma expressao explicita para a velocidade, que pode ser comparada com os resultados da

simulagao.

De fato, o cédigo numérico forneceu os dados da figura (35) e da tabela (4). Na-
quela, verificou-se a manutencao das distancias entre as particulas e nesta, as velocidades

previstas pelas Egs. (8.5) e (8.6), auferindo credibilidade ao algoritmo desenvolvido.

L.

o w

Figura 34 — Esquema da simulacao de interagao hidrodindmica entre duas esferas.

Verificou-se ainda a quebra de simetria induzida pelo acoplamento das equagoes
governantes para o caso da sedimentagao de trés particulas com configuracao inicial de
um tridngulo equildtero cujos lados tém comprimento 10a. A figura (36) ilustra o caso
referido. De fato, vé-se que as particulas da base do triangulo se afastam a medida que

sedimentam.
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Figura 35 — Distancia entre duas particulas.

Tabela 4 — Comparacao das velocidades terminais de sedimentagdo obtidas pelo codigo
computacional (U;/U) com as previstas pelas Egs. (8.5) e (8.6), (u(r/a)).

r/a | u(r/a) | U/U

4,0 1375 | 1,37500
6,0 | 1.25 | 1,25000
8,0 | 1,1875 | 1,18750

8.1 Aglomerado de Particulas

Esta secao se baseia nas discussoes de (NITSCHE; BATCHELOR, 1997; ABADE;
CUNHA, 2007) sobre a evolucao temporal de um aglomerado de particulas’ e procura
reproduzir o movimento determinado por tais autores, de forma a validar a presente
simulacao. O estudo da sedimentacao dessas estruturas ¢ particularmente interessante,
pois se observa um fendémeno de migracao de particulas nao caracterizavel por uma di-
fusividade para fora dessa regido, i.e., como a razao de um fluxo por um gradiente de
concentracao. Com efeito, a concentragdo nao é continua na interface, haja vista que o in-
terior do aglomerado contém particulas, diversamente de seu exterior. Esta difusao ocorre
em escalas de raios de particulas notadamente superiores a do movimento browniano, nao
sendo este o mecanismo responsavel pelo fendomeno. Com efeito, tal migracao é provocada
pela interacao hidrodinamica viscosa entre as particulas, que as faz percorrer trajetérias

estocasticas.

Neste contexto, consideraremos um sistema determinado por uma interface esférica

movel que separa uma regiao interna, composta de um dispersao randomica de particulas

1 Designado por blob na lingua inglesa.
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(a) Configuracao inicial. (b) Configuragao posterior.

Figura 36 — Esquema da simulagdo da interagdo hidrodindmica entre trés esferas com a
configuragao inicial de um tridngulo equilatero.

em fluido com fragdo volumétrica prescrita, da externa, contendo apenas fluido. Inquirimo-
nos acerca da evolugao temporal da concentragdo de particulas no aglomerado. E, entao,
conveniente defini-lo esférico, pois seu formato nao variara significativamente ao longo do

tempo, permitindo uma quantificagdo mais precisa do processo de migragao.

Optou-se por determinar as trajetorias das particulas para uma condicao de fracao
volumétrica inicial de 15%. Nesta concentragao nao se pode mais assumir regime diluido,
tal que a modelagem de particulas pontuais nao ¢é valida. Entao, empregou-se o tensor de
mobilidade de Rotne-Prager (ROTNE; PRAGER, 1969),

2 2
M, = i ;(1 + £F) + W(l — 3i1)| . (8.7)
que contabiliza apenas os disturbios de primeira ordem que as particulas exercem sobre
suas vizinhas. Estipulou-se um raio adimensional do aglomerado R = 8, incorrendo num
total de 76 particulas inicialmente contidas neste. A configuragao inicial foi gerada de tal

modo que nao houvesse sobreposicao? de particulas.

A figura (37) mostra uma evolugdo temporal tipica da configuragio das particulas,
a partir da qual se identifica a topologia varidvel do aglomerado, ou seja, a perda de par-
ticulas que se acumulam na esteira formada a jusante deste. Efetivamente, este problema
apresenta similaridades ao de uma gota mais densa sedimentando em um fluido de menor
massa especifica, no sentido de que se verifica uma regiao de recirculagao nas linhas de
corrente formadas no interior da gota, exibida pela figura (38). O fendmeno que provoca
a perda de particulas desse dominio é justamente a interagao hidrodinamica, que gera
dispersao, desviando as particulas inicialmente contidas nas linhas de corrente interiores
ao aglomerado e conduzindo-as para a regiao externa, na qual h4& um movimento ascen-
dente relativamente a gota. A observacao desse fendmeno por meio do cédigo criado é um

indicio de validade do mesmo.
2

Referida na lingua inglesa por overlap.
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(a) Configuracio inicial do blob para t = 0. (b) Configuracio do blob apés t = 3.

Figura 37 — Evolucao temporal do aglomerado de particulas.

Boundary of region
of closed fluid
streamlines

Blob boundary

Figura 38 — Linhas de corrente em uma gota mais densa que o fluido base (NITSCHE;
BATCHELOR, 1997).

8.2 Suspens3ao Monodispersa

Ulteriormente a validacao dos modelos de interacao hidrodindmica e movimento
browniano, contidas nas segoes precedentes, examinou-se a dindmica de suspensoes mo-
nodispersas (cujas particulas tém raios iguais) sujeitas a ambos os mecanismos simultane-
amente. Intentou-se determinar as propriedades estatisticas da suspensao, em particular
a variancia das flutuacoes de velocidade, a autocorrelagao e a difusividade, explorando
a dependéncia destas com os parametros adimensionais da simulagao, notadamente os
numeros de Stokes e Péclet, para uma intensidade do gradiente de concentracao dada,

conforme os procedimentos descritos no capitulo (6).
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Utilizou-se um dominio numérico prismatico de base quadrada, cujas dimensoes
foram definidas como L; = Ly = L3/3 = 25a, sendo L; o comprimento da aresta para-
lela ao vetor ;. Aplicou-se estratificacao vertical linear do nimero de particulas sobre a

condigao inicial, como ilustra a figura (39).

1400 T T T T T T T T T

1200

1000

800

600

400

200

0
1 83 15.6 229 30.2 37.5 44.8 52.1 59.4 66.7 74
z/a

Figura 39 — Histograma do ntimero de particulas na condic¢ao inicial em funcao da altura
no dominio numeérico, para todas as realiza¢oes da simulacao numérica. Foram
utilizados um nimero de realizagoes n,, = 100, nimero de particulas N = 111
e A =0,004.

As variaveis observadas dividem-se naturalmente em dois grupos: de curto tempo
e de longo tempo. No primeiro, enquadra-se a variancia das flutuagoes de velocidade,
exibida na figura (40). Observa-se que esta atinge um patamar préximo a velocidade
de Stokes, portanto ambas tém mesma ordem para St ~ 0,1, como indicam estudos
recentes, cf. (GUAZZELLI; HINCH, 2011), e a andlise de escala dada pela Eq. (3.11).
A convergéncia da varidncia com o nimero de realizagoes é atestada pela figura (41).
A média das flutuagoes de velocidade cruzadas, que como se depreende da Eq. (3.33)
estd associada a viscosidade de particulas, ¢ expressa pela Fig. (42). Nota-se que as tais
de fato tém ordem menor que a variancia das flutuacoes de velocidade, justificando a

proeminéncia da pressao de particulas na analise em curso.

A autocorrelacao das flutuagoes de velocidade e a difusividade, ambas variaveis de
longo tempo, sao exibidas nas figuras (43) e (44). Aquela mostra a anisotropia entre as
autocorrelagoes perpendicular e paralela a aceleracao gravitacional, i.e., exibe a injecao
de memoria sobre o sistema devida a gravidade, resultando em tempos de relaxacao
mais longos nesta direcdo. Na segunda figura, pode-se identificar o mesmo fenémeno,
notando que este provoca uma difusividade superior associada a dire¢ao da gravidade. A
Fig. (45) mostra que, na faixa analisada, as difusividades nao variam significativamente

com o ntmero de Stokes. Observando-se que o tempo de correlagao, 7. = Dy/{a?), ¢
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substancialmente mais elevado que o de relaxagdo, 7 = St, argumenta-se que os efeitos
inerciais nao exercem influéncia relevante sobre as estatisticas de longo tempo devido a
separacgao entre as escalas de tempo de ambos os mecanismos. Conclui-se que para a anélise
da variacao de propriedades com a inércia das particulas, apenas importam as estatisticas
de curto tempo. Ja para a dependéncia com a fragdo volumétrica, é interessante explorar
também as variaveis de longo tempo, pois esta exerce direta influéncia sobre as interagoes
hidrodinamicas entre as particulas, provocando um mecanismo de difusao caracteristico

ao nao equilibrio, diverso do browniano.

A figura (46) exibe o decréscimo da variancias das flutuagoes de velocidade com o
ntimero de Stokes, fornecendo uma dependéncia St™!, diversa da prevista pela Eq. (3.11).
Tal divergéncia pode ser atribuida as limitagoes da simulagao desenvolvida, visto que a
mesma emprega um numero de particulas aquém do que seria necessario para se obter

um comprimento critico, a partir do qual apenas forcas de inércia equilibram flutuacoes
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Figura 40 — Variancia das flutuacoes de velocidade em func¢do do tempo, nas dire¢oes pa-
ralela (A) e ortogonal (e) a aceleracao gravitacional, para Pe = 10, ¢ = 0,01,
N =111 e A = 0,004. Simulagoes na presenca de interagoes hidrodindmicas.

no numero de densidade. Na presente simulacao, tem-se efeitos viscosos de arrasto e
interagoes hidrodinamicas influenciando as flutuagoes de velocidade. De fato, a anélise de
escala dada na Eq. (3.9) determina um comprimento critico l./a ~ 464 para St = 0,1 e
¢ = 0,01. Isto indica que se deve tentar explorar a regiao de maiores nimeros de Stokes

e fragoes volumétricas.

Nota-se que, para um comprimento [./a = 25 e fragdo volumétrica ¢ = 0,01,
compativeis com o adotado nas simulagoe precedentes, segue da Eq. (3.9) que se deve ter
um numero de Stokes St = 8. Visando atingir tal regime, foram realizadas simulacoes
entre St = 8 e St = 10, determinando das tais a varidncia das flutuagoes de velocidade

e a pressao de particulas, expressas respectivamente pelas Figs. (47) e (48). Enfatiza-se
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que, devido ao elevado custo computacional das simulac¢oes referidas, fez-se necessario
reduzir o nimero de realiza¢oes para 20. Em decorréncia disso, observa-se uma dispersao
consideravel dos resultados. Observando-se que a dependéncia com St~! persiste para al-
tos nimeros de Stokes, deve-se procurar compreender a razao de nao se ter recuperado
a analise de escala dada pela Eq. (3.11). A principio, pode-se argumentar que a anélise
de escala referida deriva da suposi¢ao de uma distribuicao estatisticamente homogénea
de particulas, caracteristica do equilibrio termodinamico e a qual esta associado um fator
de estrutura unitario. Elementos como o volume excluido, devido ao tamanho finito das
particulas, e as mudancas microestruturais oriundas da interacao entre as particulas al-
teram dinamicamente a configuragao, ainda que um estado estatisticamente homogéneo
seja implementado como condicao inicial. Nao obstante, observa-se um decaimento das
flutuacgoes com o nimero de Stokes, em concordancia com a predi¢ao de que a inércia das

particulas possa estar associada a convergéncia das flutuacoes de velocidade, dada pela
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Figura 41 — Variancia das flutuacoes de velocidade em funcao do nimero de realizagoes,
nas diregoes paralela (A) e ortogonal (e) a aceleragdo gravitacional, para
Pe = 10, ¢ = 0,01, N = 111 e A\ = 0,004. Simulagoes na presenca de
interacoes hidrodinamicas.

Eq. (3.11).
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Figura 42 — Flutuagoes cruzadas de velocidade ((u'w’)), representadas por e, e varian-
cia das flutuagoes de velocidade, ({(w'?)), simbolizadas por A, em fungao do
tempo. Simulagoes realizadas para Pe = 10, St = 0,1, ¢ = 0,01, N = 111,
A = 0,004 e n, = 50. Interagoes hidrodinamicas presentes.
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Figura 43 — Coeficiente de autocorrelagao das flutuagdes de velocidade em fungao do
tempo, nas diregoes paralela (A) e ortogonal (e) a aceleragdo gravitacional,
para Pe = 10, ¢ = 0,01, N = 111 e A = 0,004. Interacoes hidrodinamicas
presentes.
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Figura 44 — Integral da autocorrelagdo em fun¢ao do tempo, nas diregoes paralela (A) e
ortogonal (e) a aceleragao gravitacional, para Pe = 10, ¢ = 0,01, N = 111
e A =0,004. A difusividade é determinada como D = ltlim D(t). Simulagdes

na presenca de interacoes hidrodinamicas.
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Figura 46 — Componente vertical da variancia das flutuacoes de velocidade em fungao do
namero de Stokes para Pe = 10, ¢ = 0,01, N = 111 e A = 0,004. Ajuste
por meio de uma lei de poténcia (w?) = a St°, com coeficientes a = 0,097 e
b= —0,99.
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Figura 48 — Pressao de particulas em funcao do nimero de Stokes para Pe = 10, ¢ = 0,01,
N = 111 e A = 0,004. Ajuste por meio de uma lei de poténcia p, = a St°,
com coeficientes a =9+ 2e b= —0,08 £ 0, 08.
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9 EFEITO DA INERCIA DO
FLUIDO SOBRE UMA
PARTICULA ISOLADA

Visto que leitos fluidizados na pratica encontram-se em regimes de alto nimero de
Reynolds, convém considerar as forcas provenientes da inércia do fluido sobre as particulas.
Sobral, Oliveira e Cunha (2007) realizaram um importante trabalho nesta area ao estudar
a sedimentacao de particulas esféricas no regime de Oseen - com ntmero de Reynolds
baixo mas finito. Nesta secao, pretende-se estender a regiao de Reynolds considerada no
trabalho referido por meio de uma relagao ad hoc. Considera-se o efeito da inércia do
fluido sobre uma particula esférica isolada segundo a proposicao semiempirica para o

arrasto hidrodinamico de Clift, Grace e Weber (1978), segundo a qual
f, = —3mpud[l + h(Re)], (9.1)

em que d é o didmetro da esfera e a funcao h(Re) é definida como

0, 0 < Re < 1074,
3—R6, 1074 < Re < 1072,
h(Re) = { 16 (9.2)
0, 1315Re82-005%  10=2 < Re < 20,
0, 1935 Re%6305, 20 < Re < 260,

sendo k = log;,(Re). Nota-se que o arrasto hidrodindmico é composto de dois termos,
f, = —3mpud, devido ao arrasto viscoso e outro f, = —3mpudh(Re) devido ao arrasto

inercial, no qual se encontra a func¢ao proposta por Clift, Grace e Weber (1978).

Impende salientar que o ntimero de Reynolds, expresso na Eq. (9.2), é definido
como Re = pud/p, sendo p a massa especifica do fluido. Além disso, restringiu-se o es-
tudo deste caso a uma particula ndo browniana, a fim de analisar separadamente ambos
os mecanismos fisicos. Sob essa hipdtese, admite-se que o movimento da particula é unidi-
recional, ocorrendo na direcao da forca gravitacional. Desse modo, a equacao governante

do movimento é

du md? du
— = —3m 1+ + Ap—g —mo—. .
mo 3rpud[l + h(Re)] et Al (9.3)
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O termo —mgdu/dt, chamado arrasto de massa virtual, deve-se a reacao da forga que a
particula exerce sobre o fluido para aceleré-lo, e assume-se que a massa virtual, mg, seja

igual a prd®/12 para uma particula esférica, como na teoria de escoamentos potenciais.

A adimensionalizacao deste caso especifico foi proposta considerando como dimen-
soes caracteristicas do escoamento a velocidade terminal da particula, denotada por Uy,

e seu diametro, d. Assim, definiram-se as variaveis adimensionais segundo as expressoes

U z - tU;
b=, Z=- e t=—, 9.4
U d d (94)
em que z representa o deslocamento da particula.
Substituindo tais varidveis na Eq. (9.3), dividindo ambos os membros da equagao

resultante por 3mudU,; e rearranjando termos, obtém-se

psUtd P du ~ psUtd P dg
1 Y _1+n 1- L)% 9.5
181 < +2ps> A SR Ty 0, ) U2 (9:5)

Alguns parametros adimensionais relevantes do escoamentos sao identificados na

Eq. (9.5). Notadamente, a razao de massas especificas, definida como R, = p/p,, o niimero

de Stokes, St = p,Uyd /181, e o nimero de Froude, Fr = U?/dg, que caracteriza o quoci-

ente entre forcas de inércia e gravitacionais no escoamento. Substituindo esses parametros
na Eq. (9.5), tem-se

R,\ du

St(1+>~——(1+h)ﬂ+

St(1 - R,)
2 ) '

— (9.6)

Define-se o ultimo termo do segundo membro da Eq. (9.6) como o ntmero de
sedimentagao, que pode ser alternativamente expresso por Ny = U/U;, como se pode
depreender da Eq. (9.5). Escrevendo o« = St(1 + R,/2), a Eq. (9.6) pode ser reescrita
COmo

du

— = —(1+h)u+ N;. .
a (1+h)a+ N, (9.7)

9.1 Meétodos de Solucao

A fungao h(Re) torna a Eq. (9.7) nao linear, dificultando a obtengao de solugoes
analiticas. Para a regidao 107* < Re < 1072, em que a equacdo é fracamente nao linear,
empregou-se um método de perturbacao regular de segunda ordem visando a obtencao de
uma solugdo aproximada. Nessa regiao, h(Re) = 3Re/16. Definindo o pardmetro Reynolds
terminal Re, = pU,d/u, segue que Re = Reyu. Logo, tem-se h = 3Re;i/16. Denotando

€ = 3Re; /16 e substituindo a expressao resultante na Eq. (9.7), tem-se

du

a—z = —i— €’ + N, 107* < Re <1072 (9.8)
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Considerou-se a condi¢ao € < 1 e se admitiu a existéncia de uma solucao por séries
de poténcia em ¢, do tipo @(t) = @g(t) + €tiy () + €%iin(f) + ..., que foi truncada em O(€?),
resultando em

i, (f) = tio(f) + ety (f) + 2an(t), (9.9)
solugao do problema perturbado. Substituindo a expressao na Eq. (9.9) em (9.7), chega-se

ao seguinte sistema de equagoes diferenciais:

di - -

&d—; + a9 = Ns, 1u0(0) =0,
s

a% = —a2, @(0) =0, (9.10)
diig

a2 4 iy = —2iigily, dis(0) = 0.
di + U oU1 2(0)
Determina-se a solu¢ao nao perturbada do problema

iig(f) = Ny (1 — /), (9.11)
que ¢ a solucao de Stokes, referente ao escoamento livre de efeitos de inércia, e substituindo
a Eq. (9.11) na segunda equagao do sistema (9.10), tem-se

. 2 ; ;
iy (t) = —N? (1 — Zete e2t/°‘> : (9.12)
(0%

Ademais, a substituicdo da Eq. (9.12) na terceira equacao do sistema (9.10) resulta em
. 2t 5\ _; 2t T Y
p(f) = —2N3 |1 — | = + — — S )elo 4 [ = =3 e 2o - —e8/a) 9.13
Uso(t) 8[ <a2+a 2)6 +<a >e 5¢ (9.13)
Nota-se que a velocidade adimensional terminal prevista pela solugao assintotica é dada

por
lim 4, (f) = N, — eNZ — 22 N?. (9.14)

t—o00

Agora, calcula-se o deslocamento adimensional assintético pela integracio de @, (%),

com condicao inicial Z,(0) = 0, como

2,() = 2(t) + ez1.(f) + €2(2), (9.15)
no qual
%) = N [(f— ) + ae ], (9.16)
5() = —N? Kt - 5;‘) 1 o(f + a)e ‘;‘e-%/a} (9.17)
z,(f) = —2N? KE— 5;) + (i + 31+ g) e~ — (1 — a)e e 4 2‘635/‘1] . (9.18)

A comparacao entre a velocidade terminal da solugao assintética e a velocidade de

Stokes da particula foi obtida mediante a relacao

((g)p _ a(]]tt)p(ét _ (ljb\z;% —1— N, — N2 (9.19)
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9.2 Solucao Numérica

Desenvolveu-se um coédigo em FORTRAN implementando um método de Runge-
Kutta de quarta ordem para a integracao numérica da Eq. (9.7). Utilizou-se o fato de

que, em velocidade terminal,

du

di
= N, =1+ h(Re,), (9.20)

pois a velocidade terminal adimensional é 1. Tal resultado atrela o ntimero de sedimentacgao

ao numero de Reynolds terminal.

A determinagdo do quociente entre a velocidade terminal numérica e a velocidade
de Stokes da particula, usada para a validagao do cédigo, foi conseguida através da seguinte

identidade R
(Ut>num o (Ut>num% o (ut)num

u U U N,

em que o subscrito num denota numérico e (U ),um foi considerado como o tltimo elemento

(9.21)

do vetor de velocidades numeérico.

Interessa descrever em que regiao a solucao assintética se aplica para descrever
os efeitos de inércia relevantes no escoamento com uma determinada precisdo. A solucao
numérica, cuja validade serd examinada nesta segao, foi usada como referéncia na com-
paragao com as velocidades assintotica e de Stokes para diferentes nimeros de Reynolds

terminal, como indica a figura (49).

A figura (49a) ilustra um caso em que tanto a solugao de Stokes quanto o método de
perturbagao exibem resultados precisos na descri¢ao da velocidade da particula. Isso indica
que os efeitos de inércia sdo despreziveis nesse escoamento. Nota-se das figuras (49b), (49¢)
e (49d) que a medida que o nimero de Reynolds terminal aumenta, o importancia relativa
das forcas de inércia se eleva, tornando inadequada a hipdtese de que € < 1 e invalidando
a aplicacdo da solugao assintética, como se vé claramente pela figura (49¢). Ainda assim,
nota-se que a solugao assintotica tem uma aplicacdo mais abrangente que a de Stokes,
captando efeitos de inércia quando sdo pequenos, conforme a (49b), em que o método
de perturbacao fornece uma solucao extremamente precisa, enquanto que a de Stokes ja
apresenta um desvio significativo da solugdo numérica. Um dos objetivos deste trabalho
é exatamente quantificar até qual nimero de Reynolds a solugao assintotica é precisa, de
acordo com algum critério preestabelecido. A figura (50) exibe o mesmo comportamento

identificado na figura (49), desta vez para as curvas de deslocamento adimensional.

A validacao das solugoes numérica e assintética foi realizada a partir da compara-
¢ao com a Uy, dada pela equagao (9.20), conforme a figura (51). Esta mostra a concordan-
cia entre as solugoes numérica e exata para um nimero de Reynolds terminal arbitrario,

indicando a convergéncia do método e sua validade. De forma semelhante ao que mostram
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as figuras (49) e (50), o encarte da figura (51) comprova que a solugao assintética é valida
para baixos nimeros de Reynolds, até cerca de Re = 0,2, mas que diverge da solucao
exata para nimeros de Reynolds moderados e altos. Tal comportamento é previsivel a par-
tir da equagao (9.14), pois, além da hipétese € < 1 ser inaplicavel, lim () = —o0,
onde o indice t indica velocidade terminal, enquanto que a razao U; /U nao apresenta esse

comportamento.

Observa-se ainda que os efeitos inerciais do fluido produzem um coeficiente de

arrasto diverso do puramente viscoso. De fato, pela definicdo do coeficiente de arrasto,

8| |

Cp=— (9.22)
e segue das Egs. (9.1) e (9.22) que
24[1 4 h(Re)]
Cp=——7—+—7-—"". 9.23
P Re (9:23)
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Figura 49 — Velocidade de uma particula isolada nao browniana em fun¢ao do tempo para
diferentes ntimeros de Reynolds terminais. Resultados obtidos para R, = 0, 4.
Solugdo numérica indicada por o, assintética por linha continua e de Stokes

por linha tracejada.

A Fig. (52) ilustra a distin¢ao entre o coeficiente de arrasto com efeitos inerciais, dado
pelas Egs. (9.23) e (9.2), e o puramente viscoso, Cp = 24/Re. Percebe-se que o arrasto

com efeitos inerciais é sempre maior, devido a formacao de regides de recirculac¢ao a jusante

da particulas para nimeros de Reynolds baixos mas nao nulos.

Note que a validade dessa solucao numérica esta condicionada a da proposi¢ao
semiempirica para o arrasto hidrodindmico de Clift, Grace e Weber (1978). A aplicagao
bem sucedida de tal modelo em diversos trabalhos académicos, e.g. (LAWRENCE; MEI,
1995), corrobora sua legitimidade. Por meio deste modelo, abre-se caminho para o es-

tudo de leitos fluidizados em ntimeros de Reynolds arbitrarios. A solucao assintética ora
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desenvolvida possibilita futuras anélises do regime de Re baixo, porém finito.
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Figura 50 — Deslocamento de uma particula isolada nao browniana em fung¢ao do tempo
para diferentes ntimeros de Reynolds terminais. Resultados obtidos para R, =
0,4. Solucdo numérica indicada por o, assintética por linha continua e de
Stokes por linha tracejada.
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Figura 51 — Quociente entre a velocidade terminal, Uy, e a velocidade de Stokes, ca deno-
tada por U, para uma particula isolada nao browniana, com R, = 0,4, em
fungao do nimero de Reynolds terminal. Solugbes exata (—), numérica () e
assintotica (— — —).
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Figura 52 — Produto do coeficiente de arrasto pelo nimero de Reynolds em funcgao de
Re. Resultados obtidos para uma particula isolada nao browniana com R, =
0, 4. Coeficientes de arrasto com efeitos de inércia (—) e puramente viscoso

(== -).
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10 CONSIDERACOES FINAIS

10.1 Conclusoes

Neste trabalho, formulou-se um modelo bifasico continuo de uma suspensao gas-
sélido em baixos nimeros de Reynolds, em consonancia com trabalhos anteriores (AN-
DERSON; JACKSON, 1967; BATCHELOR, 1988; DURU et al., 2002). Empregou-se uma
analise de estabilidade linear as equagoes resultantes de tal modelagem, a fim de determi-
nar a influéncia dos parametros fisicos sobre a regiao de estabilidade. Foram construidos
diagramas de bifurcac¢ao para o fator de amplificacao de distirbios em fungao do niimero
de Stokes e do nimero de sedimentagdao. Determinou-se ainda a linha neutra do sistema,
identificando-se a condicao critica de estabilidade em funcao de St e da fracao volumétrica
média.

Desenvolveu-se também uma simulagdo numérica lagrangeana para a analise da
suspensao, incorporando forgas brownianas, gravitacionais e de intera¢oes hidrodinami-
cas, a fim de caracterizar as flutuacdes de velocidade nessa suspensao. Desse modo,
determinaram-se estatisticas de curto tempo, como a variancia das flutuagoes de velo-
cidade, e de longo tempo, como a autocorrelacao das flutuacoes de velocidade e a difu-
sividade das particulas. Comparou-se a dependéncia entre as flutuagoes de velocidade e
a inércia das particulas com a previsao feita pelas andlise de escala de Hinch (1988) e
Cunha (1995). Calculou-se a pressao de particulas da suspensao e examinou-se a depen-
déncia dessa propriedade com o nimero de Stokes. Investigou-se também a anisotropia
nas autocorrelacoes das flutuacoes de velocidade, devida a injecao de memoria na direcao
da gravidade. Assim, verificou-se que o processo perde sua caracteristica markoviana para
numeros de Péclet moderados. Calcularam-se também as difusividades, observando uma
anisotropia que caracteriza um processo de difusao anémala. Verificou-se que tal difusivi-
dade ¢ insensivel a variacao da inércia das particulas para o intervalo observado, indicando

que o numero de Stokes nao tem influéncia sobre as estatisticas de longo tempo.

Estudou-se ainda o movimento de uma particula com efeitos de inércia do fluido
base, no intento de possibilitar a inclusao de tais efeitos para simulagoes de suspensoes
em regimes de Reynolds nao nulo. Para tanto, desenvolveu-se uma solugao assintdtica
para nimeros de Reynolds terminais baixos mas finitos e uma solu¢do numérica para Re;

arbitrario.
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10.2 Trabalhos Futuros

O aluno pretende dar seguimento a este estudo em sua dissertacdo de mestrado,
utilizando a metodologia desenvolvida neste trabalho para explorar outros aspectos rele-
vantes ao tema, quais sejam:

Abordagem continua:

e Instabilidades ortogonais a direcao de sedimentacao, em analogia com o problema
de Rayleigh-Bénard;

e Solucao do sistema de duas equagoes nao lineares que governam o movimento da

suspensao;

e Analise da evolucao da forma das ondas de concentragao ao longo da suspensao.
Abordagem discreta:

e Paralelizagao das realizagoes do coédigo numérico;

e Teste de modelos para o fundo impenetravel, como o método das imagens em con-

junto com forgas repulsivas exponenciais de curto alcance;
e Utilizagao de células periddicas e somas de Ewald;

e Determinacao da relacao funcional das estatisticas de curto tempo com o niimero

de Stokes e a fracao volumétrica;

e Exame da possibilidade de aplicagao de uma expansao virial para a viscosidade de

particulas;

e Estudo da dependéncia das estatisticas de longo tempo, particularmente a difusivi-

dade, com a fragao volumétrica da suspensao;

e Caracterizagao microestrutural da suspensao, determinando a evolucao temporal de

seu fator de estrutura;

e Determinacao do tensor de flutuagoes hidrodinamicas em funcao da fragao volumé-

trica e do nimero de Stokes.
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