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RESUMO

O presente trabalho aplica os controles PID e por Realimentacgao de Estados em um péndulo invertido
e um péndulo de furuta excitados parametricamente, buscando estabiliza-los na vertical. O estudo
envolve a identificagdo dos parametros experimentais, analise de estabilidade do sistema, estudo da
teoria classica e moderna de controle, projeto de controladores PID e por Realimentacdo de Estados
e estudo e projeto de Observadores de Estado. Sao apresentados resultados numéricos e experimentais
para ambas as configuragdes pendulares. Apesar dos erros de modelagem e das diversas perturbagdes
sobre o sistema, as respostas experimentais obtidas caracterizam confiabilidade e robustez dos

controladores projetados.

ABSTRACT

The present work applies the PID and State Feedback control to the inverted pendulum and Furuta’s
pendulum parametrically excited aiming its stabilization in the vertical. The study presents the
experimental parameters identification, system stability analysis, study of the classical and modern
theory, PID controller design and State Feedback and Observer Feedback control design. Both
numerical and experimental results of the two controllers are presented. Despite the modeling errors
and system disturbances, the obtained experimental responses characterize reliability and robustness

of the designed controllers.
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1 INTRODUGAO

Na natureza, o comportamento de diversos sistemas ¢é instavel. Parte destes sistemas pode ser
descrito, de forma simplificada, por um péndulo invertido. Desta forma, o entendimento sobre o péndulo
invertido possibilita também o saber sobre uma vasta gama de sistemas. Além disso, o estudo de controle
de sistemas instaveis se faz ainda mais importante pois proporciona a engenharia a implementacdo de
diversas tecnologias. Considerando o controle de sistemas pendulares invertidos, algumas aplicagdes
interessantes sao foguetes (Ogata, 2014), robos (Olivares et al., 2014), satélites (Nise, 2007) e veiculos
de transporte individual (Tirmant et al.,2002).

As agdes de controle sdo calculadas com base em plantas obtidas a partir de modelos matematicos.
No entanto, tais modelos tedricos ndo sdo totalmente fiéis a sistemas reais. Logo, um controlador bem
projetado é aquele que consegue superar as adversidades presentes na natureza. Neste sentido, o presente
trabalho propde o projeto de um compensador projetado sobre um modelo linearizado da planta do
sistema, que seja capaz de controlar o péndulo invertido com excitagdo paramétrica e perturbagdes

diversas.

Para tanto, realiza-se o projeto de controladores robustos PID (Proporcional Integral Derivativo) e
por Realimentagao de Estados. Tais métodos de controle sdo capazes de anular erros do sistema e rejeitar

perturbagdes diversas sobre a planta.

1.1 OBJETIVO

O objetivo deste trabalho ¢ modelar, simular e realizar o controle do péndulo invertido e do péndulo

de furuta, ambos com excitacdo paramétrica, a partir de simulagcdes numéricas e ensaios experimentais.

1.2 METODOLOGIA

O presente trabalho apresenta primeiramente a modelagem matematica do péndulo invertido
utilizando a lei de Newton para se encontrar a Equacdo de movimento do sistema. Em seguida, realiza-
se a identificac@o dos parametros experimentais do péndulo invertido a partir de dados da resposta livre

do péndulo.

A resposta livre experimental permite avaliar o decaimento de pico a pico da resposta pendular.
Considera-se que a dissipagdo de energia do sistema ¢ dada por uma combinagdo de amortecimento
viscoso linear e atrito seco. Na identificacdo, considera-se que nas velocidades mais altas ha uma
predominancia de componentes viscosas no sistema, tendo em vista que esse amortecimento ¢
proporcional a velocidade. Esta consideragdo permite que se faga uma primeira analise para os primeiros

picos em que o péndulo esta apenas sob efeito de dissipagdes viscosas, levando a identifica¢do de termos



viscosos do sistema. Para os demais picos considera-se uma combinac¢do de amortecimento viscoso e

atrito seca, levando a identificagcdo do termo relativo ao atrito seco no sistema.

A identificag¢do de pardmetros acompanha uma verificagdo numérica da resposta do sistema a partir
da integragdo numérica utilizando a fungdo ‘ode45’ do MatLab. Os resultados numéricos e
experimentais sdo comparados a fim de verificar a coeréncia da modelagem matematica e parametros

identificados com o modelo real, mostrando boa concordancia.

Em seguida, introduz-se a modelagem matematica do péndulo de Furuta. Desenvolvem-se as
equagdes do movimento do sistema e realiza-se a linearizacdo das equagOes encontradas a partir da

expansdo em série de Fourier.

A partir da identificagdo dos parametros experimentais e das equacdes de movimento, deseja-se
realizar uma analise de estabilidade para confirmar a necessidade de um controlador. A anélise ¢ feita
com a defini¢do de estabilidade, o auxilio do MatLab na obtengdo do grafico do lugar das raizes e com

o Simulink na obtenc¢do da resposta do sistema a uma dada entrada.

Ao se verificar a instabilidade do sistema, o trabalho entdo parte para o projeto do controlador. Sdo
estudados dois tipos de controle: Classico e Moderno. Nesse estudo avalia-se também as influéncias dos
parametros dos controladores na resposta do sistema. Duas metodologias de projeto de controlador sdo
apresentadas, a primeira se da por Requisitos de Controle e a Segunda por Alocagdo de Polos. Sendo
assim, projeta-se um controlador PID (Proporcional-Integral-Derivativo) e um controlador de
Realimentagdo por Espaco de Estados. No entanto, os controladores sdo projetados considerando as

equagdes de movimento linearizadas, sem acdo de atrito seco e sem forgamento paramétrico.

No entanto, o controle por Realimentacdo de estados necessita que todos as variaveis do sistema
estejam disponiveis para a realimentagdo. J& os sensores utilizados no experimento nao fornecem todas
as variaveis necessarias para o controle. Logo, estuda-se ¢ projeta-se Observadores de Estado para se

estimar os estados ndo mensuraveis pelo aparato experimental.

Finalmente, obtém-se respostas numéricas ¢ experimentais da a¢do de controle. Para o péndulo
invertido obtém-se a resposta numérica sem forgamento e sem dissipacdo seca, com acdo dos
controladores classico e moderno. Ja os resultados experimentais mostram os dados do péndulo real com
acdo do controlador PID e por controle no espago de estados sob duas condigdes: sem e com excitagdo
paramétrica. Para o péndulo de furuta faz-se uma analise numérica também desconsiderando-se o
forgamento e atrito seco, com acgdo de controle no espago de estados. O resultado experimental avalia o
controle do péndulo sem e com perturbacdo paramétrica. Em ambas configuragdes, uma perturbagio
tipo impulso ¢ dada ao sistema, desta maneira, pretende-se avaliar a eficacia e robustez do controlador

projetado.



1.3 MOTIVAGAO

Como motivagdo para o presente trabalho se faz importante ressaltar a existéncia de aplicagdes reais
para o problema de sistema pendular. O conhecimento sobre controle de péndulo invertido possibilita o
desenvolvimento de algumas tecnologias. Ao se apropriar dos conceitos originados de seu estudo, torna-
se praticavel o desenvolvimento de maquinarios como robds, veiculos de transporte automatico e

astronaves.

O desenvolvimento de robds bipedes ¢ um exemplo de aplicagdo de péndulo invertido. O caminhar
do robd pode ser simplificado para um sistema como na Figura 1.1, onde se simula a parte superior da
perna e um joelho articulado. O péndulo é pivotado com atrito nulo em uma extremidade, uma barra
suporta uma massa concentrada ¢ um motor em sua extremidade oposta. Enquanto a barra representa a
perna do robd, o motor rotaciona aplicando um torque no sistema, simulando assim o andar da maquina

(Olivares et al., 2014).

Figura 1.1 — Péndulo invertido com motor em uma extremidade. (Olivares et al., 2014)

O estudo de controle de péndulo invertido foi abordado pela NASA (National Aeronautics and
Space Administration) no desenvolvimento de robonautas, robds capazes de realizar exploragdo espacial
e a0 mesmo tempo desempenhar atividades elaboradas com ferramentas (Ambrose et al., 2004). O robd
foi desenhado para substituir sondas que hoje em dia realizam exploragdo em Marte e sdo capazes de
desempenhar algumas tarefas que somente humanos conseguem. O robonauta, como exposto na Figura
1.3, tem um corpo de formato humanoide que deve ser controlado quando em movimento. Deste modo

¢ possivel atingir uma situagao de quase equilibrio estatico em relagdo ao par de rodas.



Figura 1.2 — Robonauta da NASA. (NASA — Pics About Space)

Tirmant et al. (2002) propds um modelo inusitado de veiculo urbano automatizado que beneficiaria
o trafego nas grandes cidades. O projeto propde facilitar a mobilidade e promover um transporte
individual compacto por meio de uma cadeira de rodas elétrica contendo apenas duas rodas sobre o
mesmo eixo. Deste modo, o usuario representa uma massa instavel acima das rodas que deve ser
equilibrada por um controlador de malha fechada. Sendo assim, o dispositivo funciona como um péndulo
invertido, tal como observado na Figura 1.3. Observa-se também que o veiculo € acessivel a portadores

de deficiéncia fisica.

Figura 1.3 —Veiculo urbano automatizado para transporte individual. (Tirmant et. al, 2002)



Além da area da engenharia, o estudo do péndulo invertido também ¢ aplicavel no ramo da medicina.
A validag@o do estudo do andar humano a partir da analise de péndulo invertido pode beneficiar usuarios
de protese transtibial. E observado que quedas ocorrem em maior frequéncia em usudrios deste tipo de
protese (Rusaw & Ramstrand, 2015), ja que o balango realizado no caminhar do corpo humano ¢é
compensado pelo calcanhar e as proteses médicas normalmente ndo oferecem tal funcionalidade. Logo,
faz-se importante o estudo do modelo do péndulo invertido para oferecer aos usuarios de protese

transtibial menor risco de queda e injuria.

Apoés a investigagdo de aplicagdes praticas de sistema pendular invertido € possivel perceber a
importancia de seu estudo. O controle da estabilidade pendular contempla diversas areas da engenharia
e possibilita a existéncia de tecnologias benéficas a sociedade. Tais tecnologias oferecem servigos a
exploragdo espacial, o trafego terrestre, robotica e também a medicina. Conclui-se entdo a relevancia da

investigacao e analise de controle de péndulo invertido.

O proximo capitulo € iniciado com a descri¢do do aparato experimental e na sequéncia apresentam-

se os desenvolvimentos tedrico, numérico e experimental para alcangar os objetivos almejados.

1.4 ORGANIZAGAO DO TRABALHO

O presente trabalho esta dividido em 9 capitulos. O primeiro capitulo apresenta a introdu¢do, com
descrigdo dos objetivos, da metodologia utilizada, da organizacdo deste relatorio, como também fornece

a motivagao para o trabalho.

Em sequéncia, os Capitulos 2 e 3 introduzem os experimentos propriamente ditos. O conteudo
descreve o aparato experimental, a modelagem desenvolvida e a identificagdo dos parametros
experimentais. Adicionalmente, apresentam-se as implementagdes computacionais realizadas para

analise dindmica do sistema pendular sem acao de controle.

O Capitulo 4 estuda técnicas de analise de estabilidade e verifica a instabilidade do péndulo
invertido. Desta forma, contata-se a necessidade do controlador para o sistema. O Capitulo 5 entdo
apresenta um estudo da teoria de controle classica que tange o controle Proporcional (P), o controle
Proporcional Integral (PI) ¢ o controle Proporcional Integral Derivativo (PID). A teoria de controle

moderno ¢ estudada no Capitulo 6, abordando especificamente o controle por realimentagdo de estados.

Em seguida os Capitulos 7 ¢ 8 apresentam os resultados do controle obtidos numérica e
experimentalmente. O fechamento do trabalho ¢ feito no Capitulo 9 que discorre sobre as conclusdes

obtidas da analise dos resultados e apresenta as etapas para a continuidade do estudo.



2 PENDULO INVERTIDO

Este capitulo ¢ dedicado a apresenta¢do do experimento. Primeiramente apresenta-se o aparato

experimental, seguido da modelagem matematica ¢ da identificagdo dos parametros experimentais.

21 DESCRIGAO DO APARATO EXPERIMENTAL

Pode-se dividir o aparato experimental em quatro blocos: o primeiro composto pela estrutura
mecanica da planta, o segundo composto pelo hardware, o terceiro consiste no sistema de cabeamento

€ 0 quarto consiste no excitador eletromecanico do tipo shaker utilizado.

2.1.1 COMPONENTES MECANICOS

No experimento utiliza-se uma planta servo modelo Quanser SRV02-ET composta basicamente por
uma estrutura em aluminio, uma caixa de engrenagem, um motor DC, um encoder, um tacOmetro, uma
barra metalica e um par de parafusos, como observada na Figura 2.1. Os componentes da estrutura sdo
apresentados com mais detalhes na Figura 2.2 ¢ na Figura 2.3, enquanto que a Tabela 2.1 apresenta a

nomenclatura dos componentes.

O motor ¢ capaz de atuar a caixa de engrenagem e um potenciometro ¢ responsavel por medir a
posicdo angular da engrenagem de saida do motor. Um tacometro mede a velocidade do motor, ¢ um
encoder fornece a posi¢do angular da engrenagem de carga. A barra inercial € acoplada ao eixo de carga

e fixada por um parafuso como mostrado na Figura 2.1.



Tabela 2.1 — Listagem dos componentes da Quanser SRV02.

Nimero Nomenclatura Numero Nomenclatura
1 Placa superior 11 Potencidmetro
2 Placa Inferior 12 Encoder
3 Colunas 13 Tacometro
4 Engrenagem do Motor 14
(72 dentes) Rolamento de esferas
5 Engrenagem de carga 15
(72 dentes) Conector do motor
6 Engrenggem do 16 Conector do tacometro
Potenciometro
7 Molas de friccdo 17 Conector do encoder
8 Eixo de carga 18 Saidas S1 e S2 para
potencidmetro
9 Motor 19 Parafuso
10 Caixa de engrenagem 20 Barra inercial

Figura 2.1 — Planta servo Quanser SRV02.



Figura 2.2 — Imagem detalhada da Quanser SRV02 com componentes eletromecdnicos.
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Figura 2.3 — Imagem detalhada da SRV02 com conexédes e outros componentes.

2.1.2 HARDWARE
Para a transmissdo de sinais analogicos ¢ digitais, utilizam-se os seguintes componentes:

e Uma servo planta modelo SRV02-ET da Quanser (Figura 2.4)
e Amplificador Quanser Voltpag-X1modelo UPM-2405 (Figura 2.5)
e Placa de aquisi¢do de dados Q4 da Quanser (Figura 2.6)

Figura 2.4 — Servo planta SRV02-ET da Quanser.
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Figura 2.6 — Placa Q4 da Quanser.

2.1.3 SISTEMA DE CABOS

A conexdes do sistema de cabeamento devem ser feitas conforme indicagdes da Figura 2.7 ¢ da

Tabela 2.2 .



Tabela 2.2 — Referéncia do sistema de conexdes analogico digital.

Nimero . . . .
do Cabo Origem Destino Tipo de Sinal
Amplificador: conexdo
1 Q4: “Analog Output” “Amplifier Command” Sinal de controle para o
(Saida Analogica) n° 0 (Comando do amplificador
Amplificador)
2 émphﬁca}dor: conexao SRV02: conexao “Motor” Corrente para o motor.
To load” (Para carga)
3 Q4: “Encoder Input” SRV02: conexdo Medida de deslocamento

(Entrada do Encoder) n° 0

“Encoder”

do eixo de carga

Amplificador: conexdo

Q4: “Analog Input”
(Entrada Analogica)

Amarelo -n° 0

Carrega comando

4 « , analogico do amplificador
TO ADC” (Para DAC) Branco - n° 1 para a placa Q4
Vermelho - n° 2
Preto -n° 3
Combina sinais do
SRV02: conexdo “SI & SRVO02: conexdo “Tach” .
5 potencidémetro ¢ do
S2” (Tacometro)
tacometro.
Carrega leitura de posi¢ao
p Amplificador: conexao SRV02: conexdo “S1 do potenciometro (S1) e de

“S1 &S2”

&S 99

velocidade do tacOmetro

(82)
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Placa Q4
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Figura 2.7 — Conexdes entre servo planta, amplificador e placa Q4.

2.1.4 SHAKER

O excitador eletromecanico do tipo shaker, modelo Briiel & Kjaer Shaker V721 - 2.9KN, utilizado
no experimento ¢ ilustrado pela Figura 2.8. O shaker produz oscilagdes senoidais na dire¢do vertical,
com amplitude e frequéncia de oscilagdo que podem ser definidas pelo controlador. A frequéncia

minima aceita pelo maquinario é de 1 Hz e amplitude maxima de 25,4 mm.
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Figura 2.8 — Shaker utilizado no experimento com a planta servo acoplada.

2.2 MODELAGEM MATEMATICA

O sistema de péndulo invertido ¢ composto por uma barra de massa m = 0,128 Kg engastada na
engrenagem de carga como indica a Figura 2.9. O motor da planta servo atua na engrenagem do motor
que esta em contato com a engrenagem de carga. Desta forma, o motor transmite torque ao péndulo que

pode estar realizando movimento oscilatorio.

12



Figura 2.9 — Figura esquemdtica do péndulo invertido usado no experimento.

Esse aparato experimental pode ser estudado como um sistema equivalente de péndulo com sua
massa concentrada no centro de massa da barra, a uma distdncia L da extremidade pivotada. Esta
distancia € investigada experimentalmente no capitulo a seguir. A engrenagem do motor recebe o torque
do motor e o transmite para a engrenagem de carga. As engrenagens giram em dire¢des opostas, porém

em mesmo modulo ja que o numero de dentes € o mesmo (Tabela 2.1).

Para proceder com a modelagem matematica, as seguintes hipoteses sdo assumidas de tal forma a

produzir um modelo linear do sistema.

1. As engrenagens apresentam massa desprezivel em relacdo a massa da barra, deste modo
desconsideram-se seus momentos inerciais;

2. A excitagdo de base ¢ paramétrica;

3. A dissipagdo de energia ¢ dada por uma combinagdo de atrito seco e amortecimento viscoso

linear.

Definidas as hipoteses, é possivel prosseguir com a modelagem matematica.

2.2.1 PENDULO INVERTIDO

A Figura 2.10 apresenta as for¢as atuantes no péndulo invertido, onde L é comprimento entre o
ponto pivotado e o centro de gravidade (CG), 8 o deslocamento da barra, @ o atrito equivalente, m a

massa da barra, g a gravidade local e T o torque transferido pela engrenagem de carga.

13
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Figura 2.10 — Representagdo das forcas atuantes sobre o péndulo invertido.

O torque T imposto ao péndulo se relaciona com o torque aplicado pelo motor (z,,) pela Equagao

@2.1):

T

Nc

Tm

N,

2.1)

onde N, ¢ N,,, sdo o nimero de dentes da engrenagem de carga e do motor, respectivamente. Como o
numero de dentes € o mesmo (N, = N,,, = 72 dentes), tem-se que o torque do motor tem o mesmo

modulo que o torque no péndulo, e sentido contrario conforme a Equacdo (2.2):
T=—-1p (2.2)
O atrito equivalente a equivale a um somatorio de atrito seco € amortecimento viscoso:
a=ch+ sign(é)rﬂ (2.3)
onde 7, € o torque proveniente do atrito seco € ¢ coeficiente de amortecimento viscoso.
Sendo assim, utiliza-se a Lei de Newton no somatorio de torques aplicados ao sistema:
mL?0 = mgsenf L —a + 1y, (2.4

Considerando pequenos angulos, somando as Equagdes (2.3) e (2.4) e rearranjando os termos tem-

se a Equagdo do movimento para o péndulo:

mL?6 — mgL sen(6) + c6 + sign(6)t, = (2.5)
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2.2.2 PENDULO INVERTIDO COM EXCITAGAO PARAMETRICA

O shaker utilizado neste experimento produz deslocamentos, y(t), apenas no eixo vertical do

péndulo, como ilustra a Figura 2.11.

CG

Figura 2.11 — Péndulo invertido com excita¢do paramétrica.

Com base nos estudos de Xu (2005), a excitagdo paramétrica deste caso pode ser aproximada para

uma oscila¢do harmonica vertical prescrita, com deslocamento de acordo com:
y(t) = Y, cosQt (2.6)
onde Y, ¢ a amplitude da excitacdo paramétrica e (1 a frequéncia de forcamento.
Derivando a Equacao (2.6) duas vezes, é possivel achar a aceleragdo devido a excitacao:
y(t) = Y,Q%cosQt (2.7)

Tal acelerag¢do provoca uma componente na dire¢do da barra e outra na dire¢do perpendicular. Esta,

por sua vez, resulta no seguinte torque:
T,(t) = mLY,0? cos(2t) sen(B) (2.8)
Somando a Equagdo (2.8) a Equacgao (2.5), tem-se:
mL?0 — mgL sen(6) + c6 + sign(0)u = 1, + MLY,Q? cos(Qt) sen(8) (2.9)

Dividindo a Equagio por mL?, obtém-se a Equagdio que governa o péndulo invertido excitado

parametricamente:

A c . g , : Tm Y
6 +—30 —Tsen(6) + sign(0)7, = —7 + T 0% cos(Q2t) sen(6) (2.10)
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2.3 IDENTIFICAGAO DOS PARAMETROS EXPERIMENTAIS

Para simular o sistema de acordo com o aparato do experimento ¢ necessario identificar os
parametros experimentais do péndulo: o comprimento equivalente (L), os fatores de atrito e as

frequéncias envolvidas.

O fator de amortecimento viscoso (§) € o torque de atrito seco (7,) podem ser encontrados a partir
da investigacdo da resposta livre do péndulo simples, avaliando o decaimento das amplitudes e periodo
de oscilacdo. Logo, foi realizada uma aquisicao de dados experimentais onde foi dado um deslocamento
inicial ao péndulo com velocidade inicial nula de forma que este vibrasse livremente. A resposta livre
foi obtida 3 vezes e os decaimentos no tempo obtidos pelo potencidmetro. A Figura 2.12 apresenta o

resultado obtido na primeira resposta livre observada.

0.6 . . .

0 (rad)

Figura 2.12 — Resposta livre experimental do péndulo.

Na identificacdo dos parametros experimentais, utilizam-se as informagdes dos trés primeiros picos

de oscilagdo. Estes dados estao explicitados na Tabela 2.3.
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Tabela 2.3 — Dados utilizados na identifica¢do dos pardmetros experimentais.

Resposta 1 Resposta 2 Resposta 3
0, (rad) 0,5643 0,5797 0,5460
12 Pico
t; (5) 4.094 3,400 5,916
6, (rad) 0,2943 0,3330 0,3067
29 Pico
t, (s) 5.062 4,364 6,888
03 (rad) 0,1129 0,1537 0,1380
32 Pico
t; (s) 6.008 5,318 7,836

2.3.1 AMORTECIMENTO VISCOSO

Apesar da resposta do péndulo apresentar uma combinagao de dissipagdes seca e viscosa, a primeira
analise ¢ realizada considerando apenas o amortecimento viscoso linear, e desprezando-se o torque de
atrito seco do sistema. Esta consideragdo pode ser feita pois na regido de maiores velocidades ha
predominancia da componente viscosa do sistema, ja que este amortecimento & proporcional a

velocidade pendular enquanto o atrito seco possui magnitude constante (Equagao (2.5)).

Essa etapa de identificag@o se apropria da Equa¢do do movimento do péndulo simples livre sujeito
a um amortecimento viscoso linear. De acordo com Rao (2009), a Equagdo de movimento caracteristica

deste tipo de sistema se da pela seguinte Equagao:

6+2&w,0+w2senf =0 (2.11)
onde w, = \/% ¢ a frequéncia natural e ¢ o fator de amortecimento viscoso.

Desta forma, em um primeiro momento, foi analisada a regido de maiores velocidades da resposta
livre, contida entre os dois primeiros picos da curva de resposta. Neste contexto, foram obtidos dados
de deslocamento e tempo correspondentes aos dois primeiros picos das respostas experimentais. A
Tabela 2.4 apresenta os periodos de vibragdo (T,;) e o decremento logaritmico (&) obtidos em cada uma

das 3 respostas experimentais, assim como as respectivas médias.
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Tabela 2.4 — Relagdo do decaimento entre 12 e 22 picos da resposta oscilatoria.

6,
6=1In (—) T4 (s)

0,
Resposta 1 1,7611 0,968
Resposta 2 1,7410 0,963
Resposta 3 1,7800 0,972
Média 1,7611 0,968

Analisando os resultados, pode-se encontrar o fator de amortecimento viscoso, frequéncia natural
amortecida (w,) e frequéncia natural a partir da média de decremento logaritmico (&) e do periodo de
resposta (T) através do sistema de equagdes apresentada na Equagdo (2.12) (Rao, 2009).

(5=In <ﬂ> =¢w,Ty

X2

2
kwd :T_ﬂ = wn\/l_—fz

d

(2.12)

Com o valor obtido para frequéncia natural, pode-se calcular o valor do comprimento equivalente L

conforme a Equacao (2.13).

L==
Y (2.13)

Os resultados encontrados nesta se¢ao contém todos os coeficientes da Equacdo do movimento do

péndulo simples apresentado na Equagdo (2.11). Os parametros sdo apresentados na Tabela 2.5.

Tabela 2.5 — Parametros achados a partir da andlise dos resultados.

Parametro Valor Unidade
'3 0,0899 -
Wy 6,5173 @
s
Wy 6,4909 ﬂ
S
L 0,2310 m

A resposta numérica do péndulo simples ¢ obtida a partir da integragdo da Equagdo (2.11) utilizando

a fung@o ODE45 do MatLab. O resultado numérico obtido € apresentado junto a resposta na Figura 2.13.
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Figura 2.13 — Resposta experimental e numérica do péndulo simples apos identificagdo de pardmetros.

Analisando o grafico da Figura 2.13, observa-se que o resultado encontrado apenas se aproxima do
real apenas na primeira oscila¢do. A curva de decaimento do resultado experimental sugere que ha uma
porgdo de atrito seco que induz um decaimento linear. O resultado numérico se apropria somente das
forgas viscosas do sistema, o que faz com que o decaimento observado no grafico seja exponencial. A
proxima subsegdo investiga o atrito seco presente no sistema, no intuito de produzir resultados

numéricos condizentes com 0s experimentais.

2.3.2 FATOR DE ATRITO SECO

A Equacdo do movimento para o péndulo simples com atrito seco e amortecimento viscoso linear ¢

dado por (Rao, 2009):
6 + 2 Ewnb + wh sen 6 + sign(0) T, = 0 (2.14)

Para descobrir a por¢ao de atrito seco do sistema, verifica-se agora o decaimento presente entre o
segundo e terceiro picos dos trés graficos mencionados anteriormente. A Tabela 2.6 indica a variagéo

no decaimento linear (A8) e o periodo de oscilagdo (T, ) para as trés respostas.
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Tabela 2.6 — Relagdo do decaimento entre 22 e 32 picos da resposta oscilatoria.

A@ (rad) T4 (5)

Resposta 1 0,1815 0,946
Resposta 2 0,1792 0,955
Resposta 3 0,1687 0,948
Média 0,1765 0,950

Para esse segundo ciclo considera-se a presenca de atrito seco e amortecimento viscoso, logo, a
variagao total no decaimento equivale ao somatorio das agdes das dissipagdes devido as porg¢des viscosa

e seca como indica a Equagao a seguir:
A8 = Abyiscoso + Abseco (2.15)

De acordo com Inman (2001), o decaimento relativo a porgdo viscosa pode ser dado pela seguinte
Equacao:
AByiscoso = Hiefwnti - Hiegwnti+1 (2.16)
Ja o decaimento relativo a porgdo de atrito seco pode ser escrito como:

4T,

e
s 2.17)

Abseco =
Somando as Equagdes (2.15), (2.16) e (2.17) e isolando a componente de atrito seco, tem-se:

T o= mgL(AG — Oief“’nti + Qief("nti+1)
we 4

(2.18)

Como apenas o segundo e o terceiro picos de cada grafico sdo analisadas, considera-se que t, = 0

e tz = t, + Tys. Desta forma, a Equacdo (2.18) pode ser simplificada para a Equacao (2.19):

_— mgL(AB — 0, + O,e5@nTas)

3 - (2.19)

Calcula-se entdo o torque de amortecimento seco para cada grafico e tira-se a média. O fator

encontrado foi:
T, = 0,0044 Nm (2.20)

A definicdo do fator de amortecimento seco permite gerar o novo resultado numérico e o comparar
com o experimental. Como a fungao si gn(@) ¢ descontinua a integracdo numérica utilizando a fungio

ODE45 pode gerar erros numéricos. Logo, uma aproximagao ¢ utilizada para retirar a descontinuidade

da Equacdo (DE PAULA, 2010):
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. 2 .
Sign(é?)u =—H arctan(q@) (2.21)

onde g deve ser grande. Neste trabalho adota-se ¢ = 10°.

A Equacao do movimento (2.14) pode entdo ser reescrita como:
n . 2 .
0+2&w,0+ w?senfh = — —H arctan(q6) (2.22)

O resultado numérico obtido é comparado ao experimental Figura 2.14.

0.6 T T T T

—Resultado Experimental
0.4 ——Resultado Numérico —

8 (rad)

Figura 2.14 — Resposta experimental e numérica apos identificagdo dos pardmetros.

Ao analisar o resultado obtido, observa-se que as curvas de deslocamento dos dois resultados
apresentam bastante concordancia. Portanto, pode-se dizer que o resultado numérico ¢ condizente com

o experimental , validando os parametros experimentais identificados neste capitulo.

2.4 PENDULO INVERTIDO COM EXCITAGAO PARAMETRICA

Achados os parametros experimentais, pode-se rever a Equagdo que rege o comportamento do

péndulo invertido excitado parametricamente:
. . Y,
6 + 28wy, 0 — w? sen(6) + psign(6) = TQZ cos(Qt) sen(8) (2.23)

Os parametros de amplitude e frequéncia da excitagdo de base sdo adotados arbitrariamente como
Y, =254mm e Q=20rad/s, respectivamente. Todas as constantes da Equacdo (2.23) sdo
apresentadas na Tabela 2.7.
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Tabela 2.7 — Resumo dos pardmetros experimentais do sistema.

Pariametro Valor Unidade
§ 0,0899 -
w, 6,5173 rad/s
L 0,2310 m
u 0,0044 N.m
m 0,128 Kg

O resultado ¢ obtido utilizando integracdo numérica da Equacdo diferencial utilizando a fungéo
“ode45” no MatLab. O grafico da Figura 2.15 mostra a resposta para o péndulo invertido com

deslocamento inicial aproximadamente nulo (6 = 0,01 rad) e velocidade inicial nula.

O sistema nao-linear pode apresentar diversos tipos de resposta como demonstrado por De Paula
(2005). No entanto, o estudo do comportamento dindmico de péndulos ndo lineares ndo ¢ tema deste
trabalho e ndo sera aprofundado. A Figura 2.15 apresenta o resultado numérico obtido que mostra-se
coerente a realidade, visto que o comportamento do péndulo invertido ndo € estavel e tende ir para o seu

ponto de equilibrio (f = w rad). Sendo assim, o resultado numérico demonstra a necessidade de um

controlador para o posicionamento do péndulo no lugar desejado, onde 8 = 0 rad.

8 (rad)

| 'q i ‘\"
Il BN / \ /\--/ NS
| 44 [ Y W N

t(s)

Figura 2.15 — Resposta numérica do péndulo invertido com excitagdo paramétrica.

O préximo capitulo destina-se a modelagem matematica e linearizagdo das equagdes de movimento

do péndulo na configuragdo de Furuta.
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3 PENDULO DE FURUTA

Nesta configura¢do de péndulo, adiciona-se um braco giratorio entre o péndulo ¢ o motor. O motor
aciona o brago giratorio, que se movimenta no plano horizontal, ¢ tem o pérndulo acoplado na

extremidade oposta do motor. Desta forma, adiciona-se um segundo grau de liberdade ao sistema.

Este capitulo destina-se a descri¢do do aparato experimental, 8 modelagem matematica do péndulo

de Furuta ¢ a linearizagdo da Equac¢do do movimento do sistema pendular.

3.1 DESCRIGAO DO APARATO EXPERIMENTAL

O aparato experimental utilizado nesta etapa ¢ o mesmo indicado no capitulo anterior. No entanto,
a configuragdo pendular ¢ diferente, como ilustrada pela Figura 3.1. Nesta, o servo motor atua o brago
giratorio (barra preta). Na extremidade deste brago encontra-se o péndulo (barra azul), com eixo de giro

no eixo axial do braco.

Figura 3.1 — Configuragdo de Furuta.

No experimento, utiliza-se uma planta servo modelo Quanser SRV02-ET igual a descrita no capitulo
2.1. Ja a configuracgdo do péndulo utilizada é a ROTPEN-E, de acordo com o manual da QUANSER. O
hardware e excitador eletromecanico (shaker), utilizados para o experimento estdo explicados nos itens

2.1.2 ¢ Erro! Fonte de referéncia niio encontrada., respectivamente.

3.1.1 COMPONENTES MECANICOS

Os componentes mecanicos utilizados na configuragdo ROTPEN-E estdo representados na Figura

3.2 e referenciados e listados na Tabela 3.1.
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Tabela 3.1 — Componentes utilizados na configuragdo ROTPEN-E.

Numero Componente Numero Componente
1 SRV02 6 Encaixe do Péndulo
2 Parafusos 7 Péndulo
3 Brago 8 Conexdo do Enconder
4 Mancal 9 Encoder do Péndulo
(4094
leituras/revolugdo)
5 Eixo

Figura 3.2 - Configura¢do ROTPEN-E utilizada no experimento.

3.1.2 SISTEMA DE CABOS

A conexdes do sistema de cabeamento devem ser feitas conforme indicagdes da Figura 3.3 e da

Tabela 3.2.
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Tabela 3.2 — Referéncia do sistema de conexdes analogico digital.

(T:g:[l;g Origem Destino Tipo de Sinal
Amplificador: conexdo
Q4: “Analog Output” “Amplifier Command” Sinal de controle para o
1
(Saida Analogica) n° 0 (Comando do amplificador
Amplificador)
2 émphﬁca}dor: conexao SRV02: conexao “Motor” Corrente para o motor.
To load” (Para carga)
3 Q4: “Encoder Input” SRV02: conexdo Medida de deslocamento
(Entrada do Encoder) n° 0 “Encoder” do eixo de carga
Q4: “Analog Input”
(Entrada Analogica)
4 Amplificador: conexao Amarelo - n® 0 analg;rcr(?%:loc;nﬁ?gga dor
TO ADC” (Para DAC) Branco - n° 1 para a placa Q4
Vermelho - n° 2
Preto -n° 3
Combina sinais do
SRV02: conexdo “SI & SRVO02: conexdo “Tach” .
5 potencidémetro ¢ do
S2” (Tacometro)
tacometro.
Carrega a posicao do
Q4: “Encoder Input” ROTPEN-E: Conexao do )
6 péndulo fornecida pelo
(Entrada do Encoder) n° 1 Encoder
encoder.
Placa Q4
I DIO 0:7 H DIOB‘S.] | DIO 16:23 DIO 23:31
' £ 0 g g T ‘i’ g - Amplificador
2 6 LA ® 2e3 (vermelho
5| oo @4 46 eo S1 (amarelo) A?r
4 o s1as2 3 s4 Command '©-03d
1 o
3 7 2
| 6

YD) O O

Motor Tach Encoder $18S2 S1&S2

Encoder

SRV02

ROTPEN-E

Figura 3.3 - Conexdes entre servo planta, amplificador e placa Q4.
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3.2 MODELAGEM MATEMATICA

A modelagem matematica se utiliza do método de Lagrange, onde se faz uma analise das energias

conservativas e dissipativas do sistema:
L=E;—-E, 3.1

onde L ¢ o operador Lagrangiano, E a energia cinética total do sistema e E;, a energia potencial do

sistema.

As equagdes de movimento podem ser encontradas de acordo com a seguinte Equagao:

d <d£) ar (32)

dt dq i dq i t
onde q; sdo as coordenadas generalizadas, Q; sdo as forgas generalizadas ndo conservativas (externas e

dissipativas) e i=1,..,n sendo n o nimero de graus de liberdade do sistema.

Existem dois graus de liberdade para o péndulo de Furuta, sendo eles na direcdo do deslocamento
angular do braco («) e na dire¢do de deslocamento angular do péndulo (8), como indica a Figura 3.4.
Outras quantidades importantes para a modelagem sdo o comprimento do brago (b), comprimento
equivalente do péndulo (L), massa do péndulo (m), torque de atrito do péndulo (ug) e torque de atrito
do braco (ug Bl BZ). O sistema de coordenadas inercial considerado (X, ¥, Z) esta identificado na

Figura 3.4.

péndulo m

CG

a) b)

Figura 3.4 — a) Figura esquematica do péndulo de Furuta. b) Indicagées das componentes dindmicas utilizadas na

modelagem Lagrangiana.

Pode-se se escrever a energia potencial do sistema, que corresponde a energia potencial gravitacional

do péndulo, como na Equacao a seguir:
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E, = mgL cos(6)

(3.3)

A energia cinética do sistema depende das velocidades dos centros de massa do péndulo (m) e do

brago (m;). Primeiramente, escreve-se os vetores posi¢do do péndulo p em relagdo as coordenadas X,

y € Z,naforma p = p,X + p,y+p,2.
Py = [b cos(a) + L sen (6) sen(a)]
py = [b sen(a) — L sen (6) cos(a)]
p, = L cos(0)
O vetor velocidade pode ser obtido pela derivada do vetor posigao:
v=p =R 40,5+,
onde:
Py = — ba sen(a) + L6 cos (0) sen(a) + La sen (8) cos(a)

Py = ba cos(a) — L0 cos(0) cos(a) + La sen (0) sen(a)

p, = —L6O sen(6)
Com isso, a energia cinética do pé€ndulo pode ser escrita como se segue:

_ m|v|2 _ m(ﬁxz + pyz + pzz )

Eep = 2 2

onde:

P> = [b?d? sen?(a)] + [~2bLOd sen?(a)cos (0)]

+ [-2bLa?*sen(a)sen (8) cos(a)] + [L?6%cos?(6) sen?(a)]

+ [2L29d cos (6) sen(a) sen (0) cos(a')]
+ [L?c? sen? (8) cos?(a) |

p'y2 = [b2a? cos?(a)] + [—2bLOd cos?(a)cos(0)] + [2bLa*cos(a) sen (8) sen(a)]

+ [L26%cos? (6) cos?(a)|
+ [—2L290'c cos (6) cos(a) sen (6) sen(a)]
+ [L?@? sen? (8) sen?(a)]

p,> = L?6%sen?(0)

Reescrevendo Ecp tem-se:

(3.4)
(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)
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E, = = [L?6% + L?d? + b?d? — 2bLO cos (8)+L*6%cos?(0) + L*a? sen? (6)
+ L*6%sen?(9)] (3.15)

= ?[LZGZ + L%¢% 4+ b?a? — 2bLOd cos (9)+L?6% + L?d? sen? (6)]

Para obter a energia cinética do brago, escreve-se o seu vetor posi¢do, pp = pp, X + Pp, Y+0p,2,

conforme apresentado a seguir:

b
Db, = Ecos(a) (3.16)
b
Pb, = Esen(a) (3.17)
P, =0 (3.18)

As componentes do vetor velocidade, v, = Pp = pp, X + pp, ¥ + 02, sdo:
: b
Ph, = —5 @ sen(@) (3.19)

b
Pb, = 7 d cos(a) (3.20)

Tem-se, entdo, a energia cinética do brago dada pela Equagédo (3.21).

mbbgdz ]bdz
B, = 2or = (3.21)

onde m;, é a massa do braco, b, ¢ a distancia do centro de massa ao eixo de rotacdo e J, = m,b? éa
inércia.
Utilizando a Equagdo (3.1), pode-se escrever o Lagrangiano do sistema:

L=E, +E,—E,=

)
m. . . . a
= [1262 + 1242 + b2d? — 2bL6: cos () +126 + 120 sen? (6))] +]bT (3.22)
—mglL cos(6)
As derivadas em relagdo as coordenadas generalizadas, 6 e a, sdo dadas por:
dL m . .
=3 [2bLOd sen(6) + 2 L?a? sen () cos (8)] + mgL sen(6) (3.23)
dr
— =90 (3.24)
da

As derivadas em relagdo a 8 e ¢ sdo:
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dC m . ) om . )

532 [2L26 — 2bLd cos (0)+2L20] = = [4L?0 — 2bLd cos (6)] (3.25)
dL m . . . ) )
=7 [2L%6 + 2b?%a — 2bL6 cos (6) + 2L%a sen? (8)] + Jpa (3.26)

Para as derivadas temporais das equacdes (3.25) e (3.26) tem-se:

d (dﬁ) = Z[4126 — 2bLét cos(8) + 2bLd6 sen (6)] (3.27)
dt d@ = 2 a COS a?’ sen .

d /dL m .. .
—(—) =3 [2L2¢ + 2b%& — 2bLO cos(0) + 2bLH? sen (6) + 2L*é sen?(0)

dt \da (3.28)

+ 4L%6d sen () cos (0)] + ]yt
Em relacdo aos torques ndo conservativos, g (péndulo) e u, (brago), tem-se os amortecimentos

viscosos do brago e do péndulo e o torque do motor, conforme apresentado nas Equagdes (3.29) e (3.30).

As componentes de atrito seco foram desconsideradas nesta modelagem.

o = —cp0 (3.29)
Ug = T — Cp& (3.30)

Utilizando a Equacdo (3.2) para as coordenadas 6 e a, tem-se as equagdes de movimento, fg € f,

do sistema:

fo:[—mbLcos(68)]& + [2mL?]16 + [-mL?sen () cos (8)]¢? — mgL sen ()

3.31
= —c)f (3.31)
fo: [mb? + mL? + mL? sen?(0) + J,]& + [—~mbLcos(8)] 6
+ [-2mL?sen (8) cos (6)]a6 + [mbL sen (6)]6? (3.32)

= T, — Cp

3.3 LINEARIZAGAO DA EQUACAO DO MOVIMENTO

As Equagdes (5.17) e (5.18) sdo ndo lineares ¢ podem ser linearizadas, ao se considerar pequenos
angulos 6 e a. Os erros provenientes da linearizagdo sdo compensados pelas técnicas de controle

moderno, como serda demonstrado nos capitulos 6 e 8.

Para performr a linearizagao, utiliza-se a expansao em série de Taylor truncando nos termos lineares.

Dada uma fung¢éo f(z), onde z ¢ definido:

Z = [z1; ...} Z] (3.33)
onde n é o nimero de variaveis. Definindo ponto de equilibrio:

z, =lay;...;a,] (3.34)
pode-se escrever a funcdo linearizada de f de acordo com:
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funcarin = £+ (2N e st (F2)| a3
7=z, "/ lz=z,
Para o sistema aqui analisado, tem-se:
z=[9 « 6 & § al’ (3.36)
zZo=[0 0 0 0 0 0] (3.37)

A parte direita das equacdes (3.31) e (3.32) ja estdo linearizadas. Tomando o ponto de equilibrio de

componentes nulas, tem-se os seguintes resultados dos termos da Equagao (3.35) para fy:

fo(zo) =0 (3.38)
dfg(z) B
<—d9 ) » (6—-0)=-mgL#6 (3.39)
dfg(z) _
( 1a )z:z (@=0)=0 (3.40)
dfy(z) : B
<df9 @) (¢ — 0) = [-2mL?sen (0) cos (0)]a& = 0 (3.42)
da =z,
d .. N
< ]24;2)> _ (6 —0) = 2mL?6 (3.43)
<df9 ,(,Z)> (@ —0) = —mbLcos(0) = —mbLd (3.44)
da 2=z,

Logo, tem-se a Equagdo do movimento linearizada para a diregéo 6:
—mbLé + 2mL?6 —mgL 6 = —c,0 (3.45)

f9 linearizada:

Ja as componentes de f, sdo:
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fa(25) =0 (3.46)

<d};x;2)> . 6 —0) = —mgL 6 (3.47)

<d ;:,; iZ)> . (@—0)=0 (3.48)

<d};xéz)> B (6-0)=0 (3.49)

(%f’) @00 (3.50)

(d%éz)> : (6 — 0) = —mbLcos(0) = —mbLé (3.51)

<d73§2)> ] (& —0) = [mb* + mL? + mL* sen?(0) + Jp]d = [mb* + mL? + J,]d& (3.52)

Logo, tem-se a Equag¢do do movimento linearizada para a dire¢ao a:
mb? + mL? + J, )& — mbLO = 1, — cpt (3.53)

f“ linearizada: [

As equagdes do movimento linearizadas podem entdo serem reescritas na forma matricial:

2mlL? —mbL ] ¢ 07116 —mgL 01[01_[0
—mbL mb? + mlL? +]b] [a] + 0 cb] [d] + [ 0 O] [a] B [Tm] (3.54)
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4  ANALISE DE ESTABILIDADE

Neste capitulo, deseja-se verificar a instabilidade do péndulo invertido. Para tanto, a analise-se a
estabilidade do sistema por meio de um estudo no dominio da frequéncia, ¢ ndo do tempo. Para passar
para o dominio da frequéncia, basta aplicar a Transformada de Laplace na Equagdo diferencial que rege

o comportamento do péndulo. A transformada ¢ definida pela seguinte Equagdo (NISE, 2007):
) =L = [ et @ @.1)
0

Logo, deseja-se aplicar a Transformada de Laplace sobre a Equagdo que rege o movimento pendular,
e assim encontrar a fun¢do de transferéncia no dominio da frequéncia. A fun¢do de transferéncia
desejada ¢é aquela que relaciona os estados de entrada (no caso, torque do motor) e saida (posigao angular
do péndulo), desta forma, a fungéo é capaz de representar um sistema que € sensivel a qualquer entrada.
Uma fungio de transferéncia genérica pode ser descrita pela seguinte Equacao:

bost 4+ byst™t + -+ b;_ys + b;
s+ ast 4+ ta,_s+a,

f(s) = (4.2)

O denominador da fungdo de transferéncia também pode ser chamado de Equacdo caracteristica,
cujas raizes sao os polos do sistema. Enquanto isso, as raizes do numerador da fun¢do de transferéncia

correspondem aos zeros do sistema.

4.1 CONCEITO DE ESTABILIDADE

Ha diversas maneirar de definir o conceito de estabilidade. No presente trabalho, utiliza-se o
conceito de BIBO-estabilidade (bounded input — bounded output). Segundo Nise (2007), de acordo com
este conceito, um sistema estavel toda entrada limitada provoca uma saida também limitada. Em
contrapartida, um sistema instavel apresenta uma saida que cresce indefinidamente (diverge) para
qualquer entrada limitada. De acordo com OGATA (2014), um sistema pode apresentar trés niveis de

estabilidade:

o Sistemas estaveis: sdo aqueles em que todas as raizes da Equagdo caracteristica do sistema
(p6los) apresentam parte real negativa.

e Sistemas marginalmente estdveis: sdo aqueles em que o sistema apresenta a0 menos um
polo com parte real nula e nenhum com parte real positiva.

e Sistemas instaveis: sistemas em que ao menos um p6lo apresenta parte real positiva.

Apesar dos polos definirem o nivel de estabilidade do sistema de modo a afetar sua resposta, os
zeros do sistema (raizes do numerador da Equagdo caracteristica) também influenciam na margem de
estabilidade. Tal influéncia ¢ discutida em Nise (2007), porém tal estudo nao ¢ aprofundado no presente

trabalho.
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O item seguinte dedica-se a investigagdo da fungdo de transferéncia do péndulo invertido sem e com

excitagcdo paramétrica.

4.2 IDENTIFICAGAO DA FUNGAO DE TRANSFERENCIA

Como a agdo do controlador ¢ pelo amplificador, ou seja, o controle se d4 por uma tensdo elétrica
(Vi) aplicada ao motor, realiza-se uma substitui¢do de 7, por uma funcdo t,,(V;,) na Equacdo
diferencial do movimento. Em seguida, aplica-se a Transformada de Laplace as equagdes diferenciais
de movimento encontradas no Capitulo 3. As fungoes de transferéncia das plantas para o péndulo sem e
com forcamento sdo encontradas de acordo com a seguinte relagdo de entrada e saida:

0(s)

P(s) = 7o)

(4.3)

4.2.1 PENDULO INVERTIDO SEM FORGAMENTO

A Equagao do movimento linearizada (Equagao (2.22)) para o péndulo invertido sem for¢amento

externo, sem atrito seco e sob influéncia do torque de controle ¢ dada pela Equagdo (4.4).

.. . Tm (Vi)
6+ 28w, 0 —w26= ’:nL;” (4.4)

De acordo com o manual da QUANSER o torque em fungo da tensao elétrica aplicada ao motor

(V) pode ser escrita da seguinte forma:

NgKgmmke (Vin = Kgkmb) (4.5)

Tm (Vm) = R
m

onde V,,, a voltagem aplicada ao motor e as demais constantes estdo identificadas na

Tabela 4.1.

Tabela 4.1 — Constantes relativas a dinamica do atuador (QUANSER).

K, Razio de namero de dentes 14

entre engrenagens

Ny Eficiéncia da caixa de 0,9
engrenagem

N Eficiéncia do motor 0,69

k; Constante de torque do motor 7,68E — 03 Nm
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k., Resisténcia do motor

7,68E — 03
rad/s

R, Resisténcia do circuito elétrico 2,60

Apos substituicdo de valores na Equagdo (4.5), tem-se a Equagdo para o torque:

0,0668 (V,, — 0,1075 6 :
T, = ( "‘2 - )_ 0,0257 V,, — 0,0028 6 (4.6)

Com isso, a Equacao do movimento torna-se:

0,0257 V,, — 0,0028 @

6+ 28w, 0 — w2 6 = —p 4.7)
Aplicando o operador de Laplace a Equagédo (4.7) tem-se:
0,0257 V,,, — 0,0028 s 6(s
s20(s) + 28w,s 6(s) — w2 B(s) = = ) (4.8)

mL2

Rearranjando a Equagao e isolando os termos de entrada e saida da Equagdo (4.8), tem-se a funcao

de transferéncia P(s):

6(s) 0,0257

S LZ

P(s) = = m (4.9)
Vn(s) 2 00028y = >
m s +(2€a)n+ — )s Wy

Substituindo os valores, obtém-se a fungdo de transferéncia do sistema linearizado na Equagio

(4.10).

0(s) 1,949 B 1,949
Vn(s)  s2+1,1718 s — 42,475 (s —5,7742)(s + 7,3561)

P(s) = (4.10)

4.2.2 PENDULO INVERTIDO COM FORGAMENTO

Desprezando o fator de atrito seco e considerando pequenos angulos, a Equagdo do movimento
apresenta-se da forma:

. . T Y,
9+2§wn9—w,219=m—TZZ+TOQZCOS(Qt)9 (4.11)

Substituindo (4.6) em (4.11), aplicando operador de Laplace ¢ considerando condigdes iniciais nulas

tem-se:

0,0257 hy = 000285 0(s) , Y, ,

— 207 " )ees) @.12)

s20(s) + 28w, s 6(s) — w2 6(s) = F Y

Rearranjando a Equacdo (4.12) e isolando os termos de entrada e saida tem-se a funcdo de

transferéncia para o péndulo invertido com forgamento, Pr(s):

34



a(s)

Pr(s) =
r(s) )
0,7(31257(52 o) (4.13)
st + (2§wn + 0'7(3328) s34+ (02 — w?)s? + (Zg‘wn - % + 0'7(3328) 025 — w2 02

4.3 GRAFICO DO LUGAR DAS RAIZES

O grafico do lugar das raizes ¢ um dos métodos de se avaliar de forma rapida a estabilidade do
sistema. Nele, verifica-se no plano real-complexo (plano s) a disposi¢cdo dos polos e zeros de qualquer
funcdo de transferéncia. No grafico também verifica-se como a variagdo de um ganho K, aplicado sobre
a planta com realimentacao unitaria, modifica as raizes do sistema. Este ganho K ¢ um termo que pode
representar alguma incerteza ndo identificada na modelagem do sistema, ja que ele atua

proporcionalmente sobre a planta, ou mesmo um ganho devido ha um compensador.

O grafico pode ser construido com auxilio do MatLab. A fun¢do embutida que fornece o grafico do

lugar das raizes para o péndulo invertido sem forgamento é:
rlocus([1,949],[1 1,1718 —42,4752]) (4.14)

onde o primeiro vetor representa os coeficientes do numerador e o segundo vetor os coeficientes do

denominador da planta.

O resultado do lugar das raizes é apresentado na Figura 4.1. No grafico, os pdlos sdo identificados
por “X” e os zeros por “O”. Note que ha dois pdlos e nenhum zero, ja que ndo hd nenhum circulo, na
planta. Com o grafico do lugar das raizes fica facil perceber que o sistema ¢ instavel, ja que ha um pélo

ao lado direito do eixo imaginario, ou seja, sua parte real é positiva.

Eixo Imaginario
[}

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
Eixo Real

Figura 4.1 — Grdfico do lugar das raizes do péndulo invertido (unidades em s™).
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Outro dado importante observado na Figura 4.1 fornece, estd contida nas linhas verdes e azul
escuras. Elas representam o caminho que os polos percorrem ao se variar K de 0 a +oo e de 0 a -oo quando
a planta esta em malha fechada. Quando alguma das linhas cruza o eixo imaginario, significa que o
ganho ¢ critico (K = K,,), ou seja, o ganho que faz com que o sistema se torne marginalmente instavel

(Nise, 2007).

Para sistemas que ja sdo estaveis, ¢ importante que se trabalhe com ganhos de controle bem menores
que K., a fim de evitar que o sistema atinja um regime de instabilidade quando imposto a alguma
perturbagdo inesperada. Para sistemas instaveis, como o do péndulo invertido, é importante se trabalhar
com controladores que fornecam ganhos proporcionais iguais ou maiores que K, a fim de contornar a

instabilidade do sistema.

Para descobrir K,.,- pelo MatLab, basta clicar com o cursor sobre a linha quando ela cruza com o
eixo imaginario. Com isso, descobre-se que K. = 21,8 para o péndulo invertido sem excitacdo
paramétrica. Ao se aplicar o ganho critico sobre a planta, o grafico do lugar das raizes modifica-se e o

sistema de torna marginalmente instavel como ilustrado na Figura 4.2.

0.8 T T

0.6 b

04 b

021 1

Eixo Imaginario
o

-04 F 1

-0.6 B

08 I I | i I I I
-1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2

Eixo Real

Figura 4.2 — Grdfico do lugar das raizes para o péndulo invertido com ganho K_,.. Unidades em s

4.4 IMPLEMENTAGAO NO SIMULINK

O Simulink trabalha através da estrutura de programacdo de diagrama de blocos. Para analisar o
comportamento do péndulo a partir deste programa, encontra-se a fungao de transferéncia do sistema e
verifica-se sua resposta a partir de uma dada entrada. Além de possibilitar a avaliagdo de estabilidade
do sistema, a fung@o de transferéncia também permite que se defina um controlador adequado a planta,

contudo, o projeto do controlador ¢ estudado apenas nos capitulos 5 e 6.

No entanto, a analise se limita a operar apenas com fungdes lineares continuas. Logo, para uma

analise preliminar no Simulink, sdo considerados pequenos angulos e desconsiderada a porgao de atrito
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seco do sistema. Nesta secdo, analisam-se as fungdes de transferéncia do péndulo sem e com a presenga

de excita¢do paramétrica.

Este comportamento pode ser demonstrado ao se aplicar a resposta ao degrau unitario ¢ observar se
a resposta diverge para o infinito. Em Simulink, o diagrama de blocos da Figura 4.3 foi construido para

se obter o grafico de resposta ao degrau, ilustrada na Figura 4.4.

| numis) [
— " den(s) "
Step Transfer Fcn Scope

Figura 4.3 — Diagrama de blocos construido em Simulink para a resposta ao degrau unitario.

0.05 b

0.03 - 1

0 (rad)

0.01 5

Figura 4.4 — Resposta ao degrau unitario do péndulo invertido.

Com a fungao de transferéncia do péndulo invertido com forgamento, pode-se modificar o diagrama
de blocos ja construido no Simulink para o novo sistema. A Figura 4.3 ilustra o diagrama que apresenta
uma entrada de funcdo degrau, a funcdo de transferéncia P (s) e a saida demonstrada em grafico, que ¢

ilustrado pela Figura 4.5.

0.05 n

0 (rad)

| I I | I I | I I

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t(s)

Figura 4.5 — Resposta ao degrau unitario do péndulo invertido com excitagdo paramétrica.
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Analisando o grafico percebe-se novamente que o sistema ¢ instavel, ja que o deslocamento angular
aumenta indefinidamente. Algumas técnicas de controle que podem ser usadas para estabilizar o sistema
na posic¢do vertical sdo estudadas no capitulo seguinte. Sdo estas o controle Proporcional Derivativo

(PD), Proporcional Integral Derivativo (PID) e o Controle no Espago de Estados.
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5 CONTROLE CLASSICO

Os métodos de controle classicos sdo amplamente utilizados na inddstria pelo baixo custo,
eficiéncia, ampla aplicabilidade e facilidade de projeto. Para o presente trabalho, deseja-se utilizar tais
métodos para projetar um controlador capaz de posicionar o péndulo invertido na posigdo desejada. Para
que ndo se tenha erros de posicionamento, insere-se um compensador em série com a planta ¢ uma
realimentacdo unitaria da resposta pendular. Desta forma, se torna possivel a compensagdo dos erros do
sistema e, como se explica neste capitulo, perturbacdes e incertezas ndo contabilizadas podem ser

rejeitadas.

Sendo assim, este capitulo ¢ dedicado ao estudo de controladores PD e PID. Primeiramente,
apresenta-se a abordagem de projeto e em seguida o controle PD e seus resultados numéricos. Logo
apos, o controle integral ¢ adicionado ao sistema e se faz uma verificagdo numérica afim de se comparar

os resultados dos dois tipos de controle.

5.1 CARACTERIZAGAO DA MALHA

Para o péndulo invertido sem excitacdo paramétrica, deseja-se produzir um controle em malha
fechada com um compensador G.(s) em séric com a planta P(s) do sistema. Deseja-se também,

construir um controlador que corrija os erros do sistema como o da Figura 5.1.

eref () E (S) Vin (S) 0 (S)

% Ge(s) P(s)

Compensador Planta

v

Figura 5.1 — Diagrama de blocos do sistema compensado.

O sinal de entrada 6., € local onde se deseja posicionar o péndulo. O erro produzido E(s) = 0. —
0(s) compara o sinal de entrada com o de saida (6(s)) e alimenta o compensador. Por sua vez, este
induz uma certa tenséo elétrica ao motor (,,(s)) que alimenta a planta buscando posicionar o péndulo
no lugar desejado. A realimentagdo unitaria do sinal faz com que o compensador sempre corrija o erro.

A malha compensada acima produz uma fungao de transferéncia global do sistema calculada na Equacao

(5.1):
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6(s) _  G(s)P(s)

FS) =5 5 "1+ 6.0P® 5.1

A nova fungdo de transferéncia encontrada contém todas as informag¢des do compensador e da
planta. Logo, o diagrama de blocos da Figura 5.1 pode ser simplificado para um formato linear ao se

utilizar a fung@o F(s), como ilustra a Figura 5.2.

61’ef(s) 6(3)
» F(s) >

Figura 5.2 — Figura esquemdtica do sistema compensado em diagrama de blocos simplificado.

Sendo assim, o controlador pode ser definido de forma a estabilizar o sistema na posicdo de

referéncia (6¢f).

5.2 METODOLOGIAS PARA PROJETO DO CONTROLADOR

Duas metodologias podem ser utilizadas para o projeto do controlador, a primeira ¢ por meio da
imposicdo de pré-requisitos de controle, ja a segunda ¢ de alocacdo de polos do sistema em malha
fechada. A subsecdo seguinte dedica-se a discussao de requisitos de controle e a subsecdo 5.2.2 a técnica
de alocacdo de polos. A configuracdo do controlador em malha fechada de acordo com a teoria de

controle classico sera definida apenas na segao 5.3

5.2.1 REQUISITOS DE CONTROLE

Os requisitos de controle sdo importantes quando se deseja impor ao sistema limites de resposta
transitoria, definindo tanto o tempo de resposta a uma entrada, bem como o sobressinal maximo atingido
na resposta. Apesar da metodologia de requisito de controle oferecer uma estratégia para a determinagdo
do controlador, essa apenas atende sistemas de segunda ordem. Neste sentido, o compensador em série

deve ser de tal forma que a malha fechada produza um sistema de segunda ordem, como a seguinte:

0(s) _ (‘)Tzlreq

eref(s) Sz + Zfreqwnreq + w'rzlreq

Freq (s) = (5:2)

Sendo assim, F.¢q(s) pode ser determinada ao se impor os pardmetros de projeto como tempo de
pico (t,) porcentagem maxima de sobressinal (PO) que restringem a resposta transiente do sistema, € o

erro estacionario em malha fechada (egs), que restringe resposta permanente do sistema. A Figura 5.3
ilustra estes parametros encontrados na resposta transitoria ao degrau unitario para um sistema de

segunda ordem.
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Figura 5.3 — Resposta ao degrau unitario de um sistema de segunda ordem. (Adaptada de Ogata, 2014)

Os termos PO, t,, ¢ es; devem ser previamente discutidos. O pardmetro tempo de pico, t,, influencia
a qudo rapida ¢ a resposta transitoria do sistema a uma entrada qualquer, logo, para uma resposta rapida,
o tempo de pico deve ser pequeno. Ja o parametro de sobressinal, PO, avalia 0 maximo que a resposta
real ultrapassa da referéncia. Portanto, para controladores que atuam sob condi¢do de pequenos angulos,
este parametro deve ser reduzido ao maximo de modo que a resposta ndo saia das condi¢des de contorno
de projeto. Consequentemente, o que se deseja ¢ uma atuacdo mais rapida o possivel, porém, com um
sobressinal reduzido ao maximo. Ja o termo egg € 0 erro estaciondrio do sistema, ou seja, a diferenca
entre o sinal de saida que se deseja ¢ a saida que o sistema apresenta. Métodos de se anular o erro

estacionario do sistema sdo discutidos na secdo 5.3.

Para um sistema de segunda ordem, o amortecimento requerido ($¢q) do sistema compensado se

relaciona com PO da seguinte maneira (NISE, 2007):

T
PO =100 exp __Mreq (5.3)
’1 - frgeq
Isolando &4 na Equagdo acima, tem-se:
0 \\2
_ |_(n(s00)) (5.4)
freq - PO 2 .
7+ (In (1q7))

Ja o tempo de pico se relaciona com os parametros do sistema controlado segundo a seguinte

Equagao (NISE, 2007):
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(5.5)

Isolando w,,__ tem-se:
req

(5.6)

Observa-se, entdo, que ao se escolher os parametros de resposta transiente, acha-se os coeficientes

W e &0y que caracterizam a fungdo de transferéncia de segunda ordem para o sistema compensado.
Nreq req

Na subsegdo 5.3.1, se avalia os parametros do controlador que influenciam a resposta transiente do

sistema.

5.2.2 ALOCAGAO DE POLOS

A metodologia por alocagdo de polos é dada ao se manipular os pdlos do sistema, ou seja, definindo-
se previamente quais serdo as raizes da Equacdo caracteristica da planta compensada. Como visto em
4.1, o sistema apenas sera estavel quando todos os seus polos forem negativos. Logo, a alocagdo de

polos deve ser feita escolhendo apenas polos negativos para o sistema.

Contudo, como visto no item anterior, a Equag@o caracteristica do sistema estd intimamente ligada
a resposta transiente e influencia tanto a rapidez com que se atinge a estabilidade, quanto o sobressinal
na saida do sistema. Neste sentido, deseja-se alocar polos que garantam ndo somente a estabilidade, mas

também que proporcionem uma acomodagao rapida e precisa em relagdo ao sinal de entrada.

De acordo com Nise (2014), um sistema sera mais rapido quanto maior em médulo for a parte real
dos poélos de um sistema estavel. Em outras palavras, quanto mais distantes os polos forem do eixo

imaginario no plano real-complexo, melhor sera a resposta transiente do mesmo.

A funcio caracteristica de ordem n, de qualquer sistema, pode ser expressa pela seguinte Equacao:

n

[[s-p0=0 (5.7)

1

onde p,, sdo os polos do sistema.
Logo, na alocagao de polos, escolhem-se valores altos, reais e negativos para os n polos do sistema
e se encontra a Equagdo caracteristica através da Equagdo (5.7). Esta, pode entdo ser relacionada a

Equagdo caracteristica do sistema compensado apresentada na Equacao (5.1). Consequentemente, tem-

se a relagao:

42



[[e-pw=1+6@P® (58)
1

Na maioria dos casos reais a planta ndo pode ser alterada. Portanto a realocacdo de polos so ¢é
possivel na presenga de um controlador adequado. Percebe-se também que quanto maior os polos

alocados, maior devera de ser a atuagdo do compensador sobre a planta.

Observa-se que esta técnica modifica também os zeros do sistema compensado, ja que o numerador

da funcgédo de transferéncia do sistema, de acordo com a Equacdo (5.1), é:
numerador[F(s)] = G.(s)P(s) (5.9)

O item seguinte se dedica a teoria de controle classico, de forma a se entender a configuracao de

compensadores classicos a serem aplicados na solugdo de estabilidade do presente trabalho.

5.3 TEORIA DE CONTROLE CLASSICO

Este item se dedica ao estudo de projeto de controladores proporcionais. A configuragdes comuns
sdo: PD (Proporcional-Derivativo), PI (Proporcional Integral) e PID (Proporcional-Integral-Derivativo).
Controladores proporcionais sdo aqueles que fornecem a planta uma entrada que depende do erro do
sistema (NISE, 2007). Enquanto o controlador PD alimenta a planta com a derivada do erro, o PI
alimenta com sua integral. Por sua vez, o controlador PID retine as propriedades de ambos os
controladores, o que faz com que o PID seja mais utilizado na industria (OGATA, 2014). Desta forma,
o controlador PID tem ambos os beneficios dos compensadores PD e PI: aprimorar a resposta transiente

e diminuir ey, respectivamente.

No presente trabalho deseja-se projetar um controlador PID devido as suas vantagens sobre a
resposta do sistema. Com o modelo matematico da planta definido, é possivel projetar um controlador
para posicionar as raizes do sistema em malha fechada, tornando possivel a estabilizacdo do péndulo.
Para tanto, basta realizar a sintonia de controladores PID, ou seja, ajustar os parametros do controlador.

Tais pardmetros sdo K;, (ganho proporcional), T; (tempo integral) e T; (tempo derivativo), expressos na

Equagdo do controlador a seguir.
1
Ge(s) =K, (1 +—+ Tds) (5.10)
TiS

Esta formula pode ser escrita em termos dos ganhos derivativo e integradores:

K
K; =L (5.11)

i
Kq =K,Tqg (5.12)

A Equacdo do controlador se torna:
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K:
G:(s) =K, +?‘+de (5.13)

. . K;
Enquanto o primeiro termo reduz o erro com um ganho proporcional (Kj,), o segundo (?‘)

corresponde a um controlador integral e o terceiro (K;s) @ um controlador derivativo. O diagrama de

blocos do controlador PID em malha fechada ¢ representado pela Figura 5.4.

» Ky
Ganho
Proporcional
Orer(s) E(s) . Vn(s) 6(s)
»() > K, » 1 > NI 1O >
i N
Ganho Integrador Planta
Integral
Kd s
Ganho Derivativo
Derivativo

Figura 5.4 — Diagrama de bloco de um sistema com controle PID genérico.

Os subitens 5.3.1, 5.3.2 ¢ 5.3.3 dedicam-se a explicar a influéncia dos parametros do controlador na

resposta transiente do sistema.

5.3.1 GANHO PROPORCIONAL

O ganho proporcional é responsavel pela realimentagdo proporcional do erro E(s) no sistema. De
acordo com OGATA (2014), quanto maior o ganho proporcional do controlador, maior ¢ a velocidade
da resposta do erro compensado. No entanto, um ganho proporcional muito grande pode provocar
oscilagdes na resposta do sistema o deixando instavel. Logo, o que se deseja ¢ um parametro

proporcional grande o suficiente para se manter a resposta rapida sem provocar instabilidade no sistema.

5.3.2 GANHO INTEGRAL

A componente integral do controlador provoca um somatorio dos erros do sistema ao longo do
tempo, fazendo com que mesmo os erros pequenos do sistema sejam percebidos pelo controlador e
contabilizados na agdo de controle. Desta maneira, a resposta integral do controlador aumenta
gradualmente até que ey, = 0, fazendo com que a acdo integral permanega constante. Portanto, a
componente integral ¢ capaz de ajustar no tempo a agdo do controlador no sentido de compensar erros

no sistema.
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As causas de erros presentes no sistema devem-se as incertezas na representagdo da planta, como
por exemplo uma imprecisdo na modelagem matematica, ndo-linearidades presentes no sistema ou
perturbagdes ndo contabilizadas na planta. Desta forma, o ganho integral proporciona ao controlador
uma acdo que rejeita acdes inesperadas sobre o sistema, proporcionando assim a robustez do sistema

compensado.

Sendo assim, quanto maior o ganho integral, mais robusto ¢ o sistema. No entanto, o aumento do
ganho integral também aumenta o sobressinal de resposta, caracteristica indesejavel na maioria dos

sistemas.

5.3.3 GANHO DERIVATIVO

O ganho derivativo alimenta a planta proporcionalmente com a taxa da variagdo do erro E (s). Logo,
ao se aumentar o termo derivativo, aumenta-se também a velocidade de controle do sistema,
configurando rapidez na resposta transitoria. No entanto, valores altos de K; ndo ¢ comumente utilizado,

pois a acdo derivativa ¢ sensivel a ruidos na leitura dos sensores.

5.4 PROJETO DO CONTROLADOR

No item anterior, verificou-se as caracteristicas de controladores proporcionais, suas vantagens ¢
limitagdes. Apos a discussao das caracteristicas dos parametros, entende-se que o controlador PID € o
mais adequado para o objetivo do projeto. Primeiramente, o controlador PI apenas permite que os erros
sejam corrigidos, porém ndo garante uma boa resposta transiente. Ja o controlador PD proporciona uma
rapida resposta, porém ndo ¢ capaz de rejeitar perturbagdes e incertezas, o que ndo ¢ aplicavel a este
trabalho pois deseja-se avaliar o controle do péndulo invertido sujeito a perturbagdes. Logo, o

controlador PID ¢ escolhido para se compensar a planta.

No item 5.4.1 se inicia o projeto do controlador como sugerido por Nise (2007): primeiramente faz-
se a analise proporcional derivativa para a resposta transitoria do sistema, em seguida, adiciona-se a

componente integral & malha a fim de se corrigir o erro estacionario.

5.4.1 CONTROLE PD

Como explicado em 5.3, o controlador PD se dedica apenas a resposta transiente do sistema. Ou
seja, o controlador PD influencia os pardmetros PO e t, (vide item 5.2) na resposta transitoria. Para se
iniciar o projeto, deve-se identificar a fung¢do de transferéncia do compensador PD. O controlador PD
pode ser expresso no dominio da frequéncia pela seguinte Equagéo:

Vi ()
E(s)

=K, + Kgs (5.14)

De maneira andloga, esta Equacao pode ser reescrita da seguinte forma:
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Vn(s)  Kps + Kgs?
E(s) s

(5.15)

Observa-se que se zera o termo integrativo o sistema. O diagrama de blocos do controlador PD é

ilustrado na Figura 5.5.

.

Ganho
Proporcional

8(s)

v

P(s)

L

Brer(s) E(s)
;1

Ganho
Integral

Integrador Planta

Ganho Derivativo
Derivativo

Figura 5.5 — Controlador PD convencional.

Utilizando a Equacao (5.1) e substituido as equagdes para o controlador e para a planta, obtém-se o

seguinte resultado:

Kys + K4s® 1,949
S s2 41,5819 s — 42,475
Fpp(s) = . : 5.16
Pb L4 Kys + K52 1,949 (5.16)
s s% 41,5819 s — 42,475

Multiplicando o numerador e o denominador por s(s? + 1,5819 s — 42,475), e isolando s tem-se:

s 1,949(K, + K4s)

Fpp(s) = (5.17)
s (52 + (15819 + 1,949 Ky)s + (1,949K,, — 42,475)
Dividindo o numerador ¢ o denominador por s, a Equacado (5.17) € simplificada:
1,949 (K, + K;5)
Fop(s) = P (5.18)

s2 +(1,5819 + 1,949 K)s + (1,949K, — 42,475)

A fungdo de transferéncia do sistema controlado por PD ¢é de segunda ordem, porém ndo ¢
equivalente aquela encontrada na Equagédo (5.2). Logo, opta-se pela metodologia de alocacdo de polos
(item 5.2.2). Deseja-se alocar dois polos que sejam negativos e ao mesmo tempo distantes do eixo
imaginario no plano complexo, de forma garantir uma resposta rapida e estavel do sistema. O pdlo

escolhido € de p; , = —8. A Equacdo caracteristica do sistema compensado desejado ¢:
0=(s+8)% =52+ 16s + 64 (5.19)

Analisando as duas equagdes (5.18) e (5.19), tem-se as igualdades:
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16 = 1,5819 + 1,949 K,
64 = 1,949K,, — 42,475
Os valores de ganho derivativo e proporcional sdo:
K; = 7,40

K, = 54,63

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

Para verificar a estabilidade do sistema controlado avalia-se a resposta ao impulso em Simulink. A

Figura 5.6 apresenta o resultado.

0.035 —

0.03 —

0.025 —

0.02 [—

0 (rad)

0.015
0.01 |

0.005 |

L 1 | | | | | L
0 1 2 3 4 5 6 T 8

t(s)

Figura 5.6 — Resposta do sistema por controle PD a entrada de impulso.

Ao analisar o resultado, verifica-se que o sistema € estavel pois o resultado convergiu para a posi¢do

desejada. Porém, o controlador PD ndo elimina o erro estacionario do sistema. Tal afirmagdo pode ser

confirmada ao se provocar uma perturbagdo do tipo degrau ao sistema e se observar a resposta. A Figura

5.7 contém o grafico da resposta ao degrau do sistema compensado.

035 — ———
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Figura 5.7 — Resposta do sistema compensado por controlador PD ao degrau.
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Observando a Figura 5.7, percebe-se que ha um erro estacionario ja que o sistema nao se estabilizou
em valor nulo, como esperado. Este erro estacionario equivale a aproximadamente 0,35 rad, o que
representa um valor pequeno, porém indesejavel. Uma alternativa para anular o erro do sistema ¢

adicionar um controle integral.

5.4.2 CONTROLE PID

A adig@o do controle integral proporciona a reducao do erro estacionario, produzido pelo sistema de
controle PD, a zero. De acordo com Nise (2007), um controlador integral ideal contém um zero proximo
ao eixo imaginario no plano complexo logo, no projeto de controlador proposto, aloca-se um zero do
controlador em z; = —0,5. A fungéo de transferéncia do controlador PID, com a substitui¢do dos ganhos

encontrados Ky € K, €:

Vn(s)  Ki+Kps +Kqs®  K; +54,635+7,4s?

E(s) s s (5:24)

Como deseja-se alocar um polo em -0,5, tem-se que o numerador (num) do controlador é do tipo:
num = (s + 0,5)(s + (—z)) (5.25)

onde z, ¢ o zero a ser definido para que se satisfaga a condi¢ao de z; = 0,5. Desenvolvendo a Equacao,

tem-se:
num = s2 + (0,5-z,)s + 0,5 — z, (5.26)

Logo, acha-se K; a partir do sistema de equagdes:

0,5—2z, = 54,63
{ 0,5z, = K; (5.27)
O valor encontrado para K; é:
K; = 27,06 (5.28)
z, = —54,13 (5.29)
Nota-se que o sistema compensado apresenta dois zeros, umem z; = —0,5 e outroem z, = —54,13.

Deste modo, o valor de ganho integral ey € reduzido a zero. Tal afirmag@o pode ser demonstrada ao se

observar a resposta ao degrau para o sistema com compensador PID, como mostra a Figura 5.8.
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Figura 5.8 — Resposta ao degrau do sistema compensado por controlador PID.
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6 CONTROLE MODERNO

No projeto do controlador PID se alocou os pélos e zeros do sistema para o lugar desejado de forma
a estabilizar o péndulo invertido. Nesta sessdo, trabalha-se com o projeto no espago de estados do
sistema, isso significa obter o menor conjunto de variaveis do sistema de forma que ao se saber as
condi¢Ges iniciais ¢ o estado atual do sistema, sabe-se também seu comportamento para qualquer

instante futuro.

O projeto de controle moderno utiliza a realimentacéo por espago de estados para identificar ganhos
proporcional, integral e derivativo. Desta forma, utiliza-se outra metodologia de controle para a alocagdo

dos pdlos do sistema controlado.

Sendo assim, este capitulo ¢ dedicado ao estudo de controle por Realimentacdo de Estados.
Primeiramente, apresenta-se a abordagem de projeto. Em seguida, apresenta-se a teoria de
Realimentagdo por Espago de Estados e também o estudo de caso do péndulo invertido sem excitacao

paramétrica.

6.1 REPRESENTAGAO NO ESPAGO DE ESTADOS

Para obter a representagdo do espago de estado de qualquer sistema, observa-se a Equacdo
caracteristica e o numerador da planta. Na forma geral, a funcao de transferéncia da planta ¢ representa
por (Ogata, 2014):

bost + byst™t + -+ b;_ys + b;
s"+as" 4+t a,_s+a,

(6.1)

fls) =

onde n ¢ a ordem do sistema. O controlador entdo ¢ projetado de forma que os novos pardmetros do
sistema que influenciem a localizag¢do dos p6los, mas ndo dos zeros. Logo, o que se faz é adicionar n
parametros ao sistema e relaciona-los aos coeficientes da Equagdo (6.1). Desta forma, torna-se possivel

a alocagdo de pdlos da malha.
No espago de estados, a planta pode ser representada da seguinte maneira:

{X = AX + Bu 62)

y=CX+ Du

onde os coeficientes em negrito representam matrizes, u ¢ a entrada do sistema, y ¢ a saida, X ¢ a

variavel de estado e A4, B, C e D as matrizes canOnicas, sendo os coeficientes:
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0
[ 0
A= :
0
|-a,
C= [bn - anbo

X1 X1
X=|: ] X=|: ]
X, Xn
U;
u= S
[UJ
1 0 0 0 0
0 1 0 [0]
: : 2, B=|:|
0 0 .. 1 lo]
—Qp_q —Op_3 .. —alj llj

by_1 — an_1bg

by —aiby ], D = [0]

(6.3)

(6.4)

(6.5)

(6.6)

A matriz A é a matriz de estado quadrada de ordem n, B é a matriz de entrada de ordem n x i onde

1 € o nimero de entradas do sistema, C é a matriz de saida de ordem 1 x n e D a matriz de transferéncia

direta de ordem i x n. Neste trabalho, esta matriz é nula pois ndo se estudam sistemas em que ha

alimentagdo da saida, sobre a entrada do sistema. Uma representacdo genérica em diagrama de blocos

do espaco de estados ¢ dada pela Figura 6.1.

Figura 6.1 — Representagdo do espago de estados para a planta sem realimentagdo da saida.

6.2 REALIMENTAGAO DE ESTADOS

O controle no espago de estados se da ao se realimentar a entrada com n ganhos, de modo a ajustar

os novos polos da malha fechada. Os ganhos de realimentacdo sdo representados pelo vetor K que

contém n colunas.

O diagrama de blocos para a realimentacdo de estados é analogo ao da Figura 6.2.

(6.7)
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Figura 6.2 — Diagrama de blocos de realimentagdo de espago de estados.

A Equacdo de estados pode ser reescrita para a Equacdo (6.8), onde 7 € o sinal realimentado:

{X=Ax+Bu=Ax+B(—Kx+r)=(A—BK)x+Br (6.8)

y=Cx

Logo, para o sistema em malha fechada, a matriz de estado pode ser reescrita da seguinte forma:

0 1 0 0
[ 0 0 1 0 ]
A—BK = | : : : : | (6.9)
0 0 0 . 1 J
—a,—ky —ap_1—k, .. —a,—k,1 —a;—ky

De acordo com Nise (2004), a Equagao caracteristica do sistema pode entdo ser escrita da seguinte

maneira:
det(sl —(A- BK)) =s"+ (a; + kp)s™ 1+ o+ (ap_1 + kp)s + (an + kq) (6.10)

Com isto, pode-se assumir uma Equacao caracteristica desejada de acordo com a alocacao de pdlos

do sistema, como a Equacgao (6.11).
s"+dys® 1+ o+ dys+d;p =0 (6.11)

onde d;’s sdo os coeficientes desejados. Subtraindo a Equagao (6.10) da Equagdo (6.11) e isolando o

ganho k;, tem-se:
ki = di -a; , i= 0,1,2, e, = 1 (612)

Desta forma, torna-se facil calcular os ganhos necessarios de realimentagdo para estabilizar o

sistema, a partir da alocacdo dos pdlos.
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6.3 CONTROLE NO ESPACO DE ESTADOS

Para se iniciar o projeto de controle ¢ necessario encontrar a representag@o no espaco de estados da
planta para depois se achar os ganhos de realimentagdo. A fim de se facilitar os célculos, o software

MatLab ¢ utilizado nas duas etapas do projeto do controlador.

6.3.1 CONTROLABILIDADE

Um sistema controlavel é aquele em que a qualquer instante t = t, ¢ possivel transferir seu estado
inicial para um estado final em um tempo finito ty < t < t; , por meio de um sinal de controle nio
limitado (Ogata, 2014). Caso todo estado seja controlavel, o sistema sera dito completamente

controlavel. O sistema pode ser representado pela Equagdo a seguir:
X =AX + Bu (6.13)

Considerando_que seu estado final é a origem do espago de estados e o instante inicial t; = 0, tem-

se a solucdo da Equagdo (6.13).

t
X(t) = e4tX(0) + J eAt=D By (1)dr (6.14)
0
Aplicando a defini¢do de total controlabilidade, tem-se:

ty
X(t) = 0 = e4t1X(0) +J eAt1=D By (1)dr =
0

(6.15)
ty
X(0) = —f eA*Bu(r)dr
0
onde:
n—-1
oAt — Z a, (D) A* (6.16)
k=0
Substituindo a Equacao (6.16) na (6.15) tem-se:
n-1 t,
X(0) = — Z A*B J a4, (Du(r)de (6.17)
k=0 0
Definindo:
ty
J a,(Du(r)dr = By (6.18)
0
A Equagao (6.27) se torna:
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Bo
n—1 ﬁl

X(0) =- Z ABB,=—-[A AB .. A"1B]| ° (6.19)
k=0 )
|-:8n—1J
A Equacio (6.29) sera satisfeita se o sistema for completamente controlavel. Para tanto, a matriz:
Mc=1[A AB .. A"'B] (6.20)

deve apresentar posto equivalente a n. Esta matriz pode ser chamada de matriz de controlabilidade (M,.).
O MatLab verifica a matriz controlabilidade e o nimero de colunas linearmente independentes da matriz

de acordo com as seguintes fungdes, respectivamente:
M, = ctrb(4,B) (6.21)

posto = rank(M,) (6.22)

6.3.2 PENDULO INVERTIDO

A fungdo “#f2ss” do MatLab analisa o numerador ¢ o denominador da fungdo de transferéncia do

sistema e retorna as matrizes observaveis da seguinte forma:
[A,B,C,D] = tf2ss(numerador, denominador) (6.23)
Para o péndulo invertido, se tem as seguintes variaveis de estado:

X = [g] (6.24)

Utilizando a fungdo “#f2ss” em MatLab, se acha a representagdo no espaco de estados da fungao de

transferéncia do péndulo invertido sem forcamento.

0 1
4= [42,4752 —1,1718] (6.25)
B= [‘1)] (6.26)
C=[1949 0] (6.27)

Como se deseja anular o erro estacionario do sistema, ¢ necessario realizar um controle sobre a
integral de 8. Logo as matrizes observaveis sdo reescritas de modo a adicionar o termo integrativo ao

sistema:
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0

0
1 ]
0 424752 -1,1718

C;=[0 1,949 0]

D;=[0 0 0]

(6.28)

(6.29)

(6.30)

(6.31)

(6.32)

Utilizando as equagdes (6.21) e (6.22) no MatLab, verifica-se que o sistema ¢é controlavel. A fungdo

“acker” retorna os ganhos de realimentagdo de acordo com os pdlos realocados do sistema em malha

fechada:

K = acker[A;, B;, P]

onde K ¢ o vetor de ganhos ¢ P o vetor com os polos desejados do sistema compensado.

(6.33)

Basta agora calcular os ganhos de controle. O software MatLab pode calcular tais ganhos de forma

rapida a partir da fungdo “acker”. Deseja-se avaliar o efeito dos polos na resposta transiente do péndulo

invertido, logo, varia-se o conjunto de 3 polos idénticos (p;,3) de -5 a -1 s para se observar as

respectivas respostas numéricas. As informagdes sobre polos escolhidos e respectivos ganhos de

realimentacdo encontram-se na Tabela 6.1.

Tabela 6.1 — Relagdo dos polos do sistema compensado e ganhos de realimentagdo.

P123 Ky Ky K;
-1 1,8282 45,4752 1,0000
-2 4,8282 54.4752 8.0000
-3 7.8282 69.4752 27.0000
-4 10.8282 90.4752 64.0000
-5 13.8282 117.4752 125.0000

6.3.3 PENDULO DE FURUTA

Para o péndulo de furuta, deseja-se representar o sistema para o seguinte vetor de estados:

X

DR DK

(6.34)
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A fim de se representar o sistema no espago de estados, isola-se os temos de aceleragdo da Equacao

(3.54).

[é] _ [2mlL? —mbL ] mgLG - cp
7] [-=mbL mb% +mlL? + +], —
. (6.35)
_1 [mb2 +mL? + ], mbL] [mgLH — cpe]
d mbL 2mL2l| Th— cpa
onde:
_ 2ml? —mbL
d = det [—mbL mb? + mL? +]b] (6.36)

Logo, as equacdes das aceleracdes do sistema podem ser encontradas:
.1 5 X _ '
0=5 [(mb? + mL? + J,)(mgLO — ¢,0) + mbL(t,, — cpd)]
1 .
=7 [(ngsz +m?gL3 + J,mgL)0 + (—mbch _ mchp _]bcp)g (6.37)
+ (—mbLcy)d + mbLt |

1 .
= [(mbL)(mgLO — c,0) + 2mL?(z,, — cpd)|
. (6.38)
=7 [(m2gbL?)6 + (—mbLc,)0 + (—2mL?cy)d + 2mL*T,,|

A partir das Equagoes (6.37) e (6.38), as matrizes de estados do péndulo de furuta podem ser escritas.
Considera-se que a saida do sistema ¢ a posi¢ao do brago pois € a variavel em que o motor atua

diretamente. Porém as tnicas saidas passiveis de leitura do sistema sdo os deslocamentos angulares 0 ¢

a.
0 0 d 0
1|0 0 0 d
Ap = F m2gh 2 —2ml?c, —mbLc, (6.39)
0 m?gb*L+m?gL®+JymglL —mbLc, —mb?c,—mlL%*c,—]yc,
By = 7 lszzw (6.40)
mbL
c;=[1 0 0 0] (6.41)
Dy = [0] (6.42)

No entanto as matrizes encontradas estdo em fungdo do torque do motor (t,,). Deve-se altera-las

para adicionar a dindmica do atuador. Para isso, retoma-se a Equacédo (4.5):
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NgKgnmke(Vin — Kgk)
Rm

Tm (V) = (6.43)

onde V,, ¢ a voltagem aplicada ao motor. As constantes da Equagdo (6.43) estdo listadas na Tabela 6.2.

Tabela 6.2 — Constantes relativas a dindmica do atuador (QUANSER).

K, Razdo de engrenagens 70
Ny Eficiéncia da caixa de 0,9
engrenagem

N Eficiéncia do motor 0,69

k; Constante de torque do motor 7,68E — 03 Nm
k., Resisténcia do motor 7 68E — 03

rad/s

R, Resisténcia do circuito elétrico 2,60

Substituindo a Equagdo (6.43) na equacdo de estado ¢ isolando V;,, as matrizes A € By se alteram

da seguinte forma:

A:(3,3) = A,(3,3 Kg Kk (6.44)
f( ) )_ f( ) ) RmB(B,l) N
Ar(4,3) = Ar(4,3 Ky Kekn (6.45)
r(4:3) = Ar(4,3) R,,B(4,1) '
K.K,B
B, =9 t°f (6.46)

f R,

Para se projetar um controlador que corrija também o erro da posicdo, basta adicionar um termo
integrador as matrizes Ay ¢ Bj. Para tanto, utiliza-se a metodologia apresentada em OGATA (2014)

para plantas que ndo possuem integrador. As novas matrizes de estado sdo dadas pelas seguintes

equacoes:
A4 O
As, = [—Cf 0 (6.47)
B
By, = [0] (6.48)

Utilizando as equagdes (6.21) e (6.22) no MatLab, verifica-se que o sistema ¢é controlavel. A funcao
“acker” retorna os ganhos de realimentacdo de acordo com os polos realocados do sistema em malha

fechada:
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Kf = acker[Afi,Bfi,Pf] (649)

onde K € o vetor de ganhos e Py o vetor com os polos desejados do sistema de furuta compensado.

Como a planta j& possui dois polos com parte real negativa, se adiciona apenas outros 3 polos em

Pr(3) = =2, Pr(4) = —1,9 ¢ P¢(5) = —2,1. Sendo assim, o vetor de pdlos se segue:
Py =[-11,1416 —6,0258 —2,0000 —1,9000 - 2,1000] (6.50)

Considerando as propriedades diretamente medidas m;, = 0,242 Kg, b = 0,194 m, b, = 0,13 me
estimando a dissipa¢do ¢, = ¢, sendo ¢, = 2§w,m, tém-se as matrizes de estado e os ganhos

calculados como apresentado a seguir:

0 0 1 0

0 0 0 1
Ar=10 61866 -87860 —2,3022 (6.51)

0 171499 —26550 —6,3818
0
B,=| O 6.52
f = 110,5024 (6.52)
31736

c;=[1 0 0 0] (6.53)
Dy = [0] (6.54)
K;=[-71120 2125432 —7,5440 27,4860 3,3385] (6.55)

6.4 OBSERVADOR DE ESTADOS

O observador de estados pode ser utilizado quando ndo se tem acesso a todas as variaveis do sistema.
Sendo assim, o observador se apropria das entradas e saidas conhecidas do sistema, para entdo estimar
outras variaveis. Esta subsec¢do introduz a condi¢do de observabilidade do sistema e desenvolve o projeto

de observadores de estado.

6.4.1 OBSERVABILIDADE

Um sistema totalmente observavel é aquele em que todo estado x(t,) pode ser determinado pela
saida do sistema y(t), durante o tempo t, <t < t;. Para um sistema representado pela Equagdo (6.2),

a saida pode ser reescrita:
Y(t) = CedtX(0) (6.56)

Aplicando a Equagdo (6.16) a Equacao (6.56):
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n-1

Y(©) = ) ap(r)cA* X(0) (6.57)
ou:
Y(t) = ao(t)€X(0) + a, (£)CAX(0) + -+ a,,_; () CA™1X(0) (6.58)

Caso o sistema seja completamente observavel, a saida y(t) durante o intervalo de tempo ty < t <

t;, ¢ determinado pela Equacdo (6.58). Logo, a matriz observabilidade (M,)) deve apresentar posto n,

sendo:
C

|[
M0=|
I
I_CAn 1

]
! (6.59)
J'
O MatLab fornece a matriz observabilidade com a fungéo a seguir:
M, = obsv(4,C) (6.60)

Ja o posto da matriz pode ser avaliado pela funcdo “rank”.

6.4.2 OBSERVADOR DE ORDEM PLENA

O diagrama de blocos que representa agdo do observador de ordem plena se encontra na Figura 6.3.
Nesta, X ¢ o vetor de estados estimados, y, o vetor erro da saida estimada, L o vetor de ganhos do

observador ¢ K o vetor de ganhos do controlador.

i u :
- —» B —»@—xv ! x M) ?
K
Planta
A
L el i
B 1 » C »@4
Ve
A Observador
L

K |«

Figura 6.3 — Sistema controlado por observador de estados com realimentagdo da saida.

O observador de estados age de forma a copiar a dinamica do sistema e fornecer todos os estados do

sistema, estimados. Sabe-se porém, que existem discrepancias entre a dindmica do sistema real e do
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sistema numérico utilizado no projeto de controle (como explicado no capitulo anterior). Para contornar
o erro entre as dindmicas, o observador é realimentado com a diferenca entre os estados estimados e
aqueles medidos pelos sensores disponiveis. O vetor de ganhos L atua como o vetor K de controle:

otimizando a realimentagdo do erro e proporcionando rapidez ao sistema, no caso, do observador.

Para verificar a dindmica do observador, basta escrever a Equagdo de movimento de acordo com a

Figura 6.3. O estado % de velocidades pode ser escrito pela soma de suas entradas:
X =AX +Bu+Ly, (6.61)
Neste caso, y, ¢ a diferenca entre a saida estimada e a saida real:
Ye=Y -7 (6:62)
Somando as equagdes (6.91) e (6.92) tem-se:
X=AX+Bu+L(Y-7) (6.63)
O estado de saida estimado pode ser escrito como:
Y=cCX (6.64)
Logo a Equacdo (6.93) pode ser reescrita:
X=AX+Bu+LY - Lx*CX (6.65)
Reorganizando a Equagdo dindmica, tem-se:

=

X=[A-L+CIX+[BLI[y| (6.66)
Como a saida desejada é o vetor de estado estimado (X), escreve-se a Equagdo de saidas para o

observador:

X=1IX (6.67)

De acordo com as equagdes (6.66) e (6.67), pode-se escrever as matrizes de estado do observador

(A,), de entrada do observador (B,), de saida (C,) e a matriz de transferéncia direta (D,) como a seguir:

A, =A—-LxC (6.68)
B, =[BL] (6.69)
Co = Inxn (6.70)

D, = zeros,; (6.71)

O calculo do vetor de ganhos do observador é analogo ao do ganho de controle, ¢ também pode ser

calculado pela funcdo acker do MatLab, da seguinte forma:

L = (acker(A’,C',p,))’
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onde p,, € o vetor que contém os polos desejados para observador. Sugere-se que os polos no observador
sejam maiores que os polos da planta compensada, para que este atue de forma mais rapida que o
controlador. De acordo com OGATA (2014), os polos do observador devem ser de 2 a 6 vezes maiores

que os poélos de controle.

6.4.3 OBSERVADOR DE ORDEM MINIMA

O observador de ordem minima estima apenas os estados ndo mensurados do sistema de controle.
Caso um sistema tenha n estados, e somente m estados mensuraveis pelos sensores disponiveis, a ordem

do observador sera n — m espagos estimados.

A dedugio do observador de ordem minima segue o método demonstrado por OGATA (2014). Para
um sistema representado pela Equacdo (6.2), pode-se escrever o vetor de estado X em sua parte
mensuravel (x,) ¢ sua parte ndo mensuravel (xp). Desta forma, a Equa¢do de estados fica de acordo
com a seguinte:

Xa _ Aaa Aab] xa [Ba]
[xb] B [Aba App xb] + By u (6.72)

xa]

y =[I(m) zeros(n—m)] [xb

(6.73)

Onde as matrizes de estado estdo particionadas e suas dimensdes sdo de acordo com o niimero de
estados mensuraveis, ndo mensuraveis ¢ saidas do sistema. Podemos reescrever a Equacédo (6.72) para

a parte mensuravel do sistema.
Xq = AgaXaq + AgpXp + Bau (6.74)
Rearranjando a Equacdo acima tem-se:
Xq — AgaXa — Bau = Agpxp (6.75)

Observa-se que esta Equagédo fornece a saida desejada para o sistema do observador ja que a Equagéo
na sua parte esquerda ¢ conhecida, ja a parte direita contém o vetor xp a ser estimado. Como no

observador de ordem plena, a matriz de saida do observador de ordem minima é aqui dada por A,

Ja a parte ndo mensuravel do sistema, que sera a Equagao de estado do observador de ordem minima

segue:
xb = Abaxb + Abbxb + Bbu (676)

Nesse caso, x, ¢ a saida do observador e x,, ¢ u sdo as entradas. A Tabela 6.3 relaciona matrizes do

observador de ordem plena com as do observador de ordem minima.
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Tabela 6.3- Relagdo dos coeficientes dos observadores pleno e de ordem minima.

OBSERVADOR DE ORDEM PLENA OBSERVADOR DE ORDEM MINIMA
x Xp
A App
Bu Apaxp + Bpu
Y Xq — AgaXa — Bau
c A
Lx1 Lm(n—m)xl

Ao substituir os valores da segunda coluna da Tabela 6.3 na Equagédo (6.61) do observador de ordem

plena, tem-se o seguinte resultado:
Xy = (App — LAgp)Xp + ApaXq + Byt + L(kgq — AgaX, — Bau) (6.77)

No entanto, se a leitura de x,, apresentar muito ruido a sua diferenciagdo pode causar incoeréncias

ao se estimar os estados. Desta forma, elimina-se X, rearranjando a Equagdo acima:

Xp — Lig = (App — LAgp)®p + (Apg — LAga)Y + (B, — LB)u
= (Agp — LAgp)(Xp — LY) + [(App — LAgp)L + Apg — LAg,lY (6.78)
+ (Bp — LBy)u

Definindo uma variavel:
N=2%X,—Lx, =%p— LY (6.79)
A Equacio (6.95) resulta em:
1 = (Aap — LAap)7) + [(App — LAap)L + Apq — LAgalY + (B, — LBo)u (6.80)

As seguintes matrizes podem ser entdo definidas:

Ay = App — LAy, (6.81)
Bom = AomL + Apg — LAy, (6.82)
F,n, =B, =LB, (6.83)
E a Equagao (6.80) reescrita:
N = Aomfl + BomY + Foput (6.84)

A saida do sistema e os estados observados podem ser escritas por:
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X
Y= [11x(n—m) lem] xZ] (6.85)
v — Xa _ y _ le(n—m) ~ 1
X= [&b] = [&b] =1, ] (% — LY] + [L] Y (6.86)
Pode-se escrever X em termos de 7j como na Equacio a seguir:
X =Cynll + DpY (6.87)
Sendo:
O1x(n-
Com=| 1" '")] (6.88)
n-m
1
D,, = [L] (6.89)

A Figura 6.4 ilustra o diagrama de blocos de um sistema contendo um observador de ordem minima.

Figura 6.4- Diagrama genérico de sistema compensado com observador de ordem minima.

6.4.4 PENDULO INVERTIDO

Utilizando as fung¢des das equagdes (6.60) e (6.33) no MatLab, verifica-se que o sistema ¢

observavel.

Para o péndulo invertido, utiliza-se uma dupla de polos de observagdo em -10 (p, ., = —10) para o

observador de ordem plena. Substituindo as Equagdes (6.28) a (6.31) nas equacdes(6.68) a (6.71), tem-

se os parametros do observador estimar as velocidades e deslocamentos.
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(3
4o = [jg:gggé —1,11718] (6.91)
B, - 691,’67692565 —18.14900] 69
C, = [(1) (1’] (6.93)
D, = [8] (6.94)

6.4.5 PENDULO DE FURUTA

Utilizando as fung¢des das equagdes (6.60) e (6.33) no MatLab, verifica-se que o sistema ¢

observavel.

Para o péndulo de furuta, utiliza-se o observador de ordem minima um quarteto de polos de
observagdo de velocidades de acordo com a equagdo a seguir. Foram escolhidos pdlos ao menos 2 vezes

maiores que o maior poélo de controle.
Po, = [-20 —20] (6.95)

Utilizando a fun¢do acker no MatLab, os ganhos do observador foram encontrados e as matrizes de

estado calculadas:

~ [11,2140 —2,6550
Loy = [—2,3022 13,6182 (6.96)
_[-20 0
Aoy _[ 0 —20] (6.97)
_ [-224,2806 52,2301
B"f"[ 53,0990 —255,2140] (6.98)
0 0
_lo o
Cor =11 0 (6.99)
0 1
1 0
0 1
Dos (11,2140 —2,6550 (6.100)

—-2,3022 13,6182
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7 RESULTADOS - PENDULO INVERTIDO

Apos os projetos dos controladores, é possivel realizar a aplicagdo experimental e numérica. Desta
maneira, torna-se possivel a analise de resultados que avaliam e comparam a resposta esperada e a

resposta real do péndulo invertido.

Sendo assim, este capitulo dedica-se primeiramente a apresentacdo dos resultados do controle PID,
obtidos numérica e experimentalmente. Todos os casos consideram a resposta do péndulo a agdo de
controle considerando uma perturbagdo tipo impulso, ja que este tem média nula como a agdo do shaker
sobre o sistema. Em seguida, sdo apresentados resultados para o controle por realimentagao de espago

de estados obtidos numericamente.

71 PID

Nesta subsecdo, avaliam-se os resultados numéricos e experimentais para controle PID.

7.1.1 CONTROLE NUMERICO

O controle PID ¢ simulado no programa Simulink, onde constréi-se um diagrama de blocos com um
distarbio tipo impulso para se avaliar a atuagdo do controlador sob perturbacdes de média nula no
sistema. Considera-se também uma saturagdo do motor de 10 V. A Figura 7.1 ilustra o diagrama de

blocos construido.

—» 54.63
Ganho
Proporcional
4
0 g »—» 27.06 1 L -  pom@Ey ) . il 1]
Y S | $2+1.56195-42 475
Referéncia Integrador Saturagéo Grafice
Ganho do Motor
Integral Planta
Au
At
Derivativo Impulso
Ganho Unitario
Derivativo

Figura 7.1 — Diagrama de blocos do sistema compensado por PID sob uma perturbagdo tipo impulso.

A resposta numérica do péndulo invertido controlado encontra-se na Figura 7.2.
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0.025

t(s)

Figura 7.2 — Resposta numérica do sistema compensado por controlador PID.

A tensdo de alimentacdo para o controle numérico encontra-se na Figura 7.3. Percebe-se que em

nenhum momento ha saturacdo do motor.

0.5 T

Tensao (V)
s
(4]

'
gy
L

t(s)

Figura 7.3 — Tensdo requerida pelo motor do sistema compensado por controlador PID.

Percebe-se que o tempo de estabilizacdo (entre o pico e parada total) é de aproximadamente 5,5 s.
A razdo de sobressinais (r) ¢ um parametro de medicdo das respostas controladas e compara o

sobressinal (6;,,5,) € o sinal minimo (6,,;,), como na seguinte relagao:

ema’lx

r =

(7.1)

emin
Analisando a resposta da Figura 7.2, calcula-se que a raz@o de sobressinais do resultado numérico.

Os resultados obtidos sdo apresentados a seguir:
TpIDnum=1,71 (72)

tPIDnum == 5,5 S (73)
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7.1.2 CONTROLE EXPERIMENTAL

Os resultados experimentais contemplam a resposta de controle PID classico do péndulo invertido
sem excitagdo e com excitagdo paramétrica. A Figura 7.4 ilustra o diagrama de blocos construido em
Simulink que se utiliza do software Quarc para a integracdo com o amplificador da Quanser e a placa de

aquisicdo de dados.

. File _Edi‘t_ View Simut‘_a_t'ron F_:_:rmat_ quls QUARC Help
D& fB2R| &= 4|52 r §i |Btemal AN EBeEhEs pERE

SRV02-ET: Controle de estabilidade do Péndulo Invertido Linear Qu a RC @

Escolha s fonte de |eitura da Posigio: acce I e rat B des i g n

Potencidmetrs = 1 / Enconder =2

]

Sinal d= Fosigde

Imports tetha pare a8
area de trabalho
do Matlab

Referéncia Ganho
thets_| {rad)
Reldgio
Imparta Tensdo para 5
area de trabalho
B e . do MatLab
Imparts Tempo pars = _ _ SRVOZ-ET Flants p| Tensas
ares de trabalho Tempos Caontrole PID
do MatlLab
2 | L} I ¥
Ready 1100% ! | lodel 2

Figura 7.4 — Diagrama de blocos construido em Simulink para o controle PID.

No primeiro experimento, testa-se a capacidade do controlador de estabilizar o péndulo sob trés
distarbios: o efeito da ndo linearidade para grandes angulos, o efeito do atrito seco ndo incluso na

modelagem matematica e a agdo de um impulso sobre a planta.

No segundo caso, coloca-se o péndulo em cima do shaker sob excitagcdo sinusoidal com frequéncia
de excitacdo Q = 37,7 rad/s e amplitude de ¥, = 25,4 mm. Além disso, aplica-se um impulso manual
no péndulo para a verificagdo da resposta. Logo, o resultado experimental esta sob efeito de uma

segunda: o forcamento do shaker.

PENDULO INVERTIDO SEM FORCAMENTO

Para a obtencdo da resposta experimental do péndulo invertido sem for¢amento, aplica-se um
impulso manual capaz de mover o péndulo sobre grandes angulos afim de se observar o comportamento
sob ndo linearidades. Os resultados experimentais encontram-se na Figura 7.5 e na Figura 7.6. A partir

da resposta, tem-se que o péndulo invertido compensado apresenta os seguintes resultados:
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TPID gxp = 15 (7.4)

tPIDexp = 5,5 S (75)
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— Resultado Experimental
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-0.01 ‘ :
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Figura 7.5 - Resultado experimental de controle PID do péndulo invertido.

10

v, )

D+ J

-10 : :

t(s)

Figura 7.6 — Tensdo do motor para o controle do péndulo invertido.

PENDULO INVERTIDO COM FORCAMENTO

A Figura 7.8 mostra a tensdo do motor no controle experimental do pé€ndulo com excita¢do

paramétrica, cuja resposta ¢ mostrada na Figura 7.7. Em torno de 7s foi aplicado um impulso manual,

que pode ser percebido na resposta do péndulo. Percebe-se que a resposta do péndulo invertido ¢ bem

sensivel ao movimento do shaker, fazendo-o apresentar pequenas oscilagdes em torno da posigdo de
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referéncia de amplitude de 0,003 rad. Apesar dos pequenos disturbios, o compensador a todo instante
tenta compensar o erro produzido. Apesar da pequena variag@o existir, considera-se que o resultado ¢

satisfatorio pois o erro é pequeno. O tempo de estabilizacdo e a razdo de sinal sdo dadas a seguir:

tPIDexpf =55s (7.6)

rPIDexpf = 10,6 (7.7

0.09

— Resultado Experimental
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Figura 7.7 — Resultado experimental de controle PID do péndulo invertido com excitagdo paramétrica.
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Figura 7.8 — Tensdo do motor para o controle do péndulo invertido com excitagdo paramétrica.
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7.1.3 COMPARAGAO DOS RESULTADOS

A razdo de sobressinal encontrada ¢ 8 vezes maior para o experimento sem for¢gamento, ¢ 6 vezes
maior com forgamento, em relagdo ao resultado numérico. Entretanto, o tempo de estabilizacdo
praticamente ndo varia para todos os resultados experimentais. Percebe-se entdo que os tempos de

estabilizac¢do sdo concordantes, porém os sobressinais discrepantes.

Quando a tensdo maxima ¢ um limitante para a acdo de controle, uma alimentagdo maior ndo é
possivel. Logo, a regido de resposta mais afetada sera em posi¢des mais distantes da referéncia do
sistema, ou seja, na situacdo em que se requer uma solicitagdo maior do motor. Como na fungdo de
transferéncia da planta ndo foram inclusos efeitos de ndo linearidade e de atrito seco, o controle real
solicita uma atuacdo do motor maior que a prevista numericamente. Portanto, uma razdo de sinal maior

para o péndulo ¢ esperada, ja que a saturacdo do motor afeta diretamente a resposta de controle.

Apesar de uma maior divergéncia ao se comparar os r’s, considera-se que os resultados sdo
compativeis ¢ o compensador projetado é capaz de promover a estabilidade do péndulo, apesar das

perturbagdes atuantes sobre o sistema. Valida-se entdo o uso do modelo linearizado.

7.2 REALIMENTAGAO DE ESTADOS

Nesta subsecdo avalia-se o resultado de controle ao modificar os pdlos e ganhos de controle.

7.2.1 CONTROLE NUMERICO

No capitulo 6 encontraram-se os ganhos de realimentagdo do sistema compensado. A Figura 7.9
representa o diagrama de blocos construido em Simulink para se encontrar a resposta numérica do
sistema quando perturbado por uma acdo tipo impulso. Neste caso, a matriz € da planta dentro do objeto
“Espaco de Estados” foi definida como a matriz identidade de ordem n=3. Isto faz com que a saida

retorne todos os estados (integral, deslocamento e velocidade) para os ganhos do controlador.

t = N[
Impulso B Integrador c Deslocamento_theta
Tens&o Motor A
* Kruve theta
Alpha para MatLab
Saturagao Ganho do
Tenséo para MatlLab do Motor Controlador

Tensao [« / 4%7

Figura 7.9 —Diagrama de blocos em Simulink compensado por realimentagdo de estados.
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A Figura 7.10 mostra a resposta do péndulo controlado por realimentagdo de estados com uma

perturbagdo tipo impulso para diferentes polos.

Poa~1
Py23™2%] |
Pyos=3
— Py~
——Py
Eol
g J
[0
0.1 F 1
_0.2 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10

t(s)

Figura 7.10 — Resposta numérica do sistema controlado por realimentagdo de estados para diferentes polos.

Ao analisar a Figura 7.10, percebe-se que quanto mais distante do eixo imaginario o pélo €, mais
rapida ¢ a estabilizagdo na posicdo de referéncia. O modulo do polo também esta relacionado com os
valores de ganhos de realimentagéo, ja que quanto maior conjunto de pdlos idénticos escolhidos, maiores
sd0 os ganhos (Tabela 6.1). O sobressinal também diminui com os po6los, uma caracteristica desejavel

em para controle.

Observa-se também que o trio de pdlos idénticos em -1 ¢ indesejavel, pois o tempo de estabilizagdo
se torna muito grande. Logo, o melhor trio de pdlos idénticos a ser escolhido ¢ p, , 3=-3. Este pdlo
configura uma resposta mais lenta ao sistema que polos de modulo maior, porém nao requer K, grande

e apresenta sobressinal menor.

7.3 OBSERVAGAO DE ESTADOS

Nesta subsecao avalia-se os resultados de controle numérico e experimental utilizando o observador

de estados
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7.3.1 CONTROLE NUMERICO

Para realizar o controle numérico, se construiu um diagrama de blocos em Simulink como indica a
Figura 7.11. O trio de polos alocados foi em p; , 3 = —3. A Figura 7.12 apresenta o resultado obtido

para o deslocamento do péndulo. Nota-se que o sistema alcangou a estabilizagdo apos 5 segundos,
enquanto o a razdo de sobressinais foi de 1,4, como indicam as equagoes (7.8) e (7.9).

L

» X =Ax+Bu > [
L y = Cx+Du
Impulso Planta Deslocamento
v v
Tensao do Motor = ]
© [u]
= =
] 5 5
L > theta
T To Workspace2
To Workspacat Observador de Ordem Plena x = Ax+Bu
y = Cx+Du
tensao |«
Sat & Ganho
_/ s e Controlador
do Mator Integrator Constant
h 4
: 1 <—©<— 0
s

Figura 7.11 - Diagrama de blocos em Simulink compensado por observagdo de estados.
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Figura 7.12 — Deslocamento do péndulo sob perturbagdo tipo impulso

topum =S (7.8)
Tonum = L4

(7.9)
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Pela Figura 7.13, nota-se que em nenhum momento o motor saturou. Os resultados numéricos

demonstram entdo que o observador é capaz de estimar os estados do sistema, garantindo a
controlabilidade e estabilidade da malha.

2.5

150 '

05H \

Tenséo (V)

A5 . . .
0 1 2 3 4
Tempo (s)

Figura 7.13 — Tensdo do motor sob perturbagdo tipo impulso.

7.3.2 CONTROLE EXPERIMENTAL

Os resultado experimental contempla a resposta de controle por observagdo ¢ realimentacdo de
estados do péndulo de furuta sem excitacdo paramétrica. A Figura 7.14 ilustra o diagrama de blocos

construido em Simulink que se utiliza do sofiware Quarc para a integracdo com o amplificador da
Quanser ¢ a placa de aquisi¢do de dados.

Duarc:
Pot=1/Fnc =2
2
HIL Initialize
oooo
Importa p/ Matlab
a posicdo
Signal Gain
Generator
5 |:||
Clockl
] inicta d (rad) theta_| (rad)
)
Pryiheta_| (rad)
SRV02-ET Position
To Workspace1 tempo Observador e Controle TeRsaGY)

Importa p/ Matlab
atesdo

Figura 7.14 — Diagrama em Simulink para controle por observagdo e realimentacdo de estados do péndulo invertido.

No experimento, testa-se a capacidade do observador de estimar os estados do péndulo com base

numa dinamica linear. Verifica-se também a capacidade do controlador contornar os erros de

modelagem e observagdo, enquanto o sistema perturbado por um impulso sobre a planta.
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PENDULO INVERTIDO SEM FORCAMENTO

Para a obtengdo da resposta experimental do péndulo invertido sem forgamento, aplica-se um
impulso manual capaz de mover o péndulo sobre grandes angulos afim de se observar o comportamento
sob ndo linearidades. Os resultados experimentais encontram-se na Figura 7.15 e na Figura 7.16. O

tempo de estabilizagdo e a razdo de sinal sdo dadas a seguir:

ty, =215 (7.10)

Oexp

Toexp = L3 (7.11)
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Figura 7.15 - Resultado experimental de controle por realimentagdo e observagao de estados do péndulo invertido.
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Figura 7.16 — Tensdo do motor para o controle do péndulo invertido.
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7.3.3 COMPARAGAO DOS RESULTADOS

As curvas de resposta numérica e experimental diferem bastante entre si. Enquanto a curva numérica
sugere um sistema criticamente amortecido, o experimento mostra uma resposta caracteristica de
sistemas subamortecidos. A razdo de sobressinais para os dois casos foram proximos, porém o tempo
de estabilizagdo para a resposta numérica foi maior que o dobro da resposta experimental. A tensdo de
controle em momento algum chegou ao ponto de saturagdo e ndao foi um limitante para a agdo de

controle.

As divergéncias encontradas entre respostas se devem a ac¢do do observador que se baseia num
sistema linear para observar estados de uma planta real ndo linear. Ao se realimentar a planta com ganhos
baseados em estados estimados ndo reais, o observador desloca os polos projetados do sistema, o que
afeta o coeficiente de amortecimento e frequéncia de estabilizacdo do mesmo. Outra consequéncia
verificavel é o tempo de estabilizagcdo do sistema real que é menor, ja que sistemas subamortecidos sao

mais rapidos que sistemas criticamente amortecidos (Ogata, 2014).

Considerando os resultados analisados verifica-se que o observador e o compensador projetados sdo
aplicaveis e capazes de promover a estabilidade do péndulo, apesar das perturbacdes atuantes sobre o
sistema. Valida-se entdo o uso do observador de estados no controle de estabilidade do péndulo

invertido.
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8 RESULTADOS - PENDULO DE FURUTA

Neste capitulo estdo dispostos os resultados numéricos e experimentais de controle do Péndulo de
Furuta. Primeiramente ¢ apresentado o resultado numérico com a simples realimentagdo de estados. Este
¢ entdo comparado com o resultado de controle com observador para verificar a influéncia do observador

na saida do sistema. Por tltimo, é apresentado o resultado de controle experimental que ¢ comparado ao
resultado numérico.

8.1 REALIMENTAGAO DE ESTADOS

O diagrama de blocos construido no Simulink esta ilustrado pela Figura 8.1. Nele, o sistema ¢é

realimentado com os ganhos da integral do erro, velocidade e posi¢do da planta.

1 . O 1 sl N[
= L P rl/ »
i A
Impulso Integrador1 Ki B Integrador c Deslocamento_alpha
- ’
Tens3o para MatLab ~ ’ Deslocamento_alpha
Saturagao Ganho do
Tens&o Motor do Motor  Controlador Alpha para MatLab
E" 4)
l:l Deslocamento_theta
A
C_theta »

P Deslocamento_theta

|

Theta para MatLab

Figura 8.1 — Diagrama de blocos para realimentagdo de estados do Péndulo de Furuta.

O programa gerou resultados de deslocamento do péndulo e do brago de acordo com a Figura 8.2 ¢
a Figura 8.3, respectivamente.
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Figura 8.2- Deslocamento do péndulo de furuta.

76



0.1

a (rad)
o
(3]

Tempo (s)

Figura 8.3 — Deslocamento do brago para o péndulo de furuta.
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Figura 8.4 - Tensdo aplicada ao motor para o péndulo de furuta.

Percebe-se que a estabilizagdo do péndulo ocorre em aproximadamente 4 segundos ¢ o sobressinal
¢ de 0,02 rad. O brago parou na posi¢do de aproximadamente —0,47 rad e ndo houve saturagdo do
motor. A partir dos resultados numéricos encontrados, percebe-se que a estabilizagdo do sistema ocorreu

como esperado apos a implementacdo do controle no espaco de estados.
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8.2 OBSERVAGAO DE ESTADOS

Na observagdo de estados produziu-se resultados numéricos e experimentais de acordo com o0s

subitens a seguir.

8.2.1.1 CONTROLE NUMERICO

O diagrama da Figura 8.5 ilustra o diagrama de blocos construido para se obter os resultados

numéricos. Nele, além da realimentagdo de ganhos do sistema, implementou-se um observador de ordem

minima como projetado no capitulo 6.4.5.
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Impulso
;I% ,-| 1
Integrator1 Integrador Calpha Alpha
A
Tensao do Motor V-I
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Fom
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Cthet:
eta Vetores

b Lo o
Concatenar
Theta

Ganho
Controlador w

0 Aom

Com Integrator
Saturagao | T |
do Motor i

Figura 8.5 — Diagrama de blocos construido para observagdo e controle de estados do péndulo de Furuta.

A Figura 8.6, Figura 8.7 ¢ Figura 8.8 apresentam os resultados gerados para o deslocamento do

péndulo, do brago ¢ a tensdo do motor respectivamente.
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Figura 8.6 - Deslocamento do péndulo de furuta com estados observados.
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Figura 8.7- Deslocamento do brago do péndulo de furuta com estados observados.
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Figura 8.8 — Tensdo aplicada ao motor para o péndulo de furuta com estados observados.



Percebe-se que a estabilizagdo do péndulo ocorre em aproximadamente 4 segundos e o sobressinal
¢ de 0,02 rad. O brago parou na posi¢do de aproximadamente —0,47 rad e ndo houve saturagdo do
motor. A partir dos resultados numéricos encontrados, nota-se que a estabilizagdo do sistema ocorreu
como esperado apos o controle e a observagao de estados. A implementacdo do observador ao sistema
nao interferiu na resposta da planta controlada. Tal resultado mostra que o observador foi devidamente

projetado e deve ser usado na etapa experimental.

8.2.2 CONTROLE EXPERIMENTAL

Neste experimento testa-se o controle por observacao e realimentagdo de estados, onde na segunda
etapa coloca-se o péndulo na configuragdo de furuta sobre o shaker e verifica-se a funcionalidade do
sistema de observacdo e controle. Devido a limitagdes do aparato experimental, o giro do brago da
configuragdo de furuta foi restringido a +180° para evitar danos fisicos aos cabos. O diagrama de blocos
como o da Figura 8.9 foi construido em Simulink, utilizando o software Quarc para a integragdo com o

amplificador da Quanser ¢ a placa de aquisi¢ao de dados.

W contral_pendulo_funita_observador? =] el
File Edit View Simulation Format Tools QUARC Help
@& =@ 5 1|2 » ¥ po Extemal A HERE s RBEE
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o
g
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To Werspace2

Made-Suwitching Strategy

Setpoint

SRV02-E+3IF-Quarc

Filtered Velocity and Observer

Figura 8.9 — Diagrama de blocos construido em Simulink para controle experimental do péndulo de furuta.

PENDULO DE FURUTA SEM FORCAMENTO

A Figura 8.10, a Figura 8.11 ¢ a Figura 8.12 mostram os resultados experimentais para o péndulo de
furuta para o deslocamento do péndulo, deslocamento do brago e tensdo aplicada ao motor,

respectivamente.

Pela Figura 8.10 percebe-se que o péndulo oscilou entre 8° ¢ -8° ¢ o controle parou apos 3,7s. A
Figura 8.11 indica que o experimento parou quando o brago chegou a -180° e a Figura 8.12 indica que

houve saturagdo do motor ao longo da experimentagao.
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Figura 8.10 — Resposta experimental do deslocamento do péndulo.
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Figura 8.11 — Deslocamento do brago giratorio.
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Figura 8.12 — Tensdo aplicada ao motor no experimento de controle do péndulo de furuta.
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PENDULO DE FURUTA COM FORCAMENTO

Nesta etapa do experimento, coloca-se o péndulo de furuta sobre o shaker com uma excitagdo () =
37,7 rad/s e amplitude de Y, = 10,0 mm. A Figura 8.13 mostra o resultado experimental para o
deslocamento do péndulo, a Figura 8.14 o deslocamento do brago e a Figura 8.15 a tensdo aplicada ao

motor para controle do sistema.

Pela Figura 8.13 percebe-se que o péndulo oscilou entre 10° ¢ -10° € o controle parou apds 1,5s. A
Figura 8.14 indica que o experimento parou quando o brago chegou a -180° e a Figura 8.15 indica que

houve saturagdo do motor ao longo da experimentagao.
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Figura 8.13 — Resultado experimental do deslocamento do péndulo de furuta com excitagdo paramétrica.
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Figura 8.14 — Deslocamento do brago na configuragdo de furuta sob excitagdo paramétrica.
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Figura 8.15 — Tensdo aplicada ao motor para controle do péndulo de furuta sob excitagdo paramétrica.

8.2.3 COMPARAGAO DOS RESULTADOS

Novamente, as curvas de resposta numérica ¢ experimental diferem bastante entre si. A resposta
numérica sugere uma estabiliza¢do apos 3s ¢ uma razdo de sobressinais de aproximadamente 2. No

entanto, para o resultado experimental, ndo € possivel fazer o mesmo tipo de analise.

Em ambas etapas experimentais o péndulo continuou a oscilar entre pequenos angulos, de forma
que o controlador a todo momento atuou no sentido de corrigir os erros de estabilizagdo. Tal resultado
era esperado pois a posi¢ao zero no experimento ndo indica de fato uma posi¢do vertical do péndulo.
Deste modo, o péndulo tende a cair constantemente enquanto o motor tenta estabilizar a planta. Observa-
se também que o compensador apresenta uma agdo com rapidez ndo desejavel para o controle, de modo
a intensificar o sobressinal da resposta. Este resultado provém do erro ao se estimar a dissipacao viscosa
do péndulo. Com um fator de amortecimento superdimensionado, o torque comandado pelo

compensador ¢ maior que o necessario para a estabilizacdo do péndulo.

Percebe-se também que a perturbagdo do shaker influenciou a resposta transitéria no aumento dos
sobressinais no deslocamento do péndulo. No entanto, a agdo de controle ndo sofreu interferéncia pois

a frequéncia de oscilagdo permaneceu a mesma para ambas etapas do experimento.

Considerando os resultados analisados verifica-se que o observador projetado pode ser utilizado na
observagdo de estados do sistema mesmo que seu projeto tenha desconsiderado as ndo linearidades do
sistema. O compensador ¢ capaz de promover a estabilidade do sistema de forma satisfatoria, porém
deve ser refinado e a identificagdo dos parametros otimizada para se reduzir a amplitude de oscilagéo
do péndulo de furuta e otimizar a resposta transiente. Valida-se entdo o uso do observador e
realimentacdo de estados projetados para o controle de estabilidade do péndulo de furuta.
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9 CONCLUSAO

A primeira etapa do trabalho se dedicou a modelagem matematica do sistema, seguida da
identificacdo dos parametros experimentais do péndulo invertido. Os resultados obtidos através da
integracdo numérica da Equagdo obtida com os parametros identificados apresentaram boa concordancia
com a resposta livre do péndulo obtida experimentalmente. Logo, a modelagem matematica ¢ a
identificacdo dos parametros foi devidamente realizada. Vale ressaltar que na modelagem do sistema,
considerou-se uma combinacdo de amortecimento viscoso linear e atrito seco como dissipagdo de

energia.

No capitulo 3, descreveu-se a modelagem matematica do péndulo de furuta, seguida da linearizagdo

da Equacdo do movimento a partir da expansao em série de Taylor.

Em seguida, a partir da verificac@o da instabilidade do péndulo invertido e da identificac¢@o da fungao
de transferéncia da planta e analise de estabilidade, constatou-se a necessidade de um controlador a fim
de se alcancar a estabilizagdo do sistema. Neste sentido, duas abordagens de projeto de controladores

foram apresentadas: por meio de requisitos de controle e por alocag@o de polos.

Apresentaram-se controladores baseados nas teorias de controle cldssico e moderno. Iniciando com
a teoria classica, foram apresentados compensadores PD e PID, onde se escolheu o ltimo para a
realizacdo do controle do sistema ja que este mantém propriedades de rejeicdo de perturbagdo e rapida
estabiliza¢do. Considerando a teoria moderna, apresentou-se o controle por Realimentagdo de Espago
de Estados, que permite a alocacdo de polos para obter resposta transiente satisfatoria do péndulo

invertido, e o observador de estados que permite estimar variaveis ndo disponiveis na planta.

Para o controle PID, apresentaram-se resultados numéricos para o sistema sem excitacdo
paramétrica, e resultados experimentais sem ¢ com excitagdo paramétrica para o péndulo invertido.
Verificou-se que os efeitos de ndo-linearidade e atrito seco ndo previstos pelo modelo linear interferiram
no sobressinal das respostas experimentais. Além disso, observou-se que solicitagdes do motor que
ultrapassam seu ponto de saturacdo sdo requeridas para se compensar os erros de modelagem. Contudo,
em todos os casos o controlador estabilizou o sistema satisfatoriamente, apesar das perturbagoes

existentes no sistema e do limitante de satura¢do do motor.

Para o controle por realimentag@o e observagdo de estados, apresentaram-se resultados numéricos e
experimentais para ambas as configuragdoes de péndulo. Na andlise numérica de realimentagdo de
estados do péndulo invertido, verificou-se que quanto mais distantes os po6los do eixo imaginario, mais
rapido ocorre a estabilizacdo do sistema, no entanto, maior ¢ o sobressinal. Contudo, deve-se escolher
tanto polos que ofere¢am uma boa resposta transiente, como ganhos de realimentacdo menores. A

analise apresentada aponta que o melhor trio de po6los idénticos a ser escolhido ¢ de p; , 3=-3.

Na etapa numérica de realimentacdo com observacdo de estados do péndulo invertido verificou-se

que o observador de estados ndo deve interferir na resposta de controle. No entanto, na etapa
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experimental observou-se que a implementacdo de um observador de estados projetado com base em
um sistema ndo linear provocou alteragdes na resposta do sistema. Enquanto a resposta numérica previa
um sistema criticamente amortecido, a resposta experimental mostrou um sistema subamortecido com
tempo de estabilizagdo consideravelmente menor. O observador e o controlador projetados foram entdo

validados para implementacéo.

Os resultados para o péndulo de furuta demonstraram grande discrepancia entre respostas numérica
e experimental. Enquanto que o resultado numérico apresentou um tempo de estabilizagdo pequeno e
razdo de sobressinais grande, o resultado experimental ndo chegou a anular permanentemente os erros
de posicionamento do péndulo. A perturbacdo do shaker interferiu apenas nos sobressinais da resposta
do péndulo e o controle agiu de forma similar ao experimento sem for¢amento. Verificou-se também
que o erro do parametro viscoso do sistema interferiu na acao de controle. Validou-se entdo o uso do
observador projetado, enquanto o controlador deve ser refinado para reduzir os erros de posicionamento

do péndulo.

9.1 TRABALHOS FUTUROS

Um estudo para se encontrar o fator de amortecimento viscoso do péndulo na configuragdo de Furuta
deve ser feito para a melhor controlabilidade e observabilidade do sistema. Desta forma, o experimento

deve ser refeito para se verificar melhores resultados no controle de estabilidade.

No intuito de otimizar o controle, propde-se também expandir o estudo para as técnicas de controle
nao-linear. Desta forma, o controle pode ser projetado sobre um modelo mais fiel ao sistema real.
Sugere-se também o estudo do Filtro de Kalman para se estimar os valores desconhecidos do péndulo
de Furuta, bem como o uso de um estimador de perturbagdes para se prever as oscilagdes causadas pelo

shaker.
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ANEXO I: Rotina em MatLab para Identificacao de Parametros Experimentais

clc
clear all
close all
$importa dados experimentais do péndulo livre
teta_graus=importdata ('C:\Users\Mariana\Documents\PG\Arquivos matlab\poten.mat"');
tempo=importdata ('C:\Users\Mariana\Documents\PG\Arquivos matlab\tempo.mat') ;
teta rad=teta graus*pi/180; S%rad
%centraliza grédfico em torno de zero
soma=0;
for i=14:947
soma=somatteta rad(i,1);
end
media=soma/ (947-14+1) ;
array media=ones (size(teta rad)) *media;
deslocamento=teta rad- (array media(:,1));
plot (tempo,deslocamento, 'LineWidth',1); %plota grafico em rad e centralizado do
deslocamento
hold on

%t inicial=4.094 linha 2019
%tempos em segundo, deslocamentos em graus

%grafico 1

t1=4.094; x1=35.79296875*pi/180-media;
t2=5.062; x2=20.32421875*pi/180-media;
t3=6.008; x3=9.92578125*pi/180-media;
Tl=t2-t1l;

T2=t3-t2;

%grafico 2

t4=3.4; x4=33.21484375*pi/180;

t5=4.364; x5=19.078125*pi/180;

t6=5.318; x6=8.80859375*pi/180;

T3=t5-t4;

T4=to6-t5;

%grafico 3

t7=5.916; x7=31.28125000*pi/180;
t8=6.888; x8=17.57421875*pi/180;
t9=7.836; x9=7.90625000*pi/180;

T5=t8-t7;

T6=t9-t8;

Tv=[T1l T3 T5];%periodo viscoso

Tvs=[T2 T4 T6];%periodo viscoso+seco
media Tv=median(Tv); % s media do periodo viscoso
media Tvs=median(Tvs); % s media dos periodos combinados
razao_xv=[(x1)/(x2) (x4)/(x5) (x7)/(x8)1;
decremento xv=log(median(razao_ xv));
omega_d=2*pi/ (media Tv);

gqsi=0.0899;
omega_n:omega_d/(sqrt(l—qsiAZ));
m=0.128; %$kg

g=9.81; SN/m"2

L=g/ (omega n)"2; %m

%$Inicia-se integrac¢do numérica

[tempo num,deslocamento numerico]=oded45('F', [4.088,max (tempo)], [x1,0]);
plot (tempo num,deslocamento numerico(:,1), 'LineWidth',1);

grid on

xlabel ('Tempo (s)','FontSize',10)

ylabel ('Deslocamento (rad)', 'FontSize',10)

legend ({'Resultado Experimental', 'Resultado Numérico'},'FontSize',10)
figure

%analise seco

plot (tempo,deslocamento) ;

hold on

[tempo nums,deslocamento numericos]=oded45('F', [t2,max (tempo)], [x2,0]);
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plot (tempo nums,deslocamento numericos(:,1), 'LineWidth',1);

grid on

legend ({'Resultado Experimental', 'Resultado Numérico'}, 'FontSize',10)
%grafico 1: max num=0.1657

deltadesl 1=0.1657-x3;

figure

$importa dados grafico 2
teta_graus2=importdata ('C:\Users\Mariana\Documents\PG\Arquivos matlab\poten2.mat');
tempo2=importdata ('C:\Users\Mariana\Documents\PG\Arquivos matlab\tempo2.mat'") ;
teta rad2=teta graus2*pi/180; %rad
%centraliza grédfico em torno de zero
soma2=0;
for i=1:509
somaz=somaZ+teta rad2(i,1);
end
media2=soma2/ (509-1+1) ;
array media2=ones (size(teta rad2)) *media2;
deslocamento2=teta rad2-(array media2(:,1));
plot (tempo2,deslocamento?, 'LineWidth',1); %plota grafico em rad e centralizado do
deslocamento
hold on
[tempo nums2,deslocamento numericos2]=oded5('F', [t5,max (tempo2)], [x5-media2,0]);
plot (tempo nums2,deslocamento numericos2(:,1), 'LineWidth',1);
$grafico 2: max num2=0.1532
deltadesl 2=0.1532-x6+media2;
grid on
figure

$importa dados grafico 3
teta graus3=importdata('C:\Users\Mariana\Documents\PG\Arquivos matlab\poten3.mat');
tempo3=importdata ('C:\Users\Mariana\Documents\PG\Arquivos matlab\tempo3.mat"');
teta rad3=teta graus3*pi/180; %rad
%centraliza grédfico em torno de zero
soma3=0;
for i=1:509
soma3=soma3+teta rad3(i,1);
end
media3=soma3/ (509-1+1) ;
array media3=ones (size(teta rad3)) *media3;
deslocamento3=teta rad3-(array media3(:,1));
plot (tempo3,deslocamento3, 'LineWidth',1); %plota grafico em rad e centralizado do
deslocamento
hold on
[tempo nums3,deslocamento numericos3]=oded5('F', [t8, max (tempo3)], [x8-media3,0]);
plot (tempo nums3,deslocamento numericos3(:,1));
grid on
figure
%grafico 3: max num2=0.1374
deltadesl 3=0.1374-x9+media3;

media delta seco=median([deltadesl 1 deltadesl 2 deltadesl 3]);

$mi seco=media delta seco*L/4;

mi seco=media delta seco*m*g*L/4;

$Inicia-se integracd&o numérica seco e viscoso

[tempo num sv,deslocamento numerico sv]=oded5('F combinado', [tl,max (tempo)], [x1,0])
plot (tempo,deslocamento, 'LineWidth', 1)

hold on

plot (tempo num sv,deslocamento numerico sv(:,1),'LineWidth',1);
xlabel ('Tempo (s)','FontSize',10)

ylabel ('Deslocamento (rad)','FontSize',10)

legend ({'Resultado Experimental', 'Resultado Numérico'},'FontSize',10)
grid on
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ANEXO II: Fungoes para Integragcao Numérica

function tetadot=F(t, teta)

tetadot=zeros(2,1);
omega n=6.5173;

qsi=0.0899;
tetadot (1)=teta(2);
tetadot (2)=-2*gsi*omega n*teta (2)-((omega n)"2)*sin(teta(l))

function tetadot=F combinado (t,teta)
tetadot=zeros (2,1);

omega n=6.5173;

qsi=0.0899;

mi seco=0.0044;

m=0.1280;

L=0.2310;

tetadot (1) =teta(2);

tetadot (2)=-(2*gsi*omega n*teta(2))-(((omega n)"2)*sin(teta(l)))-

2*atan (1000000*teta(2)) *mi_seco/ (pi*m*L*L) ;
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ANEXO llI: Rotina em MatLab: Controle de Estados do Péndulo Invertido

clc

clear all

close all

%% ENCONTRA A FUNCAO DE TRANFERENCIA

%parametros experimentais

qsi=0.0899;

omega n=6.5173;%rad/s

m=0.1280; %Kg

L=0.3210; %m

mi seco=0.004388119226012;%N/m

%parametros do shaker

Yo=0.05;%m

omegazao=20; %$rad/s

$funcdo de transferéncia pendulo simples com step
a=2*gsi*omega n;

b=omega n"2;

c=0.0028/ (m*L*L) ;

d=omegazao”2;

num=[0.0257/ (m*L*L) ];

den=[1 a -b];

planta=tf (num,den) ;

pdlos=roots (den) ;

numf=[0.0257/ (m*L*L) 0 (0.0257*omegazao”2)/ (m*L*L)];
denf=[1 a+c d-b (-Yo*d/L)+ (a*d)+ (c*d) -d*b];
planta f=tf (numf,denf);

pdlosf=roots (denf) ;

zerosf=roots (numf) ;

[A,B,C,D]=tf2ss (num,den); S%matlab libera matrizes para estado: X=[x'; x]
%% DEFINE ESPACO COM INTEGRADOR, POLOS E GANHOS
Ai=[-1.1718 42.4752 0; 1 0 0; 0 1 0];Bi=[1 ;0 ;0]; Ci=[0 1.949 0]; Di=0;
pl=-1; p2=-2; p3=-3; pd=-4; p5=-5; p6=-6; p7=-7; p8=-8;
Pl=[pl pl pl]; P2=[p2 p2 p2];P3=[p3 p3 p3];P4=[pd p4 p4];P5=[p5 p5 p5];
P6=[p6 p6 p6];P7=[p7 p7 p7];P8=[p8 p8 p8];

K3=acker (Ai,Bi, P3);

Ki=K3(3);

Kc=[K3 (1) K3(2)1;

$% DEFINE AS MATRIZES CONTROLADAS

Ac=Ai-Bi*K3; Bc=Bi; Cc=Ci; Dc=0;

%% OBSERVADOR DE ESTADOS

%05 POLOS DO OBSERVADOR TEM QUE SER MAIS RAPIDOS QUE 0S POLOS DO SISTEMA
po=-10; %alocacgdo de pdlos

L=acker(A',C', [-10 -10]);

Ao=A-((L")*C);

Bo=[B,L'];

Co=eye (2); %c do observador eh sempre a identidade
Do=zeros (2,2); %D do observador tem que ser matriz de zeros, 2 variaveis
(velocidade, posigédo) x 2entradas (estimado e leitura)
%% Teste

AA=[A zeros(2,1);-C 01;

BB=[B;0];

Kteste=acker (AA,BB, [-3 -3 =-3]);
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ANEXO IV: Rotina em MatLab: Controle de Estados do Péndulo de Furuta

%% Declaracdo de constantes
i=1; %numero de entradas
n=4; %numero de variaveis
m=0.1280; %Kg masssa pendulo
L=0.3210;%m comprimento pendulo
mb=0.242; $Kg massa barra
b=0.194; %m comprimento barra
Jb=(mb*0.13%2); %inercia barra (0.13 é a distdncia do pivot da barra até o pivot do
pendulo
qsi=0.0899;
omega n=6.5173;%rad/s
cp=2*gsi*omega n*m; %c viscoso péndulo
cb=cp; %c viscoso barra
g=9.81; %gravidade
$Tm =ng*Kg*nm*Kt (Vm) ; %torque motor
% %% Matrizes da Equacdo do Movimento: Aceleracdo, Velocidade e Posicéo
respectivamente
% Mall=2*m*L*L; Mal2=-m*b*L; Ma2l=Mal2; Ma22=m*b*b+m*L*L+Jb;
Mvll=cp; Mv12=0; Mv21=0; Mv22=cb;
Mpll=-m*g*L; Mpl2=0; Mp21=0; Mp22=0;
Ma=[Mall Mal2; Ma2l Ma22];
Mv=[Mv1ll Mv12; Mv2l Mv22];
Mp=[Mpll Mpl2; Mp2l Mp22]; S%+2*m"2*g*L"3 -m*L"2*cp
%% Matrizes A, B, C, D de controle
DET=det ([2*m* (L"2) -m*b*L; -m*b*L m* (b"2)+m* (L"2)+Jb]); %$X=[alpha theta
alpha ponto theta ponto]
A=(1/DET)*[0 O DET 0;0 O O DET; 0 (m"2)*g*b*(L"2) -2*m* (L"2)*cb -m*b*L*cp; O
(m"2) *g* (b"2) *L+ (m"2) *g* (L"3) +Jb*m*g*L -m*b*L*cb -m* (b"2) *cp-m* (L"2) *cp-Jb*cp];
B=(1/DET)*[0; 0; 2*m*(L"2); m*b*L];
C=[1 0 0 0];
D=0;
%Verifica Controlabilidade e Observabilidade
Controlavel=ctrb (A,B);rank(Controlavel) ;Observavel=obsv (A,C);rank (Observavel) ;
%% ADICIONA PARAMETROS DO ATUADOR (PASSA DE ENTRADA DE TORQUE PARA ENTRADA DE
VOLTAGEM
Ng=0.9; Kg=70; %High gear % Kg=14 %Low gear
Nm=0.69;
Kt=7.68E-03; %Nm
Kn=7.68E-03; % (V/rad/s)
Rm=2.6; %Ohm;
B=Kg*Kt*B/Rm; A(3,3)=A(3,3)-Kg*2*Kt*Kn/Rm*B (3); A(4,3)=A(4,3)-Kg"2*Kt*Kn/Rm*B (4) ;
$% VERIFICA MATRIZES COM TERMO INTEGRAL
Ai=[A zeros(n,1l);-C 0]; Bi=[B;0]; Ci=[C 0]; Di=D; P=[A B;-C 0]; posto=rank(P);
[num,den]=ss2tf (A,B,C,D);
% rlocus ([num], [den]) ;
raizes=roots (den); pdlos=[raizes(2) raizes(3) -2 -1.9 -2.1];
K=place (Ai,Bi,pdlos); Kom=[K(1l) K(2) K(3) K(4)]; Ki=K(5); Ac=Ai-Bi*K; Bc=Bi; Cc=Ci;
Dc=Di; [numc,denc]=ss2tf (Ac,Bc,Cc,Dc); pbdlosc=roots(denc);
%% OBSERVADOR DE ORDEM PLENA
% Encontra Ganhos do Observador
o=2*[pdlos(l) pdlos(2) pdlos(3) pdlos(4)];
=acker (A',C',2*po) ;
Encontra Matrizes do Observador
Ao=A-L'*C; Bo=[B L']; Co=eye(4); Do=zeros(2,n);
%% OBSERVADOR DE ORDEM MINIMA
Raa=[A(1,1) A(1,2); A(2,1) A(2,2)]; Rab=[A(1,3) A(1,4); A(2,3) A(2,4)];
Aba=[A(3,1) A(3,2); A(4,1) A(4,2)]; Abb=[A(3,3) A(3,4); A(4,3) A(4,4)];
Ba=[B(1); B(2)]1; Bb=I[B(3); B(4)];
Lom=place (Abb',Aab', [-20 -201);
Aom=Abb-Lom'*Aab;
Bom=Aom*Lom'+Aba-Lom' *Aaa;
Com=[0 0;0 O;eye(2)];
Dom=[eye (2) ; Lom] ;
Fom=Bb-Lom' *Ba;
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