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RESUMO

Este trabalho investiga duas técnicas utilizadas para a obtengao de modelos
reduzidos. Ambas sao fundamentadas no célculo de graminianas de baixo rank, as
quais servem de base para a determinagao de sistemas balanceados e truncados. As
técnicas baseadas no calculo de fatores ADI e em projegao em subespago de Krylov
sao especialmente estudadas. Diversos testes sao apresentados visando avaliar o
desempenho das técnicas. Em particular, estudos de sensibilidade de alguns parametros
que afetam a precisao dos modelos sao realizados.

Os testes sao efetuados em varios modelos lineares de sistemas de poténcia,
geralmente utilizados para a avaliacao de estabilidade a pequenas perturbagoes de
um sistema de poténcia.

Os resultados apresentados na forma de resposta em frequéncia, resposta no
tempo e de autovalores ilustram a eficacia das técnicas de reducao de modelos estudadas

neste trabalho.
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ABSTRACT

This study investigates two techniques used for obtaining reduced models. Both
are based on the calculation of low rank gramians, which are the basis for the
determination of balanced and truncated systems. The techniques based on the
ADI factors calculation and on projection on Krylov subspaces are especially studied.
Several tests are presented to evaluate the performance of those techniques. In
particular, sensitivity studies of some parameters that affect the accuracy of the models
are executed.

Tests are performed at several linear models of power systems typically used for
the evaluation of small disturbance stability of a power system.

The results presented in the form of frequency response, time response and
eigenvalues illustrate the effectiveness of the model reduction techniques studied in

this work.
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Capitulo 1 INTRODUCAO

1.1 MOTIVAGCAO E ESTADO DA ARTE

Os sistemas elétricos de poténcia, quando modelados em determinado ponto
de operacao, levam a representacoes lineares que podem incluir centenas, milhares
e inclusive dezenas de milhares de estados [1,2|. A anélise desses modelos, para fins de
estabilidade, controle, resposta em frequéncia e no tempo, etc., pode demandar muito
tempo de processamento, ou até mesmo se tornar invidvel. Por isso a importancia
da reducao de ordem de tais modelos, gerando modelos de ordens significativamente
inferiores aos originais, mas com comportamento e respostas praticamente iguais aos
do sistema original (FOM, Full Order System). Esses modelos sdo conhecidos como

modelos de ordem reduzida (MOR).

Muitas técnicas existem para a reducao de ordem de sistemas lineares. Entre
as mais contempladas na literatura cientifica estdo o truncamento modal [3-9] e o

truncamento balanceado [3,7,10-17], o qual seré assunto deste trabalho.

Truncamento modal consiste na identificagao dos polos dominantes de um sistema
original e na constitui¢ao de um MOR com esses polos e seus respectivos residuos. Um
dos métodos mais eficientes para o célculo exato dos polos dominantes é o Subspace
Accelerated Dominant Pole Algorithm, ou SADPA [9]. Este algoritmo tem sido utilizado
em diversos trabalhos e frequentemente adaptado e combinado a outros métodos. Uma
desvantagem dos métodos de truncamento modal, em comparacao com métodos de
truncamento balanceado, estd na necessidade do célculo de um ntmero maior de
polos para a realizacao do sistema reduzido, além de demandar consideravel tempo

de processamento [7].

Truncamento balanceado nao objetiva o calculo exato dos polos dominantes
do sistema original, mas sim um MOR de ordem bastante reduzida e com alta
fidedignidade de respostas e comportamento em relagao ao original. Entre os métodos
de truncamento balanceado mais competitivos destacados na literatura se encontram

os métodos que envolvem fatores Alternate Direction Implicit (ADI) [3,10-12] e os
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métodos baseados em projegoes em subespagos de Krylov [13-17]. Estes dois métodos
para o truncamento balanceado sao capazes de realizar a reducao de ordem em tempos
inferiores ao do truncamento modal, por exemplo, e ainda mantém relativa qualidade
no desempenho dos MORs gerados, o que torna necessaria uma comparac¢ao entre
ambos os métodos, ADI e de projecao em subespacos de Krylov, uma das finalidades

principais deste trabalho.

O truncamento balanceado se inicia pela resolugao de um par de equacoes
matriciais de Lyapunov, de controlabilidade e de observabilidade. As solugoes
das equacoes de Lyapunov Xp e X sao chamadas de matrizes graminianas de
controlabilidade e de observabilidade, respectivamente. Em seguida, sao computados
os valores singulares de Hankel pela decomposi¢ao SVD (do inglés, Singular Value
Decomposition) do produto X;Xc. O truncamento balanceado ocorre no sentido de
desprezar os valores de Hankel de menor magnitude. As matrizes de vetores singulares
a direita e a esquerda sao ajustadas em tamanho de acordo com o truncamento e
utilizadas para a obtencao do MOR por meio do truncamento balanceado de raiz
quadrada [3,12,17].

A diferenca entre os métodos ADI e de projecoes de Krylov esta na forma em que
se resolve numericamente o conjunto de equagoes de Lyapunov, e, em alguns casos, no
formato da decomposicao SVD. O célculo das matrizes graminianas pode ser efetuado
por meio da resolugao direta (exata) de equagoes de Lyapunov ou de forma iterativa, em
que apenas uma aproximacao da graminiana - explorando seu baixo rank -, é utilizada.
O calculo direto é bastante custoso do ponto de vista computacional, ou mesmo inviavel.
Este aspecto motivou diversas pesquisas por técnicas que proporcionassem solugoes
mais eficientes [3,7,10-20]. Neste sentido, foram propostos métodos iterativos baseados
em projecoes de subespacos de Krylov e truncamento balanceado de baixo rank. Estes

ultimos, definidos com base nos denominados fatores ADI.

O método ADI (3, 10-12, 18-20] propoe um método iterativo com o uso de
deslocamentos, ou shifts, da matriz de estados, e de sua transposta, com os parametros
ADI. Um conjunto de trabalhos acrescentou aperfeicoamentos para melhorar o
desempenho deste método: LR-ADI [10-12, 19, 20|, LRCF-ADI [3,20], SLRCF-ADI
[3,21], que trazem a fatoracao de Cholesky das matrizes graminianas, reordenamento

dos parametros ADI e uso de estruturas matriciais esparsas e calculos implicitos.

Ja o método de projegoes de Krylov [13—17| consiste em utilizar matrizes de



projecao com colunas ortonormais entre si para projetar as duas equagoes de Lyapunov
em determinado subespaco de Krylov, diminuindo as dimensoes das matrizes nas

equacoes. O principal subespaco que sera considerado neste trabalho é da forma
KE(A,B)={B,A™'B,AB,AB,...,A®"VB A" B} | (1.1)

o subespago estendido de Krylov (EKS). As equagdes de Lyapunov projetadas sao
rapidamente resolvidas por métodos tradicionais, como Bartels-Stewart [22,23], e uma
projecao inversa leva as solugoes obtidas ao dominio original. Tais solu¢oes nao sao
exatamente as matrizes graminianas, mas normalmente constituem boa aproximacao.
Aperfeicoamentos do método tém sido realizados, inclusive o uso de estruturas esparsas

e calculos implicitos [24-26].

1.2 OBJETIVOS DESTE TRABALHO

O presente trabalho tem a finalidade de dar continuidade aos estudos de reducao
de ordem de modelos de poténcia por truncamento balanceado, com realizacao de
simulagoes que permitam comparar o desempenho de diferentes técnicas encontradas
na literatura e possiveis adaptagoes e combinagoes. Especificamente, serao comparados

os métodos ADI e os métodos de projecao em subespacos de KRYLOV.

Em termos mais especificos, os objetivos sao:

e O levantamento teoérico dos métodos ADI e de projecao no EKS, para a redugao
de ordem pelo truncamento balanceado. Enquanto o método ADI se encontra
mais desenvolvido e consolidado na literatura cientifica, o método de projecao no
EKS deve ser analisado e, se possivel, deve incorporar adaptacgoes e melhorias

que o tornem apto a competir com o método ADI em niveis equiparéveis;

e Realizacao de testes buscando avaliar o desempenho de cada método em diferentes
circunstancias. Dada a grande quantidade de variantes que o método EKS pode
assumir, cada uma deve ser testada e avaliada em busca das melhores opgoes

para otimizar o método, frente ao método ADI,

e Realizacdo de testes comparativos entre o método ADI e o método EKS. Em
condigoes semelhantes de processamento, os dois métodos devem ser confrontados
e avaliados pelas suas capacidades em reduzir modelos com qualidade e baixo

custo computacional.



1.3 VISA0 GERAL DO TRABALHO

Em comparagao com os métodos de truncamento modal, os métodos de reducao
de ordem por truncamento balanceado podem gerar MORs em menos tempo e de
ordens menores. O truncamento balanceado requer a solucao de um par de equacgoes
matriciais de Lyapunov, etapa que demanda mais tempo e esfor¢co computacional em
todo o processo de reducao de ordem. Os métodos tradicionais de resolucao de equagoes
de Lyapunov se tornam ineficazes para sistemas FOM de grande ordem. Por isso, sao
utilizados métodos que obtém solucoes aproximadas para as matrizes graminianas, com
precisao satisfatoria e em tempo vidvel. No desenvolvimento deste trabalho dois destes

métodos foram abordados:

e O método ADI, que utiliza os fatores ADI em um processo iterativo bastante
otimizado que explora o uso de fatores de baixo rank de Cholesky para aproximar

as matrizes graminianas;

e O método EKS, que projeta o par de equagoes de Lyapunov no subespago
estendido de Krylov, de menor ordem, o que permite a utilizagao de métodos
convencionais para rapidamente resolver as equacoes projetadas. Em seguida,
essas solugoes sofrem uma projecao inversa para o dominio original e constituem

boas aproximagoes para as matrizes graminianas.

Em ambos os métodos, buscou-se utilizar a representacao dos sistemas na forma
descritora com matrizes esparsas. Desta forma, as operagoes matriciais necessarias sao
realizadas de forma implicita, sem a necessidade do caculo e armazenamento da matriz
de estado densa, ou de sua inversa. Além disso, a fatoragdo LUPQR é utilizada para

melhorar o desempenho das operacoes realizadas implicitamente.

Os parametros intrinsecos a cada um destes métodos sao avaliados quanto ao
impacto de seus valores no desempenho do MOR gerado. Em especial, é verificado que

menores valores para o shift o trazem melhores resultados.

Quanto ao método EKS, uma grande parte do tempo de processamento é
consumida no processo reortonormaliza¢ao necessario para construir as matrizes de
projecao ao subespaco EKS. O uso da decomposicao QR ¢é utilizado como padrao

para esta reortonormalizacao, porém o processo de Gram-Schmidt é utilizado como
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alternativa, resultando mais rapido que o QR. Ainda, é prosposto um esquema de
reortonormalizagao que intercala iteracoes, o QR inexato, ou QRI. Verificou-se que
o QRI a 2 poupa muito tempo de processamento e gera resultados com qualidade

satisfatoria.

Quanto a decomposicao SVD, o método ADI aproveita bem as suas solucoes de
baixo rank de fatores de Cholesky para realizar uma decomposi¢ao SVD otimizada.
J& o método EKS se torna ineficiente se utilizar o SVD no formato original. Duas
alternativas sao utilizadas para o calculo eficiente do SVD neste método. A primeira
consiste em fabricar fatores de Cholesky com base nas solugoes de Lyapunov no
subespaco EKS e utilizar as matrizes de projecao para torné-los de baixo rank. A
segunda alternativa consiste em projetar o formato original utilizado no SVD a esquerda
e a direita com as matrizes de projegao (Vz, V). Esta tltima opg¢ao resulta mais rapida

e gera os valores singulares mais préoximos do formato original.

Uma combinacao hibrida pode ser realizada entre o método de truncamento modal
pelo SADPA e o método de truncamento balanceado EKS. Embora o tempo consumido
nesta combinacao seja elevado, é possivel alcancar uma melhora no desempenho a

baixas frequéncias do MOR resultante.

Quando os métodos ADI e EKS sao comparados entre si, o ADI gera MORs
com qualidades superiores, embora o EKS possa ser configurado para consumir tempos
menores. Em sistemas FOM que possuem, em sua resposta em frequéncia, picos de
grande magnitude e larga banda, o método EKS nao consegue reduzir o sistema de
forma satisfatoria, enquanto que o método ADI pode conseguir, se adequadamente

ajustado.

Por fim, ¢é avaliada a possibilidade de se realizar a redugao de ordem em sistemas
que nao estejam estaveis (conforme teoria), ou seja, com valor de shift a (ou a —
fnin) duase nulo. De fato, esta relaxacao de hipotese permitiu que ambos o métodos
fornecessem MORs com qualidades superiores, em especial para a regiao de baixas
frequéncias. Entre os dois métodos, o ADI sofreu o melhor aprimoramento com esta

relaxagao de hipotese.



1.4 ORGANIZAGAO DO TEXTO

Este relatorio possui 6 capitulos. Além deste capitulo introdutoério, os seguintes

capitulos sao:

e Capitulo 2, em que sao apresentados os conceitos tedricos gerais considerados

essenciais para o entendimento do assunto desenvolvido nos capitulos seguintes;

e Capitulo 3, em que é realizado um levantamento teérico geral do método ADI
e as melhorias que recebeu em trabalhos anteriores, assim como descrigoes e

observagoes sobre sua forma de operagao;

e Capitulo 4, em que é realizado um levantamento teérico de trabalhos anteriores
para o método EKS, assim como sao apresentadas algumas possiveis variagoes e
formas de implementar o método, por meio de algoritmos descritivos e proposigoes

com desenvolvimento préprio;

e Capitulo 5, em que sao apresentados os principais resultados computacionais
das comparacoes e analises de desempenho para os dois métodos. As segoes dos
resultados foram divididas de forma a acompanhar uma relativa progressao da

complexidade e importancia dos resultados obtidos;

e Capitulo 6, em que sao discutidas as conclusoes deste trabalho e sao apresen-

tadas sugestoes para trabalhos futuros.



Capitulo 2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Este capitulo tem a finalidade de apresentar os principais conceitos e bases

tedricas para o bom entendimento do tema desenvolvido neste trabalho.

2.1 MATRIZES E AUTOVALORES

Seja uma matriz genérica M com n linhas e m colunas, ou seja, M € C"*™. Um
elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna de M sera denotado por (m;;). Seguem

algumas defini¢oes que serao utilizadas ao longo deste trabalho.

O rank, ou posto, da matriz M é o menor entre o maximo ntumero de linhas
linearmente independentes entre si e o méximo nimero de colunas linearmente
independentes entre si [27,28]. Ou seja, rank = min(dim(L,,), dim(C,,)), em que L,
e C,, sao, respectivamente, os subespagos de maior dimensao que podem ser gerados

pelas linhas e colunas de M.

A transposta de M, denotada M7T, consiste no rearranjo dos elementos de M de
T
ij
M. A transposta conjugada de M, denotada M™*, é a matriz resultante apos se obter o

forma que, para cada linha i e coluna j de M7, o elemento (ml) seja igual a (m;;) de

conjugado complexo elemento a elemento de M7,

Uma matriz é simétrica se M = M7, o que obriga que M seja matriz quadrada,

ou seja, com mesmo nimero de linhas e colunas.

A inversa de uma matriz quadrada M,,y,, denotada M~ ¢ tal que MM~ =
M=M = I,.,. A matriz identidade de ordem n seré representada por I,,.,. A inversa
de M existe e é tnica se o rank de M é igual a n, ou seja, completo, o que é equivalente

a condicao do determinante de M ser nao nulo.

Uma matriz é ortogonal se MTM = MM?" = I,.,, valido também somente para



matrizes quadradas. Para os casos complexos, se uma matriz de norma unitaria possui

inversa igual & sua transposta conjugada, M* = M1, é chamada de unitaria.

O espaco nulo N de uma matriz quadrada M,,, ¢ definido da seguinte forma:
N(M) = {x € R* : Mz = 0}. Em outras palavras, é o espago que engloba todas
as solugoes do sistema linear homogéneo para a matriz M. A seguinte propriedade é
valida: rank(M) + dim(N(M)) = n.

Os autovalores \; de uma matriz quadrada M sao as solu¢oes para a equagao:

det(\I — M) =0 (2.1)

O polinémio p(A) = det(A — M) é chamado de polindémio caracteristico de M.
O maior valor absoluto entre os autovalores é chamado de raio espectral de M. Para
determinado autovalor \; de M, se existir um vetor nao nulo z; que satisfaca (\;I —

M)z; =0, entdo x; ¢ chamado de autovetor (a direita) de M associado ao autovalor A;.
Uma matriz quadrada M é positiva definida se 7 Mz > 0, para todo vetor = # 0.
Neste caso, todos os autovalores de M sao positivos. De forma analoga, chama-se matriz

negativa definida se 27 Mz < 0 para todo vetor z # 0, com autovalores todos negativos.

A norma-2 de um vetor, também chamada de norma euclidiana, é definida da

seguinte forma [27]: ||z|]z = ¢ Z?ZL(I) (x;)?. Para matrizes, a norma-2 ¢ da forma
l|z||2 = /o (M), em que o(M) é o maior autovalor de M7 M.

2.2 ORTONORMALIZAGAO E DECOMPOSICOES MATRICIAIS

Processo de Gram-Schmidt

O processo de ortonormalizacao de Gram-Scmidt gera uma base de vetores
ortonormais entre si baseado na projegao sucessiva de novos vetores da base em vetores

j& pertencentes a base. Inicialmente, é definido o operador de projecao vetorial:

, (v, u) "
proju(v) = ) (2.2)




Em seguida, a partir de um conjunto de vetores {vy,vs, ..., v} nao ortogonais

entre si, o processo ¢ seguido da seguinte forma [27]:

<
=

Uy = vy, €1 ::HU1H
- U
Uy = Vg — Proju, (v1), €2 = Tl
uz = V3 — proju, (Us) — proju,(vs), €3 = (2.3)
w, = v — S proju. (vg) ey = Tk
k k j=1 PTOJu;\Vk ), k= Tlapl]
Enquanto que a base gerada {uy, us, . .., ux} € ortogonal, a base gerada {ej, es, ..., ex}

¢é ortonormal.

Em termos computacionais, normalmente é utilizado o processo de Gram-Schmidt
modificado para trazer estabilidade numérica. Neste processo, o termo calculado da

forma uy, = v, — 25;11 projy; (vx) em realidade ¢ calculado da seguinte forma:

u,(cl) = Vg — Proju, (Vg),

2 1 . 1

ul(c )= ul(c ) pr0]u2(u§€ ))7

: . (2.4)
k—2 k—3 . k—3

ul(c )= ul(c ) Projuy_, (ul(c )>7
k—1 k—2 . k-2

wl = = proju, (u?),

Decomposicao QR

A fatoracao QR [27,29] expressa uma matriz M, x,, como M = QR. A matriz Q
¢ uma matriz unitaria em R™*" e R ¢ uma matriz triangular superior em R™*™ [27,29].
Ainda existe a decomposicao QR econoémica, em que se n > m, apenas as m primeiras
colunas de QQ e as m primeiras linhas de R sao computadas. Esta fatoracao sera utilizada

para ortonormalizar entre si as colunas de determinada matriz.

Decomposicao LUPQR

A decomposigao LUPQR [24] consiste em uma extensao da fatora¢ao LU de uma

matriz, em que M = LU, L. ¢ uma matriz triangular inferior e U ¢é triangular superior.



Conforme padronizado em documentagao de Matlab [29], a fatoragao LUPQR é
da forma P(R™'M)Q = LU e s6 ¢é feita para matrizes M esparsas nao nulas, conforme

é explicado na secao 2.4. Rescrevendo-se os termos obtém-se:

M = RP'LUQ™. (2.5)

A matriz L é triangular infeiror, U é triangular superior, P e Q sao matrizes de
permutacao e R é uma matriz diagonal de escala. Este tipo de fatoracao sera revisto

na secao 2.4.

Fatoragao de Cholesky

A fatoragao de Cholesky [3,27] tradicionalmente realiza a decomposi¢ao na forma
M = LL*, em que L é uma matriz triangular inferior. Para que a fatoragao funcione e

seja tnica, M deve ser positiva definida.

Ainda ha a decomposicao de M em fatores de Cholesky de baixo rank, da forma
M = ZZ*. Neste trabalho, esta decomposicao sera feita da seguinte forma: dada
matriz M, «, e o fator de Cholesky de baixo rank Z,,,,, com n > m, é utilizada uma
transformacao matricial com uma matriz V,,y,, de forma que M = VY VT e em seguida
¢ feita a fatoragao: M = Vchol(Y)VT = VLLTVT = (VL)Y(VL)T = ZZ*. O operador
chol( ) indica a decomposi¢ao de Cholesky.

Decomposi¢cao SVD

A decomposic¢ao em valores singulares (SVD, do inglés Singular Value Decomposi-
tion) [3,27,28] normalmente é utilizada em abordagens de aproximagao para resolugao
de sistemas lineares nao inversiveis por conta das matrizes nao serem quadradas, no
sentido de minimizar o erro quadratico desta aproximacao. O interesse de se utilizar
SVD neste trabalho est4 na obtencao dos valores singulares (de Hankel, como sera

explicado em segoes posteriores).

Dada a matriz M,,,,, a decomposicao inicia-se pelo problema de autovalores e

autovetores de MM7T:

det(\N — MM™) =0, (2.6)
(NI — MMz, = 0. (2.7)
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A raiz quadrada dos autovalores de M M7 leva aos valores singulares de M,
denotados por o(M), ou seja, o; = /A;. A decomposicio SVD de M é dada na
forma:

M =USV* (2.8)

em que U € R™" V € R™™ ¢ ambas sao ortonormais. As colunas de U e
de V sao chamadas de vetores singulares a esquerda e vetores singulares a direita,
respectivamente. Além disso, os autovetores z; obtidos na eq. 2.7 formam as colunas
da matriz U. A matriz ¥ € R™™ possui elementos nao nulos apenas em sua diagonal
principal e estes correspondem aos valores singulares de M, dispostos em ordem

decrescente do canto superior esquerdo ao canto inferior direito de X.

2.3 REPRESENTAGAO EM ESPAGO DE ESTADOS E SISTEMA DESCRITOR

Um sistema linear invariante no tempo, com n estados, m entradas, q saidas,

pode ser representado na forma de espago de estados Ygg [3]:

E%E{x@:Agw+Bmw 29)

Cx(t) + Du(t)

<

—~
~

SN—
I

em que x(t) € R™ é o vetor de estados, u(t) € R™ o vetor de entrada (ou de controle) e
y(t) € R? o vetor de saida; A € R"*™ é a matriz de estado ou de sistema, B € R"*™ ¢ a
matriz de entrada, C' € R?*" é a matriz de saida e D € R7*™ é a matriz de transmissao
direta. Com auxilio da transformada de Laplace, a funcao de transferéncia ou resposta

em frequéncia associada ao sistema (2.9) ¢ definida por H(s) = C(s] — A)™'B + D.

E possivel mostrar que, para a representacao em espacos de estados, os autovalores
do sistema, obtidos em det(s] — A) = 0, sdo iguais aos polos de sua fungao de
transferéncia, caso nao tenha cancelamento exato de polos com zeros. O conhecimento
da posicao dos autovalores ou polos de um sistema é de fundamental importancia para

a analise de estabilidade.

Assim, os n autovalores representam os modos naturais do sistema e aparecem
na resposta temporal como e*? [30]. Eles podem ser reais ou complexos. Se forem
complexos e o sistema fisico for real, como no caso dos sistemas de poténcia, os

autovalores sempre aparecem em pares conjugados.

11



A resposta de um sistema é composta por uma resposta natural e uma reposta
forgada [30]. Quando o sistema apresenta todos os seus autovalores reais negativos, a
resposta natural do sistema decresce exponencialmente e o valor final da saida sera o
da resposta forcada, adequadamente modificada em magnitude e fase. Se apresentar
um autovalor complexo conjugado, com a parte real negativa, esse modo oscilara com
amplitudes que decrescem exponencialmente em torno da resposta forcada. Nesse
caso, com o tempo a resposta forcada sera dominante. Por fim, se o sistema apresentar
um autovalor real positivo, ou com parte real positiva, a resposta do sistema cresce
exponencialmente e nunca tende a resposta forcada, o que caracteriza um sistema

instavel.

Os estados representados no vetor de estados x constituem o conjunto, normal-
mente minimo, de variaveis necessarias para representar o comportamento dinamico
do sistema linear. A representacao de sistema descritor acrescenta ainda variaveis
adicionais que nao trazem acréscimo de informacao a respeito da dindmica do sistema,
mas apenas explicitam informagoes de conexoes e relagoes, entre grandezas, que nao
armazenam energia ao longo do tempo. Estas sao as n, variaveis algébricas do sistema.

A representac@o na forma descritora ¢ da seguinte forma [3]:

X(t) = J1X(t) + JQZ(t) + Blu(t)
Yy=9q z(t) =0 = J3x(t) + Jaz(t) + Bou(t) (2.10)
y(t) = Ox(t) + Caz(t) + D,u(t)

em que z(t) € R" é um vetor de variaveis algébricas e J; [n X n} , Jo [n X nz] , J3 [nz X n} ,
Jy [nz X nz}, B [n X m}, By [nz X m}, 4 [q X n], Cy [q X nz], e D, [q X m] sao matrizes
esparsas de tamanho adequado. Para sistemas de poténcia reais, .JJ; € sempre inversivel
[5,31]. As matrizes J; também sao chamadas de matrizes jacobianas em razao de serem
resultado da aproximagao linear de primeiro grau no processo de linearizagao. Neste

trabalho, sera utilizada a linearizagdo adotada no aplicativo PacDyn [30, 32].

T
Denotando o vetor de estados aumentado por X = [x z} , pode-se rescrever Y ;:

e (f (?] ﬁ _ H _ jl ﬂ x|, ? .
EJ — nzxXn nz XNy z 3 4 z 2 (211)
y() = | o] [+ pa
VA
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Define-se a matriz jacobiana aumentada A, e as matrizes aumentadas B, e Cj:

Jy .
A= |70 72 (2.12)
Js Jy
B,
B, = B, , Oy = [Cl 02} (2.13)

As matrizes da representacdao em espaco de estados podem ser recuperadas a

partir das matrizes Jy, Ja, J3, Js, B1, Be, C1, Co, e D, por meio de [3]:

A = L —JJ7% s, B = B —JLJ'B,,

(2.14)
- 01—02J471J3, D == Da—Czjleg.

Q

2.4 ESPARSIDADE DE MATRIZES E OPERA(}@ES IMPLICITAS

Matrizes esparsas sao aquelas que possuem uma grande quantidade de elementos
nulos [25,26]. Convenciona-se que matrizes esparsas possuam menos de 1% de seus
elementos nao nulos. Conforme pode ser visto na Figura 2.1, a matriz de estados A de
determinado sistema de poténcia é muito densa, com cerca de 41.121% de elementos nao
nulos. Em contrapartida, a matriz jacobiana aumentada A, possui cerca de 0.06824%

de elementos nao nulos e certamente é esparsa, como pode ser visto na Figura 2.2.

Além disso, sua estrutura matricial e posicao dos elementos nao nulos nao é
completamente aleatéria, mas apresenta certos padroes que permitem tirar vantagem

em determinadas operacoes.

Na representacao de espaco de estados de sistemas de poténcia, a matriz de
estados A frequentemente é densa, com poucos elementos nulos. Em muitos casos,
dada a elevada ordem das matrizes de sistemas elétricos de poténcia, o calculo
de operagoes de inversao (A~!) e produtos matriciais se tornam dispendiosos e
provavelmente invidveis no ambito numérico-computacional. Uma alternativa que
tem sido amplamente utilizada na literatura cientifica trata-se do uso de estruturas
matriciais esparsas da representacao na forma descritora para a realizacao das mesmas

operacoes mencionadas, apenas de uma forma diferente, chamada implicita.
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Estrutura matricial de A [Caso 1]

500 8
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40

500

600 ki
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nao nulos = 151009

Figura 2.1: Estrutura matricial de A.

Estrutura matricial de A, [Caso 1]
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Figura 2.2: Estrutura matricial de A,.

Enquanto que as operagoes ditas explicitas sao realizadas diretamente na forma

AV e A7V as operacoes implicitas utilizam as matrizes esparsas da representacao
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descritora (Jy, Jo, J3, Jy, By, B, C1, Cy, e D,), como visto nas equagoes 2.10.
Desta forma, nao héa o calculo e armazenamento de A ou A~! nas operacoes implicitas.
Uma otimizacao para o desempenho das operacoes implicitas é o uso de determinadas
fatoragoes, como a LUPQR [24].

A seguir sera apresentado como realizar as operacoes de multiplicacao e inversao

matricial de forma implicita.

Inversao Matricial

Para a inversao matricial, inicia-se com a forma explicita X = A~'B, em que se
deseja calcular X, o que implica no sistema linear AX = B. Com base na eq. 2.14,

substitui-se para A e B:
(J1 — o J P J3) X = (B — JoJ; ' By). (2.15)

Ou melhor,

IX + L J (=T X + By) = By (2.16)

Criando-se a varidvel intermediaria I' = J; '(—J3X + By), chega-se a

J1X + J2F — Bl, (217>
J3 X + J,T = B. (2.18)

Agrupando-se em forma matricial, obtém-se [3]:
Ji S| | X
Js J4| | T

O sistema linear na eq. 2.19 é rapidamente resolvido e, como a solugao desejada
T
¢ Xpxn, € Na0 [X F} , faz-se:

ITL n On n. X
X,un = x g . (2.20)
0nz><n Onz><nZ F

B,
B,

(2.19)

No caso de ser necessaria uma operacao da forma X = A~'V, em que V nao

possui uma forma descritora como B,, pode-se utilizar, em lugar da eq. 2.19, a eq.

i)-

15

v (2.21)

Js  J4

Onle

[Jl J




A operacao de inversao matricial pode ser ainda mais otimizada agora que sao
utilizadas matrizes esparsas. Deve-se realizar a fatoragao LUPQR [24] de A,, ou seja,

Ay = Rua Pt LoaUau QL com subindice aa, e em seguida:

-1 | X
A, = RuuP,, LoaUaaQ,, . = B,. (2.22)
A solucao sera da forma
-[an 0n><nz —-17r-1 -1
X = QuaUyy Ly, Paa R, Ba. (2.23)
nz Xn nz Xng

Os procedimentos para inversao matricial envolvendo a matriz C sao analogos
pois serd utilizada da forma X = A=TC7T, em que o superindice —7 indica operacao

de inversao e transposicao da matriz.

Multiplicagao Matricial

Para a multiplicagdo matricial, inicia-se com a forma explicita X = AB, em que

se deseja calcular X. Com base na eq. 2.14, substitui-se para A e B:

X = (Jy — JoJ V) (B — JoJ ' By). (2.24)

Apesar de se utilizar a matriz A de forma implicita, na multiplicacao matricial
convém recuperar as matrizes B e C do espaco de estados, ja que esta recuperagao
demanda pouco esfor¢co computacional e pouco tempo. A recuperacao inicia-se pela
fatoracao LUPQR de Jy, ou seja, Jy = Rj4P]:11Lj4Uj4Q;41, com subindice j4, e em

seguida:
B =B — JyJ; "By = By — J,QuU;,' L;} PjuR;, Bo, (2.25)
T
C=0Cy—CoJi'Jy=C) — [R;EPJQL;EU;F rcrl s (2.26)
em que o superindice —7" indica operagao de inversao e transposicao da matriz. Uma
vez recuperadas as matrizes B e C, a multiplicacdo é simplesmente conduzida da

seguinte forma:

X =B — JyJ; ' J3B. (2.27)
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Novamente, a decomposi¢ao LUPQR [24] pode ser utilizada para melhorar o

desempenho dos calculos:

X = /\B — J,QuU;, Ly} PuR ;' J3B. (2.28)

Os procedimentos para multiplicacao pela matriz C sao andlogos pois sera
utilizada da forma X = ATCT. O mesmo é observado pela multiplicacdo por qualquer

matriz genérica V, de dimensoes adequadas.

2.5 ESTABILIDADE E EQUAQAO MATRICIAL DE LYAPUNOV

Seja um sistema nao linear & = f(x) aproximado linearmente pela forma:

i = Ax(t) (2.29)

Um primeiro método para verificagao da estabilidade de sistemas lineares passa
pelo conceito de modos estaveis e instaveis do proprio sistema. No caso de variaveis
continuas, os autovalores instéveis de A se localizam a direita no plano complexo (polos
sobre o eixo imaginario jw levam a uma situacao marginalmente estavel, e sao chamados
de autovalores criticos). Ja no caso discreto, a instabilidade é verificada pela presenga
de polos na regiao externa a um circulo unitario, no dominio 7. Esta metodologia de

andlise de estabilidade é referenciada como primeiro método de Lyapunov [23,28].

O segundo método de Lyapunov consiste no estudo do comportamento de deter-
minadas funcoes de campo vetorial que, para a estabilidade, devem assintoticamente
atingir algum ponto de equilibrio e permanecer em determinada vizinhanca deste ponto

de equilibrio, a partir de certo instante de tempo.
A estabilidade de Lyapuov é enunciada a seguir [23,28].

“Um ponto de equilibrio de um sistema dinamico invariante no tempo é estavel
se existe uma funcao escalar de Lyapunov L(z) continuamente diferenciével, de forma

que, ao longo de toda e qualquer trajetoria do sistema o seguinte é satisfeito:”
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L(z)>0,  L(0)=0 (2.30)

. dL dL

Normalmente, a fun¢ao de Lyapunov utilizada é da forma quadratica L(z) =

2T Pz, em que P é uma matriz simétrica positiva definida e invariante no tempo.

Para sistemas lineares, dado que as condigoes nas eq. 2.30 e eq. 2.31 devem valer

para qualquer estado do sistema na eq. 2.29, pode-se desenvolver:

L(a:) _ d(xthx) _
=iTPx+ 2T Pi =

= (Az)" Pz + 2" PAx =
= 2T AT Pz 4+ 2T PAx =
=zT(ATP+ PA)x

= 2T Qux

(2.32)

em que foi definido AT P+ PA = —Q, e Q deve ser positivo definido para que L(m) < 0.
Se for possivel encontrar uma matriz P positiva definida que leve a estes resultados,
o sistema ¢é estavel segundo concep¢ao de Lyapunov. Encontrar P é equivalente a

encontrar a solucao da equagao

ATP + PA =—Q, (2.33)

chamada de equagao algébrica matricial de Lyapunov, na forma continua. Todas as

matrizes da eq. 2.33 sd@o quadradas e de mesmas dimensoes que A.
Se a matriz A € R,,»,, possui todos os seus autovalores com parte real negativa, ou

seja, se é negativa definida, a eq. 2.33 possui uma tnica solucao P positiva definida [23].

Neste caso, a solugao P pode ser escrita da seguinte forma:

P:/ Qe Tdr. (2.34)
0

2.6 TRUNCAMENTO BALANCEADO DE FORMA GERAL

Nesta secao o truncamento balanceado na reducao de ordem é descrito de forma

generalizada, com proposito de apresentar como o método tem sido utilizado conforme

18



concepcao deste trabalho. E importante ressaltar que a técnica de truncamento
balanceado nao objetiva a obtengao dos valores exatos de polos do sistema original
(FOM), como é feito em truncamento modal, mas sim criar um MOR de ordem muito
reduzida com polos que podem ou nao coincidir com os polos do FOM. Em geral alguns

polos coincidem, como os de maior residuo.

Dado um sistema linear representado na forma de espacgo de estados, ou na forma
descritora, conforme se¢ao 2.3, o primeiro passo é resolver um par de equagoes de
Lyapunov, uma de controlabilidade e outra de observabilidade. A soluc¢ao P da eq. 2.33
foi renomeada de Xp e X, respectivamente. Estas solugoes sao chamadas de matrizes
graminianas de controlabilidade e observabilidade, respectivamente. Enquanto a
equacao de controlabilidade possui Q = BB”, a equacdo de observabilidade, em
estrutura transposta, possui C7C em lugar de Q e AT em lugar de A, em referéncia a
eq. 2.33.

AXp + XpAT = -BBT (2.35)
ATXo 4+ XA = -CTC. (2.36)

O par de equagoes 2.35 e 2.36 pode ser resolvido por métodos tradicionais, como
Bartels-Stewart [22]. Contudo, em razao da elevada ordem dos sistemas que serao
reduzidos, os métodos tradicionais se tornam ineficazes por demandarem tempo de
processamento muito elevado. Esta é a razao de se utilizar outros métodos, como o
EKS e ADI, para a solugao rapida das equagoes de Lyapunov, mesmo que estas solugoes

sejam aproximadas.

Uma vez obtidas as solucoes Xp e X, € realizada a decomposicao SVD do

produto X ;X com a finalidade de obter os valores singulares de Hankel.

Em contraposicao com a se¢ao 2.2, a decomposi¢ao SVD serd expressa na forma
X5 Xeo = UpXUg, em lugar da forma padrao UXV*, apenas uma mudanga de escrita.

Dado que X3 X é uma matriz quadrada de ordem n, pode-se escrever:

r T1r T9r 9T
Ubll Ublg e Ubln 01 0o ... 0 ucip UCip ... UCip
" ub21 Ubgg e Ubgn 0 oy ... 0 UCg1 UC22 ... UCop
XpXe=| . o : S . o o |(237)
ubn ubpe ... uby, 0 0 ... o, lucy ucpe ... ucyn
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em que (ub;;) e (uc;j) sdo os elementos de Up e Ug, respectivamente, e o1 > oy >
... > 0, sao os n valores singulares de Hankel, dispostos na diagonal de > de forma

decrescente.

Apos a obtencao dos valores singulares de Hankel, é realizado o truncamento até

o k-ésimo maior valor singular, o que definird a ordem k£ < n do MOR,

Ubll Ub12 Ce Ublk o1 0O ... 0
k Ubgl Ubgg N Ubgk 0 g9 ... 0
Uk = Yy =
Ubnl Ubng Ce Ubnk 0 0o ... O
(2.38)
- 97T
ucy; uUcip ... UCig
Uk B UC1 UC22 ... UCYL
o=
UCp1 UCp2 ... UCpk

Em seguida, sao construidas as matrizes de transformagao de ordem esquerda

Tr(n x k) e de tranformagao de ordem direita Tr(n x k), tal que TI Tr = Ixp [3]:

T, = real(Xp)UES, />

2.39
Ty = real(Xc)UES, (2:39)

em que real(X) é apenas a parte real de X, pois as matrizes de transformagao de ordem

devem ser reais.

Finalmente, o MOR é montado da seguinte forma:

Ap = TFATg,

Br = 1B, (2.40)
CR - OTR,

Dp = D

O Algoritmo 1 resume o procedimento geral para o truncamemto balanceado [3].
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Algorithm 1 /Algoritmo 1: Truncamento balanceado de forma geral.
ENTRADA: Matrizes do sistema na representacao de espago de estados (A, B, C,

D) ou descritora (Jy, Jo, Js, Jy4, By, By, Cy, Cy, D,), ordem k do MOR.
SAIDA: MOR na representagao de espago de estados (Ag, Br, Cg, Dg)

1: Inicializacao (fatoragoes, célculo de parametros e calculos iniciais).

2: Resolugao das equacoes de Lyapunov com a obtencao das matrizes graminianas
X B € Xc.
AXp+ XpA" = —-BB"
ATXe+ XcA=-C"C

3: Decomposicao SVD de X;Xc.

UpXUf = X5 Xo
4: Truncamento apods o k-ésimo maior valor singular de Hankel:
Uk =Ug(:;, 1:k) S = 3(Lk, 1:k) UL =Us(:, 1:k)
5. Calculo das matrizes de transformacao de ordem reais 77, e T como
T, = real(Xp)ULS? e Tr = real(Xo)UES, Y2,

em que 2,:1/ 2 corresponde a matriz com o inverso da raiz quadrada de elemento a
elemento de .
6: Montagem do MOR (Ag, Br, Cg e Dg):

Ap =TF ATk,
Br =1} B,
Cr = CTkg,
Dp=D
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Conforme concebido teoricamente, o truncamento balanceado requer que o
sistema a ser reduzido seja estavel. Contudo, muitos sistemas elétricos de poténcia,
quando linearizados em certo ponto de operacao, ocasionalmente geram modelos que
podem incluir alguns poucos modos instaveis de parte real positiva nao muito grande.
Isto se torna ainda mais acentuado quando nao sao incluidos dispositivos que foram

projetados para estabilizar a rede elétrica, como os PSS (Power System Stabilizers).

Um artificio que tem sido utilizado em outros trabalhos [3,17,21, 33| consite em
realizar um pequeno deslocamento/shift o na variavel s da transformada de Laplace,
de forma que s = p + a. Pode ser mostrado que, ao se realizar esta operagao, o
plano complexo na variavel p possui os seus polos deslocados a esquerda, em direcao
a estabilidade. Em termos da representacao de espago de estados, a tnica alteragao

consiste em realizar um deslocamento/shift na matriz de estados, tal que

{X(t) = A.x+Bu = (A—al,«x,)x+ Bu (2.41)

y(t)= Cx+ Du

é um sistema estavel, para um valor adequado de «, maior que a parte real do polo

mais instavel.

Apos esta operagao, a reducao de ordem ocorre sobre este novo sistema e apos
obtido o MOR (Aga, Br, Cr, Dg), é realizado um deslocamento/shift inverso da matriz
ARy

Ap = Apa + alpxp. (2.42)

Outra opgao é simplesmente reconstruir o MOR com as eq. 2.40 utilizando a matriz A

original sem shift.

No caso da representagao da forma descritora, o shift é feito da seguinte forma:

A—al =Jy— JoJ; ' Js —al =

2.43
(Jl—OKI)—J2J4_1J3:J1Q—JQJ4_1J3, ( )

ou seja, basta realizar o shift na matriz J;. No shift inverso, a eq. 2.42 pode ser

utilizada, ou simplesmente utilizar J; original, sem shift.

Normalmente, quando ha polos instaveis nos modelos a serem reduzidos, estes
polos possuem residuos associados relativamente elevados. Consequentemente, o MOR

geralmente incorpora fielmente as instabilidades do FOM, sem maiores dificulades.
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2.7 SADPA E DEFLACAO

O SADPA [9] (do inglés, Subspace Accelerated Dominant Pole Algorithm) é um
algoritmo que calcula de forma iterativa os polos dominantes e seus respectivos residuos
de sistemas de alta ordem. O processo requer pelo menos uma condigao inicial de shift
para direcionar o SADPA aos polos de interesse, o numero de polos desejados e a
tolerancia desejada para a convergéncia do método. Para mais informagoes a respeito

dos detalhes deste algoritmo, consultar [9].

Neste trabalho, com vistas a verificar se ha melhora na qualidade final da reducao
de ordem, foi implementado uma combinac¢ao hibrida entre SADPA e o método EKS.
Nesta combinacao, inicialmente o algoritmo SADPA ¢é utilizado para encontrar polos e
residuos de interesse, normalmente os polos instaveis e de maior residuo, os quais sao
utilizados para deflacionar o sistema original e tentar eliminar o efeito de tais polos
nos sinais de saida do sistema. Em seguida, o sistema deflacionado pode passar pela

reducao de ordem, em lugar do sitema original.

Embora o objetivo inicial desta combinacao hibrida tenha sido uma tentativa
falha de estabilizar o sistema sem a necessidade do shift «, percebeu-se que pode haver
uma melhora na qualidade da redugao de ordem com o uso de tal combinacao hibrida.

A seguir, o processo de deflagao é descrito com mais detalhes.

Inicialmente utiliza-se o SADPA para capturar alguns polos de interesse e seus
respectivos residuos. Estes polos capturados incluem aqueles instaveis do FOM, e
podem incluir também os de maior residuo, responséaveis pela presenca de picos de
magnitude nas respostas em frequéncia. Com tais polos e seus residuos identificados,
é utilizada uma construcao simples para representar os mesmos em espaco de estados,

de ordem ng, em que o subindice .S indica o sistema obtido pelos polos capturados pelo
SADPA:

xs(t) = A + B
Xs(t) = Asxs + Bsu (2.44)
ys(t) = 05XS + DSU

Considerando Dg = D = 0, sem perda de generalidade, deseja-se obter um

sistema deflacionado cuja saida corresponda a diferenca entre a saida do sistema

original, representado conforme segao 2.3, e a saida yg(t), ou seja,
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Yorr =Yrom —Ys = Cx — Cgxg = [C —CS} = CprLXDFL (2.45)

Xs

em que o subindice DFL indica o sistema deflacionado.

A partir da eq. 2.45, é escrita a deflagao pela expansao das matrizes do sistema:

A 07’L><7’LS
Ong Xn AS

B

xprL(t) = (Aprr)xprL + (Bprr)u = B
5

u

XpFL +
(2.46)

yorr(t) = [C’ —05'] XDFL

De fato, o sistema deflacionado posiciona polos muito proximos (a depender da
precisdo numérica do SADPA) a polos de interesse do sistema original, como os polos
instaveis, com a diferenca de atribuir, a estes novos polos, residuos de valor oposto
aos residuos dos polos do FOM, na tentativa de cancelar os efeitos de polos instaveis
na saida do sistema, por exemplo. Em principio, os polos instaveis continuam no

semiplano complexo direito, o que ndo dispensa o uso do deslocamento /shift «.

O sistema deflacionado representado na equacgao 2.46 pode sofrer a redugao de

ordem, em lugar do sistema original. Testes a respeito disso foram feitos no capitulo 5.
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Capitulo 3 METODO ADI

Neste capitulo serd abordado o método ADI, apresentando-se as principais
melhorias e otimizagoes do método provenientes de trabalhos anteriores. Ao final do
capitulo, uma secao esta reservada para discutir acerca dos parametros ADI e como

podem ser obtidos.

3.1 Alternating Direction Implicit (ADI)

Originalmente, o Alternating Direction Implicit (ADI) é um método iterativo
de diferencas finitas para a solucao numérica de equacoes diferenciais parciais, com a
vantagem de simplificar o problema ao resolver, em passos alternados, a diferenciagao

com respeito a cada variavel [34].
O desenvolvimento explicitado seré apenas da equacao de Lyapunov de controla-
bilidade AXp + XgAT = —BB”. Analogamente, os resultados podem ser diretamente

estendidos para a equacao de observabilidade.

A equagao de controlabilidade possui a seguinte forma iterativa ADI [3,10,11,18],

comi=1, 2, ..., lnaee:
(At D)Xy = =X (A" —wl) - BB (3.1)

em que p; € C~ é o i-ésimo de J parametros ADI de shift. O algoritmo inicia com
t=0e X = 0pxn. Se o numero de iteracoes for maior que o nimero .J de parametros
ADI, estes sao utilizados ciclicamente, ou seja, na i-ésima iteragao, é utilizado iy, com
k =1 mod J.

Embora os parametros ADI também realizem um deslocamento/shift na matriz

A (ou Ji, no caso implicito), estes nao devem ser confundidos com o shift « utilizado

com o propoésito de estabilizar o sistema. Essencialmente, a funcao dos parametros
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ADI é realizar um precondicionamento para a realizacao do processo iterativo, como

apresentado nas equagoes 3.1.

Desenvolvendo-se as equagoes 3.1,

X = —(A+wl) ™ X0 (A" —pl) — (A+ wI)~' BB" (3.2)
Xi = —(AT = ) X am(A+ D) — BBT(A+mD) "~ (33)

Substituindo-se a eq. 3.2 na eq. 3.3,

Xi= (AT =y )*(A+ 1) Xy (AT — ) (A + il )™+

(3.4)

H(—pi = pi)(A+ D) BB (A + pil) ™

O processo iterativo nas equagoes 3.1 é equivalente a [3,12]:
Xi= A,Xu A, —2pA7'BBTA (3.5)

em que A, = (AT — i, )*(A+ )™, A = (A+ wil) e pi = real(p;), [3].

O termo A, corresponde a transformacao espectral de Cayley [35], que mapeia
a tranformagao conforme do semiplano complexo esquerdo para um disco unitéario,
também utilizada para transformar a equacao de Lyapunov continua na forma discreta
[23]. Para a convergéncia do método, o raio espectral de A, deve ser menor que 1, logo
os parametros ADI sdo essenciais para a velocidade de convergéncia do método [10,23].

A forma como sao obtidos é discutida na segao 3.3.

3.2 MELHORIAS DO METODO DE TRABALHOS ANTERIORES

O método ADI sofre diversas adptagoes e melhorias ao longo dos anos. Uma delas
consiste em observar que as solugoes Xpg e X possuem baixo rank e sao simétricas

[10,12,19], o que permite a escrita da graminiana X como o produto de fatores de
Cholesky de baixo rank [3,10,19]:

X, = 7.7 (3.6)
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Em [10-12, 19, 20| é mostrado, com a substitui¢ao da eq. 3.6 na eq. 3.5, que
pode-se chegar ao chamado CF-ADI (do inglés, Cholesky Factor ADI):

Zl = v/ —2p1(A + ,ulf)_lB,
(3.7)
Zi = [ ANiZ(i_l) \/_2p2(A + ,U/Z[)_IB :| .
em que Z; € R™™ e m é o nimero de colunas de B, ou nimero de entradas do sistema.
Este algoritmo é muito mais eficiente ao lidar com os fatores de Cholesky em lugar das

matrizes X,,»,. Contudo, da forma como aparece nas equacgoes 3.7, o termo A, Z;_1)

¢ critico, pois Z(;_1) aumenta m colunas a cada iteragao.

O problema com o termo A,,, Z(;_1) é resolvido em |20}, com um reordenamento dos
parametros ADI e a inser¢ao de um passo intermediério, de forma a tornar constante

o nimero de colunas nas operacoes matriciais antes de aumentar Z;. Este método é
referido como LRCF-ADI (do inglés, low-rank Cholesky Factor ADI):

Z1 =T =+/ —2p1(A + ,ull)*lB,

L — —pi =y N7
=\ =5 [Ty = vi(A+ pd ) Ty (3.8)

Zz‘:[Z(z'—l) Tz]a =2, 3, ..., lmaz

em que y; = i + fig_q) [3,12].

Uma maior otimizagao do método ADI é realizada adaptando-se o LRCF-ADI
para operagoes implicitas com matrizes esparsas [3,21]. Este é o chamado SLRCF-ADI
(do inglés, sparse LRCF-ADI). Sao utilizadas as matrizes da forma descritora, conforme
vistas nas secoes 2.3 e 2.4. Os parametros ADI atuam de forma semelhante ao shift «,
deslocando apenas a matriz J;. Os termos como (A + 1) 'B e (A+ p 1) T;—1y sdo

calculados de forma implicita, genericamente chamados de M:

Ji+pld Jo| | M _ By (3.9)
Jg J4 F B2 ’ ‘
Jutpd S| 1M T (3.10)
Js Q| |T 0 '

e, em seguida, sdo utilizados nas expressoes em (3.8). Para maior otimizagdo, a
fatoracao LUPQR pode ser utilizada, ja que as matrizes envolvidas sao esparsas. Ver

secao 2.4.
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Os Algoritmos 2 e 3 apresentam, de forma resumida, a forma como foram

calculados Zg e Z- neste trabalho.

O Algoritmo 4 apresenta como o método ADI foi empregado no truncamento

balanceado, neste trabalho.

Algorithm 2 /Algoritmo 2: Célculo de Zp, em que Xp = ZpZk%.
ENTRADA: Matrizes do sistema na representagao de espago de estados (A, B) ou
descritora (Jy, Jo, Js, Jy, Bi, Bs), parametros ADI (uq, pa, ..., py) reais ou em

pares complexos conjugados, niimero maximo de iteragoes (Zmaz)-
SAIDA: Fator de Cholesky de baixo rank da graminiana de controlabilidade (Zp).
1: Inicializagao com fatoragoes LUPQR de A,, se houver.

2: Calculo pela equacoes 3.8, 3.9 e 3.10.

Jl-f-ulf JQ M . Bl
Js  Jy||T By|’
Z1 = T1 = —2p1M
Para:=2,... %4
Hi = PG mod gy
S+l Jo| (M| |Tii-1
Js  Jy| |T 0 |’
pi
T = Ty —viM|,
ey ]
Zi = [ Zi-y T ]
Fim
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Algorithm 3 /Algoritmo 3: Célculo de Z¢, em que X¢ = ZoZL.
ENTRADA: Matrizes do sistema na representa¢ao de espago de estados (A, C) ou

descritora (Jy, Jo, J3, Jy, C1, Cs), parametros ADI (uq, pa, ..., py) reais ou em
pares complexos conjugados, ntimero méaximo de iteragoes (Zmaz)-
SAIDA: Fator de Cholesky de baixo rank da graminiana de observabilidade (Z¢).
1: Inicializagao com fatoragoes LUPQR de AT ou transposigao de cada fator LUPQR
de A,.
2: Calculo pela equacoes 3.8, 3.9 e 3.10.

T
Jl + ,u1] JQ M - OlT
Js  Ju| |T crl’
Z1 = Tl = —2p1M
Parai:=2,..., 4
Hi = i mod gy
T
Ji+ il o M| T
Js Jy r 0 |’
—pPi
T = Tii—1y — M|,
e ]
Zi=| Zgy T |
Fim
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Algorithm 4 /Algoritmo 4: Truncamento Balanceado com Método ADI conforme

utilizado neste trabalho.

ENTRADA: Matrizes do sistema na representagao de espago de estados (A,B,C,D)

ou descritora (Jy, Jo, Js, Js, B1, Ba, C1, Cs, D,,), parametros ADI (pq, pia, . . -, ftg),

niamero maximo de iteragoes (imqz), ordem k do MOR, shift a.

SAIDA: MOR na representagao de espago de estados (Ag, Bg, Cg, Dg).

1:

Inicializagao (fatoragoes, shift com «, célculo de parametros (ADI) e calculos
iniciais).
Célculo de Zp e Z¢ pelos Algoritmos 2 e 3.
Decomposigao SVD de Z3;Zc¢.
UgXUf = Z5Z¢

Truncamento apds o k-ésimo maior valor singular de Hankel:

Uk =Ug(:;, 1:k) S =3(L:k, 1:k) UL = Us(:, 1:k)
Céalculo das matrizes de transformacao de ordem 77, e T como

Ty, = real(Zp)UES Y e T = real(Zo)UES, Y,

Montagem do MOR (Ag, Bg, Cr e Dg), com operagdes matriciais explicitas ou

implicitas (segao 2.4):

Ap =TI ATy,
Br =T[B,
Cr = CThg,
Dp=D

30



3.3 OBTENGCAO DOS PARAMETROS ADI

Os parametros ADI assumem vital fun¢ao no método, pois impactam diretamente
na taxa de convergéncia das iteracoes, se convergir. Ha diferentes técnicas que buscam
os parametros 6timos e subotimos [10,11,19,20, 36-42].

Uma forma tradicional [3,10,18,19,42| se baseia na resolugdo de um problema de

min < max (3.11)
{ul,...,,u,J} zER

em que R C C~, e R contém os autovalores da matriz de estados estavel A.

mini-max
J

pj =
H,uj-—l—x

J=1

Um procedimento heuristico [10, 11, 25| para resolver o problema da eq. 3.11
consiste em utilizar o processo de Arnoldi [43] para estimar os autovalores dominantes
de A. Basicamente, gera-se uma matriz de projegdo V., (w < n), cujas colunas,
ortonormais entre si, formam uma base em um subespago conveniente, comumente o

subespago de Krylov (ver cap. 4). A partir de entdo, uma matriz de Ritz é obtida por

H:;_+><w+ = (VT+><n)An><nVn><w+ (3.12)

w

e, como a dimensao de H* é reduzida, rapidamente sao computados os seus autovalores,
chamados de valores de Ritz estaveis, para A estavel. Estes w™ autovalores aproximam
os w maiores (em magnitude) polos de A. O mesmo processo é feito para A~1:

H- =V )AL Vi (3.13)

w—Xw™ w—Xn

em que os w~ autovalores de H~ sao também valores estéveis de Ritz e aproximam os
w™ menores (em magnitude) polos de A. Os (w' + w™) valores de Ritz compoem R.

O ntmero (w™ + w™) deve ser maior que 2.J para se obter J parametros ADI.

Uma alternativa para o calculo dos parametros ADI seria a possibilidade do
proprio usuério do método fixar manualmente os valores iy, o, ...,y de interesse.
Essa escolha de valores pode ser baseada na experiéncia do usuario, na analise de picos
da resposta em frequéncia do sistema, ou simplesmente arbitraria. Desta forma, pode-
se poupar tempo de processamento e esforco computacional se a escolha do parametros

for adequada.
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Capitulo 4 METODO EKS

Este capitulo objetiva a apresentacao do método EKS tal como foi utilizado neste
trabalho e nos testes computacionais. Serao apontados as principais formulacoes do
método e serao levantadas as diferentes variantes e possibilidades do EKS, na tentativa
de se avaliar qual destas variantes podem melhorar o desempenho e qualidade da

reducao de ordem.

4.1 SUBESPAGCOS DE KRYLOV

Semelhante ao conceito do método da poténcia [27], que aproxima os autovalores
de maiores magnitudes de uma matriz M, e do método da poténcia inversa, que se
aproxima dos menores autovalores de M, os subespagos de Krylov tradicional e inverso
sao utilizados em métodos iterativos modernos para aproximar os maiores e menores

autovalores, respectivamente.

O subespago original de Krylov, de dimensao w, é da forma [14,17,26,33,44]:
Kw(A,B)={B,AB,...,A"'B} , (4.1)

neste trabalho este subespago sera referido por Traditional Krylov Subspace (TKS).

O subespago inverso de Krylov, de dimensao w, ¢ da forma [14,17,33]:
Kuw(A™,B)={B,A"'B,A™B,..., A"V B} | (4.2)
neste trabalho este subespaco sera referido por Inverse Krylov Subspace (IKS).
A ideia de combinar as vantagens de ambos os subespacos influenciou uma

composi¢ao com ambos, denominada subespago estendido de Krylov, ou EKS (do
inglés, Extended Krylov Subspace), da forma [14,17,33|:

KE(A,B) = Kyw(A,B) + Ky(A™', B) =

- ‘) o (4.3)
{B,A"'B,AB,A*B, ..., A"VB A" B} .
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O EKS ¢ formado a partir do par de vetores [B A™'B] e gerado pelo par de
sequéncias de poténcias positivas e negativas de A premultiplicando B, que deve ter
apenas uma coluna (caso isso nao seja o caso, uma das colunas de B é selecionada).
Neste trabalho, a dimensao de KZ( A, B) seré convencionada como 2w, com w elementos
para cada sequéncia de poténcias de A. Alerta-se para nao confundir o termo EKS
com o método EKS, que utiliza o EKS para projetar o problema de estabilidade de

Lyapunov, e assim realizar a reducao de ordem pelo truncamento balanceado.

4.2 O MmETODO EKS

O método EKS se baseia no uso de matrizes V', com colunas ortonormais entre
si, que projetam a equacao de Lyapunov, com matrizes de ordem n, para um outro
dominio de menor dimensao em que uma solu¢ao aproximada possa ser obtida para
a equacao de Lyapunov, com menor custo computacional e de tempo. Em seguida,
uma projecao inversa da solucao retorna ao dominio n-dimensional. Neste trabalho, o
dominio de destino da projecao é o subespaco estendido de Krylov, de dimensao 2w,
ja que é gerado tanto pela sequéncia de poténcias positivas, de dimensao w, como pela

sequencia de poténcias negativas da matriz de estado, de dimensao w.

Para o funcionamento correto deste método, as matrizes de projecao devem ter
colunas ortonormais entre si, no sentido de que VIV = Iy, x2, € as colunas de Vinxow)
geram uma base no subespago estendido de Kylov. Por simplicidade as colunas da
matriz de projecao, V(,xaw), sao chamadas de vetores de Krylov. O desenvolvimento
a seguir ¢ realizado com a equacao de Lyapunov de controlabilidade, mas pode ser

diretamente estendido para a equacao de observabilidade.

A matriz de projecao Vg, em que o subindice B se refere a equagao de
controlabilidade, é construida pelo aciimulo de colunas oriundas de sucessivas operacoes
nos moldes de AB e A~'B. Estas operacoes podem ser otimizadas aproveitando-se as
melhorias que as operacoes implicitas e a fatoraggo LUPQR trouxeram ao método
ADI. O processo ¢ baseado no de Arnoldi [25,43] e requer, a cada itera¢do, uma
reortogonalizacao dos vetores de Krylov entre si. A maior parcela do tempo de

processamento estd nas sucessivas reortogonalizagoes na construcao de Vp.

Uma vez obtida Vg, de dimensdes (n X 2w), esta ¢ usada para projetar a equagao

de Lyapunov AXp + XpAT = —BBT no subespaco estendido de Krylov. Definindo-se
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TVT = VTA e E = VIB, e temporariamente omitindo-se o subindice B, ¢ feita a
projecao [14,17,33]

VT(AX + XAT)V = —VT(BBT)V
VIAXV +VIXATV = -VTB(V'B)" (0.4
TVIXV +VIX(VTA)T = —-EET '

T(VTXV)+ (VIXV)TT = —EET

O termo (VT XV) é substituido por Y, e assim, tem-se a equagio de Lyapunov

projetada no subespago de Krylov:

TY +YTT = —EET. (4.5)

A equac@o 4.5 possui dimensoes reduzidas (2w x 2w) e pode ser resolvido por
meios tradicionais, como Bartels-Stewart [22,23]. A solugao Yz é reprojetada para o

dominio original da seguinte forma:
Xp = VgYaVE. (4.6)

em que X p consiste em uma aproximacao de Xz e nao o seu valor exato, justamente
porque a proje¢ao V nao é uma transformacao de similaridade [27], mas reduz a ordem
das matrizes para 2w < n. Portanto, ha um residuo da forma R = AXB + XBAT +

BBT. Deve-se impor a seguinte condicdo ao residuo:
VTRV = O2wx2w- (47>

ou seja, a projecao do residuo R no subespago de Krylov deve ser nula. Esta é a
chamada condicao de Galerkin [14,17,33|.

Os Algoritmos 5 e 6 apresentam a forma de calcular as matrizes graminias Xp
e X¢ pelo método EKS, conforme concepcao deste trabalho. Muitas das instrugoes
destes algoritmos estao descritas em palavras em lugar de equagoes porque hé diferentes
formas de se realizar os mesmos passos, o que sera objeto de discussao da secao 4.3 e

de testes computacionais no capitulo 5.

O Algoritmo 7 apresenta, de forma generalizada, como o método EKS foi

empregado no truncamento balanceado, neste trabalho.
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Algorithm 5 /Algoritmo 5: Calculo de Xp.
ENTRADA: Matrizes do sistema na representagao de espago de estados (A, B) ou

descritora (Jy, Ja, J3, Jy, By, By), nimero méaximo de pares de vetores de Krylov

(w).
SAIDA: Aproximagao da matriz graminiana de controlabilidade (X B)-

1: Inicializacao com fatoracoes LUPQR de A, e de J,, se houver.

2: Calculo da matriz de projecao Vp.
e Calculo de My = A~'B por operacoes explicitas ou implicitas.
vi' = B )
Ortonormalizacao das colunas de VJS) entre si.

e Paraj=2,...,w

Selegao das duas tltimas colunas de VE(;j ):
Vi V| = VG 201:20)

Calculo de M; = AV, e My = A=V, por operacoes explicitas ou implicitas.

VP = VI My M,

Ortonormalizacao das colunas de VE(;j ) entre si.

Fim
3: Projecao de A e B:
T =VEIAVp
E=VIB
4: Solugao da equagao de Lyapunov por meios tradicionais (Bartels-Stewart):
TYp+YsT" = —EE"

5: Projegao inversa para obter solugao aproximada Xp:

Xp = VaYVE
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Algorithm 6 /Algoritmo 6: Calculo de X¢.
ENTRADA: Matrizes do sistema na representagao de espago de estados (A, C) ou

descritora (Jy, Ja, J3, Jy, Cy, Cy), nimero maximo de pares de vetores de Krylov

(w).
SAIDA: Aproximacio da matriz graminiana de observabilidade (X¢).

1: Inicializagao com fatoragoes LUPQR de A, ou AL e de Jy, se houver.

2: Calculo da matriz de projecao V.
e Calculo de My = A=TCT por operacoes explicitas ou implicitas.
v = o7 i)
Ortonormalizacao das colunas de Vé}) entre si.

e Paraj=2,...,w

Selegao das duas tltimas colunas de V(gj );
Vi | =V 201:20)

Calculo de M, = ATV} e My = A=V, por operacoes explicitas ou implicitas.

VO = VI My My

Ortonormalizacao das colunas de Vc(j ) entre si.

Fim
3: Projecao de AT e C7:
T =VEATV,
E=vICT
4: Solugao da equagao de Lyapunov por meios tradicionais (Bartels-Stewart):
TYe +YcT" = —EE"

5: Projegao inversa para obter solugao aproximada Xeo

Xeo = VeYeVE
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Algorithm 7 /Algoritmo 7: Truncamento Balanceado com Método EKS conforme

utilizado neste trabalho.
ENTRADA: Matrizes do sistema na representagao de espago de estados (A,B,C,D)

ou descritora (Jy, Jo, J3, Jy, By, Ba, C1, Cy, D,), ntimero maximo de pares de
vetores de Krylov (w), ordem k& do MOR, shift «.
SAIDA: MOR na representagao de espago de estados (Ag, Br, Cr, Dg).

1: Inicializacdo (fatoragoes, shift com «, célculos iniciais).

2. Calculo de X5 e Xo pelos Algoritmos 5 e 6.
3: Decomposigao SVD (ver secao 4.3.2).
4

: Truncamento apos o k-ésimo maior valor singular de Hankel:
Uk =Ug(:;, 1:k) S =3(Lk, 1:k) UL =Us(:, 1:k)

5: Calculo das matrizes de transformagcao de ordem T}, e Tx (ver segao 4.3.2).
6: Montagem do MOR (Ag, Bg, Cr e Dg), com operagoes matriciais explicitas ou

implicitas (segao 2.4):

Ap =TI ATy,
Br =T['B,
Cr = CTk,
Dp=D
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4.3 VARIANTES DO METODO EKS

Nesta secao serao apresentadas diferentes alternativas para alguns dos passos nos

Algoritmos 5, 6 e 7. Estes serao objeto de testes computacionais no capitulo 5.

4.3.1 COM RELACAO AS OPERACOES MATRICIAIS

As operagoes matriciais utilizadas no lago de célculo da matriz de projecao V/,
nos algoritmos 5 e 6, podem ser realizadas da forma explicita ou implicita, conforme
discutido nas secoes 2.2 e 2.4. Para melhor categorizacao e comparacao, realizada no
cap. 5, foram definidas quatro variantes com relacao as operagoes matriciais utilizadas:

A, B, C e D, descritas a seguir.
Variante A

Todas as operagoes matriciais realizadas sao explicitas, inclusive nas multiplica-
¢oes de projecao (T = VT AV). Isto & vantajoso quando ja se possui a matriz de estados
A e sua inversa armazenados. Caso contréario, deve-se calcular A = J; —.J,.J; ' J3, o que
pode se tornar invidvel para sistemas FOM de ordens muito elevadas. Esta variante
segue em oposicao ao que é indicado pela literatura cientifica, mas é colocada aqui

como referéncia de comparacao com as demais variantes.
Variante B

Todas as operagoes realizadas s@o implicitas. A matriz de estados A nao é
calculada nem armazenada, o que confere uma reducao no tempo de processamento.
Esta variante vai ao encontro do que é realizado nos métodos ADI, otimizados pelo uso
de apenas caculos implicitos com matrizes esparsas. Cabe observar que no célculo de

Ve utiliza-se também a decomposicao LUPQR de AZ.
Variante C

Nesta variante, calcula-se a matriz A por meio de A = J; — JoJ; ' Js e utiliza-se
esta matriz apenas nas multiplicagoes matriciais de forma direta e explicita, o que pode

ou nao conferir em uma vantagem, enquanto a inversao matricial é realizada como na
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variante B. Cabe observar que no calculo de Vi utiliza-se também a decomposicao
LUPQR de A7,

Variante D

Idem a variante C, com a diferenca de nao realizar a decomposi¢cao LUPQR de

AT 'mas aproveitar a fatoragio LUPQR de 4, da seguinte forma:

Como A, = RuuPy' LaaUaa QL)

aa

AT _ Q_TUT LT P—TRT

a aa~—aa— aa aa (4,8)
X X
Ao | 1| = Qoo VaaLawPaa Faa | | = Ca-

Pode-se afirmar que as variantes C e D sao hibridos das variantes A e B.

4.3.2 COM RELAGAO A DECOMPOSIGAO SVD

Conforme visto na se¢ao 4.2 nos Algoritmos 5, 6 e 7, o método EKS, conforme
concebido mneste trabalho, calcula as matrizes graminianas Xp e X¢ (ou suas
aproximagoes), e nao fatores de Cholesky de baixo rank como visto no método ADI.
A decomposi¢ao SVD no método EKS pode ser realizada sobre Xj;Xco. Contudo,
conforme serd visto nos testes computacionais do cap. 5, X;X¢c possui dimensoes
(n x n) e isto pode tornar a decomposi¢cao SVD muito lenta e inclusive inviavel, para

sistemas de ordens muito elevadas.

Observa-se que as matrizes de ordem n, quando projetadas no subespaco
estendido de Krylov, passam a ter ordem 2w < n. Em lugar de computar os n
valores singulares de Hankel, para depois truncar até o k-ésimo maior valor singular (e
os correspondentes vetores singulares), ha a possibilidade de apenas computar os 2w
maiores valores singulares de Hankel, e depois realizar o truncamento até oy, ja que,

em geral, k < 2w < n. Neste trabalho, sao indicadas duas formas de realizar isto.

Uma primeira forma consiste no artificio de criar fatores de Cholesky Z&! e Z¢k!
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da seguinte forma:

Xp = Z§hNZ28oNT =V chol(Yp)VE = Ve LgLLV]E =
= VBLB(VBLB)T = Z]cghol = VBLB R

(4.9)
Xo = ZgNZgNT = Vo chol(Ye)VE = VoL LEVE =
= Vch(Vch)T = Zgwl = VCLC s

e, em seguida, realizar a decomposi¢io SVD de (Z§hoh)*(Zgkt).

Apos realizada a decomposicao SVD nesta primeira forma, o truncamento é
realizado normalmente, conforme Algoritmo 7. Entretanto, é alterada a construgao

das matrizes de transformagao de ordem:

T, = real(Z¢HULS, '/

4.10
Tx = real(ZeYUES, '* . (4.10)

Contudo, a decomposi¢cdo de Cholesky em (4.9) requer que Yp e Yo sejam
positivas definidas, o que pode requerer um shift adicional 5 de magnitude na ordem de
grandeza do shift « utilizado, desde que « seja grande o suficiente. Em outras palavras,
nas equagoes 4.9 deve-se substituir chol(Yp) por chol(Yg + Blowxaw) € chol(Ye) por
chol(Yo + Blawxaw), em que B ~ «, para grandes valores de «, o que pode se tornar

um inconveniente.

Uma segunda forma de calcular os 2w maiores valores singulares de Hankel, sem
necessidade de fatorar as matrizes Yp e Y, é utilizar as matrizes de projecao Vg e V¢,
ja calculadas, para projetar )A(gf(c no subespaco de Krylov e obter aproximacoes pelos

fatores Z5% e Z%% desta projecao:

VE(X5Xc)Ve =
(XsVB)"(XcVe) = (4.11)
(Z5°) (28 .

E, como Xp = VaYaVE, Xo = VoYoVE e VIV = Lyyow, (4.11) € equivalente a

XpVp)*(XcVe) =
VeYsVE Vi) (VeYeVEVe) =
VeYg) (VeYe) =

Z ) (ZE)

(4.12)

o~ o~ o~ o~
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A decomposigio SVD para (4.11, 4.12) ¢é feita sobre o termo (Z5%)*(Z%%) =
(XsVe)*(XcVe) = (VaYp)*(VeYe). O truncamento é realizado normalmente,
conforme Algoritmo 7. Novamente, é alterada a forma de construcao das matrizes

de transformacao de ordem:

T, = real(Z0)UkS, /?

| 413
Ty = real(Z2 Y UES ' (4.13)

4.3.3 ORTONORMALIZAGAO

Como padrao para os testes realizados no capitulo 5, foi utilizada a decomposicao
QR como meio de ortonormalizar as colunas da matriz de projecao V', conforme se¢ao
2.2.

O processo de Gram-Schmidt, visto na se¢ao 2.2, também pode ser utilizado,
desde que em sua forma modificada computacionalmente estavel. Pela forma como
¢ implementado, normalmente este processo ¢ mais rapido que a decomposicao
QR. Contudo, ocasionalmente podem surgir erros de arrendondamento e outros que
acarretem na nao completa ortogonalidade entre os vetores de Krylov, ou norma nao
unitaria. Para refinamento da ortonormalizacao, assim que for obtida a matriz de

projecao Vi, xa., € realizada uma decomposicao QR desta.

Neste trabalho é sugerida uma terceira opgao de ortonormalizagao. Nos lagos
de calculo da matriz de projegao V', nos Algoritmos 5 e 6, as ortonormalizages sao
realizadas em cada uma das w iteragoes. Neste trabalho sugere-se a opgao de realizar
a decomposicao QR nao a cada iteracao, mas a cada 2, 3, ..., g iteragoes, enquanto que
nas demais iteracoes apenas sao acumuladas as colunas M; e My em V. Entretanto, se g
for muito grande, hé o risco de V' perder rank, dadas as sucessivas poténcias, positivas
e negativas, de A se acumulando sequencialmente nas colunas de V' sem nenhuma
ortonormalizagao até completar o bloco de g iteragoes . Caso isso acontega, o método
falha completamente. Esta forma de lidar com a ortonormalizacao sera denominada

decomposicao QR Inexata, ou simplesmente QRI a cada g iteragoes.
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Capitulo 5 RESULTADOS DE TESTES COMPUTACIONAIS

Este capitulo tem por finalidade apresentar os principais resultados obtidos de
testes e simulagoes computacionais, a partir da implementagao dos métodos expostos

nas segoes anteriores.

5.1 CONDICOES DE REALIZAGCAO DOS TESTES

Os testes computacionais e simulagoes foram realizados em software Matlab [29].
O equipamento utilizado foi microcomputador com Intel Core i7-2600 e 16 GB de
memoria RAM.

Foram utilizados 17 casos-exemplos de sistemas elétricos de poténcia. Os dados
destes sistemas foram gerados pelo software PacDyn, do CEPEL [30,32|. Um programa
c6digo denominado “Jacobian” foi utilizado para converter esses dados para o formato
de matrizes esparsas da representacao em sistema descritor, conforme descrito nas
secoes 2.3 e 2.4. Muitos trabalhos propuseram e utilizaram critérios de parada para
a reducao de ordem, seja na ordem do MOR, seja no nimeros de vetores de Krylov
utilizados nas matrizes de projecao [3,10-12, 14, 18, 33|, etc. Neste trabalho, estes
critérios nao foram utilizados a principio, optando-se por fixar os valores como a ordem
final do MOR e o ntimero de vetores, para possibilitar uma comparagao equiparével

entre diferentes métodos de truncamento balanceado.

A Tabela 5.1 apresenta, para cada um dos casos-exemplos, a ordem n de sua
matriz de estados, o nimero de variaveis algébricas n,, o nimero de polos iguais a
(ou aproximadamente) zero e os polos instéaveis, quando houver. Para a contagem do
numero de polos iguais a zero foram considerados os polos localizados dentro de um
disco de centro em zero e raio de 1071° rad/s. Observa-se que os casos 3 a 5, 10,
11, 15 e 16 sao intrinsicamente estaveis, logo teoricamente nao necessitariam de shifts
para a realizacao da reducao de ordem. Contudo, devido a questoes numéricas, um
pequeno deslocamento faz-se necessario em alguns deles, para que o processo funcione

adequadamente.
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Tabela 5.1: Casos-exemplos utilizados nos testes

Caso | Ordem Ny N¢ de polos no zero Polos instaveis
1 606 6529 0 0.002944659
0.029865618 + 4.878972432;
0.029865618 — 4.878972432;
2 839 7461 0
0.000215704 + 0.0106369177
0.000215704 — 0.0106369173
3 1142 8593 0 nenhum
4 1450 9815 0 nenhum
5) 1693 11582 0 nenhum
0.160010275 + 4.488225381%
6 1678 | 11548 0
0.160010275 — 4.4882253813
0.159846281 + 4.4875234414
0.159846281 — 4.4875234414
7 1678 | 11548 0
0.095176660 + 1.3515251027
0.095176660 — 1.3515251027
8 1998 | 13068 1 0.000308627658
9 2476 | 14385 5 0.002821871
10 3077 18051 7 nenhum
11 3078 18050 8 nenhum
0.001346598 + 0.0207504477
12 2477 | 14384 5
0.001346598 — 0.0207504473
0.000274466 + 0.020813489:
13 1999 | 13067 1
0.000274466 — 0.020813489:
14 607 6528 0 0.002722180
15 1143 8592 0 nenhum
16 1694 11581 0 nenhum
0.250253566 + 4.940138949:
0.250253566 — 4.9401389494
17 5727 | 34639 15
0.085618498 + 4.9018815657
0.085618498 — 4.9018815657
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Observa-se que os casos da Tabela 5.1 com maior nimero de polos instaveis e
polos na origem trazem maiores dificuldades para a reducao de ordem, sendo o CASO
17 o mais complexo dos apresentados. Além disso, ressalta-se que sistemas elétricos de

poténcia podem fornecer modelos lineares com ordens ainda maiores.

Como padrao, os testes com método EKS e ADI terao parametros (w = 120 e
k = 40), (uy = {—1/15, —0.7, =6, —13, =200}, inar = 200 e k = 40), respectivamente.
Os parametros ADI foram ajustados manualmente. Caso nao seja informado o
contrario, estes sdo os parametros que foram utilizados nos testes. A Tabela 5.2
apresenta, para cada um dos casos-exemplos, o deslocamento/shift « padrao utilizado
nos testes computacionais. A menos que seja dito o contrério, os testes que foram
realizados utilizaram esses valores de shift para estabilizar os sistemas instaveis e,

inclusive, para assegurar estabilidade numérica.

Tabela 5.2: Shifts utilizados de forma padrao

Caso Shift utilizado | Caso Shift utilizado | Caso Shift utilizado
1 0.0029451594 2 0.02988 3 0
4 0 5 0 6 0.18
7 0.2 8 0.004 9 0.01
10 0 11 0.001 12 0.0025
13 0.00038 14 0.01 15 0
16 0 17 0.251

Os resultados deste capitulo serao apresentados em forma de tabelas, resposta e
erro em frequéncia para o intervalo entre w = 107%rad/s e w = 10*rad/s (em maioria,
de magnitude, pois nos testes realizados foi verificado que a resposta da fase possui
comportamento anélogo ao de magnitude, para as mesmas faixas de frequécia), resposta
no tempo ao degrau de amplitude 0.1 pu, erro na resposta ao degrau, e alocagao dos
polos dos sistemas FOM e MOR.

Como indices para a avaliagdo do tempo de construgao do MOR e da qualidade
das respostas do MOR em relagao ao sistema original (FOM), convencionou-se o uso

dos indicativos de qualidade descritos a seguir.

TEMPO DE PROCESSAMENTO (TP): com o uso do Matlab, trata-se
apenas da simples afericao do tempo requerido na geracao do MOR desde a inicializacao
do método de reducao de ordem até a montagem das matrizes de ordem reduzida. Nao

inclui o tempo despendido no programa “Jacobian”, apresentado na fig. 5.1.
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INDICE DE ERRO RELATIVO (IER): seja Hron ¢ Hyor algum tipo de
resposta do sistema FOM e MOR, respectivamente, seja no dominio do tempo ou
da frequéncia, para as mesmas formas de entradas. O IER é utilizado para tentar
representar numericamente uma, espécie de erro relativo entre o desempenho do MOR
e do FOM. O IER é calculado da seguinte forma:

|Hronm — Huorl|

IER = , (5.1)

| Hroum|

em que || || é a norma-2 do vetor H, em cada caso. No caso, o erro é relativo porque

compara a norma da diferenca entre Hroyr € Hyjor com a referéncia, no caso Hrop.

INDICE DE ERRO RELATIVO COM TP (IERTP): na tentativa de reu-
nir as informagoes de ITER e de tempo de procesamento para gerar o MOR, este indice
representa o produto destas duas quantidades, no sentido em que quanto menor for o

IER e menor for o tempo de processamento, menor serd o IERTP.
IERTP =IFER x TP, (5.2)

em que TP é o tempo de processamento para gerar o MOR.

Tempo de processamento do codigo Jacobian
T T T

=
o
©
T
|

Tempo de processamento (s)

10 ' b

L 1 1 1 |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Ordem do sistema

Figura 5.1: Tempo para Jacobian em fungao da ordem do sistema.
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5.2 TESTES APENAS cOoM 0 METOoDO EKS

Nesta parte do capitulo serao apresentados os resultados dos testes conduzidos

somente relacionados ao método EKS.

5.2.1 OPERACOES IMPLICITAS VERSUS EXPLICITAS

Esta subse¢ao visa comparar o desempenho das operagoes matriciais nos moldes
de AV e A7V realizadas implicitamente e explicitamente, conforme visto na secao
2.4.

Primeiramente, ¢ apresentado o tempo demandado para se calcular a matriz de
estados A a partir de A = J; — JoJ; 'J3, com e sem fatoracdo LUPQR de J;. A Figura
5.2 permite realizar duas observagoes: primeiro, quanto maior o sistema, maior seré o
inconveniente de se calcular A e maior serd a desvantagem de se utilizar operagoes
explicitas; segundo, o uso de fatoracao LUPQR diminuiu de forma consideravel e

consistente o TP, em cerca de uma ordem de grandeza.
Em seguida, é apresentado o tempo para recuperacao das matrizes B e C. A fig.

5.3 indica que a recuperagao de ambas as matrizes requer apenas alguns milisegundos,

o que viabiliza a utilizacao das proprias matrizes B e C nos métodos de reducao.
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Figura 5.2: Tempo para calculo da matriz de estados por ordem de sistema.
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Figura 5.3: Tempo para recuperagao das matrizes B e C por ordem de sistema.
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Para avaliar o desempenho das operacoes implicitas e explicitas a cada iteracao
dentro do lago de célculo da matriz de proje¢ao Vg, conforme Algoritmo 5, sdo
apresentados o TP e erro relativo nas figuras 5.4 a 5.15, para os CASOS 1, 3, 11, 17. O
erro relativo é calculado de forma semelhante ao IER, mas utilizando como referéncia os
resultados das operagoes explicitas, para se avaliar se realmente os resultados calculados
implicitamente geram os mesmos resultados. Em outras palavras, sejam AV e A~V
as operacoes matriciais avaliadas. Se essas operagoes forem realizadas tanto na forma

explicita como implicita, o erro relativo é obtido por:

[(A™"V)gxpLicrta — (A7'V)vpricia |l
Erro); x o= , 5.3)
(Erroinversio (A='V)gxpLicrTAl (
I (AV)ExpricITA — (AV)IMPLICITA |
(Erro)multiplicagéo = : (5:4)

| (AV)ExpLICITA |

Conforme figs. 5.4, 5.7, 5.10 e 5.13, a multiplicagao matricial aparenta ser
ligeiramente mais rapida se realizada de forma explicita, para os casos de menor ordem,
1 e 3. Entretanto, conforme a ordem do sistema aumenta, essa vantagem desaparece

e, inclusive, a forma implicita resulta mais rapida para o CASO 17.

Conforme esperado para a inversio matricial, nos moldes de A7V, a forma
implicita apresenta substancial vantagem no TP, para todos os casos testados, como
pode ser observado nas figs. 5.5, 5.8, 5.11 e 5.14.

Em relacao ao erro relativo, as figs. 5.6, 5.9, 5.12 e 5.15 indicam que as operagoes
de multiplicacdo implicita geram resultados com erro relativo de cerca de 107 em
relacao aos resultados da forma explicita, enquanto que as inversoes implicitas levam
a erros entre 107 e 107!, a depender do caso. A razao para o erro ser maior nas
inversoes esta relacionado ao maior nimero de operacoes intermediarias realizadas na

forma implicita, como fatoragdes de A,, em comparacao com a multiplicacao implicita.
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Figura 5.4: Tempo de processamento na multiplica¢do matricial (caso 1).
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Figura 5.5: Tempo de processamento na inversao matricial (caso 1).
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Figura 5.6: Erro relativo entre op. explicitas e implicitas (caso 1).
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Figura 5.7: Tempo de processamento na multiplicacdo matricial (caso 3).
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Figura 5.8: Tempo de processamento na inversao matricial (caso 3).
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Figura 5.9: Erro relativo entre op. explicitas e implicitas (caso 3).
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Figura 5.10: Tempo de processamento na multiplica¢ao matricial (caso 11).
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Figura 5.11: Tempo de processamento na inversao matricial (caso 11).
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Figura 5.12: Erro relativo entre op. explicitas e implicitas (caso 11).
%1072 Tempo de processamento na multiplicagdo matricial [Caso 17]
9 \ \ \ \
—— Explicita
—6o— Implicita
8 - —
7 | -
6 |- —
5 -
4 - —
3R o 5 P 5 -
PIRAR 6 4 AT Y \ | { ¥
1
0 20 40 60 80 100 120
Iteracéo

Figura 5.13: Tempo de processamento na multiplica¢gdo matricial (caso 17).
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Figura 5.14: Tempo de processamento na inversao matricial (caso 17).
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Figura 5.15: Erro relativo entre op. explicitas e implicitas (caso 17).
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5.2.2 VARIANTES EKS

O objetivo desta subsecao é avaliar o desempenho das variantes A, B, C e D,

propostas na segao 4.3.

Primeiramente, seré avaliado o desempenho de cada variante no calculo de cada
graminiana Xpg e X, conforme Algoritmos 5 e 6, para todos os CASOS. As figs. 5.16 e
5.17 apresentam o TP para cada variante e o TP do calculo pelo método convencional
Bartels-Stewart |22, 23|, como referéncia de comparagao. Quanto maior a ordem do

sistema, mais o tempo demandado pelo método convenional se torna inviavel.

Para melhor comparacao entre apenas as variantes, a curva de referéncia é retirada
nas figs. 5.18 e 5.19. Em ambas as figuras, o desempenho das variantes A, C e D é
melhor que a variante B para sistemas de menores ordens. Entretanto, conforme se
aumenta a ordem do sistema, a variante A visivelmente possui desempenho pior que
as demais, enquanto que a variante B é ligeiramente melhor que as variantes C e D.
Dado que as variantes C e D s@o hibridos das variantes A e B, elas apresentam um
desempenho que tenta agrupar as vantagens de multiplicacao explicita da variante A

para sistemas de baixa ordem e as vantagens de inversao implicita da variante B.

As figs. 5.20 e 5.21 apresentam o IER no célculo de cada graminiana Xp e X¢,
para todos os CASOS, em que a referéncia é o calculo pelo método convencional Bartels-
Stewart. O importante nestas figuras nao é a forma das curvas e sim a comparagao
entre elas, dado que cada CASO responde com melhores ou piores IER. As variantes
C e D tendem a possuir o mesmo IER que a variante A, enquanto que a variante B é
ligeiramente melhor no calculo de X, mas nao no calculo de Xg. O sistema de maior
ordem, CASO 17, gerou maior IER entre as variantes e a referéncia, o que pode indicar

que a referéncia ja nao funciona bem para esse sistema de ordem alta.
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Figura 5.16: Tempo de processamento da graminiana Xpg.
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Figura 5.17: Tempo de processamento da graminiana X¢.
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Figura 5.19: Tempo de processamento da graminiana X, apenas variantes.
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Figura 5.21: IER no calculo de X para cada variante.
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Em seguida, avalia-se o desempenho de cada variante na reducao do sistema FOM,

nao apenas no calculo de cada graminiana, mas do inicio até a geracao do MOR.

Embora na fig. 5.22 nao se possa visualmente distinguir as curvas das variantes
na resposta em frequéncia (magnitude) do CASO 1, a fig. 5.23 permite comparar o erro
em frequéncia entre as variantes. A variante B apresenta erro ligeiramente menor na
maior parte da faixa de frequéncias, mas as quatro variantes apresentam alguns picos

no intervalo entre 4 ¢ 10 rad/s, mesmo que sejam picos de -15 dB.

As figs. 5.24 e 5.25 apresentam os mesmos tipos de graficos de resposta e erro
em frequéncia, para o CASO 2. Em ambas as figuras é possivel observar que todas
as variantes possuem um significativo erro em baixas frequéncias, associado ao pico de
baixa frequéncia que existe na resposta original do FOM, o qual dificulta a redugao de
ordem dado que existe um shift o minimo necessario para estabilizar o sistema (ver
se¢do 5.2.3 ). Quanto ao erro em frequéncia, as quatro variantes possuem desempenho

semelhante, que tende a melhorar nas frequéncias mais altas.

O CASO 11 também é avaliado nas figuras 5.26 e 5.27. Embora alguma diferenga
entre as curvas nao seja observavel na fig. 5.26, os erros sao visualizados na fig. 5.27.
As quatro variantes possuem desempenhos semelhantes, sendo que as variantes A e B
tiveram desempenhos um pouco melhor em algumas faixas de frequéncia. Todas as
variantes possuem um grande erro na faixa entre 2 e 10 rad/s, muito provavelmente
devido ao grande pico de larga banda que existe na resposta do FOM da fig. 5.26.
Grandes magnitudes na resposta em frequéncia tendem a ser acompanhados por

grandes erros nos MORs associados.
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Figura 5.23: Erro na resposta em frequéncia para cada variante (caso 1).
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[H{w)| (dB)

Resposta em frequéncia de cada variante [Caso 11]
50 T L T T T T T T T T T T T T
—— Full system (FOM)
----- MOR Variante A
“““ MOR Variante B

40H MOR Variante C |
..... MOR Variante D

-10 L TR R R | L TR R R | L TR T R R | L T R !
107 10" 10° 10" 10°
w (rad/s)
Figura 5.26: Resposta em frequéncia para cada variante (caso 11).
Erro na resposta em frequéncia [Caso 11]
|| — Variante A |
20 —— Variante B
Variante C
—— Variante D
0
-20
-40
-60
-80
-100
-120
T T | L
107 10" 10° 10 10
w (rad/s)

Figura 5.27: Erro na resposta em frequéncia para cada variante (caso 11).
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Utilizando-se os CASOS 1, 2, 3, 4, 9, 11, 16 e 17, sao avaliados os TP, IER e
IERTP do processo total de redugao de ordem para cada variante, conforme figuras
5.28 a 5.30.

De acordo com a fig. 5.28, a variante A resultou em maior TP que as demais,
enquanto que a variante B resultou mais rapida, ja que apenas utiliza operacgoes
implicitas. As variantes C e D ficaram em uma posicao intermedidria. Ja na fig.
5.29, o desempenho das variantes é semelhante, sendo que em alguns casos a variante

A resultou em IER ligeiramente superior, e em outros a variante B resultou em maior

IER.

Segundo a fig. 5.30, que tenta estabelecer uma ponderagao entre TP e IER, a
variante B resultou em menor IERTP, para os casos de maiores ordens. Além disso,
é visivel que, a despeito de ter melhor IER, o maior IERTP da variante A torna esta
opgao um pouco menos atrativa. As variantes C e D sdo convenientes para os casos de
média e baixa ordens. Durante o restante deste trabalho, os testes com método EKS

foram conduzidos utilizando-se as variantes B e C.

Tempo de processamento do MOR para cada variante
T T T

—— MOR Variante A
H —— MOR Variante B Casos 1,2,3,4,9,11,16e 17 §

MOR Variante C
—— MOR Variante D

=
o
(N
T

Tempo de processamento (s)

| 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Ordem do sistema

Figura 5.28: Tempo de processamento do MOR para cada variante.
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IER para cada variante

T T T
——MOR Variante A
[| —— MOR Variante B Casos 1, 2,3,4,9,11,16e 17 )
o MOR Variante C
10 " ——MOR Variante D ]
-2
fh10°r .
10 C 7
I | | | | | ]
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Ordem do sistema
Figura 5.29: IER no céalculo do MOR para cada variante.
IERTP para cada variante
L T T T
[| ——MOR Variante A ]
—— MOR Variante B Casos 1,2,3,4,9,11,16e 17
I MOR Variante C |
0 || ——MOR Variante D i
10" ¢ 1
107 ]
o F ]
= r b
e [ ,
1] [ i
107 E 5
10°E .
i | | | | | i
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

Ordem do sistema

Figura 5.30: IERTP no calculo do MOR para cada variante.
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5.2.3 VARIAGCAO DOS PARAMETROS

A finalidade desta subsecao é verificar o comportamento do método EKS com
a variacao de parametros constitutivos do mesmo, como o shift o, o nimero 2w de

vetores de Krylov e a ordem & do MOR.

Sensibilidade ao shift «

Com o CASO 1, é avaliada a qualidade da reducao de ordem para os seguintes
shifts a: 1000, 100, 10, 1, 0.1, 0.0029451594, sendo este dltimo praticamente o valor
minimo necessario para que o sistema deslocado ainda seja estével (ver Tabela 5.2).
Os resultados sao apresentado na forma de resposta em frequéncia (magnitude e fase),

e polos do sistema, nas figuras 5.31 a 5.36.

Na fig. 5.31 é visto que, a medida que o shift o diminui, a curva do MOR
adere & curva original do FOM a uma frequéncia inferior, até aderir por completo no
menor shift. J& a fig. 5.32 apresenta o erro em frequéncia para cada shift, em que os
maiores shifts levam a maiores erros em baixa frequéncia, enquanto que os menores
shifts tentam distribuir esse erro para todas as frequéncias. Isso ocorre pela razao de
que um elevado valor de shift « prioriza a reducao de ordem para as frequéncias mais

altas.

As figuras 5.33 e 5.34 apresentam a resposta de fase e desvio de fase em frequéncia,
e apresentam comportamento analogo ao observado nas figuras de magnitude, inclusive

para as mesmas faixas de frequéncias.
As figuras 5.35 e 5.36 apresentam os polos do sistema. Observa-se que os menores

shifts geraram polos de MOR mais proximos do polos estaveis do FOM que se localizam

perto do zero, o que esta de acordo com o observado nas figuras anteriores.
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Sensibilidade da resposta em frequéncia para diferentes shifts [Caso 1]
50 T T T T T T T T T T T T T T T T

451

40

[H(w) (dB)

15T —Full system (FOM)
—— MOR shift = 1000
10}{ —— MOR shift = 100
““““ MOR shift = 10
gl MOR shift = 1
““““ MOR shift = 0.1
—— MOR shift = 0.0029451594 1
O n I I 1T L L TR
107 10" 10°

w (rad/s)

Figura 5.31: Sensibilidade da resposta em frequéncia para diferentes shifts (caso 1).

Médulo do erro na resposta em frequéncia [Caso 1]

[Hiw) = Hyor (w)| (dB)

60 — — ‘ —
40
200
0
-20
-40
-60
-80F “““““ TN
—— MOR shift = 1000 Pon T
—-100{ —— MOR shift = 100
“““““ MOR shift = 10
| MOR shift = 1 = |
—1200 MOR shift = 0.1
—— MOR shift = 0.0029451594 h
_140_2 T T \\\\\\1_1 L wwwlo wwmll “‘2
10 10 10 10 10

w (rad/s)

Figura 5.32: Mddulo do erro da resposta em frequéncia (caso 1).
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Sensibilidade da fase para diferentes shifts [Caso 1]

200 —— —— —
150
100
50
m
>
o
2
1]
[}
<
L
-50
—— Full system (FOM)
—100 | —— MOR shift = 1000
—— MOR shift = 100
“““““ MOR shift = 10
—150 MOR shift = 1
“““““ MOR shift = 0.1
—— MOR shift = 0.0029451594 1 1
_200 T T i U T W S T Rt n T R R N B n n IR
107 107" 10° 10 10
w (rad/s)
Figura 5.33: Sensibilidade da fase para diferentes shifts (caso 1).
Defasagem entre FOM e MOR para diversos shifts [Caso 1]
— — —r
102 L '2 , \ -
100 L R |
m
]
g
2107
£
[
[=))
(]
(%]
8
o
0 10 4l
—— MOR shift = 1000
10— MOR shift = 100
“““““ MOR shift = 10
"""" MOR shift =1
“““““ MOR shift = 0.1
—— MOR shift = 0.0029451594
1078 T T S B W L L TR | L L TR | L 1 L
-2 -1 0 1
10 10 10 10 10

w (rad/s)

Figura 5.34: Defasagem entre FOM e MOR para diferentes shifts (caso 1).
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Polos do sistema para diferentes shifts [Caso 1]

15 T T O
;e o e x
o MOR shift =1 X x x
@ MOR shift = 100 x * n 2% ’;’3& o
107 & MOR shift= 10 ° * 2w 1
0 MOR shift=1
© MOR shift=0.1 * L T
— 5L| © MOR shift = 0.0029451594 ° ° -
£ x ®
-‘3 x X ° ®
S % o @
3 x*
O #em0 X XXm30C MK X X XXM X XX OXX EXO MK XXX X X X 8= x%—
=y x X% O ®
E x °
2 * ° x ®
w _gl -
5 ° :
x “ ¥
° o *
-10r x o X%y B
x o
%X x X §g X;{%
® x x
-15 | | Vo |
=15 -10 -5 0
Eixo real (1/s)
Figura 5.35: Polos do sistema para diferentes shifts (caso 1).
Polos do sistema para diferentes shifts [Caso 1]
8 X T T \ T
X X Full system (FOM)
@ MOR shift = 1000 xx* % °
6"l o MOR shift = 100 o 1
o MOR shift =10 o« o
4| © MORshift=1 i
© MOR shift=0.1 ®o
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3 2+ -
E e L]
g
& X o ]
£ 0% X X0 00K X MK XX W00 XX XX X o BX o omo o o -
D
©
£ ) ]
2 -2F 1
L
o
-4+ ®o _
« %8
_67 u x —
° o o o X o
% X
-8 b4
-05 -0.4 -03 -0.2 -0.1 0 0.1
Eixo real (1/s)
Figura 5.36: Polos do sistema para diferentes shifts (caso 1), imagem aumentada.
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Por fim, a Figura 5.37 apresenta a evolucao do IER desde o minimo valor de shift
a que garante a estabilizacao do sistema até o valor de o = 1000. Pode-se visualizar
que a reducao gradativa do shift leva a um menor, e melhor, IER. A tnica restricao se
encontra nos shifts muito proximos ao valor do polo instével real do FOM. Neste caso,

o método nao consegue reduzir o sistema deslocado com polo no zero, o que cria um
alto pico de IER.

Cabe ressaltar que a diminuicao do valor de shift « utilizado tende a melhorar
a qualidade do MOR nas frequéncias mais baixas. Entretanto, a existéncia de um
limite inferior para a, como sendo o minimo valor tedrico necesséario para se estabilizar
o sistema, pode impedir que se atinja uma qualidade satisfatoria, especialmente nas

menores frequéncias.

IER em fung&o do shift a [Caso 1]

10°

-1

10

IER

-2

10

AR il il PR | | C

-3 -2 -1

10 10 10 10° 10 10 10
SHIFT a

Figura 5.37: IER em funcao do shift « (caso 1).
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Sensibilidade ao niimero w de pares de vetores de Krylov

Nesta subsecao sera avaliado como a reducao de ordem é afetada pelo ntmero
de vetores de Krylov, ou seja, a dimensao 2w em que sao projetadas as equagoes de
Lyapunov, como visto no capitulo 4. Esta analise apresentou algumas dificuldades
inerentes ao métodos, pois a qualidade do MOR é dependente nao apenas do valor de
w de forma desacoplada, mas de w e do shift a utilizado. Os testes foram conduzidos
com « = 0.0030.

As figuras 5.38 a 5.43 apresentam o desempenho da redugao de ordem do CASO
1 para os seguintes valores de w: 40, 80, 120 e 160.

A resposta de magnitude em frequéncia, fig. 5.38, indica que a redugao com
w = 40 nao foi boa. Para confirmar isso, a fig. 5.39 apresenta o erro em frequéncia
e, embora as baixas e mais altas frequéncias possuam baixo erro, a selecao w = 40
acarretou em um excessivo pico de erro exatamente onde estao os picos na resposta em
frequéncia do FOM. Os valores de w iguais a 80, 120 e 160 geraram erros semelhantes,

com algumas diferengas em baixa frequéncia por influéncia do shift a.

As figuras 5.40 e 5.41 apresentam a resposta de fase e desvio de fase em frequéncia,
e apresentam comportamento analogo ao observado nas figuras de magnitude, inclusive

para as mesmas faixas de frequéncias.

Os polos do sistema sao vistos nas figuras 5.42 e 5.43 e, novamente, o pior
resultado estd em w = 40, em que o MOR apresenta polos de baixa frequéncia mal

alocados, enquanto que os demais se aproximam bastante do polos originais do FOM.
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[H{w)| (dB)

[H(jw) = Hyog (w)| (dB)

Sensibilidade da resposta com o n° de vetores de Krylov [Caso 1]

50 L T T T T 777 T T T T T T T T T T T T T T
—— Full system (FOM)
— w=40
- --w=80
---w=120
401 - - - w=160
35+
30+
25+
20F
151
10f
57
0 L L | L L | L L
107 10" 10°
w (rad/s)
Figura 5.38: Resposta em frequéncia para diferentes valores de w (caso 1).
Médulo do erro na resposta em frequéncia [Caso 1]
40 — —r —r ‘ ey

Ll Ll Lol L
10° 10 10° 10 10
w (rad/s)

Figura 5.39: Erro em frequéncia para diferentes valores de w (caso 1).
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Sensibilidade da fase com o n° de vetores de Krylov [Caso 1]

200 T IS N EEE e A
—— Full system (FOM)
— w=40 \
150 = == w=80
-=-=-w=120
---w=160 i
100+ B
50 b
m
=}
o
2 ok _
w s
0
<
L
_507 —
-100- B
-150- B
_200 L L M| L L M| L L M| L L L
107 10" 0o’ 10" 10
w (rad/s)
Figura 5.40: Sensibilidade da fase para diferentes valores de w (caso 1).
Defasagem entre FOM e MOR para diferentes n° de vetores de Krylov [Caso 1]
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Figura 5.41: Defasagem entre FOM e MOR para diferentes valores de w (caso 1).
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Eixo imaginario (rad/s)

Eixo imaginario (rad/s)

Polos do sistema para diferentes n° de vetores de Krylov [Caso 1]

15 T T
X Full system (FOM)
O w=40
w =80 O X
10H w =120
w = 160
L x
5,
X X
OF MKK X I XK X K] XX X M XK XX X
X %
_5,
O X
_10,
O X
-15 ‘ :
-15 -10 -5 0
Eixo real (1/s)
Figura 5.42: Polos do sistema para diversos w (caso 1).
Polos do sistema para diferentes n° de vetores de Krylov [Caso 1]
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Figura 5.43: Polos do sistema para diversos w (caso 1), imagem aumentada.
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Em seguida, variando-se o valor de w de 40 até 160, sao verificados o TP, IER e
IERTP nas figuras 5.44 a 5.46.

Conforme esperado, na fig. 5.44 é visto que o aumento de w leva a um crescente
TP, especialmente devido ao aumento do niimero de reortonormalizagoes realizadas na

cosntrucao de Vg e Vi, conforme Algoritmos 5 e 6.

Na Figura 5.45, o desempenho melhor é observado na faixa entre w = 60 e
w = 140. Contudo, ponderando-se TP e IER, o IERTP da fig. 5.46 resultou melhor
no intervalo w = 60 a w = 120, para o CASO 1.

Tempo de processamento do MOR em funcéo do rn° de vetores de Krylov [Caso 1]
T T T T T

Tempo de processamento (s)

0 | |
40 60 80 100 120 140 160

Figura 5.44: Tempo de processamento do MOR para diversos w (caso 1).
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IER em funcéo do n° de vetores de Krylov [Caso 1]
10 T T T

-1

10

IER

2 | | | | |

10

40 60 80 100 120 140

Figura 5.45: IER para diversos w (caso 1).

IERTP em funcéo do n° de vetores de Krylov [Caso 1]

160

IERTP

40 60 80 100 120 140

Figura 5.46: IERTP para diversos w (caso 1).
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Sensibilidade & ordem £ do MOR

Uma vez obtidos os valores singulares de Hankel, o valor £ do truncamento ira
determinar a ordem do MOR e a sua qualidade. O objetivo desta subsegao é verificar

como a qualidade final do MOR ¢é influenciada pela escolha de k.

As figuras 5.47 a 5.51 apresentam os resultados para os seguintes valores de k: 1,
10, 20, 40, 60 e 100, para o CASO 1.

A resposta de magnitude em frequéncia e o respectivo erro sao apresentados nas
figs. 5.47 e 5.48. Os valores de k iguais a 1, 10 e 20 resultaram em redugoes de ordem
de baixa qualidade, enquanto que os valores de 60 e 100 foram os melhores. O valor
de 40 forneceu um MOR de qualidade muito boa, com erro quase tao baixo quanto
nos MORs de ordem 60 e 100. Conforme observado para o CASO 1, sistemas de
poténcia dificilmente serao bem representados por modelos com apenas 1, 2, ..., 10
polos. Dada a complexidade que estes sistemas podem assumir, o MOR pode necessitar

atingir ordens em torno de 40 ou 50 para um desempenho satisfatério minimo.

As figuras 5.49 e 5.50 apresentam a resposta de fase e desvio de fase em frequéncia,
e apresentam comportamento analogo ao observado nas figuras de magnitude, inclusive

para as mesmas faixas de frequéncias.

Os polos do sistema sao vistos na fig. 5.51. O MOR de ordem 1 tem seu tnico
polo sobre o polo instéavel do FOM, provavelmente devido ao seu alto residuo. Os MORs
de ordem 10 e 20 nao conseguem se aproximar bem dos polos de baixa frequéncia do

FOM, enquanto que os de ordem 40, 60 e 100 o fazem.

Por fim, a fig. 5.52 apresenta a evolucao do IER em funcao da variagao de k de
1 a 100. Inicialmente o IER decresce com o aumento de k, mas aproximadamente a
partir de k = 50 o valor de IER aparenta nao variar, o que indica que aumentar o valor

de k a partir desse valor nao acarretara em um MOR de melhor qualidade.
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[HU®) = Hyor ()] (dB)

Sensibilidade da resposta com a ordem do MOR [Caso 1]
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Figura 5.47: Resposta em frequéncia para diferentes ordens de MOR (caso 1).

Médulo do erro na resposta em frequéncia [Caso 1]
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Figura 5.48: Mddulo do erro da resposta em frequéncia (caso 1).
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FASE (graus)

Defasagem (graus)

Sensibilidade da fase com a ordem do MOR [Caso 1]

200 ‘ e T —
— Full system (FOM)
—— MOR ordem 1
150H —™— MOR ordem 10
“““““ MOR ordem 20
"""" MOR ordem 40
100H MOR ordem 60 B
—— MOR ordem 100
50\ |
OW ““““ - =
_507 —
-100¢ B
-150 b
-200 i R RN | R RN | i R RS | i T R )
107 107" 10° 10 10°
w (rad/s)
Figura 5.49: Sensibilidade da fase para diferentes ordens de MOR (caso 1).
Defasagem entre FOM e MOR para diferentes ordens do MOR [Caso 1]
e e R ‘
10
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——MOR ordem 1
—— MOR ordem 10
“““““ MOR ordem 20
Sl MOR ordem 40
10 e MOR ordem 60 7
—— MOR ordem 100 1 1 1
107 10" 10° 10" 10°
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Figura 5.50: Defasagem entre FOM e MOR para diferentes ordens de MOR (caso 1).

78



Eixo imaginario (rad/s)

IER

Polos do sistema para diferentes ordenss de MOR [Caso 1]
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Figura 5.51: Polos do sistema para diferentes ordens de MOR (caso 1).
s IER em fun¢&o da ordem do modelo reduzido [Caso 1]
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Figura 5.52: IER em func@o da ordem k£ do MOR (caso 1).
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5.2.4 'TESTES COM OUTRAS ORTONORMALIZAQ()ES

Em referéncia a secao 4.3.3, esta subsecao avaliara o desempenho da reducao
de ordem com as seguintes formas de ortonormalizacao: decomposicao QR, processo
de Gram-Schmidt, QRI a cada 2 iteracoes, QRI a cada 3 iteracoes e QRI a cada 4
iteragoes. Foram utilizados nos testes os CASOS 1, 5 11 e 17.

Iniciando-se pelo CASO 1, a resposta em frequéncia e o respectivo erro sao
apresentados nas figuras 5.53 e 5.54. Embora o QRI a 4 tenha apresentado um grande

pico de erro, o QRI a 2 e QRI a 3 tiveram os melhores desempenhos.

O CASO 5, apresentado nas figuras 5.55 e 5.56, também teve o QRI a 4 como
pior resultado. Entre os melhores desempenhos estao o QRI a 2 e a decomposigao
QR. O grande pico do FOM na fig. 5.55 reflete o grande erro existente nas mesmas

frequéncias, para todas as ortonormalizacoes.

Valem as mesmas observagoes para o CASO 11, apresentado nas figuras 5.57 e
5.58, com a diferenca de que obtiveram melhor resultado o QRI a 2 e o processo de

Gram-Schmidt.

As figuras 5.59 e 5.60 apresentam a resposta em frequéncia e o respectivo erro
para o CASO 17. Todos os cinco MORs apresentaram um grande pico no erro, mas
o pior pico foi com QRI a 4. Além disso, ha um grande erro em baixa frequéncia,
provavelmente devido ao grande shift utilizado, conforme Tabela 5.2. O processo de
Gram-Schmidt e o QRI a 3 geraram bons resultados fora da regiao do pico ou de baixa

frequéncia.

A razao de o QRI a 4 nao ser muito bom provavelmente se deve ao grande
intervalo de iteracoes em que o método de construcao das matrizes Vz e Vo permanece
sem reortonormalizar suas colunas. Pelo visto, 4 iteragoes sem reortonormalizacao é

um numero suficiente para deteriorar muito a qualidade do MOR.
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[H(jw) = Hyog (w)| (dB)

Resposta em frequéncia para difererentes ortonormalizacdes [Caso 1]
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Figura 5.53: Resposta em frequéncia para diferentes ortonormalizagoes (caso 1).

Erro na resposta em frequéncia [Caso 1]
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Figura 5.54: Erro em frequéncia para diferentes ortonormalizagoes (caso 1).
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[HU®) = Hyor ()] (dB)

[H{w)| (dB)

Resposta em frequéncia para difererentes ortonormalizacdes [Caso 5]

50 T L T T T T T T T T T T T T
—— Full system (FOM)
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-=--QRla4
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___QR

w (rad/s)

0 . P R S | . P R S | . P R SR | . P R !
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Figura 5.55: Resposta em frequéncia para diferentes ortonormalizagoes (caso 5).

Erro na resposta em frequéncia [Caso 5]
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Figura 5.56: Erro em frequéncia para diferentes ortonormalizagdes (caso 5).
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[HU®) = Hyor ()] (dB)

[H{w)| (dB)

Resposta em frequéncia para difererentes ortonormalizagdes [Caso 11]

50 ! — T T T T 17 ' T T T ' T T T T ' T TTT
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Figura 5.57: Resposta em frequéncia para diferentes ortonormalizagoes (caso 11).

Erro na resposta em frequéncia [Caso 11]
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Figura 5.58: Erro em frequéncia para diferentes ortonormalizagoes (caso 11).

83



[H{w)| (dB)

[HU®) = Hyor ()] (dB)

Resposta em frequéncia para difererentes ortonormalizagdes [Caso 17]
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Figura 5.59: Resposta em frequéncia para diferentes ortonormalizagoes (caso 17).

Erro na resposta em frequéncia [Caso 17]
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Figura 5.60: Erro em frequéncia para diferentes ortonormalizagoes (caso 17).
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Utilizando-se os mesmos CASOS 1, 5, 11 e 17, sao avaliados o TP, IER e IERTP
pela ordem do sistema, nas figs. 5.61 a 5.63.

Conforme esperado, na fig. 5.61 a decomposicao QR ¢ a mais lenta e
TP(QRI a2) > TP(QRI a3) > TP(QRI a 4), jA que mais processos de reortonor-
malizacoes sao evitados. O processo de Gram-Schmidt permaneceu em uma posicao
intermediaria entre o QRI a 2 e o QRI a 3.

O QRI a 4 apresentou pior IER na fig. 5.62, enquanto que os melhores foram a
decomposicao QR, 0 QRI a 2 e 0 QRI a 3. Quanto ao IERTP na fig. 5.63, os melhores
resultados foram do QRI a 2 e QRI a 3, que possuem boas combinagoes de IER e TP.

Tempo de processamento do MOR para cada ortonormalizacdo
T T T

——OQRIlaZ2

——OQRla3 .-

10' H——QRIa4 e 4
rl = = = Gram-Schmidt PR 1

H---0R

Tempo de processamento (s)

| 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Ordem do sistema

Figura 5.61: Tempo de processamento para diferentes ortonormalizagoes.
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IER

IERTP

IER para cada ortonormalizac&o

10 ¢ T T T ]
| —o0QRIa2 1
[ —OQRIa3 1
H ——OQRI a4 1
[l = = = Gram—Schmidt ]
L - - QR 4
107 r =
10_2 E 3
10°F E
L ! ! ! ! ! ]
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Ordem do sistema
Figura 5.62: IER para diferentes ortonormalizagoes.
s IERTP para cada ortonormalizacéo
10 E T T T 3]
f——QRla2 ]
| —OQRIa3 1
H——OQRI a4 1
rl = = = Gram—-Schmidt 1
10° OR 3
10 .
107 E e
107 E e
i | | | | | ]
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Ordem do sistema
Figura 5.63: IERTP para diferentes ortonormalizagoes.
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5.2.5 DIFERENTES FORMAS DE SVD

Com base na secao 4.3.2, esta subsecao tem por fins a comparacao da decom-
posicao SVD realizada na forma original, na forma fatorada por Cholesky e na forma
que utiliza as matrizes de projecao Vg e V. Inicialmente, é apresentado o TP da
decomposi¢ao SVD para todos os CASOS, na fig. 5.64. O formato original claramente
¢ inviavel para sistemas de grandes ordens. Por outro lado, SVD por projecao se

mostrou o mais rapido.

Em seguida, ¢é realizada a redugao de ordem do CASO 1 pelas trés formas de SVD.
A fig. 5.65 apresenta os 2w (w = 120) maiores valores singulares de Hankel obtidos
pelas trés formas de SVD. Os valores obtidos pelo SVD de projecao aparentam coincidir
com o SVD original, o que é confirmado na fig. 5.66, que mostra o baixo erro relativo
entre as duas formas. Entretanto, os valores singulares obtidos no SVD por Cholesky
destoam significativamente dos valores do SVD original. Além disso, observou-se que o
SVD por Cholesky requer altos valores de shift a para poder funcionar, ja que depende

de Yg e Yo serem positivas definidas.

Tempo de processamento do SVD pela ordem do sistema
I I I

[ I

Hl —— SVD original
[| — SVD por Cholesky
|| = SVD por projecéo

=
o
(N
T

Tempo de processamento do SVD (s)
=)
T

_—

L 1 | L 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Ordem do sistema

Figura 5.64: Tempo de processamento do SVD pela ordem do sistema.
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10 T

Os 2w valores singulares obtidos de diferentes formas [caso 1]

Magnitude dos valores singulares de Hankel

—— SVD original
—— SVD por Cholesky
—— SVD por projegao []

0 50

100

i—ésimo valor singular

150

200

Figura 5.65: Os 2w valores singulares para diferentes formas de SVD (caso 1).

Erro relativo para os 2w valores singulares [caso 1]
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Figura 5.66: Erro

i—ésimo valor singular

relativo dos 2w valores singulares (caso 1).
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O fato de os valores singulares de Hankel obtidos no SVD por Cholesky serem
diferentes nao impede a reducao de ordem, como pode ser visto nas figuras 5.67 e
5.68. Para o = 0.01 utilizado, o erro em frequéncia entre FOM e MOR é mais do que
satisfatorio.

Resposta em frequéncia com SVD por Cholesky [caso 1]
45 — ‘ — ‘ ——

—— Full system (FOM) _
.. MOR a =0.01

401

w
al
T

w
o
T

N
[
T

[H{w)| (dB)

N
o
T

=
al
T

=
o
T

O L L L M| L L L M| L L L M| L L L L
10 107 10° 10" 107
w (rad/s)

Figura 5.67: Resposta em frequéncia com SVD por Cholesky (caso 1).

Erro em frequéncia com SVD por Cholesky [caso 1]
-15 S ‘ S S

[H(o) — Hyog (@) (dB)

-70 T T | L
10 10 10° 10 10
w (rad/s)

Figura 5.68: Erro em frequéncia com SVD por Cholesky (caso 1).
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5.2.6 COMBINAGCAO HIiBRIDA coM SADPA

A finalidade dos testes desta subsecao é verificar a qualidade da combinagao
hibrida do método EKS com o SADPA, como visto na segao 2.7.

Inicialmente sao verificados tempo e qualidade dos polos capturados pelo SADPA.
Para o CASO 17, o SADPA foi executado com precisao de 1072, com o vetor
so = {(10719), (:107'%), (0.085618 + 4.90197), (0.25025 + 4.94014), (i10~%), (10715)}
de condicoes iniciais de busca dos polos. Primeiramente foram pedidos 6 polos,
apresentados na Tabela 5.3, juntamente com os respectivos residuos. O tempo para o
SADPA encontra-los foi de 11.31195 segundos.

Tabela 5.3: 6 polos capturados pelo SADPA e seus respectivos residuos (caso 17)

Polos capturados Residuo
0.0856184980763 - 4.90188156474i| 112.664586649 - 4.375098176181i
0.0856184980763 + 4.90188156474i| 112.664586649 + 4.375098176181i

—0.0105993110522217 0.00689445699910059
—0.00731344982604621 —0.0036913004358479
—0.00776504305564836 —0.00344573105742217
—0.00159938539714115 —0.000032555808893897

Como nao foram capturados todos os polos instaveis, o SADPA foi novamente
executado e pediu-se 36 polos, com mesma precisao e vetor so de condigdes iniciais. A
Tabela 5.4 apresenta estes polos e seus residuos, em que aparecem destacados os polos
instaveis e alguns polos proximos ao zero, mas que nao estao no zero. O tempo de
execucao foi de 51.63316 segundos. Em comparagao, os métodos de reducao de ordem

por truncamento balanceado necessitam de poucos segundos para gerar o MOR.

As figuras 5.69 e 5.70 apresentam os diagramas de polos do FOM e dos polos
capturados pelo SADPA. Como pode ser visto, o SADPA teve dificuldades de encontrar
o par de polos instaveis 0.2502535655201 4+ 4.9401389485967 j4 que possuem menor
residuo que o outro par de polos instaveis. Além disso, nenhum dos 15 polos no zero
foi capturado. Isto significa que o SADPA precisa ser adequadamente inicializado para
busca dos polos proximos a zero, tarefa que esta fora do escopo desta pesquisa. Estas
desvantagens e o grande tempo demandado pelo SADPA nao o tornam competitivo

contra os demais métodos de reducao de ordem.
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Tabela 5.4: 36 polos capturados pelo SADPA e seus respectivos residuos (caso 17)

Polos capturados

Residuo

-8.35273497889124 + 2.268222714631541
-8.35273497889124 - 2.268222714631541
0.0856184980763 - 4.90188156474i
0.0856184980763 + 4.90188156474i
-0.33181429562147 + 4.333371100663051
-0.33181429562147 - 4.333371100663051
-7.51816824377237 + 3.378675996896251
-7.51816824377237 - 3.378675996896251
-0.34309499683851 + 4.367468796234331
-0.34309499683851 - 4.367468796234331
0.2502535655201 + 4.9401389485961
0.2502535655201 - 4.940138948596i
-8.3491435706885 + 1.975677570064481
-8.3491435706885 - 1.975677570064481
-0.41934028433295 + 5.559147369304591
-0.41934028433295 - 5.559147369304591
-0.0105993110522217
-0.00731344982604621
-0.00776504305564836
-0.55086579917574 + 6.35588602435039i
-0.55086579917574 - 6.355886024350391
-0.658449999306999 + 6.634330738879151
-0.658449999306999 - 6.63433073887915i
-0.662770439463135 - 6.62652992028138i
-0.662770439463135 + 6.626529920281381
-0.825912084501224 + 8.259473779661121
-0.825912084501224 - 8.25947377966112i
-0.554935069489101 - 6.374055633873941
-0.554935069489101 + 6.374055633873941
-0.433746526696563 + 6.571620917267431
-0.433746526696563 - 6.57162091726743i
-0.822507753279262 + 8.222379488055471
-0.822507753279262 - 8.22237948805547i
-0.324045413798339 + 6.70115349653061
-0.324045413798339 - 6.70115349653061

-0.00159938539714115

11.9564374808606 - 373.541442646309i
11.9564374808606 + 373.541442646309i
112.664586649 - 4.375098176181i
112.664586649 + 4.375098176181i
-36.9845817084879 + 81.41378399105551
-36.9845817084879 - 81.41378399105551
7.98934548187433 - 152.6407527893141
7.9893454818743 + 152.6407527893141
24.411836584231 - 46.17130064842421
24.411836584231 + 46.17130064842421
5.527876529253 + 40.081223347779i
5.527876529253 - 40.081223347779i
-15.5560245895195 - 67.95695409484771
-15.5560245895195 + 67.95695409484 771
13.9075022102342 - 12.16667905653011
13.9075022102342 + 12.16667905653011
0.00689445699910059

-0.0036913004358479
-0.00344573105742217
2.09818033798145 - 1.009957184470411
2.09818033798145 + 1.00995718447041i
2.2973496179545 + 0.3700775820120171
2.2973496179545 - 0.3700775820120171
-0.296650953388341 - 1.462961914461481
-0.296650953388341 + 1.46296191446148i
-1.8331227718751 + 0.1297553385259211
-1.8331227718751 - 0.129755338525921i1
1.09315336637133 + 0.5782533486354431
1.09315336637133 - 0.5782533486354431
-0.526403752586632 - 0.1628143481782541
-0.526403752586632 + 0.1628143481782541
-0.0848538595420937 - 0.416945458097171
-0.0848538595420937 + 0.416945458097171
0.292901540771613 - 0.145102400188915i1
0.292901540771612 + 0.1451024001889151
-0.000032555808893897

91



Eixo imaginario (rad/s)

Eixo imaginario (rad/s)

Polos capturados pelos SADPA
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Figura 5.69: 6 polos do sistema capturados pelo SADPA (caso 17).
Polos capturados pelo SADPA
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8 . )«x X X X [ Polos capturados pelo SADPA
» = X
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Figura 5.70: 36 polos do sistema capturados pelo SADPA (caso 17).
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Em seguida, foram realizados testes da combinagao hibrida do método EKS com
SADPA, com os CASOS 2, 13 e 17. Em realidade, o SADPA apenas foi utilizado para
capturar os polos instaveis desses sistemas, que foram transformados em um sistema
(As, Bs,Cg, Dg), conforme segao 2.7, e utilizados na deflagdo do FOM original pela

expansao de suas matrizes.

As figs. 5.71 e 5.72 apresentam os resultados para o CASO 2, com « = 0.2988.
Sem o SADPA, o MOR nao acompanha o pico de baixa frequéncia do FOM. Contudo,
com o auxilio do SADPA, o novo MOR possui o erro reduzido neste pico de baixa
frequéncia. O termo SADPA inicial se refere a resposta em frequéncia e o erro em
frequéncia do sistema (Ag, Bg, Cs, Dg). Na fig. 5.71, o SADPA inicial se adere bem
ao pico de baixa frequéncia e ao pico existente em frequéncia mais alta. De fato, o erro
em frequéncia do SADPA inicial, fig. 5.72, é exatamente a resposta em frequéncia do

sistema deflacionado yprr, = yron — ys, que passara pela reducao de ordem.

As mesmas observagdes valem para o CASO 13 (o = 0.00038), nas figs. 5.73
e 5.74, com a diferenca de que o SADPA inicial se adere apenas ao pico de baixa

frequéncia, pouco interferindo com o pico de larga banda na frequéncia mais alta.

O CASO 17, contudo, nao gerou bons resultados para a = 0.251. De fato, pelas
figs. 5.75 e 5.76, a combinagao com o SADPA piorou completamente o desempenho do
MOR. Entretanto, para o = 0.8, as figs. 5.77 e 5.78 mostram que a combinac¢ao com o
SADPA melhorou um pouco o erro no pico de banda larga, as custas de um erro maior

em outras frequéncias.

Pode-se concluir que, embora a combinac¢ao hibrida com o SADPA nao seja
competitiva em razao do longo TP demandado pelo SADPA, esta combinacao pode
ser utilizada para melhorar a qualidade final do MOR, especialmente melhorando a
resposta em baixa frequéncia em que existem picos no FOM. O processo funciona

melhor para altos valores de a.
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[H{w)| (dB)

[HU®) = Hyor ()] (dB)

Resposta em frequéncia com e sem SADPA [Caso 2]
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Figura 5.71: Resposta em frequéncia com e sem SADPA (caso 2).
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Figura 5.72: Erro em frequéncia com e sem SADPA (caso 2).
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[H{w)| (dB)

[HU®) = Hyor ()] (dB)

Resposta em frequéncia com e sem SADPA [Caso 13]
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Figura 5.73: Resposta em frequéncia com e sem SADPA (caso 13).
Erro em frequéncia com e sem SADPA [Caso 13]
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Figura 5.74: Erro em frequéncia com
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[H(jw) = Hyog (w)| (dB)

Resposta em frequéncia com e sem SADPA [Caso 17]
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Figura 5.75: Resposta em frequéncia com e sem SADPA o = 0.261 (caso 17).

Erro em frequéncia com e sem SADPA [Caso 17]
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Figura 5.76: Erro em frequéncia com e sem SADPA « = 0.261 (caso 17).
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[HU®) = Hyor ()] (dB)

Resposta em frequéncia com e sem SADPA [Caso 17]
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Figura 5.77: Resposta em frequéncia com e sem SADPA « = 0.8 (caso 17).
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Figura 5.78: Erro em frequéncia com e sem SADPA « = 0.8 (caso 17).
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5.2.7 COMPARAGAO COM OUTROS SUBESPACOS DE KRYLOV

Realizou-se uma comparacao do método EKS com os métodos de projegao nos

subespagos tradicional (TKS) e inverso (IKS) de Krylov.

Os resultados para o CASO 1 sao apresentados nas figs. 5.79 a 5.81. Enquanto
que o TKS possui um alto erro em baixas frequéncias e o IKS possui desempenho
inverso, sendo pior em altas frequéncias, o EKS tende a permanecer em uma posicao
intermediaria, com erros satisfatorios em baixas e altas frequéncias. O mesmo pode ser
visto nos polos da fig. 5.81, j4 que o TKS possui dificuldade em alocar os seus polos

nos polos de baixa frequéncia do FOM, inclusive ignorando o polo instavel.

As mesmas observacoes podem ser realizadas de forma mais acentuada para os
resultados do CASO 11, nas figuras 5.82 a 5.84. Os comportamentos complementares
do TKS e IKS estao bastante destacados nas figs. 5.82 e 5.83. Os polos de EKS e
do IKS coincidem com muitos dos polos de baixa frequéncia do FOM, ao contrario do

TKS, como pode ser visto na fig. 5.84.

As mesmas observagoes do CASO 11 valem para o CASO 13, mostrado nas figuras
5.85 a 5.87.

No CASO 17, o IKS apresentou resultado melhor que o TKS na maior parte das
frequéncias, enquanto que o EKS permaneceu em uma posi¢ao intermediaria. Contudo,
o pico de banda larga do FOM causou um grande pico de erro nos trés MORs, conforme
figs. 5.88 e 5.89. Na figura 5.90 ¢é visto que os polos do TKS estao mal alocados para

baixas frequéncias, enquanto que o IKS e o EKS tendem a coincidir com os polos do
FOM.
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[H(jw) = Hyog (w)| (dB)

[H{w)| (dB)

Resposta em frequéncia para diferentes subespacos [Caso 1]
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Figura 5.79: Resposta em frequéncia para diferentes subespagos (caso 1).

Erro na resposta em frequéncia para diferentes subespagos [Caso 1]
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Figura 5.80: Erro em frequéncia para diferentes subespagos (caso 1).
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Figura 5.81: Polos do sistema para diferentes subespagos (caso 1).
Resposta em frequéncia para diferentes subespacgos [Caso 11]
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Figura 5.83: Erro em frequéncia para diferentes subespagos (caso 11).
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Figura 5.84: Polos do sistema para diferentes subespagos (caso 11).
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Figura 5.85: Resposta em frequéncia para diferentes subespagos (caso 13).
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Figura 5.86: Erro em frequéncia para diferentes subespagos (caso 13).
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Figura 5.87: Polos do sistema para diferentes subespagos (caso 13).
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Figura 5.88: Resposta em frequéncia para diferentes subespagos (caso 17).
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Figura 5.90: Polos do sistema para diferentes subespagos (caso 17).
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Utilizando-se os mesmos CASOS 1, 11, 13 e 17, sao avaliados o TP, IER e IERTP

para diferentes subespacos, com resultados nas figs. 5.91 a 5.93.

Na fig. 5.91 é observado que o IKS é mais rapido que os demais, visto que somente
utiliza inversoes matriciais implicitas, mais rapidas que as multiplicagoes matriciais

explicitas, pois a variante C foi utilizada.
Em relagao ao IER e IERTP, das figuras 5.92 e 5.93, o EKS obteve melhor

resultado na maior parte dos casos, ao combinar as vantagens em altas e baixas

frequéncias do TKS e do IKS, respectivamente.

Tempo de processamento do MOR para cada subespaco
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1
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o
o
S
)
o
o
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@
'_
10° | | | | |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

Ordem do sistema

Figura 5.91: Tempo de processamento para diferentes subespacos
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Figura 5.92: IER para diferentes subespacos
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Figura 5.93: IERTP para diferentes subespagos
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5.3 TESTES APENAS COM O METODO ADI

Nesta parte do capitulo serao apresentados os resultados de alguns testes

conduzidos com o método ADI.

5.3.1 TEMPO E QUALIDADE COM E SEM O CALCULO DOS PARAMETROS ADI

Nesta subsecao ¢é verificada a possibilidade de se ajustar manualmente os
parametros ADI sem a necessidade dos célculos dos mesmos, conforme descrito na
secao 3.3. Os parametros ADI ajustados manualmente sao os mesmos do padrao, p; =
{-=1/15, —=0.7, —6, —13, —200}.

Para o calculo dos parametros ADI é utilizado codigo baseado no Lyapack [10,11],
que utiliza o processo de Arnoldi com k™ valores de Ritz referentes a A e k= valores
de Ritz referentes a A~!, para calular Ly parametros ADI. Nos testes foram utilizados

apenas parametros ADI reais, negativos.

Para k* = 20, k&~ = 10 e Ly = 5, e denotando ADI c.p. para refe-
rir ao método ADI com o calculo dos parametros, os pardmetros calculados
para o CASO 1 foram: p; ={ —0.0198089452803852, —0.0198089452803852,
—4.82874047316625, —4.82874047316625, —101.931417154135 }. O tempo total da
redugao de ordem neste caso foi 4.173801189954431 s. Enquanto isso, o tempo total
foi de 0.898733797227442 s com o ajuste manual dos parametros. Foi utilizado shift
a = 0.012. As figuras 5.94 a 5.98 apresentam o desempenho dos dois MORs. Embora
as curvas nas figs. 5.94 e 5.96 aparentam ser visualmente coincidentes, as curvas de
erro podem ser analisadas nas figs. 5.95 e 5.97. Em termos de resposta em frequéncia
e no tempo, sao muito semelhantes, sendo o MOR obtido com parametros ajustados
manualmente (sem c.p.) ligeiramente pior. Na fig. 5.98, os polos de ambos os MORs

estao alocados em configuracao semelhante.

Para diminuir o tempo do c.p., utilizou-se k™ = 10, k= =5 e Ly = 5, o que levou
a um tempo de 2.212092623644 s para gerar o MOR. A fig. 5.99 apresenta apenas o
erro em frequéncia. Embora o ADI c.p. tenha sido um pouco mais rapido do que antes,
o desempenho de seu MOR esté4 muito inferior ao ADI sem c.p., pois apresenta uma

regiao com grande erro em frequéncia.
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Os valores de k™ e k= devem ser suficientemente grandes para o calculo resultar
em bons parametros ADI, embora o consumo de tempo seja grande. Para poupar esse
tempo de processamento, o usuério pode ajustar manualmente os parametros de seu

interesse, e obter bons resultados de MOR.

Resposta em frequéncia para ADI vs. ADI c.p. [caso 1]

—— Full system (FOM)
“““ MOR ADI
----- MOR ADI c.p.

50

451

401

351

[H(w)| (dB)
&

20~

151~

101

0 | | o | Lo
10 107 10° 10 10
w (rad/s)

Figura 5.94: Resposta em frequéncia com e sem c.p. (caso 1)

Erro na resposta em frequéncia para ADI vs. ADI c.p. [caso 1]
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Figura 5.95: Erro em frequéncia com e sem c.p. (caso 1)
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IY(® = Ymor ® (pU)
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Resposta no dominio do tempo [caso 1]
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Figura 5.96: Resposta no dominio do tempo com e sem c.p. (caso 1)
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Figura 5.97: Erro no dominio do tempo com e sem c.p. (caso 1)
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Figura 5.98: Polos do sistema com e sem c.p. (caso 1)
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Figura 5.99: Erro em frequéncia com e sem c.p. (caso 1), c.p. ruim
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5.3.2 VARIAGCAO DOS PARAMETROS ADI

O objetivo desta subsecao é verificar a evolugao do IER com a variacao dos
parametros ADI. Foram realizadas a variagao do método ADI utilizando um parametro
(1 € a variacao simultanea de dois parametros, p; e ps. O CASO 1 foi utilizado nos

testes, com shift « fixo igual ao da Tabela 5.2.

A fig. 5.100 apresenta o IER em funcao de —pu,, para facilitar a visualizagao.
Para o caso em que se utiliza um parametro ADI, o CASO 1 resulta melhor na faixa

entre —pu; = 0.3 e —py = 3.

A fig. 5.101 apresenta o IER em funcao de —puy e —puo, de forma conjunta. Para
melhor visualizagao, as curvas de nivel da fig. 5.101 sao colocadas na fig. 5.102, em
que a regiao em branco é a de menor IER. E visivel uma relativa simetria para a regiao

de escolha de —pp e de —ps.

Sensibilidade do método ADI a variacéo de p, [Caso 1]

IER

L M| L TR | L MR | L ol L | L Lo
10 10 10 10° 10 10 10
“hy

Figura 5.100: IER em funcao de —u; (caso 1)
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Sensibilidade do método ADI com L, e p, [Caso 1]
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0.4

0.2

— M1

Figura 5.101: IER em fungao de —p; e —pug (caso 1)

Sensibilidade do método ADI com y, e |, [Caso 1]

-

Figura 5.102: IER em fungdo de —uy e —pug (caso 1), curvas de nivel
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5.4 TESTES COMPARATIVOS: METODO ADI vs. METOoDO EKS

Nesta se¢ao sao apresentados os resultados de comparacoes diretas entre o método
EKS e o método ADI.

5.4.1 TESTES coM CASO 1

Utilizando o CASO 1, o método ADI com os parametros padroes da secao
5.1 é comparado ao método EKS em seis condi¢coes: QRI a 2 e QRi a 3, com
w = 80,100 e 120. A Tabela 5.5 apresenta o tempo médio de processamento da
redugao de ordem, com 200 amostras para cada situacao, dos métodos utilizados nas
comparagoes com o CASO 1. O Método EKS com decomposicao QR, por ser mais
lento, somente é competitivo com w = 80, em que demanda um tempo médio de

0.667711284454345 segundo, também para 200 amostras.

Tabela 5.5: Tempo médio de processamento (em segundos) do CASO 1.

EKS com EKS com EKS com
Método
w = 80 w = 100 w = 120
ADI 0.812500942597607 0.827019350268070 0.828086721981736

EKS QRI a 2 | 0.526317617869730 0.734721803123180 0.997949165771098
EKS QRI a 3 | 0.494150308295459 0.676691480898890 0.865609764590751

Em seguida, é realizada uma varia¢ao no shift a tanto para o método ADI como
para o método EKS em suas diferentes configuragoes. A fig. 5.103 apresenta a evolugao
do IER em funcao do shift o para o método ADI e para o método EKS QRI a 2 e
QRI a 3, com w = 80. De bénus, a curva do EKS com decomposicao QR também
é apresentada. Nesta figura é visto que os métodos EKS disputam com o método
ADI pelo menor IER, embora o método ADI seja melhor na maior parte das vezes.
O QRI a 3 forneceu valores de IER nao tao bons, enquanto que a curva do QRI a 2
permanece coincidente & curva do QR com excecao para a regiao de baixos valores de
«. Novamente, os métodos EKS enfrentam um pico de IER nas proximidade do a,iico
pois, neste caso, surge um polo no zero no sistema deslocado. O ADI nao possui este

problema.

As figs. 5.104 e 5.105 apresentam o mesmo tipo de curvas, agora com w =

100 e w = 120, respectivamente. A curva da decomposicao QR nao é colocada. As
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observagoes feitas para a fig. 5.103 podem ser mantidas. As diferengas sao que um valor
de w mais alto permite ao método EKS atingir valores de IER ligeiramente melhores

para « pequeno, mas a um grande custo de TP, como pode ser visto na Tabela 5.5.

IER em func¢&o do shift o

i AL J\__/
1071; 3
&
= 10—2; B
10_3; 3
—— ADI i
——EKS QRlIa2,w=80
——EKS QRl a3, w=80|
——EKS QR, w = 80
10‘4 | M| M| M| L T e e e e e
10 10 10" 10° 10" 10° 10°
SHIFT a
Figura 5.103: IER em fun¢ao do shift «a (caso 1), com w = 80
IER em funcéo do shift a [Caso 1]
ol Z J\_/
A 1
107 ]
&
= 10*2 _
10°} ]
—ADI il
——EKS QRIa2,w=100||
——EKS QRI a 3, w = 100
10*4 | M| M| M| T e e e e
107 10 10" 10° 10" 10° 10°

SHIFT a

Figura 5.104: IER em fungao do shift a (caso 1), com w = 100
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IER em funcéo do shift a [Caso 1]

T T T T T T T T

s 4 J\_/
A ]

107 ]
. |
_10—27 7:
107k .
—ADI 1

—EKS QRIa2, w=120||

——EKS QRI a3, w=120

10‘4 R | R R R —————— ——t
107 107 10™ 10° 10" 107 10°

SHIFT a

Figura 5.105: IER em fungao do shift « (caso 1), com w = 120

As figuras 5.106 a 5.110 apresentam o desempenho da reducao de ordem entre o
método ADI e o método EKS QRI a 2 com w = 80, para o = 0.0031.

Com relagao a resposta em frequéncia, figs. 5.106 e 5.107, o método EKS
apresenta erro menor em altas frequéncias que o método ADI, mas seu desempenho
é inferior em baixas frequéncias e no pico do FOM entre 5 e 10 rad/s. Em relagao a
resposta ao degrau de 0.1 pu, figs. 5.108 e 5.109, o desempenho do EKS é melhor que
o ADI no inicio e se deteriora ao passar do tempo, o que estd em concordancia ao seu
erro maior em baixa frequéncia, visto na fig. 5.107. A figura 5.110 apresenta os polos
do sistema. Ambos os métodos possuem seus polos de baixa frequéncia bem alocados,
com os polos do ADI ligeiramente mais préoximos dos polos de baixa frequéncia do
FOM.

Alterando-se o valor de a para 0.012, as figuras 5.111 a 5.113 apresentam os
resultados de erro em frequéncia, no tempo, e polos do sistema. Como pode ser
observado, o desempenho de ambos os métodos se degradou. Contudo, o EKS possui
um erro menor em frequéncia, com a excegao do pico, e permanece mais tempo com
erro abaixo do ADI na fig. 5.112, comparada a fig. 5.109. As configuracoes de polos na
fig. 5.113 pouco se alteraram em relagao a fig. 5.110, mas agora o método ADI possui

polos mais afastados dos valores ideais, o que confere a vantagem para o método EKS.
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[H(w) = Hyor (0] (dB)

Resposta em frequéncia para ADI vs. EKS [Caso 1]
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Figura 5.106: Resposta em frequéncia com « = 0.0031 (caso 1), com w = 80

Erro na resposta em frequéncia para ADI vs. EKS [Caso 1]
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Figura 5.107: Erro em frequéncia com a = 0.0031 (caso 1), com w = 80
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IY(®) = Ypor ®1 (pU)
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Figura 5.108: Resposta no tempo com « = 0.0031 (caso 1), com w = 80
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Figura 5.109: Erro no tempo com a = 0.0031 (caso 1), com w = 80
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Figura 5.110: Polos do sistema com o = 0.0031 (caso 1), com w = 80
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Figura 5.111: Erro em frequéncia com a = 0.012 (caso 1), com w = 80
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IY(®)=Ymor ®I (pu)

Eixo imaginario (rad/s)
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Figura 5.112: Erro no tempo com a = 0.012 (caso 1), com w = 80
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5.4.2 TESTES coM CASO 17

Nesta subsecao sao apresentados os resultados referentes ao CASO 17, que
conforme j& visto em testes anteriores, é um sistema dificil de reduzir, em especial

devido ao seu pico de banda larga do FOM na resposta em frequéncia.

Inicialmente, para o = 0.35, sao comparados os métodos ADI e EKS QRIi a 2,
w = 100. O método ADI demandou TP igual a 5.714325596474586 s, enquanto que o
EKS, 6.157882350115873 s. As figs. 5.114 a 5.118 ilustram os resultados obtidos.

Pelas figs. 5.114 e 5.115, é visivel que ambos os métodos geram MORs com
significativo erro em baixa frequéncia, além do pico de erro que coincide com o pico de

larga banda do FOM. O desempenho do EKS apenas é melhor nas frequéncias médias.

Na resposta ao degrau, figs. 5.116 e 5.117, o método ADI possui desempenho
superior em todos os momentos, com exce¢ao dos instantes iniciais. De qualquer forma,
observa-se na figura 5.116 que os MORs gerados respondem de forma muito semelhante
(inclusive nos transitorios) ao sistema original FOM do CASO 17, o qual tem um

comportamento notoriamente instavel no dominio do tempo.

Os polos alocados pelo EKS na fig. 5.118 nao possuem alocagao tao boa como os

polos do ADI.

Para diminuir o TP do EKS, o mesmo teste foi realizado com w = 80. O
método ADI demandou TP igual a 5.7392523504760996 s, enquanto que o EKS,
4.530364669012140 s.

Contudo, o ganho em velocidade levou a erros maiores. As figs. 5.119 a 5.121
mostram que o erro em frequéncia do EKS piorou na regiao do pico, o erro ao degrau
se deteriorou significativamente e os polos alocados pelo EKS mal conseguem sequer
aproximar bem os polos instaveis do FOM, tarefa bem realizada pelo método ADI.
Todas estas observagoes confrontam as declaragdes em [17] de que o método EKS é

muito mais veloz que o método ADI, com qualidade equiparéavel.
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5.5 RELAXACAO DE HIPOTESE SOBRE O SHIFT «

Durante todas as se¢oes anteriores deste trabalho, considerou-se a hipotese de
Qmin > Qleritico €M qUE Qleritico © @ parte real do polo mais instavel, no método EKS.
Para o método ADI, sendo i, 0 menor parametro ADI em magnitude, considerou-se
(Shift)nin = Qmin — Mmin > Qeritico, j& que tanto o shift o como os pardmetros ADI

efetuam deslocamentos nos polos de A.

Durante os testes computacionais, percebeu-se que o codigo ainda realizava a
reducao de ordem mesmo que a hipdtese nao fosse verdadeira, para valores tao baixos
quanto o = 107rad/s, no caso EKS, e a — i = 10719 Em outras palavras,
verificou-se o funcionamento dos métodos EKS e ADI com matrizes de estado nao
negativas definidas, ou matrizes graminianas nao positivas definidas. Isso contraria a

teoria, como visto no capitulo 2.

Uma possivel explicagao para esse acontecimento pode estar relacionada & forma
como as equagoes de Lyapunov sao resolvidas numericamente. Retomando a eq. 2.34

da segao 2.5, a solugao da equagao de Lyapunov pode ser escrita da forma:

P:/ A" Qe " dr. (5.5)
0

Como as operagoes computacionais sao resolvidas numericamente, esta solucao

pode ser escrita da seguinte forma:

Te
P=>"fi(e" Qe ")Ar. (5.6)
=0

Em que T, é algum tempo muito grande utilizado no processo de integracao numeérica,

e fi( ) é alguma fungao utilizada na integragao.

Como T, nao é infinito e o passo de integracao nao é nulo, é possivel que a
integracao numeérica consiga processar sistemas instéveis com certa tolerancia, sem que
o proprio processo de integracao se desestabilize. Neste caso, os modos instaveis podem
ser observados ao final, nas solugoes obtidas numericamente. Como o tempo 7, deve ser
um nimero grande, ele impoe um limite inferior ao shift de frequéncia o, ou (@ — min),
bem abaixo do valor critico necessario para estabilizar o sistema, segundo a teoria. Pelo

que foi visto nos testes, um valor de 107!Y rad/s esta acima desse limite inferior, pois
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a reducao de ordem ainda funciona. Ainda assim, a reducao de ordem nao funciona

com um valor exato oo = 0.

A figura 5.122 apresenta a evolucido do IER para valores de a entre 1071 e 1072,
Sao apresentadas as curvas do método ADI, e do EKS, com w = 80, para o QRI a 2,
QRI a3 eo QR.

A curva do QRI a 3 apresentou os piores resultados, enquanto o QRI a 2 se
aproximou mais da curva do QR, sendo que esta tltima tendeu a permanecer com IER
constante para baixos valores de shift a. A curva do método ADI também permaneceu

constante, com menor IER de todos.

Em razao da escala logaritmica utilizada, o pico visto nas figs. 5.103 a 5.105,
quando « coincide com o valor do polo instavel do CASO 1, nao é bem visualizado por

possuir base estreita, a nao ser no QRI a 3, pois nele o pico possui base mais larga.

Pode-se concluir que a utilizacao de valores tao baixos de a pode melhorar a

qualidade do MOR, caso a reducao seja possivel.

IER em func&o do shift a [Caso 1]
T UL | U | R |

[ —— ADI
[|—EKSQRIa2,w=280
——EKS QRIa3,w=80
| —EKS QR, w = 80

10 | =

IER

10° =

10° 10 10°
SHIFT a

Figura 5.122: IER em fungao do shift « (caso 1), com w = 80
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Utilizando-se @ = 107'% e p; = {0, —0.7, —6, —13, —200}, para o método
ADI, o CASO 1 é testado. As figs. 5.123 e 5.124 apresentam a resposta e o erro em
frequéncia. Como pode ser observado, o desempenho de ambos os métodos melhorou
substancialmente, especialmente na regiao de baixas frequéncias. O método ADI teve

erro menor em quase todas as frequéncias, menos nas mais altas.

Em relacao ao CASO 2, as figs. 5.125 e 5.126 apresentam os resultados de
frequéncia, para os mesmos parametros utilizados no teste anterior. Na faixa de baixa
frequéncia, ambos os métodos obtiveram melhora significativa, sem a necessidade de
uma combinagao hibrida com SADPA. Contudo, na regiao do pico de frequéncia mais

alta, o EKS possui grande erro, enquanto o ADI permanece com erros minimos.

O CASO 17 também é avaliado, com resultados apresentados nas figs. 5.127
e 5.128.  Ambos os métodos possuem resposta em baixa frequéncia melhorada.
Entretanto, o EKS apresentou um elevado erro na regiao de médias frequéncias e no
pico de banda larga. O método ADI, por outro lado, gerou um MOR de excelente
qualidade.

Aparentemente, a redugao do valor de « resultou melhor para o método ADI que
o método EKS.
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Capitulo 6 CONCLUSOES E SUGESTOES PARA
TRABALHOS FUTUROS

6.1 CONCLUSOES GERAIS

Este trabalho tratou da determinacao de modelos reduzidos de sistemas dinamicos
lineares. Com esta finalidade, foram investigados dois métodos, enfatizando-se o uso

de técnicas baseadas em truncamento balanceado. Destacou-se neste estudo:

e O levantamento teérico dos métodos ADI e de projecao no EKS, para a redugao

de ordem por truncamento balanceado;

e Realizacao de testes buscando avaliar o desempenho de cada método para

diferentes casos;

e Realizacao de testes comparativos entre o método ADI e o método EKS.

Nos capitulos 2 a 4 foram levantados os aspectos tedricos do assunto, conforme
literatura cientifica e desenvolvimento proprio. O capitulo 3 apresentou metodologias
encontradas na literatura e que abordam a determinacao de modelos reduzidos baseados
no calculo de graminianas de baixo rank. A énfase é voltada para métodos que
usam fatores ADI. O capitulo 4 aborda o método EKS e algumas de suas variantes.
Foram propostas metodologias de como tratar a ortogonalizagao, processo que demanda
relativamente elevado tempo computacional para o método EKS. Foram propostas
a técnica de ortonormalizacao QRI e formas de decomposi¢ao de SVD para calculo
dos valores de Hankel. Estes tltimos necessarios para se determinar a ordem do
modelo reduzido. No capitulo 5, foram apresentados diversos testes baseados em
sistemas testes obtidos para analise de modelos a pequenas perturbacoes em sistemas
de poténcias. Diversos estudos foram apresentados para avaliacdo do desempenho
das técnicas investigadas. Uma grande quantidade de testes contemplou estudos de
sensibilidade de parametros que afetam a precisao dos modelos e eficacia dos métodos
para obté-los. Os testes evidenciaram a eficacia das duas técnicas para a obtencao de

modelos reduzidos.
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Em termos especificos dos resultados dos testes, verificou-se:

As vantagens da realizacao de operacoes na forma implicita, que exigem menor

esfor¢go computacional;

A maior velocidade da variante B em relagao as demais, sem comprometer o seu

erro associado;

A sensibilidade da qualidade do MOR em func¢ao dos parametros do método EKS:
shift «, o n° de vetores de Krylov e ordem k& do MOR;

O efeito de diferentes ortonormalizacoes sobre o resultado, com destaque para o

QRI a 2 pelos resultados mais rapidos e sem comprometer o erro associado;

O efeito da forma como é realizado o SVD, e o tempo de processamento

economizado com as formas alternativas apresentadas;

A possibilidade de utilizar uma combinacao hibrida com o aplicativo SADPA que

pode melhorar a qualidade do MOR a baixas frequéncias;

As vantagens da utilizagdo do subespago estendido de Krylov em relacao ao
subespaco tradicional e inverso, como uma combinacao das vantagens de cada

um;

A possibilidade de obter bons resultados no método ADI com o ajuste manual

dos parametros ADI;
A sensibilidade da qualidade do MOR em funcao dos parametros ADI;

A possibilidade de realizar a reducao de ordem pelo método EKS de forma mais

rapida que o método ADI, porém com qualidade inferior;
A superioridade do método ADI quanto a qualidade do MOR;

A possibilidade de relaxacao de hipotese quanto ao shift a com intuito de

melhorar a qualidade em ambos os métodos, especialmente o ADI.
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6.2 SUGESTOES PARA FUTUROS TRABALHOS

Como sugestoes de trabalhos que podem ser desenvolvidos no futuro, sao

sugeridas as seguintes opcoes:

e Aplicacao dos modelos de ordem reduzida no projeto de controladores, como o
PSS [6,31];

e Aplicacao dos métodos ADI e EKS na resolucao de equagoes algébricas de Riccati
[21,45);

e Avaliacao da possibilidade de adaptar os mesmos métodos para o uso em sistemas

variantes no tempo [46];

e Estudo dos efeitos dos métodos de projecao envolvendo outros subespagos de

Krylov, como o subespago racional [47—49].
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