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Resumo

Este trabalho consiste no estudo a partir de simulagoes numéricas do esco-
amento de um fluido magnético sobre placa plana. O objetivo deste estudo
¢ explorar os mecanismos de transporte produzidos pela interacao entre o
fluido magnético em movimento com o campo magnético aplicado. A prin-
cipal diferenca deste trabalho com o problema classico de camada limite é
o acoplamento entre o campo de velocidades do fluido e sua magnetizagao.
Este estudo abre caminhos para aplicagoes como controle da camada limite e
reducao de arrasto viscoso. Para realizagao deste trabalho um cédigo compu-
tacional nao comercial serd desenvolvido utilizando o método das diferencas
finitas e a formulagao de vorticidade e funcao de corrente. O método proposto
evita a utilizacao de algoritimos de acoplamento pressao-velocidade que po-
dem gerar complexidades computacionais quanto a programacao e aumentar
o custo computacional. Estd formulacao é adequada ao problema pois ga-
rantimos que o regime de escoamento é incompressivel e bidimensional. O
método numérico é descrito em detalhes e comparados com andlises de escalas
propostas pelo autor. A validacao do cédigo é feita através da comparacao do
problema nao magnético com a solucao analitica classica proposta por Bla-
sius. O proposito deste trabalho é mostrar que a interacao entre o escoamento
e o campo magnético levam a novos padroes de escoamento dependendo da
topologia do campo magnético externo e das condi¢oes de contorno utiliza-
das. Diferentes regimes de magnetizacao sao explorados no problema.

Palavras chave: Vorticidade e fun¢ao de corrente, fluido magnético, modelo
de magnetizacao, tensor de Maxwell, equacao constitutiva.



Abstract

This work performs a numerical study of a magnetic fluid flow over a flat
plate. The goal is to explore several new features of the boundary layer pro-
blem. The main difference from classical laminar boundary layers is that in
the present work the flow interacts with controllable magnetic fields. This
interaction opens the doors for several new possible applications, such as
boundary layer control and fluid friction reduction. In order to perform this
study we developed a non commercial research code based on the finite dif-
ference method using a vorticity-stream function formulation. The proposed
formulation avoids the necessity of using a pressure-velocity coupling algo-
rithm as long as we are dealing with a incompressible fluid. The numerical
method is described in details and the results are compared with a rigorous
scaling analysis performed by the authors. The code validation is done by
comparing the non magnetic problem with the classical Blasius theoretical
solution. The idea of this paper is to show that the interaction between the
magnetic and velocity fields leads to a new and interesting flow with several
possible patterns depending on the magnetic field boundary conditions. We
also explore different regimes of magnetization.

Keywords: Vorticity-Stream Function. magnetic fluid, magnetization mo-
del, Maxwell’s stresses, constitutive equation.)
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Ferrofluidos

Figura 1.1: Ferrofluido na presenca de um ima permanente. Fonte:
https://en.wikipedia.org/wiki/Ferrofluid

Os ferrofluidos sao suspensoes coloidais de particulas magnéticas em es-
cala nanométrica dispersas em um fluido base que se polariza na presenca
de um campo magnético externo. As particulas suspensas, que possuem um
diametro médio de 10 nm, sao feitas a partir de materiais ferromagnéticos,



sendo o mais comum entre eles a magnetita (Fe;O,) (NEURINGER; RO-
SENSWEIG, 1964). Um ferrofluido se magnetiza devido a reorientagdo dos
dipolos magnéticos das particulas quando um campo magnético é exercido.
A interacao entre dipolo das particulas e o campo aplicado causa um movi-
mento da suspensao relativo ao fluido base, alterando tanto seu escoamento
quanto sua reologia (ODENBACH, 2004).

A ferrohidrodinamica ¢é definida como o estudo referente a mecanica
dos fluidos e transferéncia de calor associada ao movimento dos ferroflui-
dos na presenga de campos magnéticos e gradientes de temperatura (RO-
SENSWEIG, 1985). O seu estudo, como um meio continuo, é feito a partir
do acoplamento entre as equagoes da hidrodinamica, as equagoes de Maxwell
do electromagnetismo e uma equagao para a magnetizacao.

Estudos referentes as propriedades, escoamentos e aplicagoes de ferroflui-
dos, compreendem uma area ativa do meio cientifico nos dias de hoje. Entre
as aplicacoes estudadas, estao a conversao de energia térmica em trabalho
util (ROSENSWEIG; NESTOR; TIMMINS, 1965), ciclos de refrigeracao al-
ternativos (ROSENSWEIG, 2006), tratamentos de cancer por hipertermia
(ROSENSWEIG, 2002), e diminuigao de aneurismas cerebrais (TZIRTZILA-
KIS, 2015). Comercialmente os ferrofluidos ja estao presentes em produtos
tecnologicos de alto valor agregado (ODENBACH, 2009). A maioria das
aplicagoes comerciais dos ferrofluidos sao voltadas para o posicionamento
controlado do fluido em sistemas mecanicos. Dentre eles, estao os mancais
selados de baixa fricgdo Blakely, Stiles e Tuffias (1973),combustiveis aeroes-
paciais liquidos Stephen (1965), e como fluido térmico para alto-falantes de
alta performance (RAJ; BONVOULOIR; MOSKOWITZ, 1995).

1.2 Camada limite

Em mecéanica dos fluidos, a camada limite é definida como a regiao do es-
coamento nas vizinhancas de uma superficie sélida onde as tensoes de cisa-
lhamento sao finitas. Em 1904 Prandtl (1904) deu origem ao conceito de
camada limite ao mostrar que em fluidos com baixa viscosidade os efeitos de
friccao interna sao relevantes somente dentro de uma pequena regiao proxima
a superficie de um corpo sélido onde o fluido se adere.

A partir das ideias levantadas para a camada limite, Prandtl (1904) foi
capaz de reduzir as equagoes de Navier-Stokes, propondo o que é chamado
hoje de equacoes da camada limite.

ou Ju\  dp 0%u
(v ) = () -



Figura 1.2: Desenho esquematico para uma suspensao de particulas
magnéticas em um fluido base.

ou  Ov
B + 9y 0. (1.2)

Apesar do progresso na feito por L. Prandtl, as equacgoes da camada
limite ainda sao extremamente dificeis de serem resolvidas analiticamente.
Um caso especial de extrema relevancia é o problema para a camada limite
sobre placa plana, mostrada pela figura 1.2. Neste problema o fluido passa
sobre a placa e sobre efeitos de difusao de momento linear e producao de
vorticidade na interface entre o fluido e a placa plana. A grande importancia
para este problema é a presenca de uma solucao analitica desenvolvida por
Blasius (1908).

Os escoamentos de camada limite estao presentes em toda nossa volta. O
movimento da atmosfera terrestre é um exemplo notavel de um escoamento
de camada limite e é alvo de estudos exaustivos para que modelos mete-
orolégicos precisos possam ser feitos (TENNEKES; LUMLEY, 1972). Na
area da magnetohidrodinamica temos a camada limite de Hartmann onde
um plasma é capaz de sentir os efeitos das forcas de Lorentz em uma pequena
regiao do espaco causando gradientes de velocidade mesmo em regimes ideais
(DAVIDSON, ).
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Figura 1.3: Desenho esquemaético para o problema da camada limite sobre
placa plana.
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Figura 1.4: Perfis de velocidade tracados a partir da solucao por similaridade
de Blasius.



Capitulo 2

Objetivos

Tendo em vista as potenciais aplicagoes sobre o uso de ferrofluidos em pro-
blemas relativos a area da engenharia mecanica, este trabalho propoe-se a
estudar a partir de simulagoes numeéricas a camada limite de ferrofluidos sob
placas planas.

O estudo ira se basear na formulacao das equagoes governantes para os
ferrofluidos partindo da hipdétese de um continuo equivalente, ou seja nao
fazendo distingao entre o comportamento individual do fluido base e do con-
junto de particulas magnéticas. Durante a formulacao vamos buscar eviden-
ciar aspectos importantes relativos a modelagem continua de escoamentos de
ferrofluidos relacionados a diferentes regimes de magnetizacao.

Para as simulacoes numéricas sera usado o método das diferencas finitas
como forma de solucao das equacoes diferenciais parciais que regem o pro-
blema em questao. Para simplificacao das equacoes governantes é utilizada
a formulagao da vorticidade e fungao de corrente. Esta abordagem é vanta-
josa em problemas bidimensionais quando comparada com a formulagao em
variaveis primitivas, pois elimina os termos de pressao. A partir da equacoes
devidamente formuladas e discretizadas, um algoritimo sequencial para a
solucao do sistema de equagoes que é proposto. As simulacgbes serdao escri-
tas em linguagem PYTHON utilizando o pacote de bibliotecas cientificas
Anaconda que é oferecido gratuitamente pela Continuum Analytics. Este
pacote contem intmeras fungoes matematicas relativas a aritmética de veto-
res e matrizes, solugoes de sistemas lineares por métodos diretos e iterativos
além de um pacote para criagao de graficos e diagramas. Primeiramente o
codigo sera validado comparando os resultados produzidos para problemas
ja solucionados com solugoes classicas analiticas, isto é necesséario para que
haja confianca na solucao produzida numericamente. Apds obter resulta-
dos satisfatorios serao adicionados os mecanismos de interagao magnética no
programa desenvolvido. O comportamento da camada limite na presenca de



um campo magnético externo devera ser estudada para uma série de diferen-
tes parametros que influenciam na magnetizacao do ferrofluido assim como
parametros importantes para o escoamento em si. Serao feitas comparagcoes
de forma qualitativa e quantitativa sobre perfis de velocidade, coeficiente de
atrito sobre a placa plana, espessura da camada limite e perfil de magne-
tizacao.

De maneira objetiva e direta, resumimos os objetivos deste trabalho como,

e Formular as equagoes governantes para o escoamento de um ferrofluido.

e Construir o formulagao vorticidade funcao de corrente, utilizando as
equacoes previamente determinadas e proponde condigoes de contorno
adequadas para a solucao do problema.

e Discretizar as equacgoes da formulacao vorticidade funcao de corrente
utilizando o método das diferencas finitas.

e Propor um algoritimo sequencial para a solucao das equacgoes gover-
nantes.

e Validar as solucoes numéricas produzidas com resultados analiticos
classicos.

e Resolver o problema da camada limite para um ferrofluido sob influen-
cia de um campo magnético produzido por um ima permanente.

e Produzir graficos para os perfis de velocidade, magnetizacao, para o
coeficiente de arrasto sob a placa plana e para a espessura da camada
limite.

e Analisar os resultados por pontos de vista quantitativos e qualitativos
evidenciando a atuagao de mecanismos de interacao entre o escoamento
e o campo de magnetizacao e comparando como estes mecanismos po-
dem intensificar o aumento ou diminuicao da espessura da camada li-
mite e do coeficiente de arrasto.



Capitulo 3

Fundamentacao tedrica

3.1 Pdlos, campos, forcas e torques magnéticos

Em experimentos realizado por Charles Coulomb em 1785, foi observado que
polos similares sao repelidos entre si enquanto polos reversos se atraem de
forma proporcional ao produto da intensidade dos polos e inversamente ao
quadrado da distancia. A partir desta constatagao foi formulada a lei de
Coulomb para o magnetismo, que diz que a forga magnética gerada a partir
de dois polos p e p/, separados por uma distancia r é dada por
pp'?
F,, = PE—e (3.1)

em que 7 denota o vetor unitario na direcao de r. A constante pg é chamada
de permeabilidade magnética do vécuo e possui o valor de pg = 47 x 107" H -
m~! no Sistema Internacional, sendo H a unidade de Henry. Reescrevendo

a equacao 6.1 na forma
F,, =pH (3.2)

definimos H como o campo magnético produzido por um polo p’. Substi-
tuindo a equacao 6.2 em 6.1 determina-se que
/ A~
P
H--" (3.3)
AT por

em que H possui unidades de Ampéres por metro.

O campo de inducao magnética B é definido para o vacuo como B =
oH . A unidade de medida para o campo de indu¢ao magnética B no
Sistema Internacional ¢ de Webers por metro quadrado (%2) ou Tesla (7).
A partir da equagao (6.3) escrevemos que o campo de indugao magnética
produzido por um poélo magnético no vacuo é dado por
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P
B = L (3.4)
O campo de inducao magnética pode ser interpretado como linhas de indugao.
Defini-se de intensidade magnetizacao M a medida de quanto um meio
¢ capaz de se polarizar na presenga de um campo magnético externo por
unidade de area. Dado um pdlo magnético de intensidade p e com &area

superficial de a, definimos a intensidade de magnetizacao do meio como M =

ﬁ = Z—’Z, em que p, = 2 é chamado de densidade superficial de polos
magnéticos.

Uma forma mais geral para o campo de inducao magnética B pode ser
feita levando em consideracao a presencga de um corpo polarizado com mag-
netizacao M. Dada uma superficie ao redor do corpo com magnetizagao M
e um campo magnético H, o nimero de linhas de campo que atravessam a
superficie é soma entre as contribuicoes de H e M. Desta forma, o campo
de indugao magnética B para um meio com magnetizacao é escrito como

B=y(H+M). (3.5)

Suponha que um corpo possuindo uma intensidade de magnetizacao M
esteja imerso em um campo magnético Hy, como mostrado na Figura 3.1.
Desta forma, dizemos que uma densidade superficial de polos magnéticos
ps = oM aparece em ambas as faces ay, possuindo mesma intensidade e
polaridades opostas. Considerando o campo magnético como o de um polo
unitario, dado pela equacao 6.3, encontramos que a forca magnética exercida
sobre o corpo polarizado é

F,, = —Hypsaq + (Ho + 6 Hy) psaq = Hopsag (3.6)

em que 0 Hy representa a variacao do campo magnético ao longo da direcao
d. Desta forma escrevemos que 6Hy = d - VHy. Reescrevendo a equagao
6.7, encontramos que

F,, = psagd - V H. (3.7)

O vetor d pode ser escrito como d = dd, em que d é a norma do vetor d e d
¢ o vetor unitario que da a dire¢cao ao vetor d. Dividindo a equacao 6.7 por
aqd e multiplicando o lado direito por %, encontramos que

Fm Ho

Fo 1o 4. vH 3.8
o ”OP VH, (3.8)

A~

F, 3 ~ :
Fazendo =2 = f,, e eed _ Md = M, chegamos a expressao para a densi-
aqd o

dade de forca de Kelvin dada por



O \H + 6H
Ps

aqd —Ps

Figura 3.1: Desenho esquematico para um corpo magnetizado na presenca
de um gradiente de campo magnético.

fn =10 (M - V) Ho (3.9)

Para determinarmos o torque magnético atuando em um corpo magne-
tizavel vamos utilizar o mesmo exemplo usado anteriormente, assumindo
agora que o campo magnético Hy é uniforme e portanto temos que 6 Hy = 0.
Fazendo a soma dos momentos atuantes sobre o corpo encontramos que

(STm = PsQq (—’I“l X HO + rg X Ho) = psadd X HO = IU()M X H05V (310)

Desta forma determinamos que a densidade volumétrica de torques magnéticos
¢é dada por

oT

3.2 Lei de Gauss para o magnetismo

A forma integral para a lei de Gauss para o magnetismo é expressa dada por
j{ B - ndS = 0. (3.12)
o0
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Figura 3.2: Desenho esquematico para a condi¢ao de contorno para a lei de
Gauss do magnetismo.

em que Jf) representa a superficie fechada e n é o vetor unitario normal a
superficie 9€2. A equacao 6.9 nos diz que o fluxo total de linhas de campo
através da superficie 0€2 é zero. O resultado de 6.12 implica na impossi-
bilidade da existéncia de pdélos magnéticos isolados, portanto temos que a
entidade fundamental para o magnetismo ¢é dipolo magnético.

A forma diferencial para a equacao 6.12 é expressa por

V-B=0 (3.13)

Como o campo de inducao magnética possui divergente igual a zero, ou
seja solenoidal, concluimos que este deve possuir linhas de campo fechadas.
Substituindo a definicao do campo de inducao magnética dado pela equacao
6.5 no resultado 6.13, encontramos uma forma importante de relacionar os
campos H e M .Desta forma, temos que

V-H=-V-M (3.14)

Dado dois materiais com propriedades magnéticas distintas separados por
uma interface comum, temos que o campo magnético dentro de cada um
dos materiais dever satisfazer a equacao 6.13. Tracando uma superficie de
maneira que esta atravesse a interface e cujos lados superiores e inferiores
sao paralelos a mesma, como mostrado na Figura 3.2, temos que

o0
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O resultado da equacao 6.15 mostra que o campo de indugao magnética é
necessariamente continuo na interface entre dois materiais com propriedades
distintas. Uma maneira mais pratica apresentar esta condicao de contorno é
dada por

Bi, = B, (3.16)

3.3 Lei de Ampere-Maxwell

A equacgao lei de Ampere-Maxwell relaciona como correntes elétricas pro-
duzem campos magnéticos e vice versa, podendo ser escrita em sua forma
integral ou diferencial. A forma diferencial da lei de Ampere-Maxwell é dada
por

C S ot

em que o lado direito da equacao 6.18 representa a integral do campo magnético
H ao longo de um caminho fechado e o lado direito representa o fluxo de
corrente normal a superficie delimitada pelo caminho fechado c.

A forma diferencial da lei de Ampere-Maxwell é expressa como

oD
VxH= I[L()J + /1,0605.. (318)

Em materiais dielétricos, ditos isolantes, os termos do lado direito da equacao
sao identicamente nulos. Para estes materiais dizemos que a equagao 6.18 se
apresenta em regime magnetostatico. Entao escrevemos que

VxH=0 (3.19)

A equacao 6.20 mostra que o campo magnético H é irrotacional dentro do
regime magnetostatico. Podemos entao, em consequéncia do resultado mos-
trado apresentado, escrever o campo magnético por meio do gradiente de
uma funcao potencial ¢,, que chamamos de potencial magnético.

H=-V¢, (3.20)

Substituindo o resultado 6.21 na equacao 6.4 obtemos uma explicita ex-
pressao para o calculo do potencial magnético dada por

V¢, = -V -M. (3.21)

Escrevendo dl = tdl, em que t é o vetor unitario tangente a curva fechada
temos que
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Figura 3.3: Desenho esquematico para a condi¢ao de contorno para equagao
de Amere-Maxwell.

Para obtermos o campo magnético dentro de um corpo que apresenta um
campo de magnetizacao M é necessario resolver a equacao 6.16. Esta é cha-
mada de equacao de Poisson para o potencial magnético e requer condigoes
de contorno em toda a sua fronteira. Dados dois meios com propriedades
magnéticas distintas separados por uma interface em comum, como mos-
trado pela Figura 3.3, temos que a equacao 6.14 de ser satisfeita em ambos
os materiais, incluindo a interface. Desta forma temos que,

L%(Lﬂ;—fﬁ)dlzo (3.22)
C

Hyy = Hy (3.23)

Um exemplo de campo magnético conhecido é o campo produzido como
ima permanente. Segundo Clegg (1987), as equagdes para o campo magnético
gerado de um ima sao

J In y+b+ {(y+b)*z—a)

H, = ;i
dmpo |y —b+{(y — b)2(z — a)?}

Xy—b+ﬂy—®%x+@%%
y+b+{(y+b)2(x+a)?}:
(3.24)

12
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2b o

2a

\\\\ ,

Figura 3.4: Desenho esquemético para um ima permanente (MALVAR,
2015).

Lymat {40 (r—a)?}
y+a+{(y+b2+ap}
(3.25)
em que J representa a densidade superficial de corrente. Os parametros a,
b e ¢ representam as dimensoes do ima como exemplificado na figura 3.4.
Lembramos que as equacoes 3.24 e 3.25 servem como condi¢oes de contorno
para determinarmos o campo magnético dentro do dominio que possui mag-
netizagao.

J y+a+{(y—0)*z+a)?
Hy
xr—Qa

= In
o [y —a+ {(y— b2w - ap

NI=| N

1
2
1
2

}
}

3.4 O tensor de Maxwell

A determinacao de um tensor de tensoes para um meio é fundamental para
o estudo da mecanica do continuo. Além das focas usuais encontradas em
problemas de mecanica dos fluidos, os ferrofluidos uma forca adicional que
surge quando os dipolos magnéticos das particulas suspensas interagem com
um campo magnético externo.

Apesar de ser um conceito relativamente antigo, o tensor de Maxwell é
um objeto de constante discussao no meio cientifico e ainda nao existe um
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T(es)
023
032
(e2)
Figura 3.5: Esforcos sobre a superficie de um elemento. Fonte:

https://en.wikipedia.org/wiki/Tensor

consenso quanto a sua forma precisa (ROSENSWEIG, 1997). Considerando
as possibilidades de formulacao para o tensor de tensoes de Maxwell, foi
seguido o modelo proposto por Cunha e Gontijo (2015). Comegamos esta
demonstracao lembrando do resultado da equacao 6.9 para a densidade de
forcas magnéticas por unidade de volume

Jm =psH. (3.26)

Lembrando que —V - M = p, e o resultado da equagao 6.14, temos que
Jm =10 (V-H)H. (3.27)
Através da identidade vetorial V-(HH) = H (V - H)+ H - H determinamos

a expressao equivalente onde
fm =V (noHH) - poH - -VH (3.28)

Podemos transformar o ultimo termo do lado direito da equacao 6.27 utili-
zando a identidade H - VH = iV|H|* — H x (V x H) e portanto

1 1
fmzv'(MOHH)—§V|H|2=V' (MOHH—§|H|2I> (3.29)
em que I denota o tensor identidade. Fazendo uso da identidade de Cauchy
que nos diz que t = V - & determinamos o tensor de Maxwell para um meio

dipolar
om = —Dmd + poHH (3.30)
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em que o termo p, denota a pressao magnética dada por p,, = %|H 2.
Para finalizarmos a discussao sobre o tensor de Maxwell vamos lembrar que
definimos o campo de indugao magnética B no vacuo como B = ugH. Desta
forma assumindo que ugH H = HpuyH = H B determinamos que

0w =—pnl +poHB (3.31)

e assim concluimos a discussao a respeito do tensor de Maxwell.

3.5 Magnetizacao dos ferrofluidos

3.5.1 Relaxacao magnética

Determinar o estado de magnetizacao para o ferrofluido é um passo funda-
mental para a andlise de um problema dentro da ferrohidrodinamica. As
equagoes referentes a magnetizacao sao muitas vezes fenomenoldgicas e sao
alvos de constantes debates no meio cientifico.

Um parametro determinante para a magnetizacao de um ferrofluido é
seu tempo de relaxacao caracteristico 7. Este, determina o regime no qual
o estado de magnetizacao se apresenta em funcao das propriedades fisicas
do ferrofluido e das caracteristicas do escoamento. O tempo de relaxacao
de um ferrofluido depende fundamentalmente do volume V' das particulas
magnéticas. Existem dois mecanismos distintos no qual uma particula pode
se magnetizar quando um campo magnético é aplicado. O primeiro deles
ocorre por meio da rotacao das particulas, enquanto o segundo se da pela
rotacao do momento magnético dentro das particulas.

O mecanismo de magnetizacao das particulas por meio de rotacao é ca-
racterizado pelo tempo de difusao rotacional Browniana e é expressa por

3V
8=
O mecanismo de magnetizagao por meio da rotacao do momento magnético
¢é determinado pelo tempo de relaxagao de Neel, dado por

= eap (Kv> (3.33)

(3.32)

kT

Ambos os mecanismos de relaxacao magnética agem simultaneamente so-
bre a particula, logo o tempo caracteristico da particula é funcao de ambos os
mecanismos de relaxacao. Expressamos o tempo caracteristico de relaxacao
de uma suspensao cujas particulas magnéticas possuem volume V' como
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1 1 1
Sl (3.34)

T B TN

Apés trazer a variavel 7 da equacao 3.34 para o numerador, determinamos
que
TRT,
=2 (3.35)

B+ TN

Para particulas com diametro pequeno (d = 8nm), temos que Ty << Tg.
Desta forma, através da equacao 3.35 encontramos que

T =1Tn. (3.36)

O regime de magnetizagao para suspensoes cujo tempo de relaxagao é do-
minado pelo tempo de Neel é chamado de superparamagnetismo intrinseco.
Neste regime o estado de magnetizacao é sempre expresso por seu estado de
equilibrio (ROSENSWEIG, 1997). Para particulas maiores onde 7,, >> 75,
o tempo de relaxacao magnética é dado por

T =Tg. (3.37)

Este regime de magnetizacao é chamado de superparamagnetismo extrinseco.
O campo de magnetizacao neste caso ¢é fortemente dependente da escala de
tempo caracteristica do escoamento.

3.5.2 Magnetizacao de equilibrio: superparamagnetismo

As particulas magnéticas suspensas em um ferro fluido sdo bombardeadas
constantemente pelas moléculas do fluido base em funcao da agitacao térmica
do fluido. As colisoes decorrentes da interagao com o fluido base causam um
movimento aleatorio das particulas magnéticas tanto no sentido de translacao
quanto no sentido de rotacao. Em razao da aleatoriedade do movimento das
particulas magnéticas, o ferrofluido na auséncia de um campo magnético
externo nao apresenta magnetizacdo (ROSENSWEIG, 1997). Entretanto
ao aplicar um campo magnético, as particulas magnéticas resposta inciam
um movimento de reorientacao de seus dipolos no sentido do campo apli-
cado, iniciando o processo de magnetizacao. Este fenomeno é descrito como
superparamagnetismo e pode ser descrito a partir da teoria formulada por
Langevin.

A equacao 6.11 nos diz que dado um campo de magnetizacao M e
um campo magnético H a intensidade do torque magnético produzido é
poM Hsin(0), em que 6 é o angulo entre os dois vetores. Para uma particula
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de volume V', a intensidade de seu momento magnético m é dado por %,
portanto escrevemos que o torque por unidade de volume é dado por

T = mHsin(0). (3.38)

A energia requerida para trazer o dipolo das particulas para uma posicao
paralela ao campo magnético é dada por

W = /6 7df = mH /0 sin(0)d0 = mH (1 — cos(0)). (3.39)

Para consideramos a orientacao dos dipolos magnéticos, definimos a quan-
tidade n(f) como a fungao distribui¢do angular para um conjunto de N
particulas. Na auséncia de um campo magnético o nimero de dipolos ali-
nhados dentro de uma faixa entre 6 e 8 + df ¢é de

(2wsind)(d0) N
o =5 sinfdo (3.40)

n(0)dd = N
Na presenca de um campo magnético e a uma temperatura absoluta 7' deter-
minamos que a probabilidade de encontrarmos dipolos magnéticos em uma
orientacao fixa é proporcional ao fator de Boltzmann ~,
v = eF (3.41)
desta forma, expressamos que o numero de particulas cujos dipolos estao
entre 6 e 0 +db é

N _
n(6)do geTVTvsianQ. (3.42)

Para calcularmos a constante de proporcionalidade da equagao 3.41 vamos
impor a condicao de que

/ ()0 = N (3.43)

Determinada a probabilidade de orientagao de uma particula no sentido de
um campo aplicado, vamos buscar formular como o a magnetizacao responde
a esse campo magnético. Chamamos de magnetizacao efetiva a componente
do dipolo magnético no sentido do campo aplicado i.e mcos(#). Como o
parametro 0 ¢é alvo de flutuacoes, é necesséario que se calcule a magnetizacao

efetiva média,
_— / mcos(@)n(ﬁ)d@ (3.44)
0 Jy n(6)do
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substituindo os resultados encontrados para W e n(0)df na equagao 3.44,
encontramos que

foe m cos fexp(HL20) sin fdf

m = - TP, (3.45)
Jo exp(BE52L) sin 0db
Introduzimos aqui a parametro a = % que representa a razao entre a

energia magnética e a energia térmica do sistema. Reescrevemos a equagao

3.45 substituindo o = % e obtemos

fe mcos fexp(acosd)  m f00 retdx

- 0
= - = —= 3.46
" J2 exp(acos) a [T evdx (3.46)
onde x = accos f. Integrando a equacao 3.46 encontramos que
m 1
— =cotha — — = L(«a). 3.47
— =cotha — — () (3.47)

A funcao dada por £(«) é chamada de funcao Langevin. A magnetizagao de
um meio que contem n particulas com magnetizacao eficaz de m é calculada
como

oM = nm. (3.48)

Da mesma forma dizemos que a magnetizagao de saturacao do fluido pode
ser escrita por
poMs = nm. (3.49)

Relacionamos a magnetizacao de saturagao com o produto da fracao vo-
lumétrica de particulas magnéticas com a magnetizacao de um sélido equi-
valente, ou seja

My = oM,y (3.50)

onde denotamos ¢ como a razao do volume de particulas magnéticas sus-
pensas pelo volume total do fluido e M; como a magnetizacao do sélido
equivalente. Relacionando as equagoes 3.48, 3.49, determinamos que

M 1
=cotha — = = ) bl
7 coth a - L(a) (3.51)

Dois casos importantes para a funcao Langevin ocorrem para valores as-
sintéticos de alpha. O primeiro dos casos ocorre quando « assume valores
proximos a zero. Expandindo a funcao Langevin por séries de Taylor, Ro-
sensweig (1997) mostra que

L(a) = % (3.52)
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O outro valor assintético para a fungao Langevin ocorre quando o fluido
se aproxima de seu estado de saturacao (o) >> 1. Neste caso temos que a
magnetizagao de equilibrio é

6 kT
M=¢My|l—-———F= 3.53
oM ( WMduoHd?’) (3:53)

Expressamos o campo vetorial para a magnetizacao de equilibrio M como

M = M,L(a)H (3.54)

em que H = WIJH ¢ o vetor unitario tangente ao campo magnético H. Uma

consequéncia direta da equacao 3.54 é que ambos os campos magnéticos e de
magnetizacao estao sempre paralelos entre si M||H. Uma outra forma de
expressar o campo de magnetizacao de equilibrio é por meio da susceptibili-
dade magnética y, na qual

M, = yH. (3.55)
A susceptibilidade magnética é definida como,
My
= — 3.56
X=75 (3.56)
A partir do resultado 3.56, temos que
T M3d?
X = Efﬁuo LT (3.57)

3.5.3 Magnetizacao de nao equilibrio: um modelo evo-
lutivo.

Para ferrofluidos com tempo de relaxacao Browniando 75, o campo de mag-
netizagao pode ser alterado pelo escoamento do fluido. Logo, o modelo de
superparamagnetismo pode se tornar inadequado. Uma equagao evolutiva
para a magnetizagao foi obtida fenomenologicamente por Shliomis (1971). O
modelo parte de uma generalizacao da equacao de relaxagao de Debye da
forma

D'M 1
=—— (M - M, 3.58
=L (M- M) (3.58)
em que 7p representa o tempo de relaxacao Browniano e M, denota a
magnetizacao de equilibrio dada pela equacao 3.54 e %(t) = 68—(2 +u - V()

. . / . .
representa a derivada material. O termo % representa a derivada material da
magnetizacao em relacao a um referencial quiescente as particulas magnéticas
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Figura 3.6: Estados de magnetizacao para diferentes
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Figura 3.7: Curva para a fungao Langevin £(«). A linha recheia representa a
fungdo L(a) geral. A linha tracejada (——) representa os valores assintdticos
para a << 1
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Figura 3.8: Desenho esquemético para mudanca de referenciais.

w, = 0, como mostra a Figura 3.5.3. Expressamos a derivada material para
a magnetizagao quanto a um referencial fixo O como

DM D'M
— = M 3.59
Di M T (3:59)
Substituindo a equacao 3.58 no resultado 3.59 temos que
DM 1

O termo wy, representa a velocidade angular média das particulas magnéticas
e é necessario para a solugao da equacao 3.60. Segundo Rosensweig (2004),
a velocidade angular média das particulas magnéticas é descrita por,

Dw,

J_
PV Dy

= /'YWy, + o (M x H) + 6n¢ (g - wp) (3.61)

em que J representa o momento de inércia das particulas magnéticas, ' a
viscosidade de ’spin’ e ¢ a concentracao de particulas do ferrofluido. Para
aceleracao angular, e difusao de momento angular despreziveis e fontes de
campos magnéticos distantes, Shliomis (2001) propde que a equacao 3.61
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pode ser simplificada na forma

(1%0) (wp - g) =MxH (3.62)

Resolvendo para w,,, encontramos que

1 3
=— (MxH)+2 3.63
Wy = 5 (M < H) + 5 (363)
Ao substituir o resultado da equacao 3.63 em 3.60, encontramos que
oM I3 1 1
—_— VM ==>xM-—Mx(MxH)——(M-M 3.64
e 3 XM — oMo (M x H) — — (M~ M) (364)

A equagao 3.64 é a mais utilizada em trabalhos referentes a ferrohidro-
dinamica para problemas envolvendo tempo de relaxacao Browniano. Con-
tudo, outras equagoes para a magnetizacao fora do equilibrio ja foram propos-
tas estao sendo discutidas no meio cientifico (SHLIOMIS, 2001), (SHLIOMIS,
2002).

3.5.4 Efeito magneto-viscoso

Apesar de um ferrofluido permanecer no estado liquido mesmo quando mag-
netizado até seu estado de saturacao, sua reologia pode ser alterada quando
um campo magnético esta presente. Na auséncia de um campo magnético um

@ “

Figura 3.9: Desenho para o problema de um ferrofluido em cisalhamento
simples.

ferrofluido se comporta como uma suspensao coloidal nao magnética cuja a

viscosidade das é fortemente dependente da fracao volumétrica de particulas
¢ suspensas pelo fluido base. Para suspensoes coloidais diluidas (¢ << 1), ou
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Figura 3.10: Desenho esquematico para um corpo magnetizado na presenca
de um gradiente de campo magnético.

seja, com baixas fragoes volumétricas, temos que a viscosidade da suspensao
coloidal é dada pela formula da viscosidade de Einstein

My g¢ (3.65)

To
em que 7 ¢é a viscosidade da suspensao e 7, representa a viscosidade do fluido
base. Para suspensoes com maiores fracoes volumétricas, uma correcao é
proposta por Rosensweig (1997) e é dada por
i 1

1+ ad—+ bp? (3.66)

5
em que a = —g, b= % e ¢. corresponde a concentracao de empacota-
mento de particulas para a suspensao, sendo ¢. = 0.74.

Na presenca de um campo magnético aplicado, as particulas magnéticas
tendem a se alinhar com a direcao do campo magnético externo. Entretanto,
a movimento de reorientacao das particulas magnéticas impedido devido ao
arrasto viscoso do fluido base, causando uma defasagem entre a velocidade
angular média das particulas e a velocidade angular média do fluido. A
geracao de gradientes de velocidade préximos as particulas aumenta a dis-
sipagao de energia mecanica e consequentemente levando a um aumento da
viscosidade aparente do fluido. Para o caso de um escoamento em cisalha-
mento simples com campo magnético constante da forma H = Hyé,, como
exemplificado pela Figura 3.5.4, Rosensweig, Kaiser e Miskolezy (1969) mos-

tra que
A 3 — tanh
An 3 a — tanh(a) (3.67)
n 2" o + tanh(alpha)
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3.6 Lei de conservacao da massa

A equagao da continuidade é a equacao responsavel por nos garantir que
a massa de um sistema continuo é conservada. Em termos matematicos
escrevemos que

i
— | pdV =0 3.68

Para passarmos o operador derivada material para dentro da integral, recor-
remos ao teorema transporte de Reynolds (A.5) que nos diz que

D Dp
— pdV:/ (——I—pV~u>dV:O. 3.69
Dt Jos oo \ D (V- u) (3.69)

A partir do teorema da localizacdo (A.3) chegamos escrevemos na forma
diferencial a forma geral da equacao da continuidade

Dp

— +p(V-u)=0. 3.70

24 p(V ) (3.70)
Escoamentos nos quais a massa especifica é constante sao denominados in-
compreensiveis e sao governados pela forma simplificada da equacao da con-

tinuidade
(V-u)=0. (3.71)

3.6.1 Funcao de corrente

A funcao de corrente é uma maneira de se representar um campo de veloci-
dade que seja incompressivel e bidimensional. A ideia é representar o campo
de velocidades como

u=V xX1Yé, (3.72)
desta forma temos que
_ o 0y
u = 8y,v— o (3.73)

Note que devido a forma de sua definicao a representacao do campo de velo-
cidade por meio da fungao de corrente satisfaz automaticamente a condicao
de incompressibilidade em consequéncia da identidade V - (V x A) = 0.
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3.7 Conservacao do momento linear para um
ferrofluido

A lei de conservacao do momento linear para um um corpo material em 2 é
feito a partir da generalizacao da segunda lei de Newton para o continuo,

D
—/ pudV:/ pde+/ tdsS. (3.74)
Dt Jow Q) 20(t)

A equagao 3.74 nos diz que a taxa de variagdo de momento linear das
particulas que estao instantaneamente em {2 é proporcional a forca resul-
tante aplicada ao corpo material 2. A forca resultante é composta por forcas
de campo b por unidade de massa agindo sobre sobre as particulas em 2 e
forcas de superficie t que atuam na fronteira 0f2.

A partir do emprego do teorema de Cauchy e do teorema da divergencia
(A.1) podemos reescrever a equacao 3.74 da seguinte forma

D
— pudV = / pbdV + V- odV. (3.75)
Dt Jou ) ()

Para obtermos a forma diferencial para a equagao da conservagao do momento
linear vamos recorrer a dois outros teoremas. Primeiramente aplicando o teo-
rema transporte de Reynolds A.5 que nos permite passar o operador derivada
material para dentro da integral e colocando todos os integrandos dentro de
uma s6 integral, temos

D
/ [p—u—pb—V-O' dv = 0. (3.76)

Por fim, apds utilizarmos o teorema da localizagao (A.3), chegamos a forma
geral da conservacao de momento linear
Du

3.8 Conservacao do momento angular para
um ferrofluido

De maneira andloga a maneira no qual mostramos que a lei da conservacao
do momento linear pode ser generalizada para um corpo continuo, podemos
generalizar a lei da conservagao do momento angular para um corpo continuo.
Matematicamente expressamos a conservagao do momento angular para um
continuo como
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D )
— px x udV = / px x bdV +/ X X tdS +/ t'dV. (3.78)
Dt Jow Q) 20(t) Q)

Utilizando o teorema do transporte de Reynolds temos que o lado es-
querdo da equacao 3.78 é

D D D
— pxxudV:/ p—xxudV:/ p(xx—u)dV. 3.79
Dt Jaw D1 ) Dt 1

O resultado da equacao 3.79 juntamente com o emprego do teorema de
Cauchy nos permite expressar a equacao 3.78 como

D A
/ p (x X —u> dV = / x X (o-n)dS +/ t'dVv (3.80)
o) Dt 20(t) Q@)

note que os termos provenientes das forgas de campo sao identicamente nulos
nesta equacao uma vez que as forcas resultantes passam pelo centro do vo-
lume material. Agora utilizando a equacao 3.75 juntamente com o teorema
de divergéncia encontramos que

/ wx(V~a)dV:/ a:x(V-aT)dV+/ tdv. (3.81)
Q(t) Q(t) Q(t)

Pelo teorema da localizacao (A.3) temos que
zx(V-o)—xx(V-a')=xx(V-a-V-ol) =t (3.82)

Para a maioria dos fluidos, incluindo os fluidos Newtonianos, o termo
relativo aos torques internos é nulo devido a auséncia de mecanismos capazes
de produzir tais efeitos. Desta forma concluimos que o = o7

Para um fluido magnético concluimos anteriormente que o torque interno
produzido pelos campos magnéticos e de magnetizacao é dado pela equacao
3.8. Desta maneira substituindo a expressao para o termo de torques internos

da equagao (4.23) encontramos que
xx (V-o—-V-o)=puM x H. (3.83)

Por consequéncia da equagao (ref) encontramos que o tensor de tensoes para
um fluido magnético é assimétrico ou seja o # o’ o que resulta na anisotropia,
do escoamento proporcionando direcoes favoraveis ao cisalhamento do fluido.
Um caso especial de fluido magnético é aquele em que sua magnetizacao é
dada por M = yH ou seja, um fluido superparamagnético. Reescrevendo
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a equacao (4.24) utilizando a hipétese do superparagnetismo determinamos
que
xx(V-o-V-o")=puxH x H = 0. (3.84)

e portanto retornamos a condicao de simetria do tensor de tensoes. Este
resultado é de certa forma esperado uma vez que o superparamagnetismo
sugere que as forcas magnéticas atuem somente sobre o centro de massa de
cada volume material impossibilitando a producao de torques internos.

3.9 Equacao do movimento para um ferro-
fluido

Agora que temos em maos a forma diferencial para a lei da conservacao do
momento linear vamos buscar uma equacao que descreva o movimento de
um fluido magnético, para isto, precisamos utilizar um tensor de tensoes que
seja compativel com o comportamento deste fluido. O trabalho (CUNHA;
GONTILJO, 2015) propde que tensor de tensdes para fluidos magnéticos é
resultante da soma entre o tensor de tensoes para um fluido Newtoniano
incompressivel e o tensor de Maxwell

oc=0,+0,. (3.85)

O tensor o, é o tensor de Maxwell dado pela equacao 3.31. Chamamos
de o, o tensor de tensoes para um fluido viscoso e incompressivel, expresso
como

o,=—pl +2uD (3.86)

em que p é a pressao mecanica exercida sobre o elemento de fluido, I repre-
senta o tensor identidade e D representa a parte simétrica do tensor taxa de
deformagao

D= % (Vu + VaT). (3.87)

Agora que sabemos a forma de ambos os tensores e apés substitui-los na
equagao 3.77, encontramos que

9]
p (8_1; +u- V'u,) = —Vp+nViutpg (M -VH +V x (M x H)). (3.88)
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3.10 Equacao da vorticidade para um ferro-
fluido

Uma quantidade muito relevante na mecanica dos fluidos é a vorticidade
¢ que representa a quantidade de rotacao local de um elemento de fluido.
Definimos ¢ como o rotacional do campo de velocidade u

£=Vxu (3.89)

Para encontrarmos a equagcao evolutiva da vorticidade vamos aplicar o rota-
cional na equagao 3.88

D
VX (pﬁ?> = VX [=Vp+nViu+po (M- VH+V x (M x H))] (3.90)

e temos como resultado a equagao

(pg—ﬁ) (6 V) UV + 10V x (M- VH) + oV % (V x (M x H)).
(3.91)

A equacao 3.91 é isenta do termo de pressao, por consequéncia da identidade
V x V¢ = 0, o que a torna atrativa para obter solugoes computacionais
para escoamentos incompreensiveis. Deixaremos a discussao mais detalhada
sobre este fato para mais adiante quando tratarmos de solugoes numéricas.

O ultimo termo da equacao 3.91 ainda pode ser simplificado com a utilizacao
da identidade V x (V x A) = V(V - A) — V?A e portanto temos

D¢

P = (€ V)utuV3iE+ugVx (M - VH)+10V (V- (M x H))+uV? (M x H).

(3.92)
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Capitulo 4

O problema da camada limite
magnética

4.1 Formulacao do problema da camada li-
mite para um ferrofluido

O problema da camada limite magnética consiste em um escoamento de
um ferrofluido sobre uma placa plana na presenca de um campo magnético
externo Hy. O escoamento incide sobre a placa plana paralelamente com
velocidade Uy. Assumimos que o escoamento do ferrofluido é incompressivel,
bidimensional e alcanca um regime permanente. Em termos matematicos,
escrevemos que,

Regime incompressivel:

V-u=0 (4.1)

Escoamento bidimensional:
U = uéy + véy (4.2)

Escoamento em regime permanente:
ou
ot

A partir destas hipoteses, escrevemos a seguir as equagoes governantes bidi-

mensionais .
Equacoes do movimento:

0. (4.3)

92 a2

U + Vv —

or oy

2 2 _
p(@u 8u)_ Jp u(@u 8u>+u0{anHx MaHI—I—a(MH M,H,)

"o Bz vy
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Figura 4.1: Regiao do escoamento em estudo. (1) Entrada do escoamento, (2)
Interface entre escoamento e placa plana, (3) saida lateral, (4) saida superior.

ov v dp v 0% OH 0H, O(M,Hy — M,H,)
- - _ = _ _- Mx_y M y x ytix
P (“ax * U@y) 8y+'u (83:2 * 8y2)+”0 { Ox My Jy
(4.5)
Equacao da continuidade
ou Ov
—+—=0 4.6
ox + oy (4.6)
Equacao do potencial magnético
2 2 M M
Pbn  Pon __OM. M, W

ox? * o2 Ox dy

Equacgoes de magnetizacao

oM, oM, 1 1
u o +v 5y = —EM, — mMy (M,H, — M,H,) + ~ (M, — M) (4.8)
oM oM, 1 1
u Ogsy + v ayy =M, + 6,[L_¢M$ (M,H, — M,H,) + - (M, — My) (4.9)

Para garantir que o problema da camada limite magnética é bem posto, ¢é
preciso especificarmos as condi¢oes de contorno para cada uma das equacoes
listadas. Seguindo a ordem esquemética mostrada pela Figura 4.1, definimos
as seguintes condigoes de contorno:

30



e Entrada do dominio (1):

e Saida do dominio (3):

e Saida superior (4):

(4.20)
(4.21)
(4.22)
(4.23)

(4.24)



4.2 Adimensinalizacao das equacoes governan-
tes

A adimensionalizacao das equagoes governantes é um passo fundamental para
realizacao de uma andlise fisica do problema. Utilizando de varidveis adimen-
sionais, o problema ¢é ao mesmo tempo simplificado e generalizado. Para o
procedimento de adimensionalizagao, definimos as seguintes escalas carac-
teristicas para as grandezas fisicas do problema,

1 L
xNL;yNLyvNE7’U’NU07tNF)]ijUOQHNHO,MNHQ (430)
0

reescrevemos as variaveis em suas respectivas formas adimensionais, encon-
tramos que

v u D oA H . M
U= 7,Pp= 27 = 7M: (431)
L U(] pU H() HO
Comecamos a o processo de adimensionalizacao pelas equacoes do movimento
nas diregoes x e y. Substituindo as variaveis dimensionais por suas respectivas

adimensionais, encontramos que

pUZ (04  0u pUZ 0p  nUy (0% n 0?1
— | 0] =——
L oz Y L oz L? \0z*? 0y?
; g O (M.Hy — M,H
wHZ | ~ 0H, - OH, < zdly y r)
My—— + M,— - 4.32
L oz + My Yy + Y ( )
Uz (. o0 v U2 op Uy (0?0 0%
US (300 GO0\ _ _pU3 b alh (975 9%
L 0T oy L oy L? \0z*> O0y?
L * 0 Y0y oz '
Dividindo ambas as equacoes pelo coeficiente dos termos convectivos %,

concluimos que

~

u

Ou 00 _ 0p L (0%u a1 | OH, iy OH, . g (MxHY - Mny>
v = T a5 T~ ~ ~
or 0y 0r Re \01®> 09?>) Re, ozx Y 0y Yy

(4.34)
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<

L0000 0p 1(3% a%;> 1 | . 0H, Aaﬁy_a(MzHY—MyHm)

=L o N+ N, :
Y959 T "oy Re \022 T 92 ) T Rew |02 Mg 07
(4.35)
O termo Re representa o nimero de Reynolds do escoamendo dado por,
UogL
Re = 202 (4.36)
U]

O numero de Reynolds representa a razao entre as forgas inerciais e viscosas
que agem sobre o escoamento. Similarmente definimos o termo Re,, como
o numero de Reynolds magnético, este representa a razao entre as forcas
inerciais e magnéticas. Escrevemos o numero de Reynolds magnético como

U2
Re, = 14 02
poHg

Transformando as variaveis da equacao da continuidade para suas respectivas
quantidades adimensionais encontramos que

Upou Uy 0v

(4.37)

i i = 4.
Las " Loy Y (4.38)
ao dividir a equacao 3.48 por ULO concluimos que
ou  0v
=0 4.39
2% 99 (4.39)

Similarmente, encontramos a equagao para o potencial mangético em variaveis
adimensionais na forma

Hy (%0 b Hy (OM, 0OM,
-0 Zrmy 78 — 4.4
L (83:2 + 0y? L ox dy (4.40)

Dividindo ambos os lados por H%? temos que

falom n 2y, _ OM, oM,
0x? oy2  Ox dy
Por fim, nos resta adimensionalizar a equacao da magnetizacao para o ferro-

fluido. Apds realizar a substituicao das variaveis dimensionais, encontramos
que

(4.41)

UpHo (. OM,  OM, S S
Y Ny <M$H —MH$> —<M$—M$>
L(“a@“’ag L Mgyt (Mefly = Mt )+ ’
(4.42)
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= M, OMI<MJI—M}L> —(M—M)
L oz oy . ¢ +677¢ v — Myle Jrn My = Myo
(4.43)
Racionalizando as equacoes 4.43 e 4.44 pelo coeficiente dos termos convectivos

%, chegamos as seguintes expressoes para a magnetizacao

UsHo (ﬁaMy . Aa%)  UpHy .. HZ - Hy

OM. OM. - 1 Re ~ [~ =« " 1 /.- .

T R i R S ) L | (MIH —MHx> —(Mx—Mx>

“ oz v oy M, 66 Re,, v Y + Pe 0
(4.44)

oM, OM, .. 1 Re . (. . . _ 1/

1Y p Y = N, ——Mx<MxH —MHz> —<M —M)

Yoz v Y M+ 6¢ Re,, Y Y * Pe Y v
(4.45)

O termo phi representa a fracao volumétrica de particulas no fluido, o termo
Pe representa o ntimero de Peclet do fluido e é expresso por,

UoL
Pe=— 4.4
=2 (1.46)

em que D denota o coeficiente de difusao do meio. Para o fluido magnético
temos que o coeficiente de difusao é dado por

L2

B

D (4.47)

Para o caso especifico de um fluido magnético, o numero de Peclet ex-

pressa a razao entre os tempos caracteristicos do escoamento e de relaxacao
magnética.

4.3 Analise de escala

A anélise de escala das equagoes governantes é um processo fundamental no
estudo de problemas na mecanica dos fluidos, sendo capaz de extrair o maior
volume de informagao por unidade de esfor¢o cognitivo (BEJAN, 2013).
Iniciamos a andlise do problema especificando as escalas referentes as
variaveis espaciais x e y,
x~Ly~o.

A escala L para a variavel x representa o comprimento da placa plana e é
conhecida. Nosso objetivo é obter uma expressao para escala § que representa
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a espessura da camada limite do escoamento em que L >> 4. Além das
escalas espaciais, definimos as seguintes escalas para o campo de velocidade
na direcao x (u), e para o campo magnético na diregao y (H,)

u~ Uy, H, ~ Hy (4.48)

Desta forma buscamos a partir das equacoes governantes determinar as esca-
las para v, H,, 6, M, e M,. A partir da equacao da continuidade 3.71 temos

que
U v

— ~ = 4.49
T (4.49)
resolvendo para v, encontramos a seguinte escala
)
~ —Uy 4.50
v g (4.50)

A formula 3.89 define a vorticidade de um escoamento como

ov  Ou
2z _ 7" 4.51
£= o, 9y (4.51)

Fazendo com que L >> § encontramos que

ou ov

— — 4.52

dy >> e (4.52)
logo

&~ UTOO (4.53)

O préximo passo consiste em utilizar a equacao de Ampere-Maxwell no limite
magnetostatico 3.19 e realizar o balanco entre os dois termos da equacao,
assim encontramos que

Hy H,
— ~—. 4.54
L ) ( )
Resolvendo a equacao 4.54 para H, temos que
H 0 H (4.55)
T I 0 .

A escala encontrada para H, mostra que para regioes relativamente peque-
nas o campo magnético na direcao x é pequeno quando comparado com a
componente na direcao y. Partimos para a equacao da magnetizagao e bus-
camos obter uma escala para M, e M,. Comecando pela equagao na diregao
x encontramos as seguintes escalas,
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e Direcao x:

oM, ?]('9]\4m UoH,
ox dy L

UM,

O Np M H, ~ PN M,

H
Gpd Gup "

Ho 2 2
— MJH, ~ MH
6pucd 6 pe =

My, — M, My, — Mz M,

~ —

B B B

e Direcao y:

oM,  OM, UyH,

u ~ U

Ox dy L
Uy 0 UyHy
Mx ~N — ~
¢ 5 oo L

Ho ;o fio 0
M H, ~ ——
uo 7 6ug L?

Ho to 6°

— M, M,H, ~ ——

6ug Y 6o L2
Moy — M, ~Hy Ho —Ho
B B B B

(4.56)

(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)

(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)

Assumindo que os termos convectivos sao despreziveis com relacao aos
outros termos, encontramos que a equacao da magnetizagao na direcao x 4.8

pode ser simplificada por

M, (5_2MH) M,
6ng )

B
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Para a equacao da magnetizacao na direcao y encontramos que

M, MzHy M, — Myy
Y _ =z — 4.67
2 (5 61¢ > B ( )

Fazendo 75 << 1, e deixando os termos de vorticidade

M, = M, (4.68)
M, = __MOSTBg - _Msﬁéo‘)TBg (4.69)

Agora partimos para a andlise das equagoes do movimento mostrando as
escalas de cada termo

e Direcao x:

pum—~ pva—y ~ (4.70)
_% ~ pTUOZ (4.71)
u% ~ u% (4.72)
ugiyz ~ u% (4.73)

/‘LOMI% ~ HO%ZHg (4.74)

MoMyaa—I_;x ~ No%g (4.75)
%MxHy ~ %HS (4.76)
(%Mny ~ %Hg (4.77)
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e Direcao y:

se inercia >> atrito:

se termos magnéticos << inercia (Rem >> 1)

)
L

se atrito >> inércia (Re << 1)

)
T ~ Re 'Re !

38
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D=

m

(4.78)

(4.79)

(4.80)

(4.81)

(4.82)

(4.83)

(4.84)

(4.85)

(4.86)

(4.87)

(4.88)



4.4 Formulacao vorticidade - funcao de cor-
rente para o problema

Outra forma de solucao para o problema da camada limite é explorar o fato
do escoamento ser bidimensional e incompressivel (V - u = 0) e reformular o
problema a partir da funcao de corrente 1 e da vorticidade £. Para reformu-
larmos o problema, recorremos a definicao de funcao de corrente dada pela
equacao 3.78 e aplicamos o rotacional em ambos os lados da equagao. Desta
forma, encontramos que

Vxu=Vx(Vxye,). (4.89)

O lado direito da equacao 4.83 representa a vorticidade do escoamento em
que £ =V xu. Ja o lado direito pode ser simplificado a partir da identidade
vetorial A.12. Como o fluido é incompressivel V - u = 0, concluimos que

0? 0?

oY I _ (4.90)

ox?  0y?
A equacao 4.84 é chamada de equacao de Poisson para a funcao de corrente
é substitui a equacao da continuidade na formulacao vorticidade funcao de
corrente. Em varidveis adimensionais temos que,

b

fé} + }f =< (4.91)

oz oy
Obtemos a equacgao da vorticidade ao aplicar o rotacional na equacao do
movimento 3.88. Desta forma, encontramos que

oc o 0% 0% o ( om,  oH,
ATV I (] R i NV ke ]
P (“aa: +U8y) " (81:2 * Oy? THo g \ Mg T oy

2 2
0 ( " OH, 8Hm) B 9 ]

- M, — M H,— MH,)— — (M,H, — M,H,
ay 8$ + Yy ay axQ( Y ) ) 8y2( Yy ) )

(4.92)

Reescrevendo a equacao 4.86 em variaveis adimensionais, temos que

06 9 1 [0 9% 1 |o (. 0H, . 0H,
&_ = — 12N M.
“9% V85 " Re <ag:~2 T2 TR lon \ Mo T gy
o (. 0H, . OH, S P2 o
- <Mx 5t W ) -5 (MxHy - Mny> 9 (MQCHy _ Mny>]
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Juntamente com as equagoes 4.7, 4.8 e 4.9 para o potencial magnético
e para a magnetizacao finalizamos a formulacao do problema em termos da
vorticidade e funcao de corrente. Apesar de simplificar o sistemas de equagcoes
quando comparado com o sistema de equacoes e variaveis P —uv, a formulacao
vorticidade - funcao de corrente requer a determinacao de novas condigoes
de contorno para o problema (FLETCHER, 2012). Assim, propomos as
seguintes condicoes de contorno:

e Entrada do dominio (1):

Y= / Uody (4.94)
ou
£ = a3 (4.95)
O = / H, - tdl (4.96)
M, =0 (4.97
M, =0 (4.98)
e Regiao sobre placa plana (2):
b =0 (4.99)
0%
£=—%5n2 (4.100)
Om = /Ho~tdl (4.101)
M, = My, (4.102)
M, = My, (4.103)
e Saida do dominio (3):
O
5 =0 (4.104)
o5
5o =0 (4.105)
O = / H, - tdl (4.106)
oM,
=0 (4.107)
oM, _
=0 (4.108)



e Saida superior (4):

oy =0
oM,
=0
dy
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Capitulo 5

Formulacao numérica

5.1 Diferencas Finitas

Considerado como o método mais antigo para obtengao de solugoes numéricas
para equacoes diferenciais parciais, o método das diferencas finitas é ainda
amplamente utilizado em areas como a mecanica dos fluidos computacional,
transferéncia de calor e precificacao de opcoes em ativos financeiros.

O método das diferencas finitas consiste em aproximar as derivadas de
uma equacao diferencial parcial por meio de diferencas discretas entre as
quantidades em estudo. Para isto, o dominio continuo no qual estd contida
a solugao para o problema ¢é transformado em uma malha discreta, como
mostrado na Figura 5.1. O resultado final da discretizacao é um conjunto de
equacoes algébricas que aproximam a solucao em cada ponto da malha.

5.1.1 Derivadas de primeira ordem

Suponha que u(z) é uma fun¢ao continua e diferencidvel, portanto entorno
de uma vizinhanga u(x) + Az é possivel expressar u(z) por uma série de
Taylor |,

ou

u(z) = u(r + Azx) + (Az)— + (A—I> O + O(Az?). (5.1)

O 2l ) da?

Truncando a série apds os termos lineares, determinamos que expressao
para a primeira derivada de u(z) é da forma
ou  u(z+ Az) —u(x)

— & + O(Ax 5.2

e AL (Az) (5.2)

a expressao dada por 5.2 é chamada de diferenca ascendente. Como

o dominio fisico das equagoes é discretizado em nos espagados por uma
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Figura 5.1: Discretizacao de uma regiao quadrada em uma malha discreta.
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Figura 5.2: Numeracao proposta para a malha.
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distancia Ax;, reescrevemos a equacao utilizando uma notagdo mais com-
pacta

Qu | Uipr — U
or Az
Analogamente se expressarmos u(x) em uma vizinhanga u(x — Az) en-
tramos podemos determinar a diferenca descendente

(5.3)

ou _u(z) —u(r — Ax)
ox Az
Colocando a expressao 5.4 na notacao compacta reescrevemos a derivada
atrasada como

+O(Ax). (5.4)

% o Wir1 — Uy
or ~ Az
Note que as formas discretas das derivadas apresentadas pelas equagoes
5.4 e 5.5 possuem um carater assimétrico, no sentido de que em um dominio
discreto onde Az é finito, as derivadas frontais e atrasadas podem nao ser
necessariamente iguais

(5.5)

u(z + Az) — u(x)

u(z) —u(z — Ax)
Az '

7 Az

(5.6)

5.1.2 Derivadas de segunda ordem

Para chegarmos a uma expressao discreta para as derivadas de segunda ordem

vamos recorrer a definicao da segunda derivada de uma funcao % = u/(x)

Pu o u(x+ Az) —u'(x)
or2  or Ax
Substituindo o resultado da 5.7
Pu _u(z + Az) + u(z — Ar) — 2u(x)
o2~ Ax?
Reescrevendo a expressao 5.8 na notacao compacta para diferencas finitas
temos que

+O0(Ag). (5.7)

+O(A2?). (5.8)

02u y Uit1 + U1 — QUZ
ox? Ax?
Chegamos na forma final para a aproximacao da segunda derivada por
meio de diferencas finitas. Vale ressaltar que a forma final que demonstramos
para a segunda derivada nao é tnica, sendo esta a sua forma simétrica e mais
utilizada para as aproximagoes dentro do dominio de célculo.

(5.9)
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Figura 5.3: Molécula computacional para um método explicito.

5.2 Discretizacao das equacoes governantes

De acordo com J Hinch (2013), é recomendado manter os termos transientes
das equagoes governantes (%—9) mesmo quando estamos interessados apenas
nas solucoes em regime permanente. Isto é justificado pois a discretizacao
dos termos transientes amortecem a propagacao de erros pelos termos nao
lineares. Para equacOes que apresentam que variam no tempo, devemos es-
colher em que momento realizamos as discretizagoes das derivadas espaciais.
Quando discretizadas em t, chamamos a solucao de solucao explicita. en-
quanto ao usar a camada temporal ¢ + 1 chamamos a solucao de implicita.
Os métodos explicitos sao, de maneira geral, mais simples e diretos de se
implementar numericamente. Contudo, a estabilidade da solugao requer o
uso de pequenos espacos de tempo At, tornando a solucao ”cara”’em termos
computacionais. As solucoes implicitas requerem um pouco mais de esforgo
para serem obtidas. O resultado da discretizacao implicita se da na forma
de um sistema linear de equagoes acopladas e requerem rotinas proprias para
solucao de sistemas lineares. A grande vantagem do método implicito é sua
estabilidade quanto ao espacgo de tempo usado At, este aceita a utilizacao de
espacos de tempo bem maiores quando comparado com os métodos explicitos.
A seguir estd mostrado a discretizacao explicita das equagoes governantes

e Equacao da vorticidade

t+1 t ¢ ¢ ¢ t ¢ t t t ¢ ¢
sz‘ - gji ¢ Sji  Sji—1 Sji T Sj-1i i ( Git1 +£jz‘—1 - 2§ji o Suli +€j—1i - 25]'1'

At i Ax +ii Ay " Re Ax?
(5.10)
e Equacao de Poisson para a fungao de corrente
t+1 t+1 t+1 t+1 t+1 t+1
Ji+1 + ¢ji—1 B 2¢ji + ¢j+1i + wjfli B 2¢ji _ —§§J-r1 (5'11)

Ax? Ay?
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Figura 5.4: Molécula computacional para um método implicito.

e Equacao de Poisson para o campo magnético

§i+1 + ¢§'i—1 - 2¢§'¢+ §‘+1z’ + Cb;'—lz' - 2¢§z _ _Mz(ji"!‘l)_Mm(ji—l) _ Mw(j—li)—Mx(j_u)
Ax? Ay? 2Ax 2Ay
(5.12)

e Equacao da magnetizacao

t+1 t t t t t
Mao = Mooy o Mgy = Mooy - Mgy = Mooy _ e
At Ji Ax Ji Ay TS5y
L e gt (MY HY oy — My He o)) — o (MY — M0
T 66 Rey,  v0 Wy T My Hain) T pg e T Mt
(5.13)
t+1 t t t t t
My = My o Mgy = Moy - Moy = Mygowy _ 0y,

At gt Az ji Ay — Sy (]Z)
L (M HY oy — M HY ) — —— (MY — M,0ji")
66 Re,, =) \MaGtyGi — MG HaGn) T pe Wy T HH

(5.14)
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5.3 Proposta de um algoritimo para a solucao
numérica

e Pré-processamento:

1. Definir parametros adimensionais;
2. Definir espagamento entre nés da malha (Az, Ay);
3. Criar malha computacional;
4. Iniciar condigoes de iniciais;
e Processamento de dados:
Resolver equacao da vorticidade;
Resolver equacao de Poisson para funcao de corrente;

Resolver equacao de Poisson para o potencial magnético;

Resolver equacao da magnetizacao;

A

Checar convergencia;
— Se (€1 — £ < 1079 : Parar.
— Voltar para o passo (1).
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Step 1:
Set initial guesses for

w, iy, H M

¥
Step 2:

Solve the vorticity |
equation.

¥
Step 3:
Solve the Poisson
equation for the
stream function.

¥
Step 4:
Solve the Poisson
equation for the
magnetic field.

¥
Step 5:
Solve the evolutive
equation for the
magnetization field.

Y

., Mo
Step 5:

Update initial
guesses.

Check Convergence.

Yes

Done.
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Capitulo 6

Resultados e Discussoes

6.0.1 Validacao do cédigo

Para darmos confianca a solugao ntimerica obtida a partir do cédigo escrito,
comparamos os resultados obtidos para a espessura da camada limite e co-
eficiente de arrasto com a solugao analitica obtida por Blasius (1908). O
dominio de dimensoes £ = 1.0 e y = 0.3 foi discretizado em uma malha
45 x 90, ou seja, 45 nods na dire¢ao z e 90 nds na diregao y. Os incrementos
Ax e Az foram obtidos dividindo o tamanho de cada dire¢ao pelo nimero
de nés menos um,

1.0
Ax = 6.1
v nr—1 ( )
0.3
Ay = ) 6.2
A (6.2)

Para a malha selecionada, os valores de 0,0227 e 0,0033 foram obtidos para
os incrementos Az e Ay respectivamente. O resultados apresentado na figu-
ras 6.4 apresenta a comparacao entre o coeficiente de arrasto numérico e o
resultado analitico de Blasius, dado por

0.664
Cr = 6.3
"= TR (6.3)
em que Re, é o nimero de Reynolds local Re, = ’)UT”. Comparativamente

a solucao numérica apresentou um desvio maximo de 0.0103. A figura 6.5
compara a espessura da camada limite numérica com o resultado analitico

5 4,91
— = 6.4
I~ Vhe (6.4)

e apresenta um desvio maximo de 0,00583. A Figura 6.3 mostra os perfis
de velocidade encontrados pelo cédigo numérico para diferentes posicoes.
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Para os perfis préximos a entrada do dominio de calculo foi encontrado um
desvio maximo de 0,03. Como os desvios encontrados para a camada limite,
coeficiente de arrasto e para os perfis de velocidade sao da mesma ordem da
resolucao imposta pelos incrementos, concluimos que o codigo esté validado
para o problema da camada limite de Blasius.

6.0.2 Resultados para campo magnético constante:

Nesta seccao sao mostrados os resultados referentes as simulagoes em que o
campo magnético H ¢é da forma H = Hye,. Dois casos sao mostrados para
Pe = 1.0 e Pe = 0.01. As simulagoes foram feitas utilizando o as mesmas
dimensoes para o dominio e para malha utilizadas no caso de validacao.
Foram também assumidos e fixados os seguinte parametros: ¢ = 0.01, My =
1.0, « = 1.0, Re = 1000.0 e Rem = 100.0.

Nota-se a partir das Figuras 6.6 e 6.7 que a topologia do escoamento
nao é alterada pelas forcas magnéticas em ambos os casos. Ainda mais,
pelos resultados apresentados nas Figuras 6.20 e 6.19 o escoamento para
Pe = 0.01 nao apresenta nenhuma modificagao para a espessura da camada
limite ou para o coeficiente de arrasto. Isto pode ser justificado pelas Figuras
6.16 e 6.21 que mostram a magnetizacao do ferrofluido fortemente alinhada
com o campo magnético H, inferindo um regime de superparamagnetismo,
e portanto a auséncia de torques magnéticos M x H = 0.

No entanto, ara Pe = 1.0 encontramos na Figura 6.11 um aumento no
coeficiente de arrasto no inicio da placa plana juntamente com um aumento
na espessura da camada limite, mostrado pela Figura 6.12. Entretanto o
fenomeno mais interessante observado pelas simulagoes é o acoplamento da
magnetizacao do ferrofluido com o escoamento como mostram as Figuras
6.8, 6.9 e 6.10. E possivel observar trés regioes distintas para a magne-
tizacdo. A primeira delas corresponde a regiao mais proxima a placa plana
onde devido a alta vorticidade produzida pela parede impede o fluido de se
magnetizar. A regiao mais afastada da placa plana, onde o escoamento nao
apresenta vorticidade, mostra a magnetizacao completamente alinhada com
o campo magnético externo, exibindo um regime de superparamagnetismo.
Por ltimo, temos a regiao intermediaria, préxima a borda da camada limite,
onde a magnetizagao é reorientada devido a vorticidade do escoamento.

6.0.3 Resultados para campo magnético de um ima
permanente:

Esta seccao apresenta os resultados referentes a simulacao do problema de
camada limite para um ferrofluido na presenca de um campo magnético ex-
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terno proveniente de um ima permanente mostrado pelas equacoes 3.24 e
3.25. Como existe variacao do campo magnético dentro do dominio nao é
possivel fixar um valor tnico para a. Este é calculado localmente em todo
dominio em fun¢ao do campo magnético. Os seguintes parametros foram
fixados para a simulagao: ¢ = 0.01, My = 1.0, Re = 1000.0 e Rem = 100.0 e
Pe = 1.0. A topologia da magnetizagao mostrada pelas Figuras 6.24 e 6.25
é similar ao apresentado anteriormente, apresentando as trés regioes distin-
tas para a magnetizacao. O escoamento também apresenta um aumento do
coeficiente de arrasto mostrado pela Figura 6.27. Entretanto, a espessura da
camada limite aparece reduzida 6.28. Apesar da existéncia de gradientes de
campo magnético VH e portanto forcas magnéticas do tipo M - VH nao
foi possivel identificar especificamente suas contribuigoes para o escoamento.

D'3|} T T T T

025 F :
020 - 8
yl}_lﬁ - 8

010 - 8

005 F

00 02 04 06 0.8 1a

-

X

Figura 6.1: Campo de velocidade na dire¢ao x (u) para Re = 1000.0
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Figura 6.2: Campo de velocidade na dire¢ao y (v) para Re = 1000.0
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Figura 6.3: Cojunto de perfis para velocidade na diregao x (u) para Re =
1000.0 . Para cada posigao em zx foi adotada seguinte simbologia : x para
x* = 0.01, o para x* = 0.25, A para z* = 0.5, 4+ para x* = 0.75 e % para
x* = 1.0.
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Figura 6.4: Gréfico para o coeficiente de arrasto c¢; em funcao da distancia
em T para Re = 1000.0 . A linha soélida representa a solucao analitica de
Blasius, os circulos representam a solugao numeérica obtida.
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Figura 6.5: Grafico para a espessura da camada limite % em funcao da

distancia em & para Re = 1000.0 . A linha soélida representa a solucao
analitica de Blasius, os circulos representam a solucao numérica obtida.
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Figura 6.6: Campo de velocidade na diregao x (u) para Re = 1000.0, Rem =
100.0, Pe = 1.0, = 1.0
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Figura 6.7: Campo de velocidade na diregao y (v) para Re = 1000.0, Rem =

100.0, Pe = 1.0,a = 1.0
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Figura 6.8: Campo de magnetizagdo na dire¢ao x (M,) para Re =
1000.0, Rem = 100.0, Pe = 1.0, a = 1.0.
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Figura 6.9: Campo de magnetizacdo na direcdo y (M,) para Re =
1000.0, Rem = 100.0, Pe = 1.0, = 1.0.
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Figura 6.10: Conjunto de perfis para velocidade na dire¢ao = (u) para Re =
1000.0, Rem = 100.0, Pe = 1.0, « = 1.0 . Para cada posicao em z foi adotada
seguinte simbologia : X para z* = 0.01, o para x* = 0.25, A para z* = 0.5,
+ para z* = 0.75 e x para z* = 1.0.
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Figura 6.11: Grafico para o coeficiente de arrasto ¢y em funcao da distancia
em = para Re = 1000.0, Rem = 100.0, Pe = 1.0, = 1.0. A linha sélida
representa a solucao analitica de Blasius, os circulos representam a solugao
numérica obtida.
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Figura 6.12: Grafico para a espessura da camada limite % em funcao da

distancia em z para Re = 1000.0, Rem = 100.0, Pe = 1.0, = 1.0. A linha
solida representa a solugao analitica de Blasius, os circulos representam a
solugao numérica obtida.
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Figura 6.13: Grafico de velocidade na dire¢ao x (u) com diagrama de flechas
para o campo de magnetizacao encontrado Re = 1000.0, Rem = 100.0, Pe =
1.0,a = 1.0.
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Figura 6.14: Campo de velocidade na diregao x (u) para Re = 1000.0, Rem =
100.0, Pe = 0.01,a = 1.0.
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Figura 6.15: Campo de velocidade na diregao y (v) para Re = 1000.0, Rem =
100.0, Pe = 0.01,a = 1.0
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Figura 6.16: Campo de magnetizagdo na direcdo x (M,) para Re =

1000.0, Rem = 100.0, Pe = 0.01, a = 1.0.
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Figura 6.17: Campo de magnetizacdo na direcdo y (M,) para Re =

1000.0, Rem = 100.0, Pe = 0.01, o = 1.0.
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Figura 6.18: Conjunto de perfis para velocidade na dire¢ao = (u) para Re =
1000.0, Rem = 100.0, Pe = 0.01, a = 1.0. Para cada posi¢ao em x foi adotada
seguinte simbologia : X para z* = 0.01, o para x* = 0.25, A para z* = 0.5,
+ para x* = 0.75 e x para x* = 1.0.
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Figura 6.19: Gréfico para o coeficiente de arrasto ¢y em fungao da distancia
em T para Re = 1000.0, Rem = 100.0, Pe = 0.01,a = 1.0. A linha sélida
representa a solucao analitica de Blasius, os circulos representam a solucao
numérica obtida.
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Figura 6.20: Grafico para a espessura da camada limite % em funcao da

distancia em z para Re = 1000.0, Rem = 100.0, Pe = 0.01,« = 1.0. A linha
solida representa a solugao analitica de Blasius, os circulos representam a
solugao numérica obtida.
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Figura 6.21: Gréafico de velocidade na dire¢ao x (u) com diagrama de fle-
chas para o campo de magnetizacao encontrado para Re = 1000.0, Rem =
100.0, Pe = 0.01, « = 1.0.
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Figura 6.22: Campo de velocidade na diregao x (u) para Re = 1000.0, Rem =
100.0, Pe = 1.0 com campo magnético produzido por um ima permanente .

030
025
020
ﬁI]_15
010

0.05

0.00
0.0

Figura 6.23: Campo de velocidade na diregao y (v) para Re = 1000.0, Rem =
100.0, Pe = 1.0eac = 1.0. com campo magnético produzido por um ima
permanente
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Figura 6.24: Campo de magnetizagdo na direcdo x (M,) para Re =
1000.0, Rem = 100.0, Pe = 1.0eax = 1.0. com campo magnético produzido
por um ima permanente
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Figura 6.25: Campo de magnetizacdo na direcdo y (M,) para Re =
1000.0, Rem = 100.0, Pe = 1.0eac = 1.0. com campo magnético produzido
por um ima permanente

68



030

025

020

P

015

010

0.05

0.00

12

Figura 6.26: Conjunto de perfis para velocidade na diregao = (u) com campo
magnético produzido por um ima permanente . Para cada posicao em z foi
adotada seguinte simbologia : x para z* = 0.01, o para x* = 0.25, A para
x* = 0.5, + para z* = 0.75 e * para x* = 1.0.
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Figura 6.27: Gréfico para o coeficiente de arrasto ¢y em fungao da distancia
em z com campo magnético produzido por um ima permanente . A linha
sélida representa a solucao analitica de Blasius, os circulos representam a
solugao numérica obtida.
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Figura 6.28: Grafico para a espessura da camada limite % em funcao da
distancia em & com campo magnético produzido por um ima permanente. A
linha sélida representa a solugao analitica de Blasius, os circulos representam

a solugao numérica obtida.
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Figura 6.29: Grafico de velocidade na dire¢ao x (u) com diagrama de flechas
para o campo de magnetizacao encontrado com campo magnético produzido
por um ima permanente.
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Capitulo 7

Conclusoes

Os resultados apresentados mostram parcialmente os mecanismos de interagao
entre o campo de velocidade do escoamento, o campo magnético e a magne-
tizacao do ferrofluido para o problema de camada limite sobre placa plana.
O foco deste trabalho foi a comparagao dos efeitos magnéticos sobre o es-
coamento por meio de dois regimes distinto de magnetizagao, o superpara-
magnético (Pe << 1) e o regime de nao equilibrio (Pe ~ 1). As simulagoes
mostraram uma forte influéncia do campo de vorticidade do escoamento pro-
duzida nas vizinhancas da placa plana com a magnetizacao do fluido, para os
casos em que Pe = 1.0. O resultado foi a estratificacao dos regimes de mag-
netizagao a medida que nos deslocamos transversalmente a direcao da placa
plana. As regioes observadas correspondem a camada mais préxima a parede
onde a magnétizacao é nula, passando para a area nas vizinhangas da da ca-
mada limite e por fim para a regiao fora da camada limite onde encontramos
um regime superparamagnetico. Para Pe = (0.01 a magnetizacao se apresen-
tou sempre em regime superparamagnético. Nenhuma alteragao significativa
do escoamento em relacao ao caso nao foi observada para as simulacoes feitas
utilizando Pe < 0.01. Outras casos foram estudados para diferentes niimeros
de Reynolds magnético. As simulacoes feitas com Rem ~ 10° nio apresen-
taram nenhuma diferenga significativa em seu escoamento. As tentativas de
solucoes para Re,, < 10? ndo obtiveram éxito, e exibiram comportamento
instavel.
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Apeéendice A

Identidades vetoriais

(AxB)C=A-(BxC)=(CxA)-B (A.1)
Ax(BxC)=B(A -C)—-C(A-B) (A.2)
(AxB)-(CxD)=(A-C)(B-D)—(A-D)B-C) (A.3)
VxVp=0 (A4)

V- (VxA)=0 (A.5)
V(12) = 91 V2 + 92V (A.6)
V-(pA) =¢V-A+A Vo (A7)
(A) OV X A+ Vo x A (A.8)

( B)=A-VB+B-VA+Ax(VxB)+Bx (VxA)

(A.9)

V-(AxB)=B:-(VxA)—-A-(VxB) (A.10)
Vx(AxB)=A(V-B)—B(V-A)+B-VA—A-VB (A1)
Vx(VxA)=V(V-A)- VA (A.12)
A~VA:%V(A-A)—A><(V><A) (A.13)

V- (Vo x Vi) =0 (A.14)
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A.1 Identidades tensoriais

AB-C=A(B C)
A-BC=(A-B)C
V-(AB)=A -VB+B(V-A)

T .

>
> 15

> 1=
[

A

<
P
S -

1
¢

=
!
4
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Apéendice B

Neste apéndice vamos mostrar sem provas alguns teoremas integrais impor-
tantes na modelagem problemas relativos a mecanica dos meios continuos.

Para resultados mais aprofundados ver (ARIS, 2012), (CHADWICK, 2012).

B.1 Teorema da divergéncia

Seja £ um regiao regular no espaco Euclidiano E? e 9Q uma fronteira suave
por partes. Se w é um vetor arbitrario tal que u : 2 — v entao

/ u-ffzdS:/V-udV (B.1)
oN B

em que 1 é um vetor unitario normal a superficie 0£2. Chamamos de fluxo
de u a quantidade representada do lado esquerdo da equacao. O fluxo de u
indica a velocidade com que a propriedade u atravessa a superficie 0f2.

B.2 Teorema de Stokes

Seja I' um curva qualquer contida no espaco Euclidiano E3 cuja fronteira o'
é uma curva suave por partes. Considerando um vetor arbitrario w ta que
u: E3 — v, temos que

/F(qu)-ﬁ,dS:/cu-dr (B.2)

em que 7 é um vetor unitario normal a superficie I' e da é o vetor unitario
tangente a curva 0I'. Chamamos de circulacao a quantidade representada
do lado direito da equagao.
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B.3 Teorema da localizacao

Seja B uma regiao aberta contida no espaco Euclidiano E3 cuja funcao es-
calar ®(x) estd definida. Para uma dada regiao €2 contida no dominio B,
dizemos que, se

/ B(z)dV = 0 (B.3)

entao

o(z) = 0. (B.4)

B.4 Teorema transporte de Reynolds

O teorema transporte de Reynolds é de extrema importancia na mecanica
dos meios continuos pois este é responsavel por quantificar a taxa de variacao
de qualquer propriedade de um volume material. Seja ®(x) uma fungao
qualquer que representa alguma propriedade da matéria e Q(t) o volume
ocupado por um conjunto determinado de particulas. A taxa de variacao da
propriedade ®(x) dentro do volume Q(t) é dada por

D D
Dt Q(t) )V = /Q(t) {th)(w) A o)

em que u representa o vetor velocidade do meio. Anunciamos portanto o
teorema transporte de Reynolds.
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