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Resumo

A camada livre de células sanguineas escoando adjacente a parede de micro-vasos
na micro-circulagao ¢ de vital importancia no transporte de gléobulos vermelhos saturados
de oxigénio para tecidos nao saturados. O presente projeto propde-se a examinar esse
escoamento considerando o fluido adjacente a parede como plasma sanguineo e no ni-
cleo do micro-vaso (plasma) um liquido modelado tanto usando modelos Newtonianos de
viscosidade conhecida até nao-Newtoniano de viscosidades aparente e efetivas. A viscosi-
dade intrinseca ou efetiva pode ser calculada teoricamente como uma func¢ao do didmetro
adimensional do vaso em concordancia com observagoes experimentais. O modelo tedrico
sugere que em suspensoes como o sangue, a viscosidade aparente pode ser reduzida pela
distribui¢ao nao-uniforme de células. Entao, a formagao da camada de plasma é explicada
em termos do balango de dois mecanismos de transporte: uma convecgao devido a inte-
ragao parede do vaso-célula e o efeito de difusao hidrodinamica das particulas. De acordo
com o modelo proposto, as células podem ser transportadas respectivamente para dentro
e para fora do centro da regiao do microvaso. Uma emulsao em alta razao de viscosidade
¢é usada para calcular a difusividade e a velocidade de migracao de particulas. Solugoes
assintoticas serao usadas para calcular a espessura da camada de plasma adjacente e a
distribuicdo de fragdo volumétrica como funcao do tempo, da distancia entre a parede
do micro-vaso, da fragdo volumétrica dos globulos vermelhos (hematocrito tipico), do
numero de Péclet, do nimero de capilaridade e da razao de viscosidade das fases dispersa-
continua. Os resultados indicam que existe um decréscimo da espessura da camada de
plasma adjacente com os nimeros de Péclet e de Capilaridade. Em adicao, descreve-se
um camada limite associada a gradientes de concentracao de particulas que se formam
nas vizinhancgas da parede do micro-vaso. Uma possivel aplicacao do trabalho proposto
seria usar os resultados do mesmo para diagnosticar doencas com base em mudancas na
viscosidade intrinseca fora dos padroes fisioloégicos devido possiveis anomalias no sangue
como anemia falciforme e cancer de medula. Também foi feito um estudo sobre a relagao
entre o formato da célula e a sua energia de flexdo, com a motivacao de verificar que
formatos biconcavos minimizam a energia de flexdo para geometrias de mesmos volumes,

areas e propriedades mecanicas.

Palavras-chaves: hemacias. migracao. difusdo hidrodindmica.
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Abstract

There is a cell-depleted layer adjacent to microvessel walls and it is of vital impor-
tance in the transport of oxygen-saturated red cells to the unsaturated tissues. Firstly, we
examine the core flow solution with the inner fluid being an non-Newtonian fluid facing
a small annular gap of Newtonian plasma. An intrinsic viscosity of the blood is predicted
theoretically as a function of the dimensionless vessel diameter, in agreement with pre-
vious experimental studies. The theoretical model suggests that in suspension flows like
blood the apparent viscosity may be much reduced by the nonuniform distribution of
cells. Secondly, the mechanism which leads to the depleted layer formation is explained
in terms of a balance between two transport mechanisms: the wall drift velocity and the
particle hydrodynamic diffusion. According to our model the cells can be transported
respectively inwards and outwards of the core region of the microvessel. A high viscosity
ratio emulsion is used to calculate the hydrodynamic diffusivity and the wall drift velocity.
A similarity solution is used to calculate the thickness of the cell-depleted layer and the
cell volume fraction distribution as a function of time, the distance from the microves-
sel wall, the volume fraction of red cells (typical hematocrit), Peclet number, capillarity
number and viscosity ratio of the disperse-continuous phases. The results indicate a de-
creasing of the cell-depleted layer thickness with Peclet and Capillarity numbers. We also
describe a concentration boundary layer in order to explain the observed phenomenon. A
possible application of this work could be in illness diagnosis by evaluating of changes in

the intrinsic viscosity due to blood abnormalities.

Key-words: red cells, blood, depleted layer, drift velocity, hydrodynamic diffusion
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1 INTRODUCAO

1.1 Motivacao

O estudo da mecanica do sangue na microcirculacao é importante para entender
como a mudanca de fatores fisiolégicos causados por doencas e outras anormalidades que
podem afetar as propriedades reoldgicas do sangue. Atualmente, muitos trabalhos sao
feitos no ramo de hemodinamica com objetivo de relacionar alteragoes no movimento do
sangue com certas doencgas. Além disso, o estudo do sangue é uma area interdisciplinar,
que envolve mecanica dos fluidos, mecanica dos sélidos, métodos numéricos, mecanica

estatistica, quimica, biomedicina e outros ramos.

1.2 Revisao Bibliografica

O sangue pode ser definido como uma suspensao de células em plasma Newtoni-
ano, e exibe comportamento nao Newtoniano e uma reologia que pode ser afetada por
varios fatores, assim como outras variedades de suspensodes. Algumas doengas alteram
diretamente as propriedades reoldgicas do sangue, como a diabetes, anemia falciforme,
malaria e alguns tipos de cancer. Deste modo, o sangue constitui um interessante objeto
de estudo, a medida que permite relacionar mudangas no comportamento de escoamento
do sangue a determinadas patologias. O estudo da microcirculagao, que consiste nos vasos
com didmetros inferiores a 0,3 mm, é de extrema importancia, pois 80 % da queda de
pressdo entre a aorta e a veia cava ocorre nesta (SUNG et al., 1982), onde os efeitos nao-
continuos, associados ao tamanho finito das células, tornam-se de grande importancia no

escoamento do sangue.

O plasma sanguineo ¢ um fluido newtoniano amarelado cuja maior parte é com-
posta por agua. Por este motivo, este liquido possui densidade p 103K g/m? e viscosidade
p 1073 Ns/m aproximadamente iguais as da dgua, podendo variar suas propriedades no
caso de algumas doencas (KLINGEL et al., 2000).

As principais células que compoem o sangue sao denominadas “sanguineas” e sao
classificadas em trés tipos: eritrocitos, leucocitos e plaquetas.Os eritrocitos, também co-

nhecidos como globulos vermelhos, sdo os responsaveis pelo transporte de oxigénio pelo



corpo. Estes se apresentam em maior escala que as demais células sanguineas, correspon-
dendo a cerca de 40 % a 45 % do volume total do sangue de um ser humano sauddvel.
Os leucocitos, ou globulos brancos, tém como funcdo combater infec¢bes no organismo.
As plaquetas contribuem na coagulacao do sangue e na vedacao de regidoes rompidas nos
vasos. A soma de leucdcitos e as plaquetas corresponde a menos de 1 % do volume total
do sangue; desta forma, pode-se ver que os eritrocitos sao as células mais relevantes na
determinagao da reologia do sangue (SKALAK; OZKAYA; SKALAK, 1989). A fragao

volumétrica do sangue ocupada pelos eritrocitos é denominada hematécrito.

Os glébulos vermelhos, em um estado de nao deformacao, ou seja, na auséncia de
um escoamento, exibem formato de disco biconcavo com didmetro entre 7 um e 8 um,
espessura de aproximadamente 2,5 um na borda e 1 um no centro e volume de, apro-
ximadamente 90 um?. Este tipo de célula é formada por uma membrana fina e flexivel
contendo o citoplasma: uma soluc¢ao aquosa de hemoglobina, que se comporta como um
fluido ndo-newtoniano de viscosidade maior que a do plasma g = 1072 Ns/m. Este fluido
citoplasmatico é incompressivel; ou seja, um elemento material diferencial da membrana
mantém a area da superficie original. A membrana de um eritrécito é formada por uma
dupla camada de lipideos e uma rede de proteinas (citoesqueleto), tal formagao confere a
membrana propriedades viscosas e elasticas. O carater viscoso da membrana é caracteri-
zado por uma viscosidade de membrana u,,, e sua elasticidade caracterizada pelo médulo
de dilatacio Fp = 0.5 N/m, médulo eldstico de cisalhamento Es = 6 x 107% N/m e

momento fletor Mg =2 x 107" Nm.

Existem 5 tipos diferentes de vasos sanguineos no sistema circulatério humano: ar-
térias, arteriolas, veias, vénulas e capilares. Veias e artérias possuem os maiores diametros,
sendo relacionadas a macrocirculagao, enquanto arteriolas, vénulas e capilares sao rela-
cionados a microcurculagdo, onde vénulas e arteriolas possuem didmetro aproximado de
100 pum, e o didmetro dos capilares equivale a escala dos eritrocitos, podendo ser menores
que os mesmos. Devido a diferenca entre as escalas dentro da microcirculacgao, é adequado
considerar duas abordagens distintas: uma abordagem para o estudo de capilares, estu-
dando os globulos vermelhos como corpos isolados em movimento no fluido newtoniano; e
uma abordagem continua para o estudo de vénulas e arteriolas, onde a mistura de plasma
e eritrécitos é considerada como um fluido ndo newtoniano continuo equivalente. Além
disso, ¢é relevante considerar os efeitos nao-lineares decorrentes da dimensao finita das cé-
lulas no sangue, como a camada de plasma sem eritrécitos préxima as paredes dos vasos,
formada devido ao mecanismo de difusao hidrodindmica (CUNHA; HINCH, 1996) e ao
fen6meno de migracao das células (SMART; JR, 1991), que gera variagoes na viscosidade

efetiva do fluido.



1.3 Analise Dimensional do Problema

Para o estudo do sangue como um fluido equivalente, é necessario garantir a hi-
potese de que as particulas sao livres de inércia. Para tal, é necessario identificar os
parametros fisicos do problema para mostrar que o nimero de Reynolds das particulas
é baixo. Os parametro usados sao: o gradiente de pressao fisiologico é aproximadamente
Ap = 60 mmHg por [ = 1 cm, o plasma possui aproximadamente as mesmas massa espe-
cifica e viscosidade da agua (p ~ 1000 Kg/m? e u, ~ 0.001 Pa s ). Pela lei de Poiseuille,
¢é possivel estimar a taxa de cisalhamento local em um vaso de raio R = 100 um, tal que
4 = RAp/(8u,yl) ~ 10* s71. Na escala da particula, considerando o comprimento caracte-
ristico das hemacias a = 5 pum, tem-se que o nimero de Reynolds pode ser calculado por
Re = pya®/p, ~ 0.1. Este resultado mostra que as forgas viscosas dominam o escoamento

na escala das particulas, fazendo que a forca de inércia nestas seja desprezivel.

Para o estudo apropriado do escoamento de sangue, é necessario entender os pa-
rametros fisicos que governam a dinamica do problema no contexto do sangue. A tabela
abaixo mostra os parametros adimensionais relacionados com o movimento das células

em microvasos:

Parametro Adimensional Significado Fisico Valor
Importancia Relativa da
~ . . M — Hm ~
Razao de Viscosidade de Membrana \,, . Viscosidade de Membrana 300
N ) ) ) Importancia relativa do
Razao de Viscosidade do Citoplasma A\, = % ~ 10

Escoamento do Citoplasma

: Razao entre tensoes
Parametro de Capilaridade Elastica Cag = £2 ~ 0.5

Es viscosas e elasticas
Razao entre tensoes
A ~ 3
Parametro de Flexao Cp = 5 . . ~ 100
B viscosas e de flexdo
. Razao entre tensoes
Parametro de Dilatagao Cp = 5% _ _ . ~107°
D viscosas e dilatacao

Tabela 1 — Parametros adimensionais utilizados no estudo do movimento células na mi-
crocirculagao. Valores correspondentes a eritrécitos fisiologicamente normais.

Varias conclusoes importantes podem ser retiradas dos parametros adimensionais
mostrados na tabela acima. Como o valor de Cp é muito baixo, isto indica que as tensoes
viscosas sao muito pequenas para dilatar o a membrana de uma hemaécia; ou seja, a
superficie de uma célula de glébulo vermelho é praticamente constante, como esperado.
O fato da viscosidade do citoplasma ser muito inferior a da membrana indica que a
viscosidade de membrana domina a do citoplasma. Portanto, a circulagdo interna do

citoplasma dentro da membrana é mascarada pela viscosidade de membrana e tem pouco



efeito no movimento da célula. Esta propriedade também é uma motivagao para o estudo

de células como gotas de alta razao de viscosidade, como ¢ feito neste trabalho.

O parametro de flexao é alto, o que sugere que os esforcos de flexdo nao devem
ter muita importancia. Porém, a estimativa de um parametro de flexao deveria ser feito
a partir do raio de curvatura da célula, e nao apenas do seu raio. Isto ocorre pois em
uma hemacia, os raios de curvatura podem ser muito maiores que o raio caracteristico
da célula, fazendo que uma estimativa de parametro de flexdo baseada apenas no raio
caracteristico nao represente corretamente a importancia dos esforcos de flexdo. Para
corrigir este problema, redefine-se o parametro de flexao, fazendo C'z = p,y/Mpr>. Para
uma hemdcia deformada, este parametro é O(1), indicando que os esforcos de flexao sao
importantes. Em resumo, esta andlise dimensional mostra que eritrocitos possuem area
constante e sao sensiveis a trés principais parametros: a viscosidade de membrana, o

parametro de capilaridade elastica e o pardmetro de flexao.

1.4 Objetivos

Este projeto tem como objetivo principal o estudo do escoamento do sangue na
microcirculagdo em diferentes escalas. Alguns pontos importantes que o projeto deseja

cobrir sdo:

e Verificar que modelo do sangue como fluido newtoniano generalizado é consistente
na captura da reducao da viscosidade intrinseca aparente bem como a concordancia

com resultados experimentais padroes ao menos do ponto de vista qualitativo.

e Comprovar, apartir dos modelos explorados que a presenca de uma camada de
plasma livre de células adjacente a parede do vaso contribui para a reducao do
arrasto em vasos da ordem micrométrica, diminuindo o intenso esfor¢o necessario
do coragao no bombeamento do sangue em redes de arteriolas presentes na micro-

circulagao.

e Verificar que micro-vasos com paredes irregulares proporcionam uma diminui¢ao do

fluxo sanguineo, potencializando a formacao de trombos.

e Obter expressoes para a predicao tedrica da viscosidade aparente intrinseca consi-

derando os diferentes formatos de célula.

e Mostrar o efeito de Fahraeus-Lindqvist inverso. Este é caracterizado pelo aumento
da viscosidade aparente intrinseca do sangue a medida que o didmetro do tubo
diminui até atingir um minimo (escala na qual o didmetro do vaso e da célula sao

da mesma ordem de magnitude).

e Verificar como a redugao do espagamento entre as células (i.e. simular com primeira

aproximagao efeito da agregagao de células) afeta a viscosidade intrinseca do sangue.
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Esse resultado seria relevante, tendo em vista que algumas anormalidades fisiol6-
gicas do sangue induzem a formagao de agregados de hemacias, podendo produzir

inclusive um efeito tampao do movimento do sangue na microcirculacao.

e Verificar a importancia da regiao de deplecao de células no escoamento em vasos
capilares, e sua importancia acima do formato das células na alteracdo da resisténcia

do escoamento.

e Entender a questao de minima energia envolvida na flexao de células biconcavas por

meio dos ovais de Cassini.

e Modelagem e interpretacao dos potenciais mecanismos responsaveis pela formacao
da camada adjacente de células como a convecgao associada com migragao trans-
versal e longitudinal induzida por cisalhamento e a auto-difusao devido a interacgao

das células.

1.5 Apresentacao do Trabalho

O segundo capitulo apresenta a fundamentagao tedrica sobre a qual o trabalho é
baseado. O terceiro capitulo apresenta o modelo de células enfileiradas e os procedimentos
para encontrar a viscosidade efetiva neste regime considerado. O quarto capitulo apresenta
uma introducao ao estudo de membranas e introduz o problema da energia de flexao
estudado neste trabalho. O quinto capitulo fala sobre mecanismos de difusao e os difere
do fenémeno de difusao hidrodindmica, que ¢ um mecanismo fundamental para explicar a
formagao da camada de plasma newtoniano livre de globulos vermelhos préxima a parede
dos vasos. Neste capitulo é apresentada uma solucao assintética para um problema de
dispersao e migracao de gotas com alta razao de viscosidade em cisalhamento simples,
analisando a formagao da camada livre de gotas. No sexto capitulo desenvolve-se a solugao
assintotica em regime de pequenos tempos para o problema introduzido no capitulo 5. No
capitulo 7 é apresentada uma modelagem do escoamento de sangue nas maiores escalas
da microcirculagdo, onde o mesmo possui comportamento de um fluido nao-newtoniano
equivalente. Nesta secao sao discutidos modelos de fluidos nao newtonianos que poderiam
ser utilizados para modelar o sangue e é feita uma modelagem do problema utilizando
fluidos imisciveis, com um nucleo de Casson e a camada de plasma newtoniano proxima a

parede. O capitulo 9 apresenta os resultados e discussoes advindas dos capitulos anteriores.



2 Fundamentos Tedricos

2.1 Hipotese do Continuo

A hipétese do continuo no contexto fisico consiste na possibilidade de descrever
propriedades fisicas como fungoes continuas dos pontos do espaco. Dada a natureza mo-
lecular da matéria, tal hipétese parece a principio um pouco forcada para ser definida
rigorosamente; porém, a validade desta ideia depende apenas da escala do problema e de
como se define um continuo. Para isto considera-se a hipotese do ponto material, a qual
sugere que cada ponto do dominio continuo é grande o suficiente para conter a quantidade
de moléculas necessaria para se obter uma média confidvel de certa propriedade e pequeno
o suficiente para ser considerado um ponto do espaco, ou a vizinhanga € de um ponto,
rigorosamente falando. Esta hipdtese nos permite definir propriedades locais como massa

especifica, que pode ser definida como:

) 1
p= 6vlg?v* v /5\/ zk:mké(:c —xy)dV (2.1)

Em que 6V* é o volume do ponto material, definido anteriormente. Esta hipétese
simples de definir uma propriedade local de um ponto como uma propriedade média em
uma certa vizinhanca deste ponto ¢é a ideia principal por tras das teorias classicas de
fluidos e solidos, pois através das leis fisicas sdo definidas equagoes de evolucao para estas

propriedades locais.

2.2 Descricoes Lagrangeana e Euleriana

2.2.1 Descricao Material ou Lagrangeana

A descricao Lagrangeana da mecénica é a descri¢ao mais conhecida, sendo bastante
utilizada no contexto de mecanica de particulas e da cineméatica de corpos. Nesta primeira,
a posicao de uma particula é dada em fun¢ao do tempo, na forma ;(t), onde o indice

1 € N é um roétulo da particula que estd em movimento.



No caso do movimento de um corpo continuo B, todas as particulas de um estado
de referéncia By estao em movimento. No caso, o movimento é definido como consecutivos
mapas do tipo ®; : By — B; Vt > 0. Sabendo que X representa a posi¢cao dos pontos
no estado de referéncia e x representa a posi¢do dos pontos em um tempo t, temos que
a descricao Lagrangeana do movimento de um corpo continuo a partir de um estado de
configuragao By é dada por (X, t). Nota-se que neste contexto, as posi¢oes do estado de
referéncia substituem o indice i no papel de rétulo das particulas. Isto se da pois nao é
possivel rotular cada ponto de um subdominio continuo por um nimero natural, devido

a diferenca de cardinalidade.

Este tipo de descricao é 1til para se estudar a cinematica e dinamica de um corpo,
tendo em vista que é neste contexto que sao enunciadas as leis fenomenolégicas governan-

tes do problema.

2.2.2 Descricao Espacial ou Euleriana

A descri¢ao do tipo Euleriana consiste na definicao de propriedades fisicas como
campos. Isto é, uma func¢ao do espago e do tempo na forma G(z,t). Este tipo de descrigao
é muito importante na fisica, pois esta intimamente relacionada a forma com a qual se
define e mede propriedades. Em um corpo qualquer, por exemplo, cada ponto deste corpo
possui uma temperatura, uma velocidade, uma massa especifica, uma densidade de carga
elétrica, etc. Quando estas propriedades sdo medidas, o sdo em um certo momento (t)
e em certo ponto do espago (x). Logo, estas geralmente sdo as propriedades de maior

interesse.

2.3  Cinematica de um Meio Continuo

2.3.1 Cinematica de uma particula material

Considerando um corpo continuo B com configuracao inicial By, para cada instante
de tempo existe um mapa do tipo ® : By — B; Vi > 0, a posicao desta particula
material entdao é descrita por &(X,t). Considerando que X é o rétulo de cada particula,

a velocidade de uma particula inicialmente na posicao X ¢ dada por:

w(X.1) = @f)x (2:2)

em que:

D
= (2.3)

/
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~
»
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denota o operador derivada material. Esta derivada, por ser de natureza Lagrangeana,
¢ de extrema importancia para se estudar o movimento de um corpo ou a variagao de
uma propriedade de um corpo (massa, carga, momento). Caso aplicada em um campo

Euleriano G(x,t), a derivada material assume a seguinte forma:

DG oG

na qual V denota o operador gradiente nas coordenadas « e u a velocidade do ponto de
vista Euleriano (u(x,t) = u(X (x,t),t)) também conhecido como campo de velocidades.
Este campo é de extrema relevancia para a descricio do movimento de fluidos, sendo o

principal objeto da descricdo do movimento destes.

A transformagcao inversa X (x,t) tem sua existéncia garantida pelo fato de nao
haver “breakdown” de particulas; ou seja, nao existe um mapa partindo de um estado de
referéncia By de volume V; que leve em uma configuragao B; de volume V; nulo. Desta
afirmacao decorre que o jacobiano do mapa é nao-nulo, o que garante a existéncia da

transformacao inversa.

2.3.2 Deformacao de um arco material infinitesimal

Considera-se uma transformacao ® : By — B;. Tomando um arco material infini-
tesimal no estado deformado dax, pode-se relacionar o mesmo com o estado de referéncia

da seguinte forma:

de =F -dX (2.5)

, na qual as componentes do tensor F' sao dadas por:

- 0X;

Fij (2.6)

O tensor F' é denominado gradiente da transformacao Lagrangeano e relaciona o
estado deformado com o estado de referéncia. O determinante desse tensor J = det(F')
¢é o Jacobiano da transformacgao de volumes, que como discutido anteriormente, é tal que
J # 0. Desta propriedade e da continuidade do Jacobiano no tempo, pode-se mostrar
que J > 0, o que garante a nao-existéncia de volumes negativos, mantendo a consisténcia

fisica da teoria.



2.4 Teorema da Localizacao

O Teorema da Localizacao é enunciado da seguinte forma: Considere uma funcao
continua G :  — R na forma G(x) com x € Q, onde Q é uma variedade em R". Se
Jp G(x)dV =0 VB C 2 para B e §2 de mesma dimensao, tem-se que G(x) = 0 em todos

os pontos do dominio. Uma demonstragao informal do teorema segue a seguir.

Tem-se que pelo fato da fungao ser continua em todo o dominio, pode-se separar

a integral da seguinte maneira:

AG@MV:A%G@MV+A%G@MV (2.7)
, na qual Bt = {& € B;G(x) > 0} e B~ = {x € B;G(x) < 0}. A continuidade da
funcao tem um papel fundamental no sentido de garantir a nao-existéncia singularidades
da funcao G, o que garante a integrabilidade nestes dominios. A demonstragdo do teorema
agora se reduz a provar o mesmo para um dominio onde todos os valores da fungao G(x)
assumem apenas sinal positivo (para dominios apenas com sinal negativo a prova é a

mesma). Pelo fato de que BT C Q, tem-se que:

I*zAHG@MV:O (2.8)

Porém, como G(x) é positivo em BT, tem-se que I™ =0 < G(x) =0, o que

conclui a demonstracao.

2.5 Teorema Transporte de Reynolds

O Teorema Transporte de Reynolds é uma ferramenta utilizada para se derivar
uma propriedade dada por uma integral. O mesmo é considerado uma generalizacao do
teorema de Leibniz de derivacao por cima do sinal de integral para 3 dimensoes. O mesmo
tem papel fundamental na descricio matematica de fendomenos fisicos, na formulagdo das

equacoes governantes.

2.5.1 Propriedades de um corpo continuo B

Considerando um corpo continuo B em movimento tal que este estd em uma con-

figuracao By, para um campo G(x,t), define-se uma propriedade do corpo B como sendo:

awzﬁmm%owf (2.9)



Percebe-se que esta propriedade do corpo depende apenas do tempo, sem relagao
com o tipo de descrigao do movimento. Porém, pelo fato desta propriedade “acompanhar”
0 corpo em seu movimento, a mesma pode ser vista como sendo relacionada a uma descri-
¢ao Lagrangeana. Esta afirmacao pode nao ficar muito clara pelo fato de G(x,t) ser um
campo Euleriano; porém, como o campo ¢é integrado ao longo do espaco, esta dependéncia
espacial desaparece. Inclusive, é possivel fazer uma mudanca de variaveis para o estado

de referéncia, na forma:

dv
G= | G@(X.0).1) -V (2.10)

onde o dominio de integracao é o estado de referéncia By e dV//dV} é a razao entre os volu-
mes dos estados deformado e de referéncia, conhecida como Jacobiano da transformacao.
Abaixo segue uma demonstracao de que esta razao é identicamente igual ao determinante

do tensor F', como comentado anteriormente.

2.5.2 Deformacao de um volume infinitesimal

Dada a transformagao de um conjunto de vetores infinitesimais no estado de refe-

réncia tal que:

onde estes vetores dX; sao tais que:

dX,;=dX;é; (sem soma), (2.12)

pode-se definir um volume infinitesimal no estado de referéncia de forma que:

dVp =dX1 NdX oy NdX 3 = dX1dX2dXs. (2.13)

De forma semelhante, pode-se calcular o volume do estado deformado, de forma a

obter:

O que resulta na seguinte relacao:

a7, = det(F) = J (2.15)
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2.5.3 Derivada material do Jacobiano

Para a demonstracao do Teorema Transporte de Reynolds, é necessario o calculo

da derivada material do Jacobiano, definido por:

0z, Oxa %

Pelo fato da derivada material (Lagrangeana) comuta com a derivada parcial nas

coordenadas Lagrangeanas, a derivada do Jacobiano resulta em:

Dt~ "0X,0X;0X,  VFoX,0X;0X,  "0X,0X;0X, '
Pela regra da cadeia, tem-se que:
0uk 8uk 31’1
= 2.18
e utilizando a seguinte relacao:
.. 0% 0% Ovs o O Oty Oy (2.19)
HoX,0X;0X, " TUFOX, 0X; 0X, '
, obtém-se que:
DJ
-7 _ . J 2.20
= (V) (220)
2.5.4 Teorema Transporte de Reynolds
Considerando a seguinte propriedade de um corpo continuo B:
G= / Gz, t) dV, (2.21)
V(t)
tem-se que a derivada material desta propriedade é dada por:
DG D
—_— = — t) dV. 2.22
Dt Dt Jvy Gl@,t) dv. (222)

Utilizando uma mudanca de variaveis para o sistema de coordenadas de referéncia,

obtém-se:

DG D
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Com esta mudanca, pode-se comutar a integral com a derivada, resultando no

seguinte:

DG DG DJ
Dt Br G | (2.24)

Utilizando o resultado da derivada do Jacobiano, obtém-se que:

DgG DG
22 v }JdV, 2.25
Dt Vo[Dt+ (V) 0 (2.25)
que pode ser re-escrito utilizando o conceito de derivada material e o Teorema da Diver-
géncia:
DG 0G
— = — 4+ V- (G dV. 2.26
Dt V() [ ot TV u)] (2.26)

Este resultado é conhecido como Teorema Transporte de Reynolds, e é extensa-
mente utilizado na mecanica dos meios continuos no momento de se modelar os problemas

matematicamente afim de se encontrar uma equacao governante.

2.6 Balanco de Massa

Para um volume material em movimento a hipotese do continuo garante que nao
ha criacdo e nem destruicio de massa; esta é, portanto, conservada. A conservacao da

massa pode ser expressa de forma simples matematicamente pela expressao:

Dm
— =0. 2.2
Dt 0 (2.27)

Utilizando-se da definicao de massa especifica, tem-se que:
m = p dV. (2.28)
V(t)

Logo, pelo Teorema Transporte de Reynolds e pelo teorema da localizagao, encontra-

se a equacao da continuidade, dada por:

dp B
a5 + V- (pu) = 0. (2.29)

No caso de um meio incompressivel, solido ou fluido, tem-se que a equacio da

continuidade assume a seguinte forma:

V-ou=0 (2.30)
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2.7 Teorema de Cauchy e a Existéncia do Tensor de Tensoes

Sabe-se que a tracdo é uma propriedade definida em uma superficie. Por este
motivo, torna-se impossivel definir um campo de tragoes em um meio continuo, pois a

tragao seria uma funcao do tipo

T =1(x,N), (2.31)

pois seria necessario além de definir o ponto em que a tracio se encontra, definir em qual

superficie do volume material ela se encontra.

Utilizando a segunda lei de Newton combinada com o Teorema Transporte de

Reynolds, tem-se que para um volume material 6V nas vizinhangas de um ponto:

Du
—dV:/ qv / _A)dS 2.32
5vp Dt sV Py + 557-(:ch 7) ( )

Tem-se por uma analise de escala que os termos integrados no volume sao muito
inferiores aos termos integrados na superficie, pois o volume ¢ infinitamente pequeno, o

que resulta na equacgao:

AST(w,ﬁ) —0 (2.33)

Aplicando a equagao acima em um cilindro e tendendo o comprimento do mesmo

para zero, tem-se que:

T(x,—N) =T7(x,N) (2.34)

Para calcular o vetor de tracdo em uma certa direcao normal neste ponto, pode-se

fazer o balango acima na seguinte superficie

Figura 1 — Balancgo de Forcas em um tetraedro
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Resultando:

’7'1551 + ‘7'2552 + 7'3553 = T(m, ﬁ)(SS (235)
Sabendo que:

05; = n;0S =N - €;09, (2.36)

tem-se finalmente que:
n-o=T1(x,n), (2.37)

onde
3
k=1

¢ denominado tensor de tensoes de Cauchy, e é um importante termo da mecanica dos

meios continuos

2.8 Balanco de Momento Linear

Pela segunda lei de Newton, tem-se para um volume material que:

DP
S =2 F (2.39)

Em que P é o momento linear deste volume material, dado por:

P :/ pu dV (2.40)
V()

As forcas atuantes neste corpo sao divididas em duas categorias: forcas de campo,
as quais sao decorrentes da atuacao de um campo qualquer, como o gravitacional, mag-
nético ou elétrico, e forcas de superficie, as quais estao relacionadas com a interagao entre

0 corpo e suas vizinhangas.

> F=Fs+ Fg. (2.41)

No caso de fluidos nao-magnéticos, a forca de campo atuante de consideracao é

apenas a forca gravitacional. Logo, tem-se que:

Fo = / pg dV. (2.42)
V(t)
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A forga de superficie, por outro lado, é uma integral na superficie do corpo da
tracao produzida pelas vizinhangas no mesmo. Porém, como visto anteriormente, pela

existéncia do tensor de tensoes de Cauchy, pode-se escrever tal integral da seguinte forma:

FS:/ 'Fz-adS:/ V.o dv. (2.43)
S(t) V(t)

Para derivar o momento linear, utiliza-se a combinagao do Teorema Transporte de

Reynolds com a equacao da continuidade, obtendo:

/ p— av, (2.44)

o que resulta na seguinte equacao diferencial:

D
D’; — g +V-o. (2.45)

Esta equacao diferencial parcial é conhecida como equacgao de Cauchy, e governa
o movimento de meios continuos solidos e fluidos. Percebe-se porém, que nao se sabe
quem € o termo o . Este tensor de tensoes nao pode ser deduzido de forma absoluta; logo,
para o fechamento deste problema é necessaria uma equacgao constitutiva para o tensor

de tensoes.

2.9 Balanco de Momento Angular

Enunciando a segunda lei de Newton para o balango de momento angular, tem-se

que:

DM

— => T, 2.46

Dt (246)
em que M é o momento angular resultante e T' sdo os torques aplicados no volume

material. O momento angular resultante é dado por:

M — / px X udV, (2.47)
V(t)
e sua derivada é tal que:
DM Du
/ px X ?dv (2.48)
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O somatério de torques pode ser dividido em torques causados por forgas de campo,
torques internos (causados diretamente por campos externos, como o campo magnético)

e o torque de superficie, causado pelas forcas de superficie. A relacdo fica na forma:

T:/ qv / s / tdV. 9.49
Z v PT X g + s T X T + v ( )

Utilizando o teorema da divergéncia, tem-se que:

/ x X TdS = €:adV—|—/ xx (V-o)dV (2.50)
S(t) V(t) Vi(t)

Utilizando a equagdao de Cauchy, combinando as equacoes e utilizando o teorema

da localizagao, tem-se que o balanco de momento angular toma a forma:

e:o=—1 (2.51)
Para fluidos sem torque interno (todos os fluidos conhecidos exceto os magnéticos),

tem-se que

e:0=0, (2.52)

e logo:

o=o" (2.53)

O que garante a simetria do tensor de tensoes para fluidos ndo-magnéticos. Nota-se
que a equagao do balango de momento angular, portanto, tem uma importancia grande
no que se diz respeito a determinar um modelo para o tensor de tensoes, apesar de pouca

importancia no que se diz respeito ao movimento do material.

2.10 Balanco de Energia

Pelo balango de energia, resultado da primeira lei da termodinamica, em um vo-

lume material tem-se que:

dE . .
— 2.4
7 Q+W, (2.54)

em que

E= / pedV (2.55)
1%
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é a energia total do corpo. Esta é resultado da soma das energias interna, cinética e

potencial. A energia especifica (e),portanto, pode ser escrita como:

U2
6:€+?+X

em que x ¢ a energia potencial gravitacional por unidade de massa, dada por:

X = gz.

(2.56)

(2.57)

Derivando a energia total, tem-se pelo teorema transporte de Reynolds e pela

equacao da continuidade que:

dE D De
&2 dV:/g—d.
dt DtAJw oV

dFE De D [(u?

Pela equagdo do movimento de Cauchy:

Portanto:

Du
— = —pV V-
P pVx+V - o

Multiplicando os dois lados da equagao por w

p(é(f)%—qu):(V-a)-u

encontra-se a seguinte expressao para a derivada da energia total:

dE De
dt/v<,0Dt+(V0')u)dV

A taxa de calor que entra no corpo através da superficie é dada por:

Q:—Lqﬁw

Utilizando o teorema da divergéncia, tem-se:

Q:—quw’

(2.58)

(2.59)

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

Ja a taxa trabalho por tempo realizado no corpo pelas vizinhancas é dada por:

W:/ﬁ-a-udS
s
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Utilizando o teorema da divergéncia, pode-se obter a seguinte expressao:

W:/V[a;vu+(v-a)-u]dv (2.66)

Substituindo estas quantidades na lei de balancgo, utilizando-se do Teorema da

Localizacao, tem-se que a equacao da energia é dada por:

De

- _Vv. : 2.
T V.-g+o:Vu (2.67)

Esta equacao, porém, pouca utilidade tem nesta forma, como nao se tem interesse
de computar a energia interna do corpo, e sim a temperatura deste. Pela termodinamica,

pode—se escrever:

de = ¢, dT + (85) dv (2.68)
o).

Para expandir o termo %, pode-se utilizar a seguinte relacao termodinamica, ob-

tida utilizando o conceito de energia livre de Helmholtz e as relagbes de Maxwell da

<gi>T =—p+T (g;) (2.69)

termodinamica:

Logo, tem-se:

De DT Dv op\ Dv
— =y —p—+T | = | = 2.
Dt “Di Poi <8T>U Dt (2:70)
Pela equagao da continuidade:
Dv 1
—=-V- 2.7
D pV u (2.71)
Finalmente, a equacao da energia toma a seguinte forma:
DT dp
—=-T|—=| - V- ) 2.72
Peo <8T>D V.q+2, (2.72)
na qual
®=71:Vu (2.73)
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é o termo de dissipagao de energia do fluido devido ao escoamento. Para processos ba-
rotropicos ou a pressao constante, tem-se a forma mais conhecida da equagao do calor,

dada por:

T
PCy <8at+u-VT>:—V-q—|—(I) (2.74)

2.11 Geracao de Entropia

Pela termodinamica, tem-se que a seguinte relacao para a entropia:

Dt T

Ds 1 <D€+ DU)
Dt Py

(2.75)

Utilizando a equacao da continuidade, pode-se reescrever o termo da derivada de

volume da seguinte forma:

Dv 1 Dp

—_— = 2.76
Dt p? Dt’ (276)
ou ainda:
D
F: =V - u (2.77)
Tem-se ainda pela equagao da energia que:
D
ij:—V-qua:Vu (2.78)
Pode-se expandir os tensor de tensdes o na seguinte forma:
o =—pl+Ti5s+ T+ Tas, (2.79)

na qual 775 é a parte isotropica do tensero T, 7% é a parte simétrica de trago nulo deste

e por final 749 é a parte anti-simétrica dele. Substituindo na equacao, encontra-se:

Ds V-q

=—— 4+ TV u+ Ty (D—TT(D)

3

Pela desigualdade de Clausius-Planck, tem-se que:

0Q)
ds > = (2.81)
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Aplicando a desigualdade de Clausius-Planck em um corpo continuo, tem-se que:

DS q

— > — [ =-ndS 2.82

Dt — /ST ( )
A integral do lado direito da equagao representa o fluxo de entropia. Pela segunda

lei da termodinamica, a geracao de entropia de um sistema deve sempre maior ou igual a

zero, como indicado na equagao abaixo:

Ds q
A2 > 2.
th—i—V <T) 20, (2.83)

0 que resulta em:

Tr(D)
3

1
q-VT+T]SV'u+T052 <D—

- 1) FTas W >0 (2.84)

Assim como a equacao do balan¢o de momento angular, a inequagao da geragao de
entropia nao tem muito valor cinematico. Porém, a importancia desta equacao ¢é altissima,
tendo em vista que além determinar a positividade das constantes materiais, é possivel
identificar os “fluxos” termodinamicos e as “forcas” que geram estes fluxos, sendo assim
possivel ter uma ideia da forma das dependéncias funcionais das equagoes constitutivas

para estes fluxos.

2.12 Tensor de Tensoes e Formalismo Constitutivo

Em todas as equagoes de balanco desenvolvidas ao longo das segoes anteriores,
exceto na equacao da continuidade, ndo existe informagao sobre alguns termos. Estes
termos nao podem ser derivados por nenhuma forma classica, e por isto torna-se necessaria

a existéncia de um modelo constitutivo para estes.

Como estes modelos podem ser propostos, pode-se ter a ideia errada de que qual-
quer modelo pode ser valido. Esta ideia, porém, esta de fato errada. Qualquer modelo
constitutivo para certa propriedade em um meio continuo deve seguir alguns principios

béasicos.

2.12.1 Compatibilidade com as equacdes de momento angular e de geracao

de entropia

A primeira propriedade que a equagao constitutiva deve possuir é a de estar de
acordo com as equagoes de balanco propostas. Uma equagao constitutiva que viola a
segunda lei da termodinamica ou o balango de momento angular nao faz sentido no ponto

de vista fisico.
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A equagdo do momento angular é responsavel por dar informacoes a respeito da
simetria ou nao-simetria do tensor de tensoes, enquanto a equacgao de geragao de entropia,
vinda da desigualdade de Clausius, da informagoes sobre o sinal das constantes positivas
presentes na equacao. Por exemplo, o fato da constante positiva k da lei de Fourier do
calor ¢ = —kVT aparecer com um sinal negativo na frente tem a ver com o fato de que

um sinal positivo violaria a segunda lei da termodinamica.

2.12.2 Principio da causalidade

Tem-se que, no caso geral, & depende da histéria do movimento. Por exemplo
em uma suspensao, o tensor o depende de uma configuracao C;, que depende de uma

configuracao de referéncia C

2.12.3  Principio da acao local

O principio da acao local postula que em um meio continuo somente as particulas
nas vizinhancas deverao ser envolvidas na determinacao da tensao de um ponto. Este
principio é consistente com a ideia de forcas de curto alcance entre particulas ou moléculas

no material.

2.12.4 Invariancia de coordenadas

Uma equagao constitutiva deve sempre ser véalida independente do sistema de
coordenadas adotados para escrever os vetores posicao, velocidade ou o tensor de tensoes.
A forma funcional F{Vu} para a tensao deve ser sempre independente de uma descrigdo

de coordenadas.

2.12.5 “Fadding memory”

Este principio requer que a estrutura instantanea do campo de tensoes esteja mais
correlacionada com efeitos mais recentes no passado. A medida em que o tempo passa, a
configuragao de atual e a de referéncia vao se descorrelacionando. Este efeito é claramente
visto no modelo de Maxwell, onde a tensao depende de uma integral de uma funcao de

relaxacao de tensoes, que seria exatamente uma medida de correlagdo de tensoes.

21



2.12.6  Principio da indiferenca material

O principio da indiferenca material postula basicamente que uma equagao consti-

tutiva deve ser invariante a uma transformacao da forma:

a'=Q x+bt) (2.85)

Isto significa que a equacao constitutiva deve ser a mesma para um observador
estatico e para um observador em movimento em relagdo ao meio continuo. Isto faz sen-
tido, porque apesar de efeitos nao-inerciais observados por observadores em movimento,

o material continuara sendo o mesmo material.

2.12.7 Equacdes de Navier-Stokes

Nos experimentos de Newton, ele percebeu que existia uma relacao linear entre
a tensdo de cisalhamento de um fluido e seu gradiente de velocidade, representada da

seguinte forma:

d
T= ,udZ, (2.86)

na qual o termo p é a viscosidade do fluido. Esta relagao linear foi generalizada da seguinte

forma:

2
o=—-pl— gu(v ~u)l +2uD (2.87)

Esta é a chamada equacao constitutiva para um fluido stokesiano. No caso de um

escoamento incompressivel, a equacao constitutiva toma a seguinte forma:

o=—pl+2uD (2.88)

Fluidos que obedecem esta equacao constitutiva sao chamados fluidos newtonianos
incompressiveis. Aplicando a equagao constitutiva para o tensor de tensoes na equagao

do movimento de Cauchy, tem-se a seguinte equagao:

Du

Py = P9 —Vp+iViu, (2.89)

co1m

V-ou=0 (2.90)

Estas equacoes combinadas sao chamadas equagoes de Navier-Stokes, responsaveis

pela descricao do movimento de um fluido newtoniano incompressivel. No caso de nao

22



existir uma condi¢ao de contorno de pressao, pode-se escrever e equacao em termos de

uma pressao modificada, que engloba os efeitos gravitacionais, tal que:

D
p?’; = —Vp+ uVu (2.91)

2.13 Equacao de Stokes

Considerando um fluido em escoamento, pode-se fazer uma analise de escala da

seguinte forma, tomando a escala de velocidade como sendo:

u~U (2.92)

e a escala de dimensoes espaciais como sendo:

x~y~z~ L (2.93)

tem-se que a escala de tempo pode ser dada por:

L
t~ — 2.94
- (294)

Sendo desta forma possivel definir variaveis adimensionais de ordem 1, tais que:

’ u
= — 2.95
w = (2.95)

/ Zr
== 2.96
=7 (2.96)

t

U

Apenas com as escalas definidas, nao é possivel determinar uma escala para a

pressao. Porém, pode-se definir uma pressao adimensional da seguinte forma:

P
pU?’

levando em considera¢do de que nada se sabe sobre a ordem desta pressao adimensional.

P (2.98)

Substituindo as variaveis adimensionais na equacao, tem-se:

au/ ! !/ !/ 1
o +u -Vu =-V'p +§

AT (2.99)
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em que

pUL
14
é o chamado nimero de Reynolds, que relaciona escalas de forcas inerciais com as de

Re (2.100)

forcas viscosas da seguinte forma:

Enercia
Re = (2.101)

Fviscosa

Como os termos do lado esquerdo da equagao sao de ordem 1, tem-se que os dois

termos do lado direito devem se balancear, tal que:

!/ 1 2.1
~— 2.102
V'~ oV (2.102)

Ignorando os termos de ordem pequena, tem-se a seguinte equacao:

—Vp + uViu =0, (2.103)

que é chamada Equacao de Stokes. Esta é responséavel por governar a hidrodindmica para
baixos niimeros de Reynolds. Ao contrario da equacdao do movimento de Navier-Stokes,
a equacao de Stokes é linear e portanto pode-se provar a existéncia e unicidade de suas

solugoes. Mais ainda, é possivel encontrar solucoes analiticas para alguns problemas.
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3 Escoamento de Sangue em Vasos
Capilares Utilizando o Modelo de

Células Enfileiradas

O objetivo deste capitulo é uma discussao basica sobre uma primeira forma de
modelagem do escoamento do sangue em vasos cujos diametros possuem mesma escala
dos proprios globulos vermelhos. Para isto, é utilizado um modelo de células enfileiradas
como corpos rigidos axi-simétricos em movimento dentro de um fluido em regime de
lubrificacdo, com escoamento unidirecional. E abordado principalmente o procedimento

para se calcular a viscosidade efetiva deste modelo.

Figura 2 — Células em formato de paraboloides em tubo com se¢do circular perturbada
harmonicamente

3.1 Modelo de Células Enfileiradas

Em vasos capilares, a dimensao dos globulos vermelhos ¢ da mesma ordem do dia-

metro do vaso, muitas vezes menor do que o mesmo. Isto causa um efeito de deformacao
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nos glébulos ao serem transportados dentro do vaso pelo fluido. Neste caso, nao é interes-
sante a utilizagdo de um modelo ndo-newtoniano para o sangue, pois o escoamento ocorre

na mesma escala dos glébulos.

O modelo utilizado neste capitulo é uma aproximacao inicial destes globulos como
corpos rigidos axi-simétricos se movendo com velocidade Ugs em plasma newtoniano, con-
siderando escoamento unidirecional entre as células e a parede do vaso. A aproximacao
de corpo rigido deve-se ao fato de estudos mostrarem que em pequenas escalas de vaso,
os glébulos vermelhos se movimentam com geometrias mais uniformes, ja a aproximacao
de lubrificacao deve-se a analise de escala feita para o problema. Além desta aproximacao
também sao feitas aproximagoes para a geometria das células e para a rugosidade do
vaso. A figura 3.1 ilustra o modelo que foi utilizado para células no caso do formato de

paraboloides:

Figura 3 — Dimensoes do modelo de células enfileiradas

A importancia deste modelo é ajudar a prever alguns efeitos na viscosidade efetiva
do fluido proveniente de parametros como agregacao dos globulos e rugosidade do vaso.
Alguns resultados neste sentido foram obtidos em estudos anteriores do grupo; porém,
nesta etapa, estes resultados nao foram reproduzidos. Todavia, o procedimento necessario

para chegar a esses resultados ¢ descrito.

3.2 Equacao Governante e Condicoes de Contorno

A equacao governante do problema é a de Navier-Stokes desprezando os efeitos

de inércia, também conhecida como Equacao de Stokes, considerando as condigoes de
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contorno de nao-deslizamento e impenetrabilidade nas paredes e ¢ dada por:

—Vp+ 1, Vu =0
u(r=R(2)) =0 ) (3.1)
’LL(T = Rc(O)) = UC

em que R(z) e Ro(2) sdo respectivamente o raio do vaso e o raio do protétipo de

célula, que em geral podem variar ao longo do comprimento do vaso.

3.3 Transformacao de Galileu

Considerando a célula como uma parede e integrando apenas a regiao da vazao, é
impossivel obter o resultado coerente para a vazao, pois este resultado iria contra a equa-
¢ao da continuidade. Para resolver este problema, faz-se uma transformacao de Galileu

do tipo:

v =u—-U, (3.2)

, que modifica as condi¢oes de contorno da equacao, resultando:

—Vp+ p, Vi =0
u'(r=R(z))=-U. , (3.3)
u'(r = Rc(0)) =0

Com a célula parada, é possivel fazer o cdlculo da vazao integrando apenas a regiao
de fluido, obtendo:

R R
Q :/ u'2mrdr +/ U.2mrdr (3.4)
Re 0

Substituindo u’ na equagao, tem-se:

R R
Q :/ 2umrdr +/ U2rnrdr (3.5)
R. 0

, 0 que resulta em:

R
Q =2m /R urdr + U.n R? (3.6)

Este resultado mostra que a contribuicao da célula na vazao, independente de
qualquer escoamento interno na mesma, é a contribuicdo de uma translacdo de corpo
rigido. Este resultado é importante para evitar qualquer tipo de confusao no calculo da

vazao deste escoamento.
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3.4 Solucao da Equacao

Considerando a hipotese de lubrificacao para o fluido escoando entre a célula e a
parede, pode-se obter a solug¢ao para o campo de velocidades u = u €, por meio de uma

integracao simples, resultando

Gr?
U=———++ Cl log(r) + 02, (37)
4y,
em que G = —%. Utilizando as condi¢oes de contorno, pode-se obter os valores

para as constantes C; e (5 tais que:

_ G 2 p2N_ U
O = Gpreatrrmey (B — Be) — mamime) ey
Co = gy (B2 log(R) — R? log(Rc)) + rrhioy log(R)

Para o célculo da vazao, utilizando o resultado discutido na se¢ao anterior, resulta

na seguinte expressao:

Q=m /RR r24dr (3.9)

, que é obtida pela integracdo por partes da prépria definicao de vazao. Esta relagao é
superior a integracao direta da velocidade devido a vantagem de facilidade nos calculos

analiticos. A vazao para o modelo é dada por:

G (R? — R%)? R? — R2
= — |R*—RL—— — % | 4 qUs | ——E— ], 3.10
@= S [ og(ryRey | Y S0/ Re) (8:10)
que também pode ser escrita na forma:
G
Q = 2 F(2) + nUcFy(2), (3.11)
Shtp
na qual
RQ _ R2 )2
F(o) = gt — gt~ W= Fo) 3.12
e
R2 _ R2
Fy(2) = oo 3.13
U = Flog(R/Re) (3.13)

sao os termos isolados na equagao (3.10)
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3.5 Queda de Pressao

Isolando o termo do gradiente de pressao, tem-se que:

G — 8:13 (Q - 7;U(§>FU(Z)> (3.14)

Este gradiente de pressao ¢ valido apenas na regiao entre a célula e a parede, nas

regioes entre duas células, o mesmo ¢é dado pela lei de Poiseuille:

8upQ
Gs = i (3.15)
A queda de pressao em um periodo (célula + espago) é dada por:
Ap = Apy, + Aps, (3.16)
onde:
App, = [y Grdz
(3.17)

Aps = [£T9 Ggdz

O termo Apy representa a contribuicdo na queda de pressao da regiao onde
encontra-se o eritrocito, ja o termo Ap, representa a contribuicao da regido entre dois

glébulos, sendo S a distancia entre as duas hemaécias.

3.6 Viscosidade efetiva

A Lei de Poiseuille (POISEUILLE, 1844) é uma expressao simples, e por isso é
largamente utilizada para se trabalhar com escoamentos em tubos. Porém, existem muitos
fatores (além da possibilidade de ndo poder se aplicar a hipétese de lubrificagao no mesmo)
que podem impedir esta lei de ser utilizada. Para contornar este problema, o termo de
viscosidade da mesma é modificada para uma viscosidade efetiva. Esta viscosidade efetiva
pode ser medida facilmente em laboratorio, considerando o fluido que escoa dentro do
tubo como um fluido newtoniano equivalente. Sabendo os termos de vazao, comprimento,
diametro e diferenca de pressao, pode-se calcular a viscosidade efetiva utilizando a Lei de

Poiseuille.

No caso deste modelo, a lei de Poiseuille seria dada por:

_ TApR;
8[LeffL ’

(3.18)
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logo, pode-se definir a viscosidade efetiva da seguinte forma:

TApR}
Helf = 78QL

(3.19)

Para o calculo da perda de carga no caso, é necessario resolver uma integral di-
ficil de ser integrada analiticamente; por isso, talvez, um método numérico seja mais
apropriado. Em trabalhos antigos do grupo também se tentou uma solugao assintotica,

expandindo em séries o termo logaritmico, esta nao foi reproduzida neste trabalho.

3.7 Adimensionalizacao dos Parametros e Calculo da Viscosidade
Efetiva
Para o cédlculo da viscosidade efetiva computacionalmente, faz-se uma analise de

escala nos parametros do problema, encontrando escalas para direcao radial, direcao axial,

gradiente de pressao e velocidade, dadas respectivamente por:

r ~ Ry (3.20)
s~ L (3.21)
G ~ ngé” (3.22)
U~ <R (3.23)

Utilizando estas escalas, é possivel obter variaveis adimensionais, possibilitando a
adimensionalizagao da equacao da vazao, na qual pode-se isolar o termo de gradiente de

pressao adimensional ao longo da célula, resultando em:

G = fi (M;Z@)) (3.24)

Nesta relacdo, tem-se que as funcoes F e Fy; sdo dadas, respectivamente, por:

2oy e g (B2 R2)
F(2) =R~ Rt — oa (%) Ji) (3.25)
o p2_ 2
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O gradiente de pressao adimensional ao longo do espacgo entre as células é dado

por:
~ fi
Gs = R—Z (3.27)
Com estes novos parametros, o calculo da viscosidade efetiva se transforma no
seguinte:

fleps = [/01 G (3)dz + /11+§ és(z)dz:] (3.28)

1
1+ 8
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4 Estudo de Membranas

4.1 Fundamentos Geométricos

4.1.1 Triedro de Frenet

No estudo da geometria de curvas, o primeiro conceito relevante é o de vetor
tangente a curva. Considerando uma curva C, definida por uma parametrizagdo qualquer
de R — R3, o vetor tangente é definido por uma normalizacao do vetor dx, j4 que este,
por sua vez, é tangente por defini¢do a curva. Sabendo que |dx| = ds, tem-se que o vetor

tangente unitario ¢ dado por:

o _y (4.1)
ds

Nota-se que a derivada acima ¢é independente da parametrizacao da curva. Isto é

motivagao para definir as propriedades de curva utilizando como pardmetro o comprimento

de arco. E importante notar que como a norma de um vetor unitdrio é constante, sua

derivada e ele sdo ortogonais (esta relagdo pode ser facilmente verificada derivando a

equagdo t - t = 1). Sabendo que o vetor tangente e sua derivada sao ortogonais, define-se

o vetor normal unitario a curva da seguinte forma:

dt
= — 4.2
ds R (4:2)

em que k(t) é denominada curvatura. Este termo estd associado ao inverso do raio local

de uma curva, no caso de um circulo de raio constante R, tem-se que k = 1/R.

Nota-se que t e p geram um espago bidimensional. Para se ter uma base completa
de R3 é necessario um outro vetor linearmente independente. Com esta motivacao define-

se o vetor bi-normal, dado por:

b=txp (4.3)

Este conjunto de trés vetores é chamado na literatura de triedro de Frenet, e é

de grande importancia no estudo de curvas. Sabendo que b-b =1e b-t = 0, tem-se,
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derivando as duas relagoes, que:

db
S 4.4
s D (4.4)

em que 7 é denominada tor¢ao da curva. Como tem-se duas relagoes entre vetores e suas

derivadas, o fato de serem trés vetores de base motiva a encontrar uma equagao para a

derivada de p, onde encontra-se:

dp d

—=—(bxt)=—kt+71b 4.5

7 = g (b Xt =—rt+T (4.5)
Estas trés equagoes podem ser arranjadas na forma de um sistema linear, onde o

arranjo toma a seguinte forma:s:

dt/ds 0 w 0] |t
dp/ds| = |-k 0 p (4.6)
db/ds 0 —7 0] b

Estas sao chamadas férmulas de Frenet-Serret, e descrevem as propriedades de

uma curva continua e diferencidvel no espaco R?

4.1.2 Calculo da Curvatura

Apesar de conveniente para as defini¢oes geométricas, a parametrizacao por com-
primento de arco é raramente aplicavel, exceto em casos simples como circunferéncias.
Logo, para calcular os termos de curvatura ou torcao na pratica ¢ necessario considerar
uma parametrizacao qualquer. A relacdo entre as derivadas no caso é dada da seguinte

forma:
aG _ 1dG
ds v dt
na qual v = ds/dt é a velocidade escalar da curva. Como a curvatura é dada pelo médulo

(4.7)

da segunda derivada da posi¢ao com relacao ao comprimento de arco, ¢ importante calculé-

la em termos da parametrizacao da curva. Assim, temos:
d*x 1d (ldzx
e g (4.8)
ds?  wvdt \v dt
Desenvolvendo as derivadas, encontra-se a seguinte relacao:
dx  #(k-x)— 2(E-T)

ds? v3 (4.9)
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Por ultimo, utilizando a relagao vetorial para produtos vetoriais triplos e tirando

o modulo, encontra-se finalmente que:

_ g x| (4.10)

(& - @)

Esta é a expressao mais geral para o calculo de curvatura de uma curva C qualquer

em R3. Geralmente em aplicacdes, esta equacao pode tomar formas mais simples.

4.1.3 Tensor Métrico

Considerando um mapa continuo 7' : R™ — R™ com m < n, tem-se que a imagem
S do mapa é uma variedade de Riemann. O que significa que em uma vizinhanca de um
ponto qualquer desta variedade, pode-se construir um espaco vetorial de dimensao m,

cujos vetores de base sdo definidos por:

. ox
é = Ewt (4.11)
em que ¢; sao coordenadas do espago R™. Define-se entao o tensor métrico como sendo o

tensor de componentes

Gij = € - & (4.12)

Este tensor é de extrema importancia, pois o mesmo caracteriza propriedades geo-
métricas da variedade, como comprimento, area, volume, etc. Por exemplo, pela defini¢ao
do tensor métrico, sabendo que ds? = dx - dz, tem-se que o quadrado do comprimento

infinitesimal de uma curva na variedade S é dado por:
ds® = gij dq' d¢’ (4.13)

4.1.3.1 Determinante do Tensor Métrico

Considerando um mapa T : R* — R3 como exemplo, temos que o determinante

do tensor métrico é dado por:

g = det(gi) = €% g1; 925 s (4.14)

Em que €Y% ¢ o permutador de Levi-Civita. Pela definicio de tensor métrico,

expandindo a equacao acima, tem-se que:

(4.15)

_ 027027 0" ( i, 02® Oz Oa”
9= 9q' 8¢ o dq O Og*
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Porém, pela definicao do Jacobiano da transformacao, e por teoria dos determi-

nantes, mostra-se que:

o 0xP 0x? 0x"”
ijk _ T
e 90 00 O Vbl (4.16)

Onde V' é o jacobiano da transformacao de volumes. Logo, encontra-se:

p q T
Ot 0" 00 _ 1 (4.17)

By gr _
g c oq' 0q¢? 0¢3

V=17 (4.18)

Esta demonstracao pode ser feita com mais generalidade para qualquer tipo de va-
riedade, mostrando que a raiz quadrada do tensor métrico estd associada com o jacobiano
de transformagao da propriedade dimensional da variedade (area, volume, comprimento,
ete).

4.1.4 Curvatura de Superficies

A ideia de estender o conceito de curvatura de uma curva para uma superficie,que
¢ uma variedade de dimensao superior, ¢ relativamente simples, mas possui detalhes in-
teressantes que devem ser vistos com cuidado. Da mesma forma que quando se estende
o conceito de vetor tangente para uma superficie perde-se o fato do espaco tangente em
um ponto de uma curva ter como base um tnico vetor, pois é possivel construir uma base
de dois vetores tangentes para o espago vetorial tangente a um ponto de uma superficie.
A curvatura, por sua vez, que era um escalar quando avaliada em uma curva, agora sera

uma quantidade tensorial.

Para o calculo da curvatura em um ponto de uma superficie S, a primeira ideia
provavelmente seria calcular a curvatura de uma curva C' C S. Porém, pode-se perceber
pelo exemplo da figura abaixo que pode existir uma curva com curvatura nao nula em

uma superficie plana (que pelo conceito de curvatura possui curvatura zero).

Figura 4 — Curva de curvatura constante em uma superficie plana

Porém, no conceito de curvatura de uma curva, o vetor curvatura (derivada se-

gunda da parametrizacao da curva pelo comprimento do raio) possuia dire¢do normal &
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curva. O mesmo nao acontece em uma superficie, sendo que a curvatura de uma curva nao
coincide necessariamente com a da superficie. Para resolver este problema, estudam-se se-
paradamente as duas projecoes deste vetor curvatura: uma delas, normal a superficie, esta
relacionada com a curvatura da superficie; a outra, tangente a superficie, esta relacionada

com a curvatura da curva. Estas curvaturas sao calculadas a seguir.

4.1.4.1 Curvatura de uma curva em uma superficie

Dada uma curva em uma superficie, pode-se calcular sua curvatura pela seguinte

expressao:
d*x
= — 4.19
P = s (4.19)
Expandindo em termos da parametrizacao, tem-se:
Px dg*dg® Ox d*¢®
kp=k =2 4, OF Y (4.20)

0q°0q® ds ds = Oq> ds®’
em que k ¢ o vetor curvatura, que por ser ortogonal ao tangente da curva, pode ser escrito

na forma:

K = kpft+ kg X & (4.21)

Na equagao acima, o termo r, ¢ chamado curvatura geodésica e o termo x,, ¢é

chamado curvatura normal, que é o objeto de maior interesse neste caso.

4.1.4.2 Curvatura normal de uma superficie

Da equacao (4.21), tem-se que a curvatura normal de uma superficie é dada pela

expressao:
bas dq®dq®
= M) (4.22)
Yap dq*dg”
em que:
0Px
bog = ———— - N 4.23
B 8qa8q5 n ( )

O termo bagdqo‘dqﬁ ¢é chamado de segunda forma fundamental.
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4.1.4.3 Curvaturas principais, curvatura média e curvatura Gaussiana

Pela definicao de curvatura normal, tem-se que:

(bag — Kngap) dg*dq” = 0. (4.24)

Na situacao em que isto vale para quaisquer parametrizagoes, pode-se dizer que:

det(bas — Knbas) = 0, (4.25)

ou ainda:

det(b’ — k,6%) =0, (4.26)

onde o0s K, serao solu¢ao de um problema de autovalor. Estes valores de &, sao chamados

curvaturas principais, e pode-se mostrar que estes sao os valores maximos de curvatura
em um ponto (KREYSZIG, 1959).

Como os autovalores do tensor b?

)

rametrizagao, tem-se que seu trago e determinante (os invariantes principais) também o

chamados k1 e ko, sao independentes da pa-

sao. E com estes valores, pode-se definir as propriedades:

1 K1+ Ka
m = =b2 = , 4.27
que é a chamada curvatura média da superficie, e
k= det(b?) = k1K, (4.28)

que é chamada de curvatura gaussiana. Esta tltima possui propriedades muito interes-
santes, mas que nao serao discutidas neste texto, sendo a curvatura média a propriedade

de maior interesse no caso do problema de superficies.

4.1.4.4 Formulacdao em tensores cartesianos

Define um tensor B, de modo que as componentes deste sao dadas por:

2
re . (4.20)

Pon = =000 = e ™

Utilizando a regra do produto, encontra-se a relacao:

ox 0On

= — —. 4,
apf dq® 8qr3 ( 30)
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Para a melhor compreensao desta relagdo, percebe-se que um vetor dx em uma

superficie deve ser tangente a mesma. O mesmo ¢ dado pela seguinte expresao:

dx = dqlﬁl + dq2'ﬁ2, (431)

em que U7 e ¥y sdo vetores tangentes a superficie. Pode-se considerar uma parametrizacao
tal que estes vetores sejam ortogonais e de norma unitaria na regiao de analise, sem perda
de generalidade, pois os tensores nao dependem da base nas quais sdo representados. Pelo
fato de ¥, U3, formarem uma base ortonormal, pode-se definir o operador projecao,

dado por:

15 = 9101 + Doty = 1 — N2 (4.32)

Este operador tem como objetivo projetar qualquer vetor ou tensor na superficie,

inclusive o operador nabla, que tem sua projecao dada por:

0 0
S _ S YN A

Ve =1 'V—’Ulaiql—i—’vzaif. (433)

Com esta definicao, tem-se que:
Vig =1° (4.34)

E como consequéncia direta:

B =V*n, (4.35)

em que a curvatura média é dada por:

1

Km = §T7"(B) (4.36)

4.2 Teoria de Membranas

Existem trés principais formas de se formular a dindmica de membranas. A pri-
meira consiste em considerar a membrana como uma folha material tridimensional com
espessura muito pequena, onde as equagoes governantes e condi¢oes de contorno sao con-
sideradas limites assintoticos com limite de espessura nulo. A segunda forma faz consi-
deragoes especificas a respeito da deformacao das fibras materiais orientadas em direcao
normal a superficie média. Na terceira forma, a terceira dimensao é completamente aban-
donada, e a membrana é considerada como uma superficie bidimensional em um espago

tridimensional, onde ocorre um salto de propriedades locais. Esta terceira forma é o foco
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principal deste texto, pois possui diversas vantagens sobre as duas primeiras. Nestas,
existem algumas inconsisténcias encontradas, que sao contornadas pelo terceiro tipo de

modelagem.

4.3 Membrana Unidirecional

Uma formulagdo unidirecional de membrana é o exemplo mais simples de mem-
brana a ser considerado. Pela sua simplicidade, fica facil a generalizacdo para a teoria
geral de membranas. Neste modelo, considera se uma interface entre dois fluidos com
escoamento unidirecional, mostrado na figura abaixo

i1}
T xx

Fluid 1

Fluid 2

i

Figura 5 — Modelo unidirecional de membrana (POZRIKIDIS, 2003)

Na figura 4.3, tem-se que o,, representa a a tensao normal na dire¢ao x na interface
limpa entre dois fluidos. A ideia da formulacao de membrana e substituir a variacao de
tensao na interface por um salto de tensoes, assim como a “parede” entre os dois fluidos
por uma superficie, que no caso bidimensional da figura, seria apenas uma linha reta,
cuja posicao vertical é dada por y;. Para esta substituicao, utiliza-se a equivaléncia nas
integrais de tensoes e momentos ao longo do eixo vertical. A integral das tensdes é dada

por:

b b
/ Opedy E/ aﬁ dy + , (4.37)

em que '@ representa as tensoes ideais, que nada mais sdo do que uma continuacdo das
tensdes antes e depois da membrana. Ou seja, o problema onde ocorre uma variacao
continua brusca entre duas tensoes diferentes é substituido por outro, onde esta variacao

¢ instantanea e descontinua. o termo v é chamado de tensao superficial, e pode ser escrito
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da seguinte forma:

yI b
1= [T 0= @) dy+ [ (00— 0D) ay. (4:38)
Y1

Para o problema ficar completo, falta determinar a posicao y;. Para isto, utiliza-se

o conceito de torque equivalente, que é expresso por:

b b
[ owydy= [0l yay+yyn (4.39)

que pode ser re-arranjado de forma a se obter:

Y b
vy = / (00 — 0@) y dy +/ (00w — o)) y dy. (4.40)

2

Este simples modelo unidimensional pode ser utilizado para compreender melhor
a natureza da teoria de membranas. Na pratica, as tensoes superficiais sdo complexas e
anisotropicas. Isto deve-se a natureza de interfaces contaminadas, polimerizadas ou de

outros tipos

4.4 Membranas Bidimensionais

De modo similar a formulagao anterior, a dimensao da interface é reduzida de uma
das diregdes (no caso, a diregdo normal). De forma semelhante, é possivel se trabalhar

com os conceitos de tensao superficial e momentos fletores.

Utilizando uma formulagao cartesiana para uma membrana bi-dimensional plana

orientada na direcao y, tem-se que a tensao superficial é dada por:

b
T E/ o dy. (4.41)

Em que o sao todas as componentes do tensor de tensoes que nao estao relacionadas
com a dire¢ao y (eg. 0.z, 0,.). Portanto, existem 4 componentes de tensdo superficial,
formando um tensor de tensoes superficiais. De forma semelhante, os momentos fletores

sao definidos como:

m= /aba(y — y.)dy, (4.42)

onde vy, satisfaz a seguinte relacao

T

(y — ye)dy =0 (4.43)
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que resulta:

_a+b
Ye = 5

(4.44)
Abaixo, mostra-se a interpretagao visual destes termos na figura 4.4

(a) (b)

Figura 6 — Tensoes superficiais, esfor¢os cortantes e momentos fletores em um problema
de membrana (POZRIKIDIS, 2003)

4.5 Formatos Cilindricos

Considerando um problema simples de uma casca plana que se deforma em um
formato cilindrico, é possivel mostrar a dependéncia do momento fletor com respeito
a curvatura da membrana. Este problema é escolhido para este exemplo devido a sua

simplicidade, pois a curvatura deste tipo de membrana tem seu valor constante.

Considerando para o problema um elastico reto de comprimento L e altura h se
deformando em um arco circular, de comprimento L' = 0, onde r = R+ y — y. é o raio
da linha material deformada, e R é o raio da linha de centro em estado de deformagao,

cujo comprimento é L, = RfA. O “ stretch” deste material é dado por:

L Lr Y — Ye
UEL:LD:%(l-l- 7 ), (4.45)

onde 1. = L./L é o stretch da linha de centro. Assumindo como equagdo constitutiva

para a tensao a lei de Hooke, dada por:

- _Eﬂ (n—1), (4.46)

onde E é o mddulo de elasticidade e v é o coeficiente de Poisson. Encontra-se que o

g

momento fletor é dado por:

m= [ = dy = g [ vy (4.47)

R(1—v
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Integrando a equacao, tem-se que:

E

TR0

n.hke. (4.48)

A equagao acima mostra que existe uma relagdo entre o momento fletor e a cur-
vatura da superficie. Esta relagdo é de grande valor fisico, pois relaciona flexdo com
curvatura. Para uma transformagao de pura flexao, tem-se que 1. = 1, e a relagao para o

momento fletor transforma-se em:

m = FEgk, (4.49)

na qual:

E

Ep=-—"1
B 12(1 = 0?)

(4.50)

Outra propriedade interessante de calculo neste caso é a energia de flexdo da

membrana. Esta é a energia de distor¢ao devido ao efeito de flexao, e é dada por:

1
dH = Smdf (4.51)

Substituindo m na equacao e sabendo que df = k.ds, tem-se:

1
dH = iEBligdS (4.52)

e logo:

1
H= /§E3n§ds (4.53)

4.6 Balanco de Forcas e Torques na Interface da Membrana

O balango de forcas e torques feito na interface da membrana é importante para
se determinar o efeito de salto de tensao entre os dois fluidos que dividem esta interface.
Estes balancos podem ser feitos utilizando-se tensores cartesianos ou de forma mais geral,

utilizando coordenadas generalizadas.

Fazendo o balanco de Forcas na superficie, tem-se que:

/Sn (oW — 6®)ds + /63 b- (T +qn) dl =0. (4.54)
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Desta forma, o salto de tensoes é dado por

Af=n-(cV —6@)=_V°. (1 +¢qn) (4.55)

Da mesma maneira, pode-se fazer um balanco de momento angular na equacao

com respeito a um ponto qualquer x., este balango assume a seguinte forma:

/S(w—a:c) fodS—i—/C(zc—:cc)x [b~(7'+qn)]dl+/cn><(b-m)dl:O (4.56)

Utilizando o teorema da divergéncia e assumindo que a area da superficie de ba-
lanco é infinitesimal, pode-se obter duas equacoes. Sendo a primeira uma expressao para

a tensdo transversal de cisalhamento:

qg=V°-m (4.57)

e a segunda, assim como no balango de momento angular de meios continuos, uma equacao

sobre a simetria do tensor de tensoes superficiais:

T—17"=B-m-m'-B (4.58)

4.7 Equacao Constitutiva Isotropica Para o Tensor de Tensdes Su-

perficiais

Para o fechamento das equagdes do movimento, é necessaria a determinacao do
tensor de tensoes superficiais. Como nao é possivel se demonstrar tal tensor, é necessaria

uma equagao constitutiva para o problema.

Assim como na equacao constitutiva do tensor de tensoes de fluidos Newtonianos, é
possivel determinar um modelo isotrépico para o tensor de tensoes superficiais. Um modelo
isotrépico, neste caso, seria um modelo em que nao haveria uma direcao preferencial para
a tensao superficial, sendo na pratica o modelo mais simples possivel. Neste caso o tensor

de tensoes superficiais é dado por:

T =01 (4.59)

em que o termo o é denominado tensao superficial. Percebe-se que este modelo constitutivo
nao possui momento fletor e tampouco esforcos cortantes. A intencao agora é calcular o

salto de tensoes gerado por este modelo. Da equacao anterior, tem-se que:

V. r =V (617 (4.60)
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Utilizando-se a regra do produto, encontra-se:

VS 1=V — 0oV (nn) (4.61)

Derivando mais uma vez utilizando a regra do produto, pode-se mostrar que:

V8. 1=V —on (VS : n) (4.62)

Logo, da secao anterior, tem-se um salto de tensoes da seguinte forma:

Af = —V°0 + 2k,0m (4.63)

4.8 Relacao Tensdao-Deformacado de Superficies

Para o fechamento das equagdes do movimento, é necessaria a determinacao do
tensor de tensoes superficiais. Como nao é possivel se demonstrar tal tensor, é necessaria

uma equacao constitutiva para o problema.

O tensor gradiente de deformagcao, na descricao Lagrangeana, é dado por:

8@'
Fyj = (8)9) ) (4.64)

onde x; sao as coordenadas espaciais e X; sao as coordenadas materiais. Para o contexto
de membranas, é ideal representar este tensor em sua forma projetada na superficie, dada

por:

FS=(1—-nn) -F-(1-nyny). (4.65)

Pode-se também introduzir o tensor de “stretch” de Cauchy-Green a esquerda V,

dado por:

Vi=F5. (F9T. (4.66)

Utilizando os autovetores normalizados do tensor V' como base, podemos escrever

o tensor de tensoes superficiais como:

T = Tlpélél + TQIDéQéQ. (467)
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Para a andlise de tensoes, o ideal é expressar o tensor de tensoes de Cauchy em

termos dos tensores de Piola-Kirchhoff, na forma:

1 1
—_F.-T=-F.S-FT 4.68
o= F T=- , (1.68)

em que T e S sdo, respectivamente, o primeiro e o segundo tensores de Piola-Kirchhoff.
O interesse nestes tensores surge do fato de se poder calcular as forcas atuantes em
determinada superficie utilizando o estado nao-deformado do meio continuo, o que seria

interessante em termos computacionais.

A relacdo entre tensao e deformacao é escrita derivando a funcdo ¢ energia de

strain 7 Wy, da seguinte forma:

oWy

Tii = 35 (4.69)
oWy
Si =35, (4.70)
Onde
1 T
E:§<F F—1) (4.71)

é o tensor de Green-Lagrange, ou tensor de deformagao material.

Para a formulagao de membranas, definem-se fatores semelhantes, porém, proje-

tados na superficie, dados por:

T:iFS,TS:iFS.SS.(FS)T (4.72)
s Js

S = ?gg (4.73)

S35 = gVEVSj (4.74)

ES = ; ((F5)T- F¥ -1+ ngno) (4.75)

Em que Wy ¢é a funcao “energia de strain superficial” ou energia livre de Helmholtz

da membrana, dada por:

Es
W = Z2ag 4 A5 - a3) (4.76)

onde A} = In(Jg) e A§ = 1Tr(V?) — 1 sdo invariantes do “strain tensor”
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4.8.1 Deformacdo de Superficie e Momentos Fletores

Da mesma forma que os tensores de tensao superficial deixam o problema indefi-
nido, existe necessidade de uma equacao constitutiva para os momentos fletores para o

fechamento do problema.

O artigo faz uma discussao sobre a relagao entre momentos fletores e invariantes
do “strain”, mais uma vez utilizando derivadas da funcao “energia de strain superficial”.

Os “strain invariants” sao dados por:

1 0x Ov
1 0x Ov
677"7 = E% . 877’] (478)
1 oxr Ov Ox Ov
€¢n = En¢ = thhn <8g : 8717 + 8717 : (%) (4.79)

Onde os h’s sao a norma dos vetores tangentes nao-unitarios, v é o deslocamento

de um ponto da membrana e £ e ) sao as coordenadas de membrana.

No caso de deformacgoes infinitesimais, pode-se definir a funcao energia de strain

em termos de ¢;; e das curvaturas k;;, da seguinte forma:

1 FEh
Wg = 5T % {(1 —v)(€ge + 26277 + 672777) + v(eee + e%n)} +
1
§EB [(1 — V)(F&gg + 25277 + Hfm) + v(kee + /@72777)] , (4.80)
Eh3

onde Ep = é o modulo de flexdo de membrana.

2(1-v?)
Assim, as tensoes superficiais e os momentos fletores podem ser escritos da seguinte

maneira;:

W,

Tij = 5 (481)
62‘]‘
%

mi; = —> (4.82)
Iiz‘j

Estas relagoes se aplicam para deslocamentos infinitesimais, o que nao é muito
bom na pratica quando se esta trabalhando com o movimento de membranas. Uma outra
forma de equacao constitutiva é proposta para pequenas deformacoes de flexdo, mas nao

necessariamente deformacoes planares, esta equacao é dada por:

m = Eg(B — k%1°). (4.83)
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. € a curvatura média no estado de referéncia. Uma forma

Na equacao acima, k

mais geral desta também pode ser usada, dada por:

m = Ep(k,, — x,)1° (4.84)

Esta equacao é utilizada para pequenas deformacoes da condi¢cao de repouso ou

equilibrio.

4.8.2 Energia de flexao

A expressao derivada acima para energia de flexdo foi para o caso especifico de
flexdo em apenas um eixo. Uma expressao para a energia de flexao geral em superficies
foi introduzida por Caham (CANHAM, 1970) e generalizada por Helfrich (HELFRICH,

1973), resultando na seguinte expressao:

E
H="0 /S (2 — ¢0)?dS + Eq /S ke dS (4.85)

A segunda integral, de acordo com o teorema Egrégio de Gauss, apenas depende
da topologia da superficie. Porém, a integral do quadrado da curvatura média no estado
de referéncia tem bastante influéncia na energia de flexdo. A pergunta a ser levantada é:
seria o formato biconcavo das hemacias um formato favoravel a minimizar a energia de
flexao da célula? O problema de minima energia de flexdo poderia ser posto da seguinte

forma:

Dado o funcional

_ 2
H= /S K2 dS (4.86)

Qual a superficie satisfaz o seguinte problema:

§H =0 (4.87)

Restrito a uma condicao de area constante tal que:

/S dS = S, (4.88)

e volume constante:

/V dv =V, (4.89)

Este problema obviamente nao é simples de ser resolvido, e pode nao haver uma
solugao unica para o mesmo. Porém, é possivel verificar a energia de flexao para diferentes

superficies e compara-las.
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4.9 Calculo Numérico da Energia de Flexao em uma Membrana

Para o cédlculo da energia de flexao da superficie de uma membrana, pode ser
utilizado um método de malha discreta de elementos triangulares na superficie. A ideia
durante o projeto foi utilizar este método para comparar esta integral em alguns tipos
diferentes de formatos. Os passos para a realizacao deste procedimento sao descritos nas

seguintes subsecoes.

4.9.1 Geracao dos Pontos de Malha e das Conexdes Entre os Nds

Foi feito um algoritmo para a geracao de pontos de malha seguindo o seguinte

procedimento:
e Determinacao dos pontos da malha
e Determinacao das conexoes entre os pontos a partir da parametrizacao
e Eliminacao de pontos repetidos, mantendo suas conexoes
Para a determinacao dos pontos da malha, foi utilizado a malha natural da pa-

L . , . . k .
rametrizacao da funcdo. Isto é, considerando cada matriz Xi(j) = x1(u;,vj), definiu-se

conexoes entre nos de forma a formar triangulos, como ilustrado na figura abaixo:

N

‘P\

---o—o—oI

-o—o—o

Figura 7 — Conexao entre nos utilizando a parametrizacao

A matriz de conexoes foi definida da seguinte forma:

1 Caso exista uma conexao entre i e j
Wi; = (4.90)

0 Caso nao exista uma conexao entre i e j

Apos esta etapa, foi verificada a existéncia de pontos iguais na malha, e foi feita

uma reconexao de forma a eliminar estes pontos repetidos, evitando problemas de uma
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malha aberta. O cddigo gera como resultado um arquivo com os pontos e a matriz de

conexao.

4.9.2 Geracdo e Orientacdo dos Elementos

Foi feita também uma rotina responsavel por ler a matriz de conexoes e dela extrair
um arquivo com os elementos de malha triangulares orientados de forma a obter vetores

normais em uma mesma orientacao coerente.

Apos identificados os tridngulos da matriz de conexdes, é verificada a existéncia
de triangulos que nao estao na malha, este procedimento ¢é feito verificando se existem
vértices com mais de dois tridngulos, identificando os tridngulos que nao pertencem a

malha e os eliminando.

Ja com todos os elementos da malha definidos, é necessario orienta-los de uma
forma que o cédlculo dos vetores normais resultem vetores normais apontados apenas para
a dire¢ao externa ou apenas para a direcao interna da malha. Esta orientacao foi feita da

seguinte forma: Considerando o primeiro tridngulo da malha orientado

3 ORIENTACAO

1-(1,2,3)

Figura 8 — Primeiro elemento da malha orientado

Orienta-se os triangulos das malhas vizinhas de forma que os segmentos de inter-

secao tenham um sentido oposto no par de malhas.

Marcando os elementos orientados, a re-orientacao dos mesmos elementos é impe-
dida e qualquer problema relacionado é evitado. Esta rotina exporta o arquivo de elemen-

tos, extremamente necessario para o calculo das curvaturas.

4.9.3 Calculo das Curvaturas Pelo Método do Ajuste

Para o calculo das curvaturas nos nés da malha foi utilizado o método do ajuste.
Este método consiste em utilizar um ajuste de um paraboloide por minimos quadrados

em um conjunto de pontos e calcular analiticamente a curvatura do paraboloide.
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I- (11213)
I-(2,1,6)
I -(5,3,2)
IV - (3,4,1)

a

Figura 9 — Elementos vizinhos orientados com base no primeiro

A primeira parte do procedimento consiste em calcular os vetores normais nos nés
de malha. Para isto, considerou-se que o vetor normal em um ponto da malha é uma

“média” dos vetores normais das faces vizinhas a este ponto.

Apos isto, para cada ponto se toma o conjunto composto por este e seus vizinhos.

Estes pontos sao transladados de forma ao ponto de referéncia ficar na origem.

Apos isto, é feita uma rotacao, de forma que o vetor normal no ponto se alinhe
com a direcao z do espaco. Para isto, utilizou-se a transformacao de rotagao definida pelo

seguinte tensor:

Q = cos(6)1 + sin(f)wy + (1 — cos(F))ww, (4.91)
em que
100
1]=10 1 0 (4.92)
00 1
¢é a matriz identidade,
0 —Ws3 (09))
wyl=1]ws 0 —w (4.93)
—Wo w1 0

¢é a matriz que representa o pseudotensor definido pelo vetor w, e
Wiy Wiz Wiwsg

[Ww] = |wowr wowy wWows (4.94)

W3Wwi Wswa W3ws

20



é a matriz que representa o diadico de w com ele mesmo. No caso do problema em questao,

tem-se que:

w=mnXé, (4.95)

cos(f) =n-é, (4.96)

Ap0s este passo, é feito um ajuste de minimos quadrados para ajustar a superficie

de um paraboloide da forma

z = —Az? — Bxy — Cy? (4.97)

aos pontos em questao. Tem-se que a curvatura média deste paraboloide no ponto (z,y) =
(0,0) é calculada analiticamente utilizando os procedimentos descritos no inicio do capi-

tulo, resultando:

km=A+C (4.98)

Desta forma é possivel determinar a curvatura média em todos os pontos da malha.

4.9.4 Integral Numérica da Curvatura ao Quadrado na Superficie

A curvatura ao quadrado foi integrada ao longo da superficie utilizando um pro-
cesso de quadratura de Gauss. Como este processo nao pode ser utilizado em dominios

triangulares, foi feita uma subdivisao dos elementos de malha na seguinte forma:

Figura 10 — Elementos de malha triangulares divididos em quadrilateros

Ap0s esta subdivisao, foi feito um mapeamento levando cada um dos quadrilateros

no dominio [—1,1] x [—1, 1], como na figura abaixo:
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4
X3 (-1.1)
4 — ' = (1,1)
X
£
X2 1 ]
(-1,-1) -1 (1,-1)
x1l

Figura 11 — Mapeamento para a quadratura de Gauss

Este mapeamento foi feito utilizando fungoes de forma, tal que:

4
= ¢.(&, &)™ (4.99)
n=1

As fungoes de forma sao tais que:

pr=11-&)(1-&)
G =11+&)(1—-&) (4.100)
by = i(1 +&)(1+ &)
pr=31-&)1+&)

E possivel notar que existem pontos dos quadrildteros onde a curvatura nao foi
calculada, pois estes nao sao nés da malha. Para estes foi utilizada uma interpolacao linear
de plano. As integrais de propriedades de superficies podem ser calculadas da seguinte

forma:

/f )dS = //Z% &1, &) f(@™)/gdé1des, (4.101)

em que ¢ é a raiz quadrada do determinante do tensor métrico, dado por:

Oz Oz
gz] - 862 afj7

que pode ser facilmente obtido numericamente utilizando as derivadas parciais das fungoes

(4.102)

de forma. Utilizando-se este método é possivel calcular a integral de qualquer propriedade

na malha da superficie. Os procedimentos realizados neste trabalho podem ser aproveita-
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dos também para o estudo do movimento de células e/ou gotas, utilizando a formulagao
de integral de contorno apresentada na literatura (KIM; KARRILA, 2013).
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5 Difusao Hidrodinamica

Neste capitulo sao apresentados fundamentos de difusao, contendo exemplos e
demonstracdes cldssicos para o caso isotrépico. E apresentado também o fendmeno cha-
mado difusao ou dispersao hidrodinamica e sao explicadas as diferencas entre o mesmo
e os fenomenos classicos de difusdo. O objetivo deste capitulo é definir este fenémeno
fisico e explicitar sua importancia para a formagao da camada livre de glébulos vermelhos
no escoamento de sangue, cujo efeito no escoamento sera explorado posteriormente neste
trabalho.

5.1 Difusao e Difusao Hidrodinamica

A difusao é um fené6meno macroscopico advindo de uma interpretacao estatistica
de fenomenos que acontecem em escalas menores. £ um dos focos de estudo da mecé-
nica estatistica e termodinamica do nao-equilibrio e esta relacionada diretamente com a
segunda lei da termodindmica. Fendmenos difusivos podem ter origens diferentes, como

flutuagoes térmicas, de velocidade e outras.

Na visao macroscopica da difusao existe um conceito importante chamado fluxo
difusivo. Este representa o transporte de uma propriedade através de uma superficie de-
vido ao efeito de difusao. Esta propriedade é definida por uma equacgao constitutiva; ou
seja, nao é algo deduzido. Porém, existem alguns mecanismos que permitem definir boas
equacgoes constitutivas para este termo, como uma relacao linear forca-fluxo, muito utili-
zada na termodindmica do nao-equilibrio. Alguns exemplos deste tipo de relacao sao: Lei

de Fourier, Lei de Fick e Equacao Constitutiva para Fluidos Newtonianos.

o
°4+7 0

(o]
o ©

Figura 12 — Fluxo difusivo através de uma superficie
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Ao contrario de fenémenos de difusdo, como conducao de temperatura e difusao
de massa, que tém suas origens em escala molecular, a difusdo hidrodinamica se origina
nas interagoes entre as particulas ou gotas, e as irreversibilidades destas, causadas pela
quebra de algum tipo de simetria, seja o formato nao-esférico das particulas, rugosidade
(CUNHA; HINCH, 1996), deformagoes de gotas (LOEWENBERG; HINCH, 1997), trés
particulas (WANG; MAURI; ACRIVOS, 1996), interacdo magnética (CUNHA; GON-
TIJO; SOBRAL, 2013), efeitos de dissipagao de energia, entre outros. Devido ao carater
aleatorio da continua interacao entre particulas em um fluido escoando, o deslocamento
nas linhas de corrente causado pela quebra de simetria das particulas causa um movimento
randomico, mesmo que a particula ndo esteja sujeita a efeitos Brownianos (DRAZER et
al., 2002). O estudo acerca deste fendmeno é muito mais recente que os outros citados,
e o fenomeno em si é de certa forma diferente, no sentido da sua origem nao-molecular
(alguns pesquisadores, inclusive, ndo concordam com a utilizacdo da palavra difusdo para
defini-lo, j& que ndo é um fenémeno em escala molecular e pelo fato deste ser induzido
por um escoamento); entretanto, como o efeito macroscépico gerado por essas interagoes
hidrodinamicas é semelhante aos outros em sua descricao matematica, o termo difusao

também é utilizado.

5.2 Mecanismos de Transporte por Difusao

5.2.1 Equacdo Governante

A equacao governante para fendmenos difusivos simples é encontrada fazendo o
balanco de uma quantidade em um volume de controle com o fluxo de entrada desta

através da fronteira deste volume. A representacao deste balango é dada por:

gtfvmvzfsgz-(—ﬁ)ds (5.1)

e como o balango é feito em um volume de controle, tem-se que:

00
5=V (5.2)

A equagdo acima é uma forma geral da equacao da difusao. Para a mesma poder
ser resolvida, é necessario definir quem é o termo .%#, chamado fluxo difusivo. Para isto,

deve se fazer uso de um modelo constitutivo.
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5.2.2 Equacao Constitutiva Para o Fluxo Difusivo

Para casos simples, uma equacao constitutiva para o fluxo difusivo pode ser dada

por:

F =-D V¢ (5.3)

A interpretacao desta equacao é simplesmente uma relacao linear entre “forca'e
“fluxo", muito utilizada em termodinamica, onde o termo V¢ seria a “for¢a'responsavel
para a ocorréncia do processo de difusao. Isto fica claro quando se pensa na difusao como
decorréncia de um nao-equilibrio no sistema, pois a existéncia de um gradiente de certa
quantidade é responsavel por gerar o fendmeno que vai restaurar a mesma para um estado
de equilibrio, este mecanismo é chamado “down-gradient diffusion”, outro fenémeno de
difusao esta relacionado ao “random walk” da particula, e é denominado “self diffusion”,
em casos como o movimento browniano, por exemplo, os dois efeitos coincidem. Utilizando

o modelo constitutivo (5.3) na equacao (5.2), obtém-se

gq;:(v.p).ngDzvvgb. (5.4)

Para o caso de um meio isotrépico e no qual a difusividade é independente do

espago, encontra-se:

op
5 = DV?¢. (5.5)

Esta é a equagao classica de difusao (FIGUEIREDO, 2000). A mesma aparece em
problemas de conducao de calor, difusao de concentragoes e outros. A equagao diferencial
parcial (EDP) ¢é classificada como uma equagao parabdlica, na qual o termo laplaciano

possui papel dissipativo.

5.2.3 Difusividade

O tensor difusividade D esta diretamente relacionado ao comportamento de pe-
quenas escalas, mais precisamente a mobilidade das particulas ou moléculas. Este tensor

esta associado a fungao correlacao temporal de velocidades e pode ser dado por:

D= /O  (w(0)u(t)) dt. (5.6)

Uma demonstragao da relagao acima para casos isotrépicos é dada por (ZWANZIG,

2001) considerando o problema de difusao de concentragdo unidimensional na forma:

oC 02C
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Considerando que uma particula se encontra na posicao x = 0 no instante inicial,
com representagao dada por C(x,0) = §(0), apds este instante sua concentragao ird se
espalhar com uma distribuigao gaussiana (para verificar este fato, basta resolver a equagao
utilizando uma transformada de Fourier). Por simetria, o deslocamento médio sera igual

a zero. Porém, o deslocamento quadrado médio é dado por:

<x2> = /Oo 22C(z,t)dx, (5.8)
calculando a derivada parcial no tempo, tem-se que:
0 (%) © ,0
= [mx S C(a.t)da, (5.9)

na qual, utilizando a propria equacao da difusdo, pode-se substituir o termo da

derivada temporal de C'(z,t) da seguinte forma:

D/ - @C z,1)dz. (5.10)

Integrando por partes e utilizando o fato de que C(x,t) e sua primeira derivada

espacial sdo nulos no infinito, obtém-se a seguinte relacao:

0 (x?)
ot

—2D. (5.11)

Considerando D constante ao longo do tempo e integrando a equagdo, obtém-se a

famosa féormula de Einstein para difusdo unidimensional: (z?) = 2Dt.

Para a segunda parte da demonstragao, uma representagdo mecéanica da posigao

quadrada média é feita em termos da velocidade; para isto, basta fazer

o(t) = [ Cutdt (5.12)

/ / ) dt'dt". (5.13)

Para derivar a equagao (5.13), utiliza-se a regra de Leibniz para derivagao por cima

do sinal de integral, que resulta em:

9 (a?) =2 /0 b)) dt' (5.14)
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Como a funcao de correlacao de velocidades é uma média no equilibrio e ndo pode

depender do tempo de origem, apenas da diferenca de tempos s =t — t/, tem-se que:

§t<x2> _ g/ot (u(s)u(0)) ds. (5.15)

A funcao de correlacao de velocidades geralmente decai para zero em um curto
periodo de tempo, considerando que a equacao da difusao deve ser valida para todos os
periodos de tempo, muito maiores do que a escala de tempo necessaria para o decaimento
da funcao correlacao de velocidades, toma-se o limite de integracao tendendo ao infinito

na equagao (5.15). Comparando com a equagao (5.11), tem-se a relagao:

D= /0  (u(t)u(0)) dt, (5.16)

que demonstra a equagao (5.6), como no caso de isotropia, a difusdo é independente
da direcao. Esta relacao entre a difusividade e a correlacao de velocidades é importante
pois indica uma relacdo de um fenémeno microscopico de movimento e um fenémeno

macroscopico de difusao.

5.3 Movimento Browniano

Esta secao dedica-se a mostrar o estudo de difusdo no caso de uma particula sujeita
a um movimento browniano. Este estudo é relevante pois estuda um exemplo simples de

difusao isotropica e nao-convectiva

5.3.1 Equacao de Langevin

A equagdo do movimento de uma particula de massa m e raio a sujeita a forgas
oriundas de flutuagdes térmicas em um fluido com viscosidade p em escoamento com

baixo niimero de Reynolds ¢ dada por:

md—u = —Cu+ F(t), (5.17)

em que ¢ = 6rpa (KIM; KARRILA, 2013) é o chamado termo de mobilidade da
particula e vem da solugdo do escoamento de Stokes. O termo F'(t) é chamado termo de
ruido, e ocorre devido as forgas estocasticas provenientes do bombardeamento de molécu-

las na particula. Dividindo a equacao inteira pela massa, encontra-se:

du
— == Lt 1
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onde fica claro que v = (/m e L = F/m. A equacao de Langevin é uma equagao
diferencial ordinaria (EDO) de primeira ordem e pode ser resolvida facilmente utilizando

o método do fator integrante, que da o seguinte resultado:

t /
u=upe "+ eﬂt/ L) dt . (5.19)
0

Sobre o termo L(t) sao feitas as seguintes consideragoes:

e L(t) é independente da velocidade;

e L(¢) varia extremamente rapido se. comparado a velocidade

Esta segunda implica na existéncia de intervalos de tempo At em que u(t) tem
variagoes muito pequenas, enquanto L(t) passa por varias flutuagoes. Ou seja, enquanto
u(t) e u(t+ At) possuem uma variagao quase desprezivel, ndo existe correlagao entre L(t)

e L(t+ At), o que permite escrever as seguintes propriedades estatisticas:
(L(t)) =0, (5.20)

(L)L(t")) = T(t' — t")1. (5.21)

Pode-se calcular o termo I' utilizando apenas a consideracao de que as velocidades
das particulas no fluido obedecem no equilibrio uma distribuicao de Maxwell-Boltzmann.
Calculando a média do produto interno das velocidades pela solucao da equacao de Lan-

gevin e pela distribuicao de probabilidade, tem-se que:

2K 5T
=827 (5.22)
m

5.3.2 Conexao com a Equacao da Difusdo

Para ocorrer o fenomeno de difusao por movimento browniano, é necessario que
a escala de tempo de relaxagao do movimento particula Browniana seja muito menor do
que a escala de tempo em que se observa o movimento da particula. Considerando que a
escala de tempo browniana é dada por 7 = 77!, pode-se escrever a equacao de Langevin

na forma chamada sobre-amortecida, sendo esta dada por:

1
u(t) = JL(0) (5.23)

Calculando a correlagao de velocidades, tem-se que:

(u(t) - u(t")) = 25 — t"). (5.24)



Aplicando a equagao (5.24) em (5.6), encontra-se que:

I KpT

(5.25)

que relaciona o coeficiente de difusdo com a mobilidade das particulas em movi-

mento browniano.

5.4 Difusao Hidrodinamica

Estudos iniciais sobre o fenémeno de difusao hidrodindmica tiveram inicio no final
da década de 70 (ECKSTEIN; BAILEY; SHAPIRO, 1977). J& na década de 90, este estudo
comegou a se tornar mais popular, pois se perceberam aplicagoes interessantes para teorias
de difusao hidrodindmica de particulas rigidas em suspensoes (CUNHA; HINCH, 1996)
e de gotas em emulsdes (LOEWENBERG; HINCH, 1997). Estudos feitos nesta década
(WANG; MAURI; ACRIVOS, 1998) apresentaram expressoes para a auto-difusividade
induzida por cisalhamento. A teoria de Cunha & Hinch foi aplicada para estudar a auto-
difusdo de gotas deforméaveis, utilizando-se o método de integral de contorno. O efeito de
difusdo hidrodindmica combinado com o efeito de migracao de particulas (CHAN; LEAL,
1979) formam uma camada de deple¢ao de particulas préxima a parede, que é de grande

importancia na reologia do sangue.

5.4.1 Difusdo x Migracao

No caso de suspensoes em escoamento, existem dois efeitos que influenciam na
concentracao de particulas ao longo do espago: o efeito de difusdo hidrodindmica e o
de migragdo. O primeiro estd relacionado a tendéncia de dispersao das particulas no
fluido, gracas as irreversibilidades de movimento apds as interagoes entre as particulas,
enquanto o segundo esta relacionado com a tendéncia das particulas de se afastarem
da parede, devido a interacao entre ambas. No caso de um escoamento em vasos, estes
efeitos poderiam ser interpretados, respectivamente, como um efeito que faz as particulas
ocuparem todo o vaso e um outro que faz as mesmas se distanciarem das paredes do vaso,

como ilustrado na figura abaixo:

Quando uma suspensao adentra um tubo, ela possui uma concentragao uniforme
de particulas. Ao longo do tubo, o efeito de migracao forga as particulas a se afastarem da
parede, enquanto o efeito difusivo tenta espalhéd-las. Esta “competicao” entre estes dois
processos gera o desenvolvimento de uma deplecao de particulas nas regioes préoximas a

parede, até um ponto de equilibrio no qual esta regiao possui uma espessura constante.
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Figura 13 — Difusao x Migracao

5.4.2 Fluxo Difusivo

Na equacao governante para o estudo da difusao hidrodinamica, o fluxo difusivo
nao contém apenas o termo de difusdo, mas também o termo de migracao. Este fluxo é

dado por:

F =¢u—D-Vo, (5.26)

em que u ¢ a velocidade de “drift” da particula, que estd associada ao efeito de
migracao e D ¢é o tensor difusividade hidrodinamica. Isto confere a equagao de difusao a

forma:

({;gtb = -V (up)+ V- (D Vo). (5.27)

Como u nao ¢ apenas a velocidade do escoamento, mas também contém o termo

da velocidade de migracao das particulas, nao se pode assumir V - u = 0.

5.4.3 Difusividade Hidrodinamica

Assim como no caso do movimento browniano, a difusividade hidrodinamica esta
relacionada com a mobilidade das particulas. Porém, esta nao é definida da mesma forma
do movimento browniano, e sim a partir do conceito de mobilidade utilizado em microhi-
drodindmica (KIM; KARRILA, 2013). Outros pardmetros que influenciam a difusividade
hidrodindmica sao a concentracao de particulas, a taxa de cisalhamento, a geometria das
particulas, a rugosidade, a capilaridade e a razdao de viscosidades (no caso de gotas). Uma

forma geral para o tensor difusividade é dada por:

D = Dyl + Dy (5.28)

Onde Dy é a contribuicao browniana, calculada na secao anterior, e Dy é a con-

tribui¢ao hidrodindmica, que depende de todos os fatores citados anteriormente. Em pro-
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blemas de escoamento de sangue, a difusividade browniana tem contribuicao quase nula,

pois o niimero de Peclet é muito alto.

A auto-difusdo hidrodindmica é originada pelo “random walk” nas linhas de cor-
rente, que é causado pela quebra de simetria durante as colisdes, como mostra a figura

abaixo:

Trajetoria irreversivel
(Gota com deformagdo)

/\‘\L

Trajetoria reversivel
(Gota sem deformacio)
Gota

Figura 14 — Quebra de simetria apés a interagao entre duas gotas (CARVALHO, 2008)

A a auto-difusividade devido a deslocamentos randdémicos com passos de mesma,
distancia realizados por uma particula é dada por D = %%l , onde % ¢ o nimero de passos
por tempo e 1 é o tamanho do passo dos deslocamentos. No caso da auto-difusividade
hidrodindmica na direcao y induzida por um cisalhamento simples, tem-se de forma simi-
lar, por Cunha & Hinch (CUNHA; HINCH, 1996), que a taxa de colisoes por tempo é de

nyy~dy~>dz~>°, resultando em:

1 +oo +o0
D" =3n / / (AY)24 |y~ |dy~dz—, (5.29)

em que n é o numero de particulas por unidade de volume, AY é o deslocamento com
relacao a linha de corrente e y~=>° e z7°° sao as posicoes y e z iniciais da particula antes
da colisdo. Para este resultado, foi considerada uma suspensao diluida, na qual ndao ha
correlagoes de longo alcance entre as particulas. Nota-se que esta integral nada mais é do
que uma extensao do resultado da difusao originada pelos deslocamentos randémicos, em
que o termo %l se converte em uma ponderacao na média, onde as regioes de maior velo-
cidade tem tendéncia a um maior niimero de colisdes. Pode-se também adimensionalizar

os termos da integral pela escala de comprimento do raio da particula, resultando em:

3
D =

'0’2 too oo \ ~—00| §,~—00 ]5—00
gﬂ qa/_oo /_OO (AV 2|5~ |dj~<d3 (5.30)

Como os passos de deslocamento das particulas dependem dos fatores de quebra
de simetria; como no caso de gotas em emulsoes pode ser medido pela razao de viscosidade

A. Tem-se, neste caso, que:

D% = 4a?¢F(\) (5.31)
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, em que F'(\) pode ser determinado experimentalmente ou numericamente. Esta forma
de se escrever o coeficiente de auto-difusao mostra uma caracteristica muito peculiar no
comportamento deste processo de difusao: a difusao hidrodinamica é um fenémeno nao-

linear.

Outra diferenca entre a difusao hidrodinamica e o fendmeno classico de difusao esta
no fato de que em fendémenos classicos, a auto-difusao (difusao causada por deslocamentos
randomicos), é a mesma difusdo causada por gradientes de concentragao. No caso da
difusdo hidrodinamica os dois sdo fendémenos distintos. A difusividade devido a pequenos

gradientes de concentragao é dada (ja na forma adimensional) por:

DDG —

3.0’2 oo oo 7| (5 —00 ~—00 ] 5—00
o[ [ ATtz (5.32)

Foi mostrado no trabalho de Cunha & Hinch (CUNHA; HINCH, 1996), que a

difusividade hidrodinamica total é dada por:

Dy =2D°+F (5.33)

Este resultado pode ser observado fisicamente com a ajuda da figura abaixo:

Figura 15 — Difusividades Hidrodinamicas

Quando se tem duas regides com pequenas diferencas de concentragao, existe o
fenomeno de difusao devido aos deslocamentos randémicos em cada uma das duas regioes,
combinados com o fendmeno de difusao devido ao pequeno gradiente de concentragao. Foi
também mostrado no trabalho de Cunha & Hinch que a difusividade devido a pequenos

gradientes de concentracao pode ser até 7 vezes maior do que a auto-difusividade.
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5.5 Importancia da Difusao Hidrodinamica no Escoamento de San-

gue em Microvasos

A importancia da difusdo hidrodindmica no escoamento do sangue em microvasos
estd relacionada a formacao da camada livre de células proxima as paredes do vaso. Isto
acontece devido a combinacao do efeito de difusao hidrodindmica com a migracao das
células para longe da parede. Enquanto a difusao tenta distribuir as particulas ao longo
da secao transversal, a migracao faz com que as particulas se afastem da parede ao longo
do escoamento, formando uma regiao onde nao ha globulos vermelhos. Em situagoes
em que esta regiao ¢ muito menor que o comprimento do vaso, este fendémeno nao tem
tanta importancia, mas a medida em que se diminui o didmetro do vaso, percebe-se um
efeito de diminuicao da viscosidade efetiva do escoamento de sangue no vaso, este efeito é
conhecido como efeito de Fahraeus-Lindqvist (FAHREUS; LINDQVIST, 1931). Porém,
esta camada nao se forma instantaneamente. Como o fluido que entra no vaso sanguineo é
uma suspensao, é razoavel que este fluido no inicio do escoamento no vaso esteja com uma
distribuicao mais uniforme de eritrécitos; ou seja, a camada livre de células é desenvolvida
ao longo do comprimento do vaso até um limite no qual os dois mecanismos, difusao e
migracao, estao equilibrados. Estudos do desenvolvimento de camadas livres de particula
sao um tema ainda discutido recentemente no meio académico. (GRANDCHAMP et al.,
2013)

5.6 Modelo Para Migracao de Gotas de uma Emulsao em Cisalha-

mento

Figura 16 — Migragao de gotas e formagao da zona de deplecao de gotas

Esta se¢ao apresenta o problema de migracao de gotas de baixa fracao volumétrica
e alta razdo de viscosidade. E considerado regime de baixo nimero de Reynolds em que go-

tas se encontram proximas a parede e em movimento devido a velocidade do escoamento.
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Nesta situacao de altas razoes de viscosidade, as gotas apresentam pequenas deformacoes
devido ao seu baixo modulo de elasticidade. Estas pequenas deformacoes sao devidas a
inexisténcia de movimento no interior da gota, fazendo com que a escala de tempo de
rotacao seja muito menor que a escala de tempo de deformagao. Assim, a gota possui
movimento de rotagao predominante ao de deformacao. Tal pode ser explicado pelo se-
guinte: quando a gota se encontra no quadrante extensional de cisalhamento rapidamente
se posiciona no quadrante de compressao apresentando assim pequenas deformagoes. A
pequena deformacao é suficiente para produzir tanto um fluxo difusivo transversal indu-
zido pelo escoamento na direcao da parede devido a interagao gota-gota bem como um
deslocamento transversal médio na direcao do centro do escoamento devido a interacao

gota-parede.

5.6.1 Equacdo Governante

A equacgao governante do problema é a do transporte envolvendo difusdo hidrodi-

namica e migragao, discutida na se¢ao anterior, para solu¢ao monodispersa de gotas:

09 _ O(ugp) O(uyg) 0 (09
a o oy oy <D5y> >34

Nesta equagao, as velocidades u, e u, sao as velocidades de migracao das gotas.
No caso de cisalhamento simples, u, ¢ a velocidade do escoamento, dada por 4y e u, é
a velocidade de “drift” das particulas. Esta velocidade é consequéncia da interagao hi-
drodinamica entre a particula e a parede. Como a gota sofre uma deformacao devido ao
cisalhamento, esta pode ser vista como um dipolo hidrodindmico, que gera uma pertur-
bagao nos campos de velocidade (stokeslet) e na tensdo do escoamento (stresslet). Como
a gota exerce uma for¢a na parede, pela terceira lei de Newton, a parede exerce uma

forca em sentido oposto na gota, fazendo com que esta se afaste a uma velocidade u,, este
resultado foi calculado (SMART; JR, 1991), tal que:

9

U= T e (Syy) (5.35)

em que (—S,,). ¢ a média volumétrica da componente normal da tensdo na su-
perficie da gota por unidade de volume, considerando a deformacao de cada gota isolada
na emulsao diluida. O tensor de tensoes sobre a gota representa o dipolo hidrodindmico

induzido pelo contorno solido sobre a superficie da particula em regime de baixo ntimero
de Reynolds (KIM; KARRILA, 2013):

4
S = —2u§ﬂa32 (5.36)

O trabalho de (SCHOWALTER; CHAFFEY; BRENNER, 1968) apresenta o tensor

de tensdes X calculado por uma teoria de segunda ordem, O(%?) para uma emulsdo
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infinitamente diluida sujeita a um cisalhamento simples, valida para qualquer razao de
viscosidade A. A obtencao deste tensor de tensoes seguiu a ideia de que o tensor de tensoes
total é o somatorio da contribuicao de cada gota para o tensor de tensdes. A expressao

resultante é:

3 paiy?
= —— H .

Em que (CHAN; LEAL, 1979):

(19X 4 16) (9N 4 17X + 9)
(A+1)3

H(\) = (5.38)

Para o limite de altas razoes de viscosidade (A >> 1), tem-se que (5.38) se reduz

171+ 467

H() = —— 3 (5.39)

5.6.2 Adimensionalizacdo da Equacao e Definicao dos Parametros

As escalas principais do problema sao a tensao superficial na gota 7, a viscosidade
do fluido base i e a fragdo volumétrica no infinito ¢.,,que se situa em uma regiao na qual

0¢/dy é nula. As grandezas adimensionais sao definidas da seguinte forma:

i= Tl;u (5.40)
=12, (5.41)
b= j; (5.42)
i— alf/Ts (5.43)
Com estas adimensionalizagoes, obtém-se a seguinte equagao adimensional:
gst% _ _8(;;5) B 0(2203) N V(;)joo ;?y @j) | (5.44)

na qual o termo V() é baseado no trabalho de (CUNHA; HINCH, 1996), e no

caso especifico é dado por:

2
V(A) = A702915(1.347 + 3 log(\)) 7012, (5.45)
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O parametro

Tsa/
Pe =10 5.46
©="p, (5.46)

é chamado nimero de Peclet, e representa fisicamente a razao entre a escala de tempo
difusivo (a*/Dy) e a escala de tempo convectiva (no caso, a escala de tempo de deformagao

da gota (au/7,)). Dy indica nesta situacéo a escala da difusio, dada por Dy = ya2.

Adimensionalizando as equacoes para as velocidades, obtém-se a equacao adimen-

sional governante do problema:

¢ 9o 9Ca? o (¢ V(N 0 (00
—=-Caj—— ——HMN=—=|= ——— | == 5.47
oi “ 55 1120 T Was \ 72 ) T T pe 05 \%05 ) (5.47)
na qual
Ca = Apa/Ts (5.48)
¢ o numero de capilaridade. As condi¢oes de contorno do problema sao dadas por:
¢(y,t) =0 para0<y<J
(5.49)

¢(y,t) = ¢ quando y — oo.

5.6.3 Solucdo assintética para grandes tempos em regides proximas a parede

Nas regices préximas a parede, tem-se que O(g) < 1. Neste caso, por uma andlise

de escalas, é simples perceber que a% (;%) > ygi;,

de conveccao da equacao. Para grandes tempos, quando os mecanismos de migragao e

o que motiva a eliminag¢ao do termo

difusao escalam, tem-se um regime permanente. Neste regime é possivel obter uma equagao

simplificada, de tal forma que:

0=

9C a2 d ( d3> 4 YN d (@d% , (5.50)

_ H(\— [ =
1120 ( )d;g 72 Pe dy \'dy
Com este modelo simples nesse limite assintotico, pretende-se mostrar que com a
solugao analitica obtida ja ¢é possivel predizer gradientes de concentracao adjacentes na
regiao de parede, ou seja, identificar uma camada limite de concentragao além de avaliar
uma primeira expressao explicita que mostra a dependéncia da espessura ¢ em funcao dos

parametros fisicos identificados no problema em questao.
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Esta equacao pode ser integrada sem dificuldades, integrando e utilizando as con-

di¢oes de contorno, obtém-se a seguinte solucao:

= t3 (5.51)

- 9 Ca®PeH(\) (1 1
o) = 1139 b V(N ( )

Pode-se estimar a camada livre de gotas utilizando a condi¢ao de contorno no

infinito, obtendo entao:

9 Ca’PeH(N)
1120 ¢ V(N) (5.52)

S

Abaixo segue a representacao grafica desta solugao assintética do desenvolvimento

da “depleted layer” para alguns valores de capilaridade:

20 4
18+

16

141
12t

= 10+

Figura 17 — Perfil de concentracdo de gotas para diferentes capilaridades em regime de
cisalhamento simples apés a regiao de deplecao
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6 Solucao Assintética Para

Pequenos Tempos

Neste Capitulo, procura-se uma solugao para pequenos tempos do problema de di-
fusao hidrodinamica e migragao apresentado no capitulo passado. O tratamento é assinté-
tico, utilizando-se método das perturbacoes, analises em diferentes escalas e encontrando

solugoes assintoticas nestas escalas.

6.1 Equacao Governante

O problema ¢ governado pela seguinte equacao governante:

[3J0) 19J0) o (¢ 0 0¢

S tay 4 (D) =05 (03] (6.1)
ot ox dy \y oy \" dy

Cujas constantes que acompanham os termos da equagao sao definidas no capitulo

de Difusao Hidrodindmica, no qual este problema foi posto. Nesta parte do trabalho, na

qual a intenc¢ao é encontrar uma solucdo para o problema, todos as variaveis presentes na

equacao sao adimensionais.

O primeiro passo adotado para a solucao deste problema foi livrar-se de todas as

variaveis, com uma simples transformagao da seguinte forma:

¢ = Poct

Tr — Vx
(6.2)
Yy — wy

t— ut

Nota-se que apesar de todas as variaveis do problema ja serem adimensionais, a es-

colha correta dos valores destes “scalings” possibilita a remocao completa dos parametros
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do sistema, resultando um problema da seguinte forma:

d 9 | 0 YY)
W rus+ 3 () =5 (95)
¢(0,z,y) =1
o(t,x,y) >0
o(t,x,y <) =0
¢(t,0,y) =1
Na regiao proxima a parede, tem-se que:
1
O(y) < 0(?) (6.4)

O que leva a seguinte simplificacdo do problema:

o6 0 (¢6\ 0 [ 00
) = a ) o

Com as mesmas condigbes de contorno anteriores, exceto para ¢(t,0,y). A equagao
é uma equacao diferencial parcial nao-linear e portanto é extremamente complicada de
ser resolvida analiticamente. Para a abordagem deste problema foram feitas duas solugoes
assintoticas para regimes de pequenos e grandes t’s. Na regiao de pequenos tempos, o

problema tem um comportamento rico em informagdoes sobre a transicao do estado inicial.

6.2 Primeiro Limite Assintético

Para pequenos tempos, introduz-se a seguinte perturbacao:

o(t,y) = do(y) + o1(y)t + da(y)t* + .. ., (6.6)

na qual, pelas condi¢oes de contorno, tem-se que:

$o(y) = 1. (6.7)

Substituindo ¢ na equacao governante e considerando apenas os termos de primeira

ordem, tem-se a seguinte equagao para o termo ¢y:

0
bt o (;) o, (6.9)
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Esta equacao pode ser facilmente integrada resultando em:

2

O que faz a solucao para ¢ assumir a seguinte forma.
2t
¢(t,y):1+ﬁ+... (6.10)

Nota-se que para pequenos tempos e y ~ O(1), tem-se que apenas o termo de
primeira ordem é importante, e ¢(¢,y) = 1. Os termos de ordem superior fazem diferenga

quando:

y ~ /3 (6.11)
Para trabalhar com termos de ordem 1 nesta regiao, faz-se o seguinte “scaling”:
o(t,y) = f(t.n), (6.12)
em que:

n=yt=/? (6.13)

Feita esta transformacao, é necessario modificar as equagoes governantes para se

adequarem a nova variavel n. Para isto, utiliza-se a regra da cadeia, a qual resulta:

06 _0f L 0fn
ot ot 0Onot (6.14)
dp  Of on
gy~ 00y (6.15)
Pode-se desta forma chegar em uma equacao para f da seguinte forma:
of _of [ O (1) _pp9 (,9F
b, 5 + 3 (772) = o f&7 (6.16)
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6.3 Segundo Limite Assintético e o Aumento da Concentracao de

Gotas

Como o objetivo é calcular a solucao assintética para pequenos tempos, introduz-se

a seguinte perturbacao para f(t,n):

ftm) = foln) + fr(mt'* + ... (6.17)

A perturbacao é feita desta forma com o objetivo de conseguir encontrar equagoes
para todas as ordens do problema. Caso a expansao fosse feita apenas com poténcias de t,
os termos de ordem nao inteira, como Y/ 3 seriam todos nulos, o que nao estaria correto.

Na ordem principal, encontra-se a seguinte equacao:

1 fo(n) — 2fo(n)
—= — =0 6.18
Esta equacao pode ser facilmente integrada da seguinte forma:
1 2fo(n)
fo(n) (772 - 3n> =0 (6.19)
fn) d m 6
/ o _ / _dn (6.20)
feo) fo o Jeo3n—m

Percebe-se que a funcao a ser integrada possui um polo no ponto:

n=+v3 (6.21)
no qual a concentracao cresce infinitamente. Este resultado indica que existe um problema

nesta regiao, por isto, sera feito um “scaling” para o estudo da mesma. A solucao da

equacao para fy é dada por:

3\ 2/3
fo= (77377_ 3> (6.22)

6.4 Estudo Assintético da Camada Ultra-Fina e “Matching” As-
sintotico

O proximo problema é estudar a regidao na qual ocorre o polo da ultima solucao.

Para isto ¢ introduzida uma nova variavel (, tal que:

n=v3+¢, (6.23)
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com |(| < 1. Esta variavel possibilita uma andlise assintética na regiao da descontinui-

dade, e é responsavel pelo “matching” assintético.

A ideia agora é fazer uma andlise da equagao governante nesta regiao. Para isto,

é necessario encontrar as escalas das variaveis na regiao. Desta forma, tem-se que:

y = (V3 + O3, (6.24)

Utilizando-se a solugao assintotica para fy, tem-se que o mesmo é aproximada-

mente:

1
para || < 1. Desta forma, pode-se determinar uma escalar para os todos os termos da
equagao governante. Para tal, é necessario definir algumas escalas. A escala para ¢ é dada

a partir de f por:

1
¢~ 2 (6.26)
Como ¢ < v/3, tem-se que a escala de y é dada por:
y ~ t3 (6.27)

Porém, para a avaliacao das derivadas parciais em y, as quais consideram t cons-

tante, tem-se que a escala destas derivadas deve incluir o termo (, tal que:

Sy ~ (Y3 (6.28)
Desta forma, tem-se a seguinte escala para o termo transiente da equagao:

9o 1

— o~ — 6.29
STNTEE (6.29)
Para os dois termos advindos da migracao, tem-se que:
106 1
-~ — 6.30
y2 ay tc5/3 ( )
2 1
” ~ L (6.31)
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Percebe-se que estes dois termos tem ordem diferente, tal que O(tc%ﬁ) + O(tg%/a,)

Para o termo de difusdo nao-linear, tem-se a seguinte ordem:

o (,0¢ 1
oy <¢0y> ~ (10/342/3 (6.32)

Para ¢ = O(1), tem-se que o termo de difusdo balanga com a ordem maior do

termo de migracao, resultando:

o [ 0¢ 2
¢~ tl/8 (6.34)

Este resultado é importante , pois informa o “scaling” necessario para se fazer o

“matching” da zona de transicao. Introduz-se entao, uma nova variavel & tal que:

§=t™, (6.35)
tal que:
y = V343 4 gt/ (6.36)
e
£ =y t711/24 o \3/5 t71/8 (637)

Pela ordem de ¢ nestas regioes, introduz-se também uma nova funcao g, tal que:

(t€)
o(t,z) = gtl - (6.38)

A proxima etapa da solugao consiste em substituir ¢ na equagao governante do
programa, encontrando uma equacao para o “matching” do problema. Para o termo de

derivada temporal, tem-se que:

dp 1 |0g 090§ 1 1
o o lé?t acot| ~ oY (6.39)
em que:
0
o5 _ (51) (6.40)
ot (@) '
86 t
resultando em
06 V3, g 11
5 = 3 t ~ ot (6.41)
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Para o termo difusivo, tem-se que:

o ( 06\ 1 9 ( g
oo (93) = e (93¢) o

Para o primeiro termo do drift:

1 0¢ 1 1 0Og
A= = 6.43
y2 8y (\3/§t1/3 + §t11/24)2 $13/24 ag ( )
19¢ 1 £41/8\ 72 9g
E@ T 429/2432/3 (1 + I3 875 (6.44)

expandindo em séries de Taylor:

19 1 gt/ 0y
w@_ww<l_2%+"' o (6:45)

Para o segundo termo de drift, tem-se de forma semelhante que:

/ -3
pb 2 <1+§t18> g (6.46)

Y3 3413/12 I3

Expandindo em séries de Taylor:

(b ) €t1/8

Reescrevendo a equacao governante com os termos substituidos e multiplicando-a

por t13/12, tem-se:

dg 0 V3, 4 11 1
[tat+a§ <—3t —276 —Eg—i-
+§ t_1/8—23i+... 99 _
3 V3 3
2 Etl/8 0 ( g
——(1-3>2—+... =—|g= 4
3< 3\3/§+ 9= 3¢ \9a¢ (6.48)
Nota-se, por este resultado, que os termos de ordem ¢~'/% se anulam, resultando
em:
0 11 .0 1 Y& 0
o W09l L V3,6, )2
ot 24°0¢ 12 3 /3 o€

2 £t1/8 0 ( Oy
-3 (1—3\3/3+...>g—6,5 <ga€> (6.49)



Como estamos em regimes de pequenos tempos, temos a seguinte expansao assin-

totica para g:

9(t,€) = go(&) + (Ot + .. (6.50)

Para ordem t°, tém-se os termos:

11 1 9 9
—ﬂ@é — —0g0— 690 — 290 = (9090)" (6.51)

12 3 3
que originam a seguinte equacao:

3 9
—Zgo - gfgé = (9090)’ (6.52)
Tem-se que no infinito:
li _ 6.53
gggogo(ﬁ) ~en (6.53)

Pode-se conferir que este limite mantem a equagao balanceada no infinito, onde
xi seria muito grande e tornaria as derivadas infinitas. Porém, a dependéncia de um
termo desconhecido A nas condigdes de contorno nao é desejavel. Para isto, faz-se uma

transformacao da seguinte forma:
§= Az (6.54)

go = Bh (6.55)

com

A= (”)3/8 (6.56)

B (2)1/4 (6.57)

Esta transformacao converte o problema de g para h, fazendo o mesmo assumir a

seguinte forma:

—2h — 3zh' = (hh')'
(6.58)

lim, 00 M(2) = 27

Esta ¢é a equagao para o “matching” do problema assintético para pequenos tempos.
Como esta metodologia de formulagao assintética foi obtida ja no final do projeto, nao

houve como resolvé-la dentro do prazo.
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7 Modelagem Continua do
Escoamento de Sangue em

Microvasos

Este capitulo tem como fun¢do propor um modelo continuo para o escoamento
do sangue nas maiores escalas da microcirculagdo. O modelo leva em conta o comporta-
mento nao-newtoniano do sangue como suspensao, utilizando o modelo de Casson para a
modelagem do escoamento no niicleo. A camada de plasma newtoniano livre de glébulos
vermelhos cuja origem foi discutida no capitulo anterior também aparece na modelagem.
Um método numérico é proposto para o cdlculo da viscosidade efetiva, devido a nao-
linearidade da equacao para a vazao. No final do capitulo é mostrada uma tentativa de

obter o efeito de Fahraeus-Lindqvist utilizando este cédigo.

7.1 Modelo Continuo

Em escalas maiores na microcirculagdo, como no caso de vénulas e arteriolas (es-
pecificar um tamanho), pode-se tratar a suspensao sanguinea como um fluido equivalente.
Dado os efeitos do escoamento nas células sanguineas, este fluido equivalente exibe com-
portamento nao-newtoniano. Portanto, deve-se procurar um modelo constitutivo de fluido

nao-newtoniano apropriado para representar esta suspensao.

Para uma modelagem aproximada do problema, considera-se o escoamento do
sangue no vaso como um regime de lubrificagdo no qual o sangue é considerado um fluido
nao-newtoniano. A camada livre de células formada pelos efeitos de migracao e difusao
hidrodindmica é representada no modelo por um escoamento de plasma newtoniano na
regiao perto das paredes. Esta abordagem ¢ interessante para estudar efeitos que alteram a
viscosidade efetiva deste sangue neste regime de circulagao, como por exemplo: agregacao
de células (caracterizada pelo termo de “yield stress”, que é definido como a tensao limite
necessaria para o fluido escoar), variagoes da viscosidade do plasma, efeitos devido a

camada livre de células e inércia do problema.
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7.2 Fluidos Nao-Newtonianos

Em um fluido newtoniano, o tensor de tensoes do fluido é definido pela seguinte

equacao constitutiva:

na qual o termo D é a parte simétrica do tensor gradiente de velocidades. Sao
denominados fluidos newtonianos os fluidos que obedecem esta equacao constitutiva, pois
a mesma ¢ uma generalizacao da lei de newton da viscosidade, sendo valida para varios

fluidos conhecidos.

Porém, nem todos os fluidos obedecem a esta lei e estes sao chamados nao-
newtonianos. Exemplos claros de fluidos nao-newtonianos incluem suspensoes, emulsoes
e coloides. Para estes, a equagao (7.1) nao se aplica; logo, torna-se necesséria a busca por
um novo modelo constitutivo. Para isto, pode-se utilizar modelos ad-hoc ou até mesmo
o auxilio de ferramentas analiticas, como a microhidrodindmica e a mecanica estatistica,
além dos conceitos basicos de mecanica dos meios continuos e formalismo constitutivo.
Modelos constitutivos para fluidos nao-newtonianos podem variar de modelos puramente
viscosos lineares e nao-lineares, até modelos viscoeldsticos ou viscoplasticos, dependendo

das propriedades do fluido em questao.

7.3  Fluidos Newtonianos Generalizados

Fluidos newtonianos generalizados é a denominacgao dada a fluidos nao-newtonianos

cujas equagoOes constitutivas sdo escritas na seguinte forma:

o = —pl+2n(y)D, (7.2)

na qual o termo ¥ = v2D : D é chamado taxa de cisalhamento, sendo uma medida
muito utilizada em laboratério que representa a taxa em que uma deformacao cisalhante
é aplicada em um material. Como esta taxa é sempre positiva, e ¢ um invariante do tensor
D, a relacao faz sentido, de forma que é possivel criar uma relacdo que mantenha o termo

n(%) sempre positivo.

7.3.1 Fluidos de Ostwald, ou “Power-Law”

Este modelo é um dos mais comumente utilizados em engenharia pela industria,

devido a sua simplicidade e facilidade de implementacao para obter solugoes de escoa-
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mentos de fluidos pseudo-plasticos. Neste modelo, tem-se que:

n(y) = ey" ™! (7.3)

Logo, o tensor de tensoes tem a forma:

o=—-pl+2¢(V2D: D))" 'D (7.4)

Pode-se perceber claramente uma nao-linearidade na equagao constitutiva do ten-
sor de tensoes, o que mostra que o fluido é claramente nao-newtoniano. Para valores de
n menores que 1, o fluido é denominado pseudo-plastico e apresenta um efeito do tipo
“shear thinning", no qual existe uma diminuicao da viscosidade para um aumento da
taxa de cisalhamento. Este efeito é muito comum, por exemplo, em solugoes poliméricas.
Pode-se perceber também que para o caso n = 1, recupera-se o modelo newtoniano, com

viscosidade constante.

7.3.2 Modelo de Bingham

O modelo de fluido de Bingham é um dos mais simples a utilizar o conceito de
“vield stress". Este efeito esta relacionado ao fato do fluido nao escoar quando submetido a
tensoes cisalhantes abaixo de um certo valor 7y. Isto confere um comportamento de sélido
para o fluido em baixas tensoes. O modelo de Bingham considera este efeito para baixas
tensoes, para tensoes maiores que 7, o fluido se comporta como um fluido newtoniano.

O termo n(%) é dado por:

00 Para |7| < 79

n(y) = (7.5)

L+ o Para|7] > 79
Este tipo de fluido é utilizado para descrever o comportamento de pomadas, pastas
dentarias, tintas e outros. No exemplo da pasta de dente, pode-se observar que a mesma
possui um comportamento de sélido no nicleo, mas nas regides de maiores tensoes, perto

da parede, ocorre escoamento.

7.3.3 Fluido de Casson

O modelo de Casson também descreve um fluido que escoa apenas para tensoes

cisalhantes maiores que 79. A diferenca principal com o fluido de Bingham decorre do fato

[

de que este além de modelar o “yield stress”, também contém uma contribuicao power

79



law em médias taxas de cisalhamento que produz um efeito do tipo “shear thinning". A

equacao para o termo n é dada por:

_ 00 Para |7| < 79
n(y) = ' ' (7.6)
foo + 107 L+ k"L Para |7| > 70
Esta equacao descreve uma forma mais generalizada do fluido de Casson, na qual
o termo k£ e n sao constantes do modelo que podem ser calibradas. No caso do modelo
de Casson tradicional, esta constante é tal que k = 2,/li079 € n = 1/2. Pode-se perceber

que para altas taxas de cisalhamento, o fluido exibe comportamento newtoniano.

Este modelo ¢ muito utilizado para a modelagem do sangue, pois neste caso existe
um efeito de “yield stress” relacionado a aglomeracao de globulos vermelhos, um efeito
do tipo shear thinning para médias taxas de cisalhamento e um comportamento de vis-
cosidade constante para altas taxas de cisalhamento. Este ultimo se deve ao fato de que
em altas taxas de cisalhamento, o tempo do escoamento é muito menor do que o tempo
de resposta da célula, sendo assim, ela nao mais se deforma. Alguns autores chamam esta
viscosidade de newtoniana; porém, neste regime, existe diferenca de tensdes normais, que
¢ um comportamento nao-newtoniano. O fato do modelo de Casson conseguir modelar

estes trés efeitos faz com que seja largamente utilizado para a modelagem de sangue.

7.4 Modelagem do Escoamento do Sangue Como Fluido de Casson

7.4.1 Modelagem do Problema

Para a modelagem do sangue, utiliza-se o modelo de fluido de Casson, pois o
mesmo representa o efeito devido & agregagao de glébulos vermelhos (devido ao “yield
stress”), uma contribuicao “power law” com efeito “shear thinning” em médias taxas de

cisalhamento e o comportamento newtoniano em altas taxas de cisalhamento.

No escoamento do sangue na microcirculagao ocorre a formagao da camada livre
glébulos vermelhos, também chamada de “cell-depleted layer”, devido aos efeitos de mi-
gracao e difusdo hidrodindmica. A “depleted layer” é modelada como uma camada de

plasma newtoniano préoxima as paredes do vaso.

Os parametros principais do problema sao a viscosidade do plasma ,, a viscosi-
dade do sangue com taxa de cisalhamento infinita p., utilizada no modelo de Casson, o
raio da secao transversal R(z), o raio médio da secao transversal Ry, o raio do nicleo do
escoamento, onde encontra-se a suspensao, o termo de “yield stress” 7y e o raio de Casson
R, definido como raio antes do qual o fluido se comporta como um corpo rigido, devido

a agregacao de células
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Figura 18 — Esquema do escoamento do sangue em microvasos na escala continua. R¢
indica o raio de Casson, dentro do qual o fluido se comporta como um corpo
rigido, efeito este causado pela agregacao de células. R é o raio do vaso e R;
¢é o raio que limita a divisao entre o fluido de Casson e o fluido Newtoniano

7.4.2 Equacao Governante e CondicGes de Contorno

O problema é governado pela equagao de Cauchy sem o termo inercial. Onde
o tensor de tensoes do ntcleo é dado pelo modelo de Casson e a regiao de plasma é

considerada um fluido newtoniano convencional de viscosidade i,

Utilizando uma analise de escala, mostra-se que é possivel utilizar a hipdtese de

lubrificacao. Aplicando esta, o problema se reduz a:

1o

dp
e (rr) = — = =G(z) (7.8)

dz
Onde 7 é o termo 7,., da parte nao-hidrostatica do tensor de tensoes, que no niicleo

¢é dado pelo modelo de Casson, e na camada de plasma pela equacao constitutiva classica

para um fluido newtoniano. As condigoes de contorno utilizadas para o problema sao:

e Nao-deslizamento na parede
e Continuidade do campo de velocidade

e Continuidade do campo de tensao

Utilizando a condicao de continuidade do campo de tensao, pode-se obter a se-

guinte relacao:

T=—— (7.9)
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E consequentemente, utilizando o modelo de Casson e sabendo que para o caso

especifico tem-se que ¥ = —Ju/0dr, encontra-se o seguinte resultado para o termo +:
0 para r < Re
. _ ) ar | GRe  GR!?
V= e T o — T /2 para Rc <1 < R (7.10)
G
% para Rs <r <R
Onde R¢ = 2% ¢ o raio de Casson, que indica o limite da regiao onde o fluido

possui movimento de corpo rigido

7.4.3 Solucdo do Problema

Apesar de nao ser necessario para o calculo da vazao, uma expressao para o campo
de velocidades pode ser encontrada apenas integrando —¥, onde 4 foi obtido em (7.10).

Integrando e utilizando as condig¢oes de contorno, encontra-se:

o (R3 — R¢) + 53¢ (Rs — Re)

1/2

GRY!
§ e (Rs/2 R3/2) & (32 . Rg) para 1 < Re
ulr, z) = { 1% (R} — 12) + §5< (R; — 1) . (7.11)
1/2
gG,io (32/2 - 7’3/2) + & (R* — R3) para Ro <r < Rjs

ﬁ(RQ—TQ) para Rs <r < R

A vazao de fluido que passa por uma secao transversal é calculada pela seguinte
identidade:

Q= W/OR r2ydr (7.12)

O céalculo da integral resulta:

GR: 4 /R 17 /ReNY? 1 /RoN? G
Q:W8u5l1+3(1%j>_7(0> ‘(C)FW(R“—R?) (7.13)
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7.4.4 Adimensionalizacao da Equacao da Vazao

A adimensionalizacao do gradiente de pressao e do raio do escoamento é feita da

seguinte forma:

~ G
G = o (7.14)

ﬂRé

~ R
R=— 7.15
o (7.15

Onde p,, é a viscosidade da dgua e Ry ¢é o raio médio da se¢do transversal circular
do vaso, utilizada como referéncia. Nota-se que se o raio da se¢ao transversal é uniforme,

o raio adimensional é sempre igual a 1.

Também ¢ feita a adimensionalizacao das viscosidades pela viscosidade da agua,

da seguinte forma:

pr=—— (7.16)

A vazio do escoamento é definida como:

Q=UrR2 (7.17)

Onde U é a velocidade média do escoamento.

Desta forma, a equacao (7.13) toma a seguinte forma:

. 1 My QRe, 1
Rl=p=——2=P =)+ 7.18
g - o p (ML) 4 (7.15)

Com os seguintes parametros adimensionais:

A= 8 7.19
s (7.19)
Re,, = PutTo (7.20)
o
70
__To 7.21
i (7.21)

O parametro X estd relacionado com a espessura do nicleo do escoamento; ou seja,
esta relacionada com a depleted layer. O parametro Re,, é o nimero de Reynolds da agua
escoando no vaso e o parametro {2 esta relacionado com a tensao necessaria para o fluido

de Casson escoar.
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7.4.5 Viscosidade do Sangue

Para o estudo do problema, existe interesse em saber o valor do termo i, que
seria a viscosidade do sangue em altas taxas de cisalhamento. De acordo com (POPEL;
JOHNSON, 2005), o valor desta é de aproximadamente 3,84 ¢Ps para um hematdcrito
de 45 %, porém, muitas vezes é necessario saber esta viscosidade para outros valores de
hematodcritos. Existem trés formas principais de se encontrar a viscosidade do sangue
“bulk” em func¢ao do hematocrito, experimentais e numéricas. A primeira inclui modelos
ad-hoc oriundos de interpolacées de curvas em resultados numéricos ou ate graficos com
valores da viscosidade (BASKURT; MEISELMAN et al., 2003), ja as ultimas partem
de uma modelagem do sangue, utilizando conceitos de microhidrodinamica: por exemplo,
pode-se aproximar o sangue como uma emulsao e calcular a viscosidade desta utilizando o
stresslet das gotas (KIM; KARRILA, 2013). Para modelos mais simples, existem inclusive
solugoes analiticas. Porém, como estes modelos podem divergir muito da realidade, existe
uma grande utilizacao de métodos numéricos para o célculo desta viscosidade intrinseca

do fluido equivalente. (OLIVEIRA, 2007)

7.4.6 Método Numérico Para o Calculo da Viscosidade Efetiva

Devido a relacao nao linear entre vazao e gradiente de pressao, foi necessario
utilizar um método numérico para isolar o termo de gradiente de pressao adimensional
G em funcdo do comprimento, afim de encontrar a perda de carga do fluido. Para este
proposito, foi utilizado o método de Newton-Raphson para cada um dos valores de z*.
Ap6s isso, é feita uma integracdo numérica da funcao G (z*) utilizando a regra do trapézio

para achar a viscosidade efetiva. A metodologia numérica é feita da seguinte forma.

E definido um passo

E criado um vetor com todos os pontos de z* que serdao utilizados

e Célculo da raiz da equacio Q — f(G, z) = 0, definindo G(z;) através do método de
Newton-Raphson

e Avancar para o proximo ponto z;,1 e repetir o passo anterior

Quando acabarem os passos, integrar a fungao utilizando regra do trapézio

7.5 Efeito de Fahraeus-Lindqvist

Utilizando o c6digo numérico para um tubo liso (o = 0), plotou-se um grafico
da viscosidade efetiva em func¢do do raio (adimensionalizado pela espessura da “depleted

layer”), o mesmo segue abaixo:
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Efeito de Fahraeus-Lindgwist in ¥itro

F =12
o = 4.3
Q=01

R/ &

Figura 19 — Efeito de Fahraeus-Lindqvist previsto pelo codigo

A consideracao feita para a viscosidade do sangue como mistura fi., foi maior do
que o de uma pessoa saudavel, com valor de 4.3 vezes a viscosidade da agua. O grafico
obtido é muito semelhante ao grafico de viscosidade efetiva in vitro obtido por (PRIES
et al., 1994) para um hematdcrito de 75 %. O que é coerente, tendo em vista que a
viscosidade “bulk” do sangue com hematdcrito 45 % é de aproximadamente 3.8 vezes a

viscosidade da agua.

7.6 Efeito da Rugosidade da Parede na Viscosidade Efetiva

O gréafico abaixo mostra o efeito da rugosidade « na viscosidade efetiva:

1] ooz 0.04 0.06 0.0s 0.1

Figura 20 — Efeito da rugosidade do vaso sobre a viscosidade efetiva

Percebe-se que a rugosidade do vaso altera consideravelmente o valor da visco-
sidade efetiva; ou seja, aumenta a resisténcia do escoamento. Este efeito era esperado,
pois existe uma diferenga clara entre escoamentos em tubos capilares lisos (in vitro) e

escoamento de sangue in vivo. (PRIES et al., 1994)
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8 Resultados

8.1 Efeito de Fahraeus-Lindqvist

Como mostrado no capitulo 3, é possivel definir uma metodologia para o calculo
de uma viscosidade efetiva para o escoamento em um tubo utilizando a Lei de Poiseuille.
Pelas aproximagoes feitas no modelo, nao é esperado um resultado exato de um valor
para viscosidade efetiva do sangue, caso sejam utilizados valores reais para a viscosidade
do plasma, velocidade e tamanho das células. Porém, o que era esperado, um resultado
qualitativamente coerente com o fendmeno inverso de Fahraeus-Lindqvist (FAHREUS;
LINDQVIST, 1931). Combinando o modelo de células enfileiradas (Capitulo 3) com o mo-
delo continuo utilizando modelo de Casson (Capitulo 7). Tem-se dois “limites assintdoticos”

para o efeito de Fahraeus-Lindqvist. Como ilustra a seguinte figura:

Maodelo Continuo
= == C&lulas Enfileiradas

Figura 21 — Calculo do efeito de Fahraeus-Lindqvist utilizando os métodos analiticos pro-
postos
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Pode-se comparar o resultado obtido pelo modelo analitico com o resultado da
literatura (NICHOLS; O’ROURKE; VLACHOPOULOS, 2011) a partir da figura a seguir:

5.0 60%

404

45%
3.0+

Relative apparent viscosity

204 20%

T T
0 10 100 1000
Tube diameter (.m)

Figura 22 — Resultado experimental para o efeito de Fahraeus-Lindqvist (NICHOLS;
O’'ROURKE; VLACHOPOULOS, 2011)

Percebe-se que o resultado do modelo é qualitativamente consistente com o resul-
tado experimental, apesar de os valores numéricos nao coincidirem. Porém, é completa-
mente possivel calibrar o modelo de forma a fazer com que os resultados coincidam. Foi
percebido que ao diminuir o valor da viscosidade do plasma no modelo de células enfi-
leiradas, ocorre uma translacao da curva para baixo. Alterando a velocidade da célula,
é possivel translada-lo levemente na direcao horizontal. O préoximo passo para um bom
“fitting” é reduzir a viscosidade no infinito do modelo de Casson. Um exemplo de como

esse ajuste pode funcionar é representado abaixo:

MWodelo Continua
= == Células Enfilziradas

I
1
l
1
|
1
i
1
1
1
1
1
L
1

Figura 23 — Ajuste dos modelos analiticos para encontrar valores mais proximos aos reais
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Para a obtencao deste resultado, foram utilizados valores de viscosidade do plasma
e outros que nao sao coerentes com os reais. Porém, como dito anteriormente, os dados
reais nao geraram resultados satisfatorios, tendo em vista que os métodos sdo de certa

forma bem simplificados.

8.2 Calculo da Curvatura

Para a validagao do codigo para o célculo de curvatura, foi calculada a curvatura
em todos os pontos de uma malha esférica de raio 1. Esta foi escolhida pois o seu valor de
curvatura média é muito conhecido e igual a 1 em todos os pontos da superficie. A malha
utilizada para este célculo tinha seu niimero de elementos da ordem de 19 mil, advindos
de uma parametrizacdo de 100x100. Para mostrar a convergéncia deste cddigo, foi feito

um histograma:

2DDD T T T T T T T
1500 - .
1000 - .

500 - .

IIIIH‘ L |
0
= 1

1 1 1
(R= 1.0 1.02 1.03 1.04 1.0

1
1.08 1.07

Figura 24 — Frequéncias das curvaturas médias calculadas na esfera

Os desvios do resultado tem diversas origens, como o calculo dos vetores normais,
o erro da aproximagao por minimos quadrados e o fato da malha ser discreta. Apesar
destes desvios, porém, os resultados sao bons e concordam com a teoria, apesar de certo

grau de erro.

Com o cb6digo desenvolvido ao longo do projeto, ja é possivel computar numeri-
camente as integrais de contorno necessarias para descrever o movimento de membranas.
Porém, para tal, caso sejam estudadas deformacoes significativas, é necessario a utilizacao

de uma malha adaptativa.

8.3 Integral para a Energia de Flexao
Utilizando o c6digo para integracao numérica de fungdes na superficie, foi integrada

a curvatura ao quadrado em alguns casos distintos. Os resultados sdo apresentados a

seguir.
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8.3.1 Esfera

No caso de uma malha de uma esfera de raio unitario, com 19404 elementos, foi
encontrada que a integral superficial da curvatura média ao quadrado resultou 12.65, ao
contrario dos 12.56 calculados analiticamente. Este erro é devido ao erro acumulado no
calculo das curvaturas. A area da superficie calculada foi de 12.5605, com erros menores,

a partir da terceira casa decimal.

8.3.2 Elipsoide

No caso de um elipsoide com razao 2x1x1 de mesma area da esfera, a integral
resultou o valor de 107.44. que é bem maior que o resultado na esfera. Este resultado con-
corda com a geometria do elipsoide, que contem uma ampla regiao de grandes curvaturas

(pequenos raios).

8.3.3 Hemacia

Para o modelo de uma hemacia, devido ao seu formato biconcavo, foi utilizado um
ovoide de Cassini de mesma area superficial que a esfera e o elipsoide. O valor encontrado
para esta integral foi de 83.51. Foi encontrado também que a energia de flexdo do formato

biconcavo é menor do que a de outras geometrias achatadas de formato convexo.

Figura 25 —

Este resultado, na verdade, faz bastante sentido quando se percebe o fato de que
qualquer superficie “achatada” vai possuir regices de alta curvatura, devido ao seu achata-

mento acarretar em menores raios do que o formato esférico. Porém, percebe-se também,
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que formatos biconcavos possuem energia de flexao inferiores a formatos de elipsoide. Isto
se deve ao fato da curvatura ser uma fun¢ao continua em superficies regulares. Em for-
matos biconcavos, a magnitude de suas curvaturas médias ¢ da mesma magnitude de um
elipsoide equivalente, mas pelo fato do formato biconcavo possuir regioes com curvatura
negativa, isto requer que exista uma regiao na qual a curvatura seja nula, onde ocorre a
transicao, acarretando um “alivio” na integral da curvatura ao quadrado. Portanto, o que
se percebe, é que além de iguais areas, se as superficies tiverem iguais volumes, o formato
biconcavo reduz a energia de flexdo. O que é coerente com os resultados encontrados por

Canham. (CANHAM, 1970)

8.4 Estudo do Efeito da Agregacao de Hemacias Utilizando o Mo-

delo de Células Enfileiradas

Utilizando o cédigo do modelo de células enfileiradas, pode-se estudar uma pri-
meira aproximagcao do efeito de agregacao das células reduzindo a distancia S entre as
hemaécias. O grafico abaixo mostra o efeito medido de agregacao utilizando células no for-
mato cilindrico e no formato de paraboloide. O resultado obtido é representado na figura

a seguir:

120 T T T T

. ——=Células Cilindricas
100 k '\\ Parabolaides -

80 e .

40} 1

20

D 1 1 1 1
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

*

S

Figura 26 — Modelo de agregacao de hemécias pela distancia entre células

Como era esperado, a viscosidade efetiva do sangue aumenta a medida que as
células se aproximam. Entretanto, quando se fala em medida de agregacao de células,

se fala sobre o aumento da concentracao destas. Para isto, podemos utilizar a seguinte
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relagao:

‘/célula
= ) 8.1
¢ V;fubo ( )

na qual V.gu, € 0 volume de uma célula e Vi, é 0 volume do vaso na regiao que contém a

célula com a regiao livre entre duas células. Tem-se que para um vaso ou tubo cilindrico:

Viavo = TRA(L + 9) (8.2)

Ja o volume da célula depende do formato desta. No caso de um formato cilindrico,

tem-se que:
Veetula = TR3L, (8.3)
e portanto:
)\2
= — 8.4
¢ 1+ 8.4)

Lembrando que nesta equacdo, A = R/ Ry, definido nas adimensionalizagoes dos
capitulos 3 e 7. Desta forma, como A foi dado como 0.9 no programa, pode-se plotar um
grafico da viscosidade efetiva em funcao da concentragdo no caso de células cilindricas

com a seguinte forma:

120

I I I I I I I I
0.4 0.45 045 0.55 0B 065 0.7 0.75 08

Figura 27 — Viscosidade efetiva em fungdo da concentracao no caso de células cilindricas

No caso do modelo considerando células como paraboloides, tem-se pelo teorema

de Pappus que:

R 2 RIL
Vcélula:27r/§L<1—|— : )rdr:W 6 (8.5)
0
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Da mesma forma feita anteriormente, agora é possivel plotar um grafico da visco-

sidade efetiva em fungao da concentracao para células em formato de paraboloide:

7 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
02 022 024 026 028 03 032 034 036 038 04

¢

Figura 28 — Viscosidade efetiva em fungao da concentragao no caso de células em formato

de paraboloide

Pode-se comparar este grafico do modelo de paraboloide com o grafico experimental

apresentado por Baskurt e Meiselman, mostrado abaixo:

20

4,

Viscosity (mPa.sec)

-
(9]

—_
o

25 50 75
Hematocrit (%)

Figura 29 — Viscosidade efetiva em fungao da concentracao (BASKURT; MEISELMAN

et al., 2003)

Apesar das escalas de viscosidade estarem na mesma ordem, percebe-se que existe

uma diferenga em formato de curva e de valores entre os dois gréficos (do paraboloide

e o experimental). Porém, percebe-se também que é possivel mais uma vez calibrar o

modelo para que estes graficos se aproximem, pois como pode-se ver, na regiao coberta

pelo grafico gerado pelo modelo, o experimento tem seus resultados praticamente lineares
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8.5 Solucdo Assintética do Problema da Camada de Deplecao de

Gotas

Até este momento, houveram alguns problemas na solu¢ao da equacao governante
para o problema assintético para pequenos tempos do problema de migragao-difusao hi-

drodinamica.

93



9 (Conclusao e Trabalhos Futuros

Ao longo do trabalho foram desenvolvidos dois modelos para o estudo do escoa-
mento de sangue na microcirculacao. Estes dois modelos mostraram resultados coerentes
qualitativamente com os experimentos. Foi mostrado que a calibracao correta destes mo-
delos pode levar a boas previsoes do comportamento do sangue em microvasos. Foi obser-
vado o efeito de Fahraeus-Lindqvist, assim como o efeito de Fahraeus-Lindqvist inverso,
sendo estes efeitos cruciais do comportamento do sangue na microcirculagao. Utilizando
o modelo de células enfileiradas também foi feita uma previsao da viscosidade do sangue
em funcao do hematdcrito. Neste ponto, foi vista a grande diferenca entre a utilizagao de
formatos cilindricos e formato de paraboloide para este modelo. Algumas inconsisténcias
nestes modelos encontradas em trabalhos anteriores do grupo foram revisadas e corrigidas,
como a integracao do gradiente de pressao na modelagem continua e a inconsisténcia da
vazao no modelo de células enfileiradas, causada pela nao-consideragao da contribuicao

do movimento da célula.

Foi desenvolvido, também, codigos para geracao de malha, calculo de curvaturas
e integracao numérica em superficies, utilizando fung¢oes de forma. Estes cédigos foram
utilizados para o célculo da energia de flexdo de diferentes formas de mesma éarea superfi-
cial, mostrando que um formato biconcavo possui menor energia de flexao se comparado
com formatos igualmente achatados convexos (elipsoides). Estes mesmos codigos podem
ser utilizados posteriormente para a simulacao do movimento de gotas ou vesiculas, se

adaptados.

Foi feita uma formulagao assintotica para o problema da camada limite de gotas,
abandonando a ideia inicial de uma solugao similar, ap6s provar que uma solugdo por
similaridade entraria em choque com as condi¢bes de contorno. Apesar de a modelagem
ter sido feita por completa, falta ainda a solucdo da equacao diferencial ordindria do
“matching” assintotico. Além disto, a solucao assintética obtida anteriormente foi com-

preendida de uma forma melhor.
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9.1 Trabalhos Futuros

No que diz respeito a complementacao dos tépicos trabalhados ao longo deste pro-
jeto, proposicao de trabalhos futuros consistem na calibracao dos modelos, de forma a
obter resultados mais préximos aos experimentais, além da solugdo da equacao de “mat-

ching” assintético, proposta no capitulo 6 deste projeto.

Outras propostas de projeto incluem o estudo de modelos de difusao nos quais a
difusividade depende de forma nao-linear da concentracao, o que ocorre em regimes de
maior deformagao, além de modelos de velocidade de migracao da parede que que nao
possuem solugao assintética. Utilizando um cédigo de diferencas finitas é possivel obter
uma solu¢ao numérica do problema de migracao de gotas, comparando-a com as solugoes

assintOticas para pequenos e grandes tempos estudadas neste projeto.
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A Equacao de Navier-Stokes em

Coordenadas Cilindricas

A.1 Coordenadas Cilindricas

O sistema de coordenadas cilindricas consiste em um conjunto de coordenadas que

mapeia o espaco R?, tal que:

x1 =1 cos(0)
r(r,0,2) = (a3 = r sin(0) (A1)

T3 = 2
Este sistema de coordenadas é 1til para estudar problemas com simetria axial, pois sim-
plifica alguns termos de equacgoes. Para isso acontecer, deve-se escrever as equagoes neste
sistema de coordenadas.
No caso de equagdes escalares isto é simples, pois apenas uma transformacao de coorde-
nadas é o suficiente; porém, para equagoes vetoriais a tarefa se torna mais complicada,

j& que nao existe mais interesse nas componentes cartesianas dos vetores, e sim pelas

componentes relacionadas com o novo sistema de coordenadas e sua nova base.

A.2 Adendo Matematico: Formalismo Covariante e Contravariante

A.2.1 Tensor métrico

Nesta secdo, considera-se uma transformacio geral f : R — R3, tal que:

r = f(q). (A.2)

Um exemplo de vetor infinitesimal neste espago euclideano seria dr. Esta diferencial pode

ser computada em termos das coordenadas z’ utilizando a regra da cadeia:

Or
dr = dz'—
r xaxl’

(A.3)
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por outro lado, pela definicdo de dr como vetor euclideano, tem-se

dr = dz'é;. (A.4)
Observando as duas equagoes acima, conclue-se intuitivamente que:

B or
ozt

A

€;

(A.5)

Porém, assim como pode-se determinar dr em termos das coordenadas z*, pode-se

fazer o mesmo utilizando as coordenadas ¢* da transformacao:

or
oq"

dr = dgq' (A.6)

Fazendo g—; = §€;, percebe-se que o novo sistema de coordenadas definiu uma nova
base diferente da euclideana. Esta base é titil em sistemas onde a transformacao de coor-
denadas define uma variedade de dimensao menor dentro do espaco euclideano; como por
exemplo, uma superficie.

Ela também ¢ til para enxergar simetrias de um problema. Por exemplo: uma particula
puntiforme com carga elétrica gera um campo apenas com componentes radiais; logo, em
uma base em que um dos vetores tenha direcdo radial, apenas um este vetor de base
¢é necessario para descrever o seu campo elétrico, ao contrario da base euclideana, que

precisaria dos 3 termos.

A.2.1.1 Componentes covariantes e contravariantes

Considere um vetor v, tal que:

V= Uigi, (A?)

em que as componentes v’ do vetor sdo chamadas contravariantes, pois em uma
transformacao de base, a mesma se transforma de forma inversa a da base, pois o vetor
deve ser invariante a mudancas de base. Assim como o vetor, sua norma também deve ser

invariante a mudancas de base. Esta norma é dada por v, onde:

v’ =v -0, (A.8)
v? =" (& - v). (A.9)

Assim, pode-se definir:
Vi =17 - éi, (AlO)
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em que v; ¢ chamada componente covariante do tensor, pois se transforma da
mesma forma que a base. Definindo isso, percebe-se que a norma de um vetor v é dada

por:

v? = v'y;. (A.11)

A relagdo entre as componentes covariantes e contravariantes de um tensor sao

dadas por:

V; = gijUj, (A12)
em que g;; ¢ denominado tensor métrico e é dado por:

. . Or Or

A.2.2 Derivada Covariante

Considere o problema de derivar um vetor v nas variaveis ¢":

oq = ¢ (v ek) = €, +

o7 v o (A.14)

Como a derivada de um vetor (ndo das componentes do vetor, mas de um vetor

em si) é um vetor, podemos dizer que:

0é;,
oqt

=T, ¢, (A.15)

em que I, sdo chamados simbolos de Christoffel de segunda espécie. O nome
"simbolo"é dado pois as componentes desse elemento nao se transformam como as de um

tensor.

Isolando a base na derivada, encontra-se:

ov
oqt

= (007 + Ij*) &;. (A.16)

Assim, define-se derivada covariante como:

Vﬂ)j = 8i’l)j + kavk (Al?)
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A.2.3 Simbolos de Christoffel

Utilizando a defini¢ao acima para os simbolos de Christoffel, é simples demonstrar

que:
ko K[
I = 9"lig, 1], (A.18)
em que [ij,[] sdo denominados simbolos de christoffel de primeira espécie e sao
dados por:
. 1
[ig, 1] = 5 (gitg + Giji — Yija) - (A.19)

(indices ap6s virgulas indicam derivadas em q)

A.3 Equacao Governante em coordenadas Cilindricas

A.3.1 \Vetores de Base

Para definir a base de coordenadas cilindricas, utiliza-se a equac¢ao mostrada an-

teriormente:

or
€ = —. A.20
&= (4.20)
Esta base ¢é ortogonal; porém, nao é normalizada. Para definir as bases normaliza-
das, faz-se:
&
j. = —~ A21
qZ h,L Y ( )
em que:

Agora considere um vetor u tal que:

u=> u'é&=> u(i)g;, (A.23)

no qual u(7) sdo as componentes do vetor na base normalizada. Percebe-se clara-

mente a relacgao:

RO (A.24)




A.3.2 Tensor Métrico e Simbolos de Christoffel para Coordenadas Cilindricas

Considerado a definicao de tensor métrico, a representacao matricial das compo-

nentes covariantes do mesmo para a base de coordenadas cilindricas ¢ dada por:

0 0
[gi] =10 0 (A.25)
0 1
E as contravariantes:
0 0
g"]=10 L 0 (A.26)
0 1

Os simbolos de Christoffel de segunda espécies sao dados pelas seguintes equacoes

0 0
=10 —r 0 (A.27)
0 0
€
0o X 0
=1 0o o (A.28)
0 0 0

A.3.3 Ligeira mudanca de notacao

Como o interesse é encontrar uma equagao com as componentes do vetor u em
uma base cilindrica normalizada, pode se criar confusao entre o indice de u nessa base
normalizada com os da base dual. Para esclarecer isto mantendo a notacao de indices,
deixa-se claro que nao serao trabalhadas as componentes contravariantes de w. Ou seja,
toda vez que os indices da velocidade aparecerem embaixo, significa que essas sao as

componentes na base normalizada.

Logo, tem-se a relacao:

ut = (A.29)
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A.3.4 Equacdo de Navier-Stokes

A equacao de Navier-Stokes em forma vetorial para um fluido newtoniano incom-

pressivel ¢ dada por:

p (681; +u- Vu) = —Vp+ uViu. (A.30)

Em formalismo covariante e contravariante, temos a equagdo em notagao indicial

ou’ . . .
P ( 5 + ukvkul> = g’kvkp + Mgklvkv,u% (A.31)

A.3.5 Termo Advectivo

Expandindo a derivada covariante do termo convectivo, tem-se que:

PVt = uFopu + T ut! (A.32)

Nota-se que o termo I'{;u*u! para um i fixo pode ser interpretado algebricamente
como o produto escalar entre duas matrizes, este ponto ajuda a visualizar melhor a equa-
¢ao. Este produto escalar sera representado como “:”, semelhante ao produto escalar de
tensores de segunda ordem; porém, tomando cuidado com a semantica pois nao esta se

trabalhando com tensores.

t 7

Exemplo: Céalculo de [[] : [ufu!]

0 0 Uy Uy U Ug Up Uy
—r 0| ¢ ugu,  ugug  ugus| = —r(ug)? (A.34)
0 0 U, Uy UL Uy Uy U,

Desta forma fica simples calcular o termo para cada componente da equagao:
Na direcao r:

u" O + uOpu” + uFdu” — r(ul)? (A.35)

Abaixando os indices:

ou,  ug Ou, Ou,  (ug)?
or + 00 T 0z 7 (A.36)

Uy
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Na diregao 6:

0 04,0 0 u'u’
w O u’ 4+ u’opu’ + uFo,u’ + 2 (A.37)
r
Abaixando os indices e simplificando:
1 Oug g Ouyg Oug  UpUg
= u, - ; A.38
“ or r 00 o 0z + r ( )
Na diregao z:
ou, Ou, ou,
R “ (A.39)

U T a0 T e,

A.3.6 Laplaciano de um Vetor

Esta é a parte mais trabalhosa de ser calculada. A tinica forma simples de computar
este termo foi se aproveitar das simetrias dos simbolos de Christoffel e da ortogonalidade

da base, que faz com que o tensor métrico seja completamente diagonal.

De inicio, sabe-se que:

alajui — Ff](‘?ku’ + (F;"kaluk + F?kajuk) + Ffmr%uk

miv k k i

V\Vu' = (A.40)

Sabendo que as componentes contravariantes do laplaciano de um vetor sao dadas

por

(V) - € = ¢"V,V;u'. (A.41)

Com isso, pode-se resolver termo a termo componente a componente:

2ur | 1 0%u, | ur
a2 T2 T B para 7
lj . i: 62 Uug 1 82 ug 82 ug
97 9du Lo (4)+ 5 () + & (%) parad (A.42)
2u, | 1 0%u. | O%u.
ot T2 T B2 para z
%88“[ para r
—_ Tk t_ )10 (ug
g Fl]aku T or (7) para 0 (A43)
%88“; para z
1 Oug
_ —=5Ze para 6
g% ot ) Ta o » (A.44)
1[0 (ug) 4 1 duy
r[ar(r>+r280 parag



Por simetria:

Ljmi k_ i k
Resolvendo os outros termos:
—Lu para r
l] i r2 T
Iy, iju .
= [T—Qu@} para 0
ST 0 para r
Fl] kau - 1 1
- [T—ng} para 0
E por ultimo:
) . ara r
. ko P
grut oLy, =

i [%2“9} para 6

A.3.7 Equacdo de Navier-Stokes em Coordenadas Cilindricas

(A.45)

(A.46)

(A.47)

(A.48)

Utilizando o que foi desenvolvido nas se¢oes anteriores, pode-se escrever as equa-

¢oes de Navier-Stokes para um fluido newtoniano incompressivel em coordenadas cilin-

dricas como se segue abaixo:

Diregao r:
ou, N u, | ug Ou, u, uj B _@+
P ot tr or r 00 U 0z r)  Or
n 0%u, n i@QUT 0%u, 4 lﬁur B zﬁu(; B
Plarr "2902 "oz Trar 12 o0
Direcao 6:
Oug Oug  ug Oug Oug  uUgu, 1 dp
p(at““"ar roo e T r>_ r o0
N 0%uy N i82uo 0%uy 10ug 2 u,
# or?  r?2 002 0z ror r2o0

107

Uy
7'2

Ug

72

) o

) (A.50)



'{

Direcao z:

ou,
ot

+u

ou,
" or

g Ou, ou,

T o0 %y,

)

dp

=——+

0z

or?

0%u,
+p +

108

1 0%u,

0%u,

10u,

2 962

0z
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B Calculo do Tensor de Tensoes
Efetivo em Suspensoes e

Emulsoes

Este apéndice tem como objetivo mostrar a influéncia na tensao de um fluido
provocada por particulas suspensas em um fluido newtoniano. Ao longo do projeto foram
obtidos varios resultados sobre fluidos nao-newtonianos, cuja viscosidade era afetada pela
presenca de algum elemento neste fluido, anulando a relagao linear entre tensao e gradiente
de deformacao. A importancia deste apéndice, entdo, esta em explicar um pouco melhor

como entidades em suspensao podem alterar a reologia de um fluido.

Por defini¢ao, a tensao efetiva é uma média de ensemble da distribui¢ao de tensdes.
Para uma suspensao ou emulsao homogénea, esta média ¢é igual a uma média volumétrica
em um volume suficientemente grande para conter um numero de particulas estatistica-
mente relevante e suficientemente pequeno de modo que é menor do que as escalas onde
ocorrem as variagoes de interesse no sistema macroscopico. A expressao formal para este

termo ¢é escrita da seguinte forma:

1
eff — = dV B.1
7 V/va (B.1)

A integral acima pode ser decomposta no dominio do fluido e no das particulas,

resultando:

eff_l
o = /V_Zvnad‘/—l—zn:/nadv (B.2)

O tensor de tensoes nas particulas ou gotas nao é conhecido; porém, é possivel

calcular a segunda integral utilizando a seguinte relagao:

o=1-0=(V-(c"z))! —2V .o (B.3)

Como as particulas devem ser livres de forga resultante, deve-se ter que V - o = 0,
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fazendo que a equacao para tensao efetiva fique na formas:

1
eff _ n-od
o [/ n( pl + 2uD)dV + En /n Th - o S]

(B.4)

A média do termo de pressao resulta apenas em uma pressao efetiva, portanto,

nao ¢é necessario desenvolvimento. Para a integral do tensor taxa de deformacao, tem-se

que:
2 dez/ 2uDdV — / wh + Aw)dV
/v s 2P | 2u %: |, )
Combinando os resultados, tem-se a seguinte equacao:
o-eff — _peff]_ + 2[u <D> + a-p
Onde:
1 A A A
o? = VZ/ [xh - o — p(un + Au)]dV
Esta equacao também pode ser escrita da seguinte forma:
ol =n<8 >,
na qual:

<|=

¢é a densidade de particulas e:

Sn:/ [z - o — p(uh + Au)] dV
Sn

(B.5)

(B.6)

(B.10)

é o chamado “stresslet” da particula, que corresponde ao disturbio de tensao que uma

particula provoca em um fluido
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