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RESUMO

O crescente volume de tráfego de dados da Internet está intimamente ligado com a evolução das
comunicações ópticas. Os sistemas ópticos atuais já possuem enlaces que cobrem longas distâncias
com taxas de transmissão da ordem das centenas de Gb/s. Para se construir sistemas eficientes
com baixo custo, é necessária a utilização de técnicas de modulação e de processamento digital
de sinal que aumentem a qualidade das transmissões. Uma dessas técnicas é a codificação de
canal, que pode utilizar códigos corretores de erro (FEC - forward error correction) para reduzir a
ocorrência de bits errados no receptor. Um dos códigos corretores de erro mais promissores para
sistemas ópticos é o LDPC (Low-Density Parity-Check).

Por um lado, a utilização de FEC reduz a taxa de erro de bit (bit error rate - BER) . Por
outro, ela aumenta a complexidade e o consumo global de potência do sistema. Assim, deve-se
relacionar o desempenho de BER com as potências de codificação e de decodificação adicionadas
pelo FEC.

É com base nesse contexto que este trabalho tem o foco na análise de desempenho de BER e
de potência de decodificadores LDPC aplicáveis a sistemas ópticos. Para isso, foram realizadas
simulações de taxa de erro de bit no Matlab, além de estimações de potência de decodificadores
para tecnologia CMOS 28 nm.

Palavras-Chave: LDPC, Comunicações Ópticas, FEC, FPGA.

ABSTRACT

The increasing volume of Internet data traffic is deeply related with the optical communica-
tions evolution. Current optical systems already have links which cover long-haul distances with
data rates of hundreds of Gb/s. In order to set up efficient systems with optimal cost, is re-
quired the utilization of modulation and digital signal processing (DSP) techniques that increase
transmissions quality. One of these techniques is the channel coding, which can uses forward
error correction (FEC) to decrease the occurence of error bits at the receptor. One of the most
promising FEC codes for optical systems is the Low-Density Parity-Check (LDPC) code.

On the one hand the FEC utilization decreases the error bit rate (BER). On the other hand
it increases the complexity and the overall power consuption of the system. Therefore, the BER
performance should be related with the coding and decoding powers added by FEC.



It’s based on this context that this work has the focus on the analysis of BER performance
and decoding power of LDPC decoders applicables for optical systems. For this, error bit rate
simulations were performed in Matlab besides decoding power estimates for CMOS 28 nm tech-
nology.

Keywords: LDPC, Optical Communications, FEC, FPGA.
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MAP Máximo A Posteriori (Maximum A Posteriori)
ML Máxima Verossimilhança (Maximum Likelihood)
OH Redundância (Overhead)
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OSNR Razão Sinal-Ruído Óptica (Optical Signal-to-Noise Ratio)
QAM Modulação de Amplitude em Quadratura (Quadrature Amplitude

Modulation)
QPSK Modulação por Chaveamento de Fase em Quadratura (Quadrature

Phase Shift Keying)
PDF Função de Densidade de Probabilidade (Probability Density Func-
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PMD Dispersão dos Modos de Polarização (Polarization Mode Dispersion)
RS Código Reed-Solomon
SMF Fibra Monomodo (Single Mode Fiber)
SNR Razão sinal-ruído (Signal-to-Noise Ratio)
VHDL Linguagem de Descrição de Hardware VHSIC (VHSIC Hardware

Description Language)
VHSIC Circuito Integrado de Velocidade Muito Alta (Very-High-Speed Inte-

grated Circuit)
VLSI Integração em Grande Escala (Very-Large-Scale Integration)
VoIP Voz sobre Protocolo de Internet (Voice Over Internet Protocol)
WDM Multiplexação por Divisão de Comprimento de Onda (Wavelength

Division Multiplexing)
WiMAX Padrão de Interoperatividade Mundial para Acesso de Microondas

(Worldwide Interoperability for Microwave Access)
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Capítulo 1

INTRODUÇÃO

1.1 CONTEXTO E MOTIVAÇÃO

Nos últimos anos o tráfego de dados da Internet verificou crescimentos vertiginosos da ordem
de 75% a 125% por ano [5]. Dentre as tecnologias que demandam o aumento crescente de banda
da Internet se destacam IPTV, VoIP e transmissão de vídeo em alta definição. É evidente que esse
crescente volume de troca de dados está intrinsecamente relacionado com a evolução dos sistemas
ópticos, que já suportam capacidades de até 100 Gb/s por canal e cobrem enlaces de distâncias
intercontinentais [6].

Um dos objetivos principais das evoluções tecnológicas relacionadas com as comunicações óp-
ticas é o aumento do produto da banda disponível pela distância máxima de propagação alcançá-
vel [6]. Outro objetivo é a diminuição dos custos envolvidos na implementação de sistemas ópticos
de comunicação, que está relacionada com o aumento da eficiência espectral do sistema [7].

No entanto, existem alguns fatores que dificultam a construção de enlaces ópticos eficientes a
altas taxas de transmissão e a longas distâncias. Além da atenuação causada pela fibra, fatores
degradantes do sinal, como ruído, dispersão cromática (cromatic dispersion - CD), dispersão dos
modos de polarização (polarization mode dispersion - PMD) e efeitos não-lineares (interferências
inter e intracanais) completam a lista de obstáculos impostos para a transmissão óptica [6].

Desse maneira, é necessário um estudo constante de novas técnicas de modulação, de proces-
samento de sinais (digital signal processing - DSP) e, em especial, de codificação de canal, que é
o foco deste trabalho, representando uma das técnicas que permitem o aumento da robustez do
sistema quanto à ocorrência de bits errados na recepção.

A codificação de canal é definida como a prática de se mapear uma sequência de k símbolos
de informação em uma palavra código de n símbolos, formalmente representada por

C : M →Mc, (1.1)

em que C é o código de canal, M é o conjunto de palavras de informação (ou palavras mensagem)
de comprimento k eMc é o conjunto de palavras código de tamanho n. Os n−k símbolos agregados
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a cada palavra mensagem são utilizados como informação adicional para se determinar qual foi a
palavra transmitida. Há três maneiras de se aplicar a codificação de canal [5]:

1. Detecção de Erro - O objetivo é somente a identificação da ocorrência de erros na estimação
da mensagem transmitida. Um exemplo desse tipo de aplicação é o protocolo ARQ (auto-
matic repeat request) [8], em que, caso seja identificada no receptor a existência de erro nos
dados enviados, solicita-se uma nova transmissão da mensagem em questão;

2. FEC (forward error correction) - Os bits de redundância inseridos na transmissão permitem
que, posteriormente, o receptor consiga detectar e corrigir um número máximo de bits com
garantia de sucesso;

3. Códigos Híbridos - Aplicação que combina FEC com detecção de erro.

Dado que os sistemas ópticos atuais operam a altas taxas de transmissão, a utilização de codifi-
cação de canal baseada em requisição de retransmissão está fora de cogitação devido a dois fatores
básicos: primeiro, por causa da latência adicional envolvida em cada retransmissão; segundo,
devido à necessidade de memória para armazenamento dos dados enviados entre retransmissões.
Desse modo, toda a análise deste trabalho será baseada em códigos FEC.

Uma das métricas de avaliação da qualidade do sinal recebido é a taxa de erro de bit (bit error
rate - BER). Em comunicações ópticas, a BER requerida para um sistema confiável é menor ou
igual a 10−15 [9]. Para uma relação sinal-ruído (signal-to-noise ratio - SNR) fixa, uma das maneiras
de se melhorar a qualidade do sinal recebido é com a utilização de codificação de canal [5]. Logo,
requer-se a utilização de códigos corretores eficientes para se atingir taxas de erro tão baixas em
níveis de razão sinal-ruído aceitáveis para cada sistema.

1.1.1 Breve histórico - FEC em comunicações ópticas

• Primeiras Propostas

Até o final da década de 1980, a aplicação de códigos corretores de erro restringia-se a
sistemas de comunicação sem fio, como comunicações via rádio e via satélite. Enquanto
isso, os sistemas ópticos possuíam as altas taxas de transmissão como obstáculo para a
inclusão de redundância (overhead) nas suas transmissões. Nesse contexto, em 1988, surgiu
a primeira proposta de FEC para redes ópticas [10], que sugeriu a utilização de um código
de Hamming encurtado (224,216), com taxa R = 0, 964 e taxa de transmissão igual a 565
Mb/s. O ganho de código obtido era de apenas 2,5 dB para uma BER = 10−13. O primeiro
sistema óptico implementado com FEC [11] utilizava código BCH(167,151), permitindo que
os spans submarinos chegassem a 200 km de alcance (sem amplificação) com uma taxa de
565 Mb/s.

• 1a Geração

O primeiro código padronizado (1993) para comunicações ópticas foi o Reed-Solomon (RS)
com n = 255 e k = 239, originando a denominada 1a geração FEC, caracterizando as
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padronizações ITU-T G.975 [12] e ITU-T G.709 [13]. Por não se tratar de uma codificação
binária, o Reed-Solomon especificado proporciona uma boa correção dos erros em rajada.
Além disso, o RS(255,239) tem capacidade de correção de até 8 bytes e possui ganho de
código de aproximadamente 6,1 dB (BER = 10−13) [14, 15]. A aplicação dessa codificação
foi voltada especialmente para sistemas ópticos submarinos de longa distância.

• 2a Geração

Nos anos 2000, com a introdução dos sistemas com multiplexação em comprimento de onda
(wavelength-division multiplexing - WDM) [15], tornou-se necessária a busca de codificações
mais robustas. Nesse contexto surgiu, entre 2000 e 2004, a proposta de variados tipos de
códigos concatenados, originando assim a 2a geração. A ideia básica era a concatenação
em série de códigos BCH, RS ou Hammming nas etapas de codificação e decodificação, de
modo que a codificação equivalente se tornasse mais robusta quanto à correção de erros. A
Figura 1.1 descreve o esquema de concatenação de códigos. À luz dessa ideia, foi criada a
padronização ITU-T G.975.1 (2004) [1]. O melhor desempenho encontrado nessa geração
proporciona ganho de código de 10,3 dB para R = 0, 8 [5].
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Figura 1.1: Esquema de concatenação de códigos (Super FEC) da 2a geração. Adaptado de [1].

• 3a Geração

Apesar de a segunda geração de códigos ter representado um significativo avanço na capaci-
dade de transmissão, ela ainda não proporcionava a margem de ganho de código requerida
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para a implementação em enlaces de distâncias intercontinentais [15]. Os códigos propostos
na 3a geração são baseados em códigos com decodificação soft iterativa, como os códigos
Turbo e o LDPC (Low-Density Parity-Check). Em [15–17] mostra-se que códigos LDPC
possuem desempenho de taxa de erro de bit superior tanto com relação aos códigos das
gerações FEC anteriores quanto aos códigos Turbo-Produto. Outra vantagem do LDPC é
a menor complexidade do decodificador com relação ao decodificador dos códigos Turbo-
Produto [17]. Com base nesses fatos, os códigos LDPC são considerados fortes candidatos
para serem implementados em sistemas a 100 Gb/s.

1.2 OBJETIVO DO TRABALHO

Dado que o atual estado da arte das comunicações ópticas indica a codificação LDPC como a
mais promissora para a implementação de FEC em sistemas práticos, o presente trabalho focará
no estudo de códigos LDPC aplicáveis a enlaces ópticos. Além do desempenho de taxa de erro
de bit e de ganho de codificação, outro fator importante a ser estudado é o consumo de potência
requerido por decodificadores LDPC e a sua variação com relação à BER atingida.

A primeira parte do projeto analisa o desempenho de BER para códigos LDPC de altas taxas
de código (R ≥ 0, 8). A razão de se limitar o valor mínimo da taxa de código deve-se ao acréscimo
de banda óptica requerida pela utilização de codificação de canal.

Em seguida, realiza-se uma implementação em VHDL do algoritmo de decodificação. Essa
implementação é baseada numa metodologia automatizada de conversão de um código descrito
em Matlab para uma descrição em linguagem de hardware. Por fim, estima-se a potência de
consumo do decodificador, relacionando-a com a BER obtida.

Este trabalho obedece à seguinte divisão: o Capítulo 2 faz uma descrição geral do sistema óptico
de comunicação e de como as etapas de codificação e decodificação estão inseridas nesse sistema.
O Capítulo 3 apresenta os códigos de bloco lineares, classe de códigos que representa a grande
maioria dos códigos utilizados em sistemas práticos, incluindo o LDPC. O Capítulo 4 apresenta
os códigos LDPC e o algoritmo de decodificação a ser estudado, o Soma-Produto. O Capítulo 5
descreve brevemente o modelo de potência de consumo de arranjos de portas programáveis em
campo (field programmable gate arrays - FPGAs) e as etapas de implementação de um código em
FPGA. O Capítulo 6 apresenta o desenvolvimento e os resultados da estimação de desempenho
de BER de códigos LDPC e calcula a potência requerida para decodificação desses códigos. Por
fim, o Capítulo 7 tece as considerações finais e discorre sobre trabalhos futuros.
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Capítulo 2

SISTEMA ÓPTICO DE
COMUNICAÇÃO

Neste capítulo apresenta-se o modelo básico da
camada física de um sistema óptico de comuni-
cação. Modela-se matematicamente o ruído inse-
rido pelo canal e descrevem-se algumas das prin-
cipais métricas de avaliação de desempenho dos
sistemas ópticos.

2.1 VISÃO GERAL

De modo geral, um sistema de comunicação óptico monocanal pode ser representado por um
transmissor, onde é realizada a transdução elétrico-óptica, por um canal óptico e por um receptor,
onde é feita a conversão ópto-elétrica do sinal. O canal óptico considerado neste trabalho é uma
fibra monomodo (single mode fiber - SMF). Como o sinal óptico é atenuado ao longo da fibra,
são necessários amplificadores ópticos ao longo do canal para que o sinal chegue ao final do enlace
com uma potência igual ou superior à sensibilidade do receptor.

O sistema óptico pode ser classificado de acordo com vários critérios, como distância de enlace
e taxa de transmissão. Quanto ao primeiro critério, pode-se classificar os sistemas ópticos em
duas categorias: os sistemas de curta distância (short-haul) e os de longa distância (long-haul).
Os de curta distância são caracterizados por enlaces de até 100 km e geralmente se aplicam a
comunicações ópticas dentro de cidades ou em centros de processamento de dados. Os de longa
distância cobrem desde enlaces intercidades até comunicações intercontinentais.

Podem-se estudar com mais detalhes os elementos que compõem o transmissor e o receptor,
como ilustra a Figura 2.1. Inicia-se a transmissão no gerador de bits, o qual, para fins de análise,
pode ser considerado como um gerador de uma sequência aleatória de bits. Em seguida, insere-se
redundância na informação gerada com o intuito de tornar os dados enviados mais robustos a
erros. O próximo passo é a modulação digital dos bits, tipicamente para os formatos de chave-
amento liga-desliga (on-off keying - OOK), chavemento de fase binário (binary phase-shifting -
BPSK), modulação por chaveamento de fase em quadratura (quadrature phase-shifting - QPSK)
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Figura 2.1: Diagrama de blocos geral de um sistema óptico ponto-a-ponto.

e modulação de amplitude em quadratura (quadrature amplitude modulation - QAM) [7]. Após
os símbolos estarem eletronicamente modulados, utiliza-se uma fonte óptica - laser ou LED (light
emitting diode) - para modular opticamente o sinal a ser lançado na fibra.

No receptor de sistemas não coerentes, um fotodetector realiza a transdução, convertendo
intensidade de luz em pulsos elétricos. Em seguida o demodulador mapeia cada símbolo na
sequência equivalente de bits. Por fim, o decodificador FEC recebe as sequências de palavras
código corrompidas por ruído e, com base em um certo algoritmo de processamento, realiza a
estimação das palavras mensagem enviadas pelo gerador de bits.

O foco deste trabalho está na estimação de potência na etapa de decodificação FEC. Alguns
trabalhos de comunicações sem fio como [18,19] consideram a potência de codificação desprezível
relativamente ao consumo de decodificação. Essa aproximação é razoável pelo fato de que a
codificação consiste simplesmente em se multiplicar as palavras mensagem pela matriz geradora,
como será detalhado na Equação 3.15.

Como os códigos da 3a geração de FEC para redes ópticas utilizam decodificação iterativa, a
complexidade matemática e o número de operações realizadas na decodificação implicam consumo
significativo de potência do decodificador, em especial, no caso deste do trabalho, do LDPC.
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2.2 MODELO DE CANAL ÓPTICO

A Seção 2.1 descreveu um sistema óptico de um único canal. Essa simplificação é necessária
e suficiente para a análise de decodificação a ser feita neste trabalho. No entanto, em sistemas
práticos emprega-se a multiplexação de canais em comprimento de onda, de modo que uma única
fibra tem capacidade de suportar dezenas de canais espaçados no domínio da frequência. Em
geral, o espaçamento é de 50 GHz por canal [20] e, tipicamente, multiplexam-se até 80 canais por
fibra [6].

Para a análise da decodificação soft é necessário o conhecimento das distribuições de proba-
bilidades posteriores do canal utilizado. Desse modo, deve-se adotar um modelo estatístico que
descreva o comportamento do canal óptico.

Em [20], observa-se que, para um sistema a 100 Gb/s, sem compensação de dispersão, com
multiplexação em polarizações ortogonais com modulação QPSK (dual polarization QPSK - DP-
QPSK), as quatro componentes do sinal recebido - em fase/polarização horizontal, em quadra-
tura/polarização horizontal, em fase/polarização vertical e em quadratura/polarização vertical -
apresentam histogramas aproximadamente gaussianos. Desse modo, para fins de análise de de-
sempenho de taxa de erro de bit, considera-se o ruído inserido pelo canal óptico como ruído
aproximadamente gaussiano.

Logo, o modelo de ruído inserido no canal óptico é modelado por n(t), em que o ruído é branco
aditivo gaussiano (additive white gaussian noise - AWGN). O sinal recebido r(t), na saída do
canal, é descrito por

r(t) = s(t) + n(t). (2.1)

A densidade espectral de potência de n(t) é dada por

N(f) = N0/2, para −∞ < f <∞, (2.2)

e a função densidade de probabilidade (probability density function - PDF) é uma distribuição
gaussiana com variância σ2 = N0/2 (para modulação BPSK).

2.3 MÉTRICAS DE AVALIAÇÃO DE DESEMPENHO

• BER

Um dos critérios de avaliação da qualidade do sinal recebido é a taxa de erro de bit (bit
error rate - BER). Na prática ela é estimada pela razão do número de bits de informação
erroneamente estimados pelo número total de bits de informação recebidos.

Após a estimação do vetor codificado c̃, deve-se, a princípio, definir quais são os bits de
informação e descartar os de paridade. Tratando-se de desempenho de taxa de erro de bit
de códigos lineares, assim como Mackay em [21], calcula-se a média da BER considerando
todos os bits codificados e estimados envolvidos. Para códigos lineares é esperado que a BER
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calculada para bits de informação e de paridade seja aproximadamente a mesma calculada
para os bits de informação isoladamente, considerando uma quantidade razoável de blocos
(quantidade de palavras código) simulados. Desse modo, o cálculo da BER é realizado
matematicamente da seguinte forma:

BER = número total de bits errados
número total de bits codificados =

∑Nblocos
k=1 [dH(ck, c̃k)]
Nblocos ∗ n

, (2.3)

em que Nblocos representa o total de palavras código enviadas na simulação e a distância de
Hamming dH(·, ·) entre cada palavra código enviada (ck) e decidida (c̃k) é definida por

dH(ck, c̃k) =
n∑
i=1

(ck,i ⊕ c̃k,i) , (2.4)

em que o operador “⊕” realiza a operação soma módulo-2 (ou-exclusivo), e ck,i e c̃k,i são os
i-ésimos bits do k-ésimo bloco enviado e estimado, respectivamente.

• SNR, Eb/N0 e OSNR

A razão sinal-ruído (signal-to-noise ratio - SNR) medida na entrada do receptor é definida
por [22]

SNR = PR
PN

, (2.5)

em que PR é a potência útil do sinal elétrico no receptor e PN é a potência total do ruído
na banda do sinal transmitido. Sabendo a densidade espectral do ruído AWGN, a taxa de
símbolos RS do sistema [23] e que a potência recebida é igual ao produto da energia de bit
Eb pela taxa de símbolos, encontra-se que outra forma de se calcular a SNR (para modulação
BPSK e banda elétrica B igual a RS) é dada por

SNR = PR
N0RS

= Eb
N0

. (2.6)

A relação sinal-ruído óptica (optical signal-to-noise ratio - OSNR) é a razão entre a potência
média PR do sinal elétrico no receptor nos dois estados de polarização e a potência PASE
do ruído de emissão espontânea amplificada (amplified spontaneous emission - ASE). Desse
modo, pode-se expressar a OSNR por [23]

OSNR = PR
PASE

= PR
2NASEBref

, (2.7)

em que NASE/2 = N0/2 é a densidade espectral de ruído ASE em uma única polarização
e Bref é a banda óptica de referência (tipicamente igual a 12,5 GHz [6]) para a qual PASE
está definida.

A relação entre SNR e OSNR é dada por [23]

OSNR = pRS
2Bref

SNR, (2.8)
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em que p = 1 para sinal de única polarização e p = 2 para sinal com multiplexação de
polarização.

• Fator Q

Considerando um sistema OOK com detecção direta, define-se [6] o fator Q por

Q = |µ1 − µ0|
σ1 + σ0

, (2.9)

em que µx e σx são, respectivamente, os valores médios e os desvios padrão dos sinais elétricos
dos bits para x ∈ {0, 1}.

• Ganho de Código

A avaliação da eficiência da correção de erros de um certo código é avaliada principalmente
com o auxílio da curva de BER com relação à razão sinal-ruído elétrica, ou com respeito
à razão Eb/N0 ou ainda com relação ao fator Q. Em geral, compara-se o desempenho do
sistema com e sem o uso de FEC. Quanto mais próximo do limite de Shannon [24], melhor
é a eficiência do código proposto.

Para quantificar o grau de eficiência de um certo código integrado num sistema de comu-
nicação, utiliza-se a métrica do ganho de código (code gain - CG) [14, 15], que mostra de
quantos dBs é possível reduzir a razão sinal-ruído de um sistema sem codificação para que
ele proporcione uma probabilidade de erro de bit caso existisse uma certa codificação. Como
exemplo, a Figura 2.2 compara a taxa de erro de bit de um sistema BPSK sem codifica-
ção com a curva de desempenho de um código LDPC(64800,58320). Para BER = 10−4,
CG = 4, 7 dB.

As figuras de mérito utilizadas neste trabalho são a taxa de erro de bit, o ganho de código e
a razão Eb/N0. Como o fator Q e a OSNR são muito recorrentes na literatura de comunicações
ópticas [5, 6, 16], é importante explicitar suas definições. Não se fez necessário o uso desses dois
últimos parâmetros como referências de análise neste trabalho, pois toda a simulação foi feita na
camada elétrica. De qualquer modo, a ideia de que o fator Q e a OSNR são proporcionais a Eb/N0

já é suficiente para que a análise de desempenho possa ser feita com relação a essas métricas.
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Capítulo 3

CÓDIGOS DE BLOCO LINEARES
Neste capítulo apresentam-se os principais aspec-
tos presentes na teoria de códigos corretores de
erro. Abordam-se definições importantes que são
necessárias para o entendimento da construção e
da escolha das características dos códigos de bloco
lineares.

3.1 DEFINIÇÕES BÁSICAS

Considera-se um código de bloco linear C(n, k), n > k. Na entrada do codificador, os vetores
mensagem possuem comprimento fixo de k símbolos e, após a codificação, as palavras código
têm comprimento também constante de n símbolos, justificando assim a alcunha de “código de
bloco”. A classificação de “linear” é justificada por duas razões [24]. A primeira, pelo fato de que
a combinação linear de palavras código resulta em outra palavra pertencente ao mesmo código.
A segunda razão define que a palavra código nula (formada somente por zeros) obrigatoriamente
faça parte de qualquer código de bloco linear.

O estudo deste trabalho se concentra em códigos pertencentes ao campo de Galois de ordem
q = 2 (order q galois field - GF (q)) [2], ou seja, os símbolos são representado pelos bits {0,1}.
As 2k possíveis combinações de mensagens corresponderão cada uma a uma dada palavra código
específica.

3.1.1 Taxa de código e redundância

A taxa R de um código de bloco é definida por R = k
n . Os k bits de entrada são designados

como bits de informação, e os n − k bits adicionais são conhecidos como redundância ou bits de
paridade do código. A redundância (overhead - OH) é quantificada pelo percentual relativo de
bits de paridade com relação ao total de bits de informação [23]. Assim,

OH = (n− k
k

) ∗ 100% = 1−R
R
∗ 100%. (3.1)
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3.1.2 Distância e peso de Hamming

O peso de Hamming (wH(c)) quantifica o número de elementos não-nulos de uma palavra
código c. Para c = (c1, c2, ..., cn), o peso de Hamming é dado por

wH(c) =
n∑
i=1

ci = c1 + c2 + ...+ cn. (3.2)

Já a distância de Hamming define o número de posições nas quais os bits de duas palavras
código diferem entre si. Sua definição matemática se encontra na Equação 2.4.

3.1.3 Distância mínima

A distância mínima é igual à menor distância de Hamming de um código. Para um código linear
C, a sua distância mínima dmin é igual ao peso mínimo de Hamming [2], pois a distância mínima
é igual a distância de Hamming entre a palavra de menor peso e a palavra nula. Enunciando a
afirmação anterior matematicamente, a partir do princípio da linearidade dos códigos de bloco,
tem-se que

dmin = min
ca,cb∈C,ca 6=cb

dH(ca, cb) = min
ca,cb∈C,ca 6=cb

dH(ca − cb,0) = min
c∈C,c 6=0

wH(c). (3.3)

3.1.4 Distância Euclidiana

Sejam s1(t) e s2(t) os seguintes sinais do espaço bidimensional

s1(t) = x1φ1(t) + y1φ2(t) e

s2(t) = x2φ1(t) + y2φ2(t), (3.4)

em que φ1 e φ2 são funções ortonormais que definem o espaço bidimensional no qual s1(t) e s2(t)
estão contidos.

A distância d(s1(t), s2(t)) entre s1(t) e s2(t) é definida por [2]

d(s1(t), s2(t)) =
√∫ ∞
−∞

(s1(t)− s2(t))2dt. (3.5)

Como os sinais s1(t) e s2(t) são descritos no espaço de sinais, respectivamente, pelos pontos
(x1, y1) e (x2, y2) da Figura 3.1, pode-se calcular a distância d(s1(t), s2(t)) pela distância geomé-
trica ou Euclidiana entre os sinais, definida por

d(s1(t), s2(t)) =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2. (3.6)

Deseja-se agora estender a definição de distância Euclidiana da Equação 3.6 para distância
Euclidiana entre palavras código, para depois relacioná-la com distância de Hamming.
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Figura 3.1: Espaço de sinais bidimensional. Distância Euclidiana d entre os sinais s1(t) - coorde-
nadas (x1, y1) - e s2(t) - coordenadas (x2, y2).

Supõe-se dois vetores c0 e c1, dados por

c0 = {c0,1, c0,2, · · · , c0,n} e

c1 = {c1,1, c1,2, · · · , c1,n} . (3.7)

Os vetores de sinais resultantes da modulação BPSK, s0 e s1, são representados por

s0 = (2c0 − 1)
√
Ec e

s1 = (2c1 − 1)
√
Ec. (3.8)

A distância Euclidiana entre as duas palavras código c1 e c2 é calculada pela distância Eucli-
diana dos seus respectivos vetores de sinais s1 e s2, contidos no espaço de sinais n-dimensional.
Assim,

dE(s0, s1) =

√√√√ n∑
i=1

(s0,i − s1,i)2 =

√√√√ n∑
i=1

[
(2c0,i − 1)

√
Ec − (2c1,i − 1)

√
Ec)

]2
. (3.9)

Os bits 0 e 1 são modulados em −
√
Ec,+

√
Ec, respectivamente. Simplificando a Equação 3.9,

tem-se que

dE(s0, s1) =
√

4EcdH(c0, c1) = 2
√
EcdH(c0, c1). (3.10)

3.2 REPRESENTAÇÃO MATRICIAL

Como o código C representa um espaço vetorial k-dimensional, existem k vetores linearmente
independentes g1, g2, ..., gk tais que

c = m1g1 ⊕m2g2 ⊕ · · · ⊕mkgk, (3.11)
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em que

m =
[
m1 m2 ... mk

]
e (3.12)

gi =
[
gi,1 gi,2 ... gi,n

]
. (3.13)

O conjunto dos k vetores linha gi é representado pela matriz geradora G, dada por

G =


g1
g2
...
gk

 =


g1,1 g1,2 · · · g1,n

g2,1 g2,2 · · · g2,n
...

... . . . ...
gk,1 gk,2 · · · gk,n

 . (3.14)

Logo, o vetor c da Equação 3.11 pode ser escrito como

c = mG. (3.15)

Exemplo 3.1 Dada a matriz geradora de um código de Hamming (7,4) [2] representada por

G =


1 1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 1 1 0 1

 , (3.16)

deseja-se codificar a mensagem m = [0 1 0 1].

Pela Equação 3.15, a codificação de m se resume a realização da soma módulo-2 da segunda
e quarta linha da matriz G da Equação 3.16. Assim, calcula-se o vetor codificado da seguinte
maneira:

c = mG =
[
0 1 0 1

]


1 1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 1 1 0 1

 , (3.17)

c =
[
0 1 1 1 0 0 1

]
. (3.18)

Observa-se que o vetor mensagem m = [0 1 0 1] não pode ser identificado isoladamente no
vetor codificado c = [0 1 1 1 0 0 1]. No entanto, em alguns casos é desejável que a palavra
codificada possua os bits de informação explícitos, precedendo ou sucedendo os bits de paridade,
como mostrado na Figura 3.2. Para tanto, torna-se necessária a definição de códigos sistemáticos
da Subseção 3.2.1.
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3.2.1 Códigos sistemáticos

Seja C’ um código de bloco não necessariamente linear. Um codificador é dito sistemático se os
bits de mensagem m1, m2, ..., mk puderem ser encontrados explicitamente, na mesma sequência,
na palavra código. Para que isso ocorra, é necessário que a matriz geradora esteja na forma
sistemática descrita por

Gsis =
[
P Ik

]
=


p1,1 p1,2 · · · p1,n−k 1 0 0 · · · 0
p2,1 p2,2 · · · p2,n−k 0 1 0 · · · 0
...

... . . . ...
...

...
... . . . ...

pk,1 pk,2 · · · pk,n−k 0 0 0 · · · 1

 , (3.19)

em que Ik é a matriz identidade de dimensão k x k, P é a chamada submatriz de teste de paridade
de dimensões k x (n−k) e pi,j é o elemento binário da posição (i, j) da submatriz P. A codificação
sistemática pode ser descrita da seguinte forma:

c = mGsis = m
[
P Ik

]
=
[
mP m

]
. (3.20)

� � � ��������	��
����
�� � ������������	�����

����

����

Figura 3.2: Formato sistemático da palavra código.

Verifica-se pela Equação 3.20 que, de fato, o vetor codificado é divido em duas partes, mostradas
na Figura 3.2: os bits mais à esquerda representam os bits de paridade (mP ) e os mais à direita
explicitam os bits de informação (m).

Exemplo 3.2 Deseja-se transformar a matriz da Equação 3.16 na forma sistemática e, em
seguida, codificar a mensagem m = [0 1 0 1].

Uma das maneiras de se fazer isso se dá pela realização de operações lineares nos vetores linha
da matriz geradora, com o objetivo de isolar a matriz identidade I4 dentro de G. Seguindo a
estrutura descrita na Equação 3.19 e fazendo as seguintes operações lineares propostas abaixo,
obtém-se a matriz geradora sistemática (Gsis):

g3 = g3 ⊕ g1, (3.21)

g4 = g4 ⊕ g1 ⊕ g2, (3.22)
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Gsis =


1 1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
1 1 1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 0 1

 . (3.23)

Codificando a mensagem m = [0 1 0 1], encontra-se que

c =
[
0 1 0 1

]
∗


1 1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
1 1 1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 0 1

 , (3.24)

c =
[
1 1 0 | 0 1 0 1

]
. (3.25)

No vetor codificado acima, observa-se a separação dos bits de paridade (à esquerda), dos bits
de informação (à direita, em negrito).

3.2.2 Matriz de teste de paridade e equações de paridade

Dado um código C(n, k), existe um código dual C⊥(n, n− k) tal que〈
ci, c⊥j

〉
= 0, ∀i/ 0 ≤ i < 2k, ∀j/ 0 ≤ j < 2k, (3.26)

em que matriz geradora de C⊥ é a matriz de teste de paridade H do código C e o operador
“〈· , ·〉” representa a operação de produto interno entre dois vetores. A matriz H do código C é
dada por

H =


h1

h2
...

hn−k

 =


h1,1 h1,2 · · · h1,n

h2,1 h2,2 · · · h2,n
...

... . . . ...
hn−k,1 hn−k,2 · · · hn−k,n

 , (3.27)

e satisfaz a seguinte condição

GHT = 0, G ∈ C. (3.28)

Multiplicando por m ambos os lados da Equação 3.28, tem-se que

mGHT = cHT = 0 = [0 0 0 · · · 0]1 x n. (3.29)
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Logo, c é uma palavra código válida de C se a condição da Equação 3.29 for satisfeita. Subs-
tituindo os elementos do vetor c e da matriz H na Equação 3.29, tem-se que

cHT =
[
c1 c2 · · · cn

]
∗


h1,1 h1,2 · · · h1,n

h2,1 h2,2 · · · h2,n
...

... . . . ...
hn−k,1 hn−k,2 · · · hn−k,n



T

. (3.30)

Utilizando a matriz H do código de Hamming(7,4) [2], descrita por

H =


1 0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 1 1 0
0 0 1 0 1 1 1

 , (3.31)

chega-se ao seguinte sistema de equações de paridade:

1a equação de paridade: c1 ⊕ c4 ⊕ c6 ⊕ c7 = 0,

2a equação de paridade: c2 ⊕ c4 ⊕ c5 ⊕ c6 = 0,

3a equação de paridade: c3 ⊕ c5 ⊕ c6 ⊕ c7 = 0, (3.32)

em que a i-ésima equação de paridade da matriz H é definida como a equação de paridade
corresponde à i-ésima linha da matriz de teste de paridade. Logo, o sistema descrito na Equação
3.32 deve ser satisfeito para que c = [c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7] seja palavra código válida do código de
Hamming descrito pela Equação 3.31.

De modo similar à matriz Gsis, a matriz H também possui uma representação particular para
código sistemático, dada por

Hsis = [In−k PT ] =


1 0 0 · · · 0 p1,1 p2,1 · · · pk,1

0 1 0 · · · 0 p1,2 p2,2 · · · pk,2
...

...
... . . . ...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · 1 p1,n−k p2,n−k · · · pk,n−k

 . (3.33)

Conhecendo a matriz de teste de paridade, é possível calcular a distância mínima do código
sem a necessidade de se listar todas as 2k palavras código e de se calcular o peso de cada uma
delas. Para isso é necessário encontrar o número mínimo de combinações de colunas que somadas
em modulo-2 resultam no vetor nulo.

Por exemplo, conhecendo a matriz H do código de Hamming(7,4) (Equação 3.31), verifica-se
que dmin = 3, pois não há colunas repetidas em H e a soma módulo-2 da 1a, 5ae 6acolunas dá
origem ao vetor nulo, como mostrado a seguir:


1
0
0

⊕


0
1
1

⊕


1
1
1

 =


0
0
0

 => dmin = 3. (3.34)
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3.3 DISTRIBUIÇÃO DE PESOS

Um fator muito importante no desempenho de um código de bloco é a sua distribuição de
pesos das palavras codificadas, ou seja, a listagem de todas as 2k palavras código, relacionando o
número de palavras que possuem um certo peso de Hamming. Quanto menor o número de palavras
código de peso pequeno, melhor é o desempenho do código quanto à sua capacidade garantida de
correção de erros. Para exemplificar o comportamento da distribuição de pesos, utiliza-se a matriz
geradora sistemática encontrada na Equação 3.23 para catalogar todas as suas palavras código
(Tabela 3.1) e listar sua distribuição de pesos (Tabela 3.2).

Tabela 3.1: Lista das 24 palavras codificadas do código de Hamming(7,4)
mensagem (m) código (c) wH(c)

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 1 3
0 0 1 0 1 1 1 0 0 1 0 4
0 0 1 1 0 1 0 0 0 1 1 3
0 1 0 0 0 1 1 0 1 0 0 3
0 1 0 1 1 1 0 0 1 0 1 4
0 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 3
0 1 1 1 0 0 1 0 1 1 1 4
1 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 3
1 0 0 1 0 1 1 1 0 0 1 4
1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 0 3
1 0 1 1 1 0 0 1 0 1 1 4
1 1 0 0 1 0 1 1 1 0 0 4
1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 3
1 1 1 0 0 1 0 1 1 1 0 4
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 7

Tabela 3.2: Distribuição de pesos do código de Hamming(7,4)
Peso de Hamming (wH(c)) Quantidade Ai de Palavras Código com Peso i

0 1
3 7
4 7
7 1

É conveniente representar-se a distribuição de pesos, exemplificada na Tabela 3.2, pelo polinô-
mio enumerador

A(z) = A0 +A1z +A2z
2 + · · ·+Anz

n, (3.35)
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em que

Ai ≥ 0, 0 ≤ i ≤ n, (3.36)

representa o número de palavras código com peso i.

No exemplo das Tabelas 3.1 e 3.2, o polinômio enumerador do código de Hamming (7, 4) é
dado por

A(z) = 1 + 7z3 + 7z4 + z7. (3.37)

A partir do polinômio A(z) ∈ C, pode-se encontrar o polinômio enumerador B(z) do código dual
C⊥ utilizando a Identidade de MacWillians [2]:

B(z) = q−k [1 + (q − 1)z]nA
( 1− z

1 + (q − 1)z

)
, (3.38)

em que q, como descrito na Seção 3.1, é a ordem do campo GF (q).

3.4 ESFERAS DE HAMMING, CAPACIDADES DE DETEC-
ÇÃO E DE CORREÇÃO DE CÓDIGOS DE BLOCO LINE-
ARES

As palavras de um código C(n, k) podem ser representadas como determinadas posições em
um espaço n-dimensional, em que a menor distância entre duas palavras é dada pela Equação
3.3. Considerando que as palavras codificadas são corrompidas por um canal binário simétrico
(binary simmetric channel - BSC) com probabilidade cruzada de erro menor que 50%, os vetores
recebidos são calculados pela relação

r = c⊕ e (3.39)

em que c é a palavra código na entrada do canal e e é o vetor de erro inserido pelo canal BSC.

Pode-se representar todas as possibilidades de palavras recebidas pelas chamadas esferas de
Hamming, exemplificadas na Figura 3.3.

Cada círculo vermelho da Figura 3.3 representa uma palavra código e cada círculo azul carac-
teriza um vetor que não pertence a C. Considera-se que todas as esferas da Figura 3.3 possuem
o mesmo raio t e a menor distância entre palavras código é dmin. Nesse caso, tem-se que

Capacidade Garantida de Correção de Erros = t =
⌊
dmin − 1

2

⌋
, (3.40)

em que a função b (·) c calcula o maior inteiro menor ou igual a (·). Pelo critério de detecção
por máxima verossimilhança (maximum likelihood - ML) (Anexo I), cada vetor r contido numa
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Figura 3.3: Ilustração geométrica das esferas de Hamming. Adaptado de [2]

certa esfera é estimado pela palavra código localizada na mesma esfera. Assim, caso a palavra
recebida possua t ou mais erros, o decodificador não será capaz de garantir correção dos erros nem
a estimação fiel da palavra código transmitida. Existem situações nas quais o vetor de erros e
corrompe a palavra código c1 de tal modo que r = c2. Nesse caso, o decodificador é incapaz de
detectar o erro inserido pelo canal. Logo,

Capacidade Garantida de Detecção de Erros = dmin − 1 (3.41)

Outro caso importante a ser analisado ocorre quando a palavra estimada se encontra fora de
todas as esferas de Hamming, como a r = c’1, na Figura 3.3. Nesse caso, o decodificador declara
uma falha de decodificação.

3.5 DECISÃO HARD e SOFT

Um detector de decisão hard amostra o sinal recebido e verifica se cada amostra se encontra
abaixo ou acima do limiar de decisão. Ou seja, o detector recebe um sinal contínuo, realiza
a amostragem e quantiza cada amostra em 0 ou 1, no caso binário, ou em q valores distintos,
para um alfabeto não-binário. Após a decisão hard, o decodificador determina a palavra código
estimada como sendo a palavra código que possui menor distância de Hamming do vetor decidido.

Já na detecção soft, a decisão é feita baseada nos critérios de grau de confiabilidade da in-
formação ou com base em valores probabilísticos. Desse modo, a decisão soft utiliza a métrica
da distância Euclidiana como base para determinação da informação decodificada. Esse tipo de
decisão requer uma maior complexidade do decodificador, mas, como regra geral, a decodificação
soft oferece um ganho de até 3 dB1 [24] com relação à decodificação hard.

O Exemplo 3.3, adaptado de [8], ilustra uma situação em que é clara a superioridade em
1Para valores elevados de Eb/N0. Considerando valores mais realistas, a decisão soft oferece ganhos da ordem

de 2,5 dB frente à decodificação hard.
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desempenho da decodificação soft frente à hard.

Exemplo 3.3 Considere um código de bloco com n = 3 e paridade par, ou seja, a soma módulo-
2 dos bits das palavras código é igual a 0. O vetor c = [1 0 1] é modulado em s = [+1 − 1 + 1] e,
em seguida, é transmitido por um canal gaussiano. O vetor r amostrado na saída do canal é dado
por r = [−0, 1072 − 1, 0504 1, 6875]. Sejam c1, c2, c3 e c4 as palavras código que são moduladas,
respectivamente, em s1 = [−1 −1 −1], s2 = [−1 +1 +1], s3 = [+1 −1 +1] e s4 = [+1 +1 −1].

Considerando que o limiar de decisão é igual a 0 (fonte de dados equiprovável), a decisão hard
estima a palavra recebida como c̃ = [0 0 1] e, em seguida, calcula a distância de Hamming entre
c̃ e as palavras códigos, obtendo assim

dH(c̃, c1) = dH([0 0 1], [0 0 0]) = 1,

dH(c̃, c2) = dH([0 0 1], [0 1 1]) = 1,

dH(c̃, c3) = dH([0 0 1], [1 0 1]) = 1,

dH(c̃, c4) = dH([0 0 1], [1 1 0]) = 3. (3.42)

Assim, pelo critério de decisão hard e pela análise da distância de Hamming, o decodificador não
consegue determinar com certeza qual das palavras código c1, c2 ou c3 foi a palavra transmitida.

Já pelo critério de decisão soft, as seguintes distância Euclidianas são calculadas:

d(r, s1) =
√

[(−0, 1072)− (−1)]2 + [(−1, 0504)− (−1)]2 + [(1, 6875)− (+1)]2 = 2, 83,

d(r, s2) =
√

[(−0, 1072)− (−1)]2 + [(−1, 0504)− (+1)]2 + [(1, 6875)− (+1)]2 = 2, 34,

d(r, s3) =
√

[(−0, 1072)− (+1)]2 + [(−1, 0504)− (−1)]2 + [(1, 6875)− (+1)]2 = 1, 30 e

d(r, s2) =
√

[(−0, 1072)− (+1)]2 + [(−1, 0504)− (+1)]2 + [(1, 6875)− (−1)]2 = 3, 56.

(3.43)

A distância Euclidiana mínima encontrada determina o vetor modulado s3 como o mais provável
de ter sido enviado e, consequentemente, determina com êxito que a palavra código transmitida
foi c̃est = c3 = [1 0 1].

O algoritmo do decodificador LDPC que será apresentado na Seção 4.5.3 é de decisão soft,
pois a sua decisão é tomada com base nos argumentos das funções de probabilidade a posteriori
dos bits 0 e 1. No entanto, este decodificador também pode ser entendido como decodificador de
entrada soft - as entradas são as probabilidades posteriores do canal - e de saída hard - a saída do
decodificador é uma sequência de 0s e 1s que não apresenta o grau de confiabilidade de cada bit.

3.6 PROBABILIDADE DE ERRO - DECISÃO SOFT

Para ilustrar o desempenho de um sistema com decodificação soft, faz-se necessário optar por
um esquema de modulação e por um modelo de canal. Consideram-se as seguintes condições de
contorno que são adotadas para todo este trabalho:
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• Codificação
Código C(n, k), taxa R = k/n, energia de bit Eb e energia de bit codificado Ec = REb;

• Modulação BPSK
Os bits {0, 1} são modulados, respectivamente, pelos símbolos

{
−
√
Ec,
√
Ec
}
;

• Canal
AWGN com variância σ2.

Supondo fonte de dados equiprovável, decisão soft e o cenário descrito acima, limita-se supe-
riormente a probabilidade de erro de bit por [2]

Pb ≤
n∑

j=dmin

[
AjQ

(
dE(cj ,0)

2σ

)]
, (3.44)

em que

• Q(·) é a função definida por

Q(x) = 1√
2π

∫ ∞
x

e−
t2
2 dt; (3.45)

• Aj é o coeficiente do polinômio enumerador de peso, descrito na Seção 3.3.

Substituindo a Equação 3.10 na Equação 3.44 e recordando que Ec = REb e que σ2 = N0/2,
tem-se que

Pb ≤
n∑

j=dmin

[
AjQ

(
2
√
Ecj

2
√
N0/2

)]
,

Pb ≤
n∑

j=dmin

[
AjQ

(√
2jREb
N0

)]
. (3.46)

Para altos valores de Eb/N0, aproxima-se a Equação 3.46 por

Pb ≈ AdminQ
(√

2dminREb
N0

)
. (3.47)

Na prática é muito trabalhoso o cálculo analítico da probabilidade de erro de bit pelas Equações
3.46 e 3.47. O primeiro motivo é o fato de que nem sempre se sabe com exatidão a distância mínima
do código utilizado. A segunda dificuldade é imposta pelo coeficiente Aj , já que o seu valor exige
o conhecimento dos pesos das 2k palavras código, o que é inviável para códigos de tamanho de
bloco maior que 1000 bits.

Dessa forma, será mostrado no Capítulo 4 que, em geral, a probabilidade de erro soft é calculada
por simulação. No entanto, a Equação 3.47 será utilizada para justificar uma característica típica
das curvas de taxa de erros de bit de códigos LDPC, que é o piso de erro, a ser descrito também
no Capítulo 4.
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Capítulo 4

CÓDIGOS LDPC
Neste capítulo introduz-se o conceito dos códigos
LDPC, descrevem-se as principais características
de sua matriz de teste de paridade e da sua re-
presentação em grafos. Citam-se brevemente as
técnicas mais comuns de codificação e apresenta-
se o principal algoritmo de decodificação soft uti-
lizado em códigos LDPC. Por fim, abordam-se o
problema do piso de erro e as suas formas de mi-
tigação.

4.1 INTRODUÇÃO AO LDPC

Os códigos de Gallager, mais conhecidos como LDPC, foram propostos inicialmente em 1962
por Robert Gallager [25]. Esses códigos fazem parte dos códigos lineares de bloco e as suas matrizes
de teste de paridade possuem pequena quantidade de valores não nulos, justificando a alcunha de
código de matriz de teste de paridade esparsa (Low-Density Parity-Check).

Desde a sua criação até os anos 1990, essa classe de códigos ficou no anonimato devido a duas
razões: as características de hardware da época não eram suficientes para a implementação do
decodificador LDPC e a grande fama dos códigos concatenados utilizando Reed-Solomon e BCH
camuflou a descoberta do LDPC.

Recentemente, com o trabalho de Mackay [21], os códigos de Gallager começaram a se populari-
zar, de maneira que hoje eles são utilizados em sistemas como Wi-Fi (802.11n), WiMAX (802.16e)
e DVB-S2 [26]. Uma das razões da grande divulgação do LDPC consiste na popularização dos
códigos iterativos, como código Turbo e o próprio LDPC. Outra vantagem é o seu potencial para
atingir maiores ganhos de código do que os alcançados pelos próprios códigos Turbo, que até a
década de 90 despontavam como os de maior eficiência quanto à razão sinal-ruído requerida para
uma dada taxa de erro de bit.
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4.2 MATRIZ ESPARSA DE TESTE DE PARIDADE

A matriz de teste de paridade pode ser regular ou irregular. No primeiro caso, todas as
linhas de H possuem pesos de Hamming constantes e iguais a wr e todas as colunas têm pesos
de Hamming fixos iguais a wc, dando origem a seguinte notação de código: LDPC(wc, wr, n) [2].
Por outro lado, códigos irregulares possuem os pesos wr e wc variáveis ao longo da matriz de teste
de paridade. Para não se fazer distinção entre códigos de Gallager regulares e irregulares, este
trabalho utiliza a notação de códigos empregada no Capítulo 3: LDPC(n,k).

Como regra geral, os códigos LDPC irregulares possuem desempenho de taxa de erro de bit
ligeiramente superior aos códigos regulares [8]. Em [27], os códigos irregulares atingem ganhos de
até 0,5 dB frente aos códigos regulares.

A maneira mais comum de se construir a matriz regular de teste de paridade é feita definindo-se
wc, wr, k e n, em que o peso das colunas/linhas é muito menor do que o tamanho do código. Caso
todas as n−k linhas sejam linearmente independentes, a taxa de código é dada por R = 1−wc/wr.
Caso contrário, eliminam-se as linhas linearmente dependentes e a taxa de código efetiva torna-se
R′ = 1− w′c/wr, em que w′c representa o peso das colunas da nova matriz H′.

4.3 CODIFICAÇÃO

Uma vez que o código LDPC foi definido, tem-se conhecimento de sua matriz de teste de
paridade (Equação 3.27). Para se encontrar a matriz geradora (Equação 3.14) a partir de H,
existem algumas maneiras como as citadas a seguir.

Uma das técnicas de codificação (válida para todos os códigos de bloco) mais comum é a siste-
matização de H por eliminação de Gauss-Jordan [5]. Transforma-se a matriz de teste de paridade
na forma descrita pela Equação 3.33 e, posteriormente, encontra-se a matriz Gsis (Equação 3.19),
como ilustrado no Exemplo 3.2. Feito isso, a codificação, em si, é simplesmente feita pelo processo
de codificação sistemática (Equação 3.20).

Outro modo bem difundido de codificação é o algoritmo proposto por Richardson [3], desen-
volvido especialmente para codificação eficiente LDPC. Antes de se iniciar a codificação, realiza-se
um pré-processamento da matriz de teste de paridade original, de modo a transformá-la no for-
mato indicado pela Figura 4.1. Esse pré-processamento é feito por meio de várias permutações
de linhas e colunas da matriz H, até que em sua região direita superior seja identificada a matriz
triangular inferior MT, como mostrado na Figura 4.1.

Em seguida obtém-se o vetor codificado c por

c = [m p1 p2], (4.1)

em que p1 e p2 são encontrados resolvendo-se um sistema linear de duas equações envolvendo as
matrizes MA, MB, MC, MD, ME e MT, descritas na Figura 4.1.

O primeiro método apresenta complexidade O(n2) e o segundo O(n+ gap2) [2], em que n é o
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Figura 4.1: Matriz de teste de paridade no formato triangular inferior aproximado. Adaptado
de [3].

tamanho da palavra código e gap é um parâmetro do algoritmo de [3], em que gap ≤ n×R, sendo
que R é a taxa do código.

Como o LDPC também é um código de bloco linear, o desempenho de taxa de erro de bit é o
mesmo para todas palavras código. Sabendo que a palavra nula é palavra código de todos códigos
de bloco lineares e que as distribuições de probabilidades p(cj = 0|rj) e p(cj = 1|rj) são ambas
gaussianas com variâncias iguais (modulação BPSK), pode-se verificar o desempenho de BER dos
códigos LDPC considerando a transmissão de palavras mensagem nulas de k bits e de palavras
código nulas de n bits, sem perda de generalização [2, 19].

4.4 GRAFO DE TANNER E GIRTH

O grafo de Tanner é um grafo bipartite que descreve a matriz de paridade do código [2]. Dado
um código (n, k), as n colunas da matriz H representam os nós de variáveis ncj , para 1 ≤ j ≤ n,
e as n − k linhas representam os nós de verificação nhi, para 1 ≤ i ≤ n − k. Assim, cada
“1” da matriz H numa certa posição (i, j) representa uma aresta do grafo de Tanner ligando o
nó de variável ncj ao nó de verificação nhi . Como exemplo, conhecendo-se a matriz de teste de
paridade dada por

H =


1 0 1 0 1 0
1 0 0 1 0 1
0 1 1 0 0 1
0 1 0 1 1 0

 , (4.2)

representa-se o seu grafo de Tanner correspondente na Figura 4.2. No grafo em questão, os
bits de paridade (nós de verificação) são representados pelos nós nh1 a nh4 e os bits de palavra
código (nós de variável) pelos nós nc1 a nc6.

Uma propriedade muito importante do grafo é o girth (g), que representa o número de arestas
do ciclo mínimo do grafo [2]. O girth geralmente está diretamente relacionado com o tamanho
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Figura 4.2: Grafo de Tanner correspondente à matriz H da Equação 4.2.

da palavra código [26]. Como uma estimativa grosseira [28], códigos com g iguais a 6, 8 e 10
requerem, respectivamente, n da ordem de 460, 4000 e 20000 bits. A Figura 4.3 exemplifica um
grafo de Tanner com girth igual a 4.
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Figura 4.3: Grafo de Tanner de um código de Hamming(7,4). Girth igual a 4 em destaque.

4.5 DECODIFICAÇÃO: ALGORITMO SOMA-PRODUTO

4.5.1 Funções de verossimilhança

Como descrito na Seção 3.6, para modulação BPSK com codificação, o conjunto de bits {0, 1}
corresponde à constelação S =

{
−
√
Ec,+

√
Ec
}
. Considerando a transmissão por canal AWGN, as

funções de verossimilhança dos bits 0 e 1 são, respectivamente, dadas pelas funções de densidade
de probabilidade (probability density funtion - PDF) [2]

p(r|s = −
√
Ec) = 1√

2πσ
e−

1
2σ2 (r+

√
Ec)2

e (4.3)

p(r|s =
√
Ec) = 1√

2πσ
e−

1
2σ2 (r−

√
Ec)2

. (4.4)
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No caso do algoritmo Soma-Produto Simplificado, descrito na Subseção 4.5.3, a informação
do canal é fornecida para o decodificador LDPC na forma das probabilidades posteriores do canal
P (cj = 0|rj) e P (cj = 1|rj). A partir do Teorema de Bayes [2], verifica-se que

P (cj = 1|rj) = p(rj |sj =
√
Ec)P (sj =

√
Ec)

p(rj)
. (4.5)

Sabendo que

p(rj) = p(rj |sj =
√
Ec)P (sj =

√
Ec) + p(rj |sj = −

√
Ec)P (sj = −

√
Ec), (4.6)

e supondo fonte de dados equiprovável (P (sj =
√
Ec) = P (sj = −

√
Ec) = 0, 5), a Equação 4.5

pode ser reescrita como

P (cj = 1|rj) = p(rj |sj =
√
Ec)P (sj =

√
Ec)

p(rj |sj =
√
Ec)P (sj =

√
Ec) + p(rj |sj = −

√
Ec)P (sj = −

√
Ec)

, (4.7)

P (cj = 1|rj) = p(rj |sj =
√
Ec)

p(rj |sj =
√
Ec) + p(rj |sj = −

√
Ec)

. (4.8)

Substituindo as Equações 4.3 e 4.4 em 4.8, tem-se que

P (cj = 1|rj) = 1
1 + e−2Ecrj/σ2 ,

P (cj = 0|rj) = 1− P (cj = 1|rj), (4.9)

definindo assim (para modulação BPSK) as probabilidades posteriores do canal para cada
amostra recebida rj . A partir da premissa de que as amostras recebidas são independentes, podem-
se definir as probabilidades posteriores do vetor de amostras rk (k-ésimo bloco de n amostras
recebido) por

P (cj = 1|rk) = 1
1 + e−2Ecrk/σ2 ,

P (cj = 0|rk) = 1− P (cj = 1|rk). (4.10)

4.5.2 Algoritmo de decodificação: Soma-Produto Original

De conhecimento da matrizH e das probabilidades posteriores dadas pela Equação 4.9, realiza-
se a etapa de decodificação com base na estrutura do grafo de Tanner. O objetivo do algoritmo
é trocar informações entre bits da palavra código e os bits de paridade de forma a acumular
evidências que apontem qual é a palavra código estimada c̃k mais provável de ter sido transmitida.
Ou seja, estima-se c̃k que maximiza a função P (ck|rk).
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Para facilitar o entendimento do algoritmo, necessitam-se definir alguns termos relacionados
com o grafo de Tanner. Todos os nós de verificação conectados a um determinado nó de variável
cj são chamados de nós filhotes de cj . Todos os nós de variável conectados a um determinado nó
de verificação hi são chamados de nós progenitores de hi. As Figuras 4.4 e 4.5 exemplificam a
ocorrência de nós filhotes e progenitores num certo grafo.
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Figura 4.4: Grafo de Tanner no qual os nós de verificação nh1 e nh2 são nós filhotes de nc1.

��
�

��
�

��
�

��
�

��
�

��
�

��
�

��
�

��
�

��
�

��������	
����	��
	 ��
�

Figura 4.5: Grafo de Tanner no qual os nós de variável nc2, nc4 e nc5 são nós progenitores de nh4.

A inicialização do algoritmo consiste na atribuição das probabilidades posteriores P (cj = 0|rk)
e P (cj = 1|rk) como informação inicial para as probabilidade de que cada nó de variável ncj seja
igual a 0 ou 1, respectivamente.

Após a inicialização, começa a troca de informações entre os nós de verificação e os nós de
variável. Cada nó de verificação nhi envia para cada um de seus nós progenitores ncj a estimativa
Rxij de que a i-ésima equação de paridade da matrizH seja satisfeita para cj = x, em que x ∈ {0, 1}.

Em seguida, cada nó de variável ncj envia para cada um de seus nós filhotes nhi a probabilidade
Qxij de que hi = x baseado nas informações (Rxqj , q 6= i) fornecidas pelos demais nós filhotes
conectados a ncj .

O processo de troca de informações entre nós do grafo de Tanner é ilustrado nas Figuras 4.6,
4.7, e 4.8.
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Figura 4.6: Troca de informações na decodificação LDPC.
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Figura 4.7: Cálculo dos coeficientes R0
11 e R1

11.
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Figura 4.8: Cálculo dos coeficientes Q0
36 e Q1

36.

Após realizadas as trocas de informações envolvendo todos os nós do grafo, cada bit c̃j estimado
é dado por

c̃j = arg max
x

lxj ∏
q∈M(j)

Rxqj

 , (4.11)

em que M(j) representa a lista de índices de todos os nós de verificação conectados ao nó de
variável ncj .
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Caso a condição c̃HT = 0 seja satisfeita, o algoritmo chega ao fim. Caso contrário, novas
trocas de mensagem entre os nós de verificação e de variável são realizadas até que a condição
citada seja validada ou até que o algoritmo atinja o número máximo de iterações estipuladas pelo
projetista.

4.5.3 Algoritmo de decodificação: Soma-Produto Simplificado

De acordo com o algoritmo da Subseção 4.5.2, supondo que a matriz H de um código LDPC
regular possui peso de linha wr, o cálculo de cada informação Rxij requer a análise de 2wr−2 [8]
combinações de palavras código que satisfazem a i-ésima equação de paridade para cj = x. Já os
coeficientes Qxij dependem, por sua vez, dos valores de Rxij .

No entanto, Mackay e Neal introduziram em [29] o algoritmo Soma-Produto Simplificado. A
vantagem desta proposta é que esse algoritmo não leva em consideração todas as combinações de
palavras código que validam as equações de paridade no cálculo de Rxij . Desse modo, essa simpli-
ficação resulta em diminuição da complexidade do decodificador com uma baixíssima penalidade
em termos de desempenho de taxa de erro de bit obtida.

As probabilidades a priori f0
j e f1

j
2 são definidas por

f1
j = P (cj = 1|r),

f0
j = P (cj = 0|r), (4.12)

em que P (cj = 1|r) e P (cj = 0|r) são definidas na Equação 4.10.

A primeira etapa do algoritmo é a Inicialização, em que se calcula Q0
ij e Q1

ij por

Q0
ij = f0

j ,

Q1
ij = f1

j . (4.13)

A seguir inicia-se o Passo Horizontal. Primeiro calcula-se δQij da seguinte maneira:

δQij = Q0
ij −Q1

ij . (4.14)

Depois, encontra-se δRij por

δRij =
∏

j′∈N(i)\j
δQij′ , (4.15)

em que N(i)\j representa a lista de todos os nós progenitores de nhi, a menos do nó progenitor
ncj . Seguindo com o algoritmo, calcula-se agora R0

ij e R1
ij , em que

R0
ij = (1/2)(1 + δRij),

R1
ij = (1/2)(1− δRij). (4.16)

2Sob a ótica da teoria da informação, a probabilidade P (cj = x|rj) é definida como probabilidade a posteriori.
No entanto, seguindo a notação de [8], a probabilidade fxj é chamada de a priori no sentido de que a informação
do código LDPC - contida no grafo de Tanner - ainda não foi utilizada para se encontrar a estimativa a posteriori
dos bits recebidos.
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Em seguida os coeficientes Q0
ij e Q1

ij são atualizados no Passo Vertical. Logo, para os nós (i, j)
calcula-se

Q0
ij = αijf

0
j

∏
i′∈M(j)\i

R0
i′j e

Q1
ij = αijf

1
j

∏
i′∈M(j)\i

R1
i′j (4.17)

em que:

• M(j)\i representa a lista M(j) com exceção do nó de verificação nhi;

• αij é tal que Q0
ij +Q1

ij = 1.

Para realizar a decisão do vetor decodificado para a iteração atual é necessária a análise das
probabilidades a posteriori [8] Q0

j e Q1
j dadas por

Q0
j = αjf

0
j

∏
i∈M(j)

R0
ij e

Q1
j = αjf

1
j

∏
i∈M(j)

R1
ij , (4.18)

sendo que αj é escolhido de forma que Q0
j +Q1

j = 1.

Por fim, realiza-se a tentativa de decisão: se Q0
j > Q1

j , então c̃j = 0. Caso contrário, c̃j = 1.
Após se estimar os n bits da palavra código, verifica-se se c̃HT = 0. Em caso afirmativo, termina-
se aqui a decodificação. Caso contrário, analisa-se o número de iterações feitas até o momento. Se
o número atual de iterações for menor do que o número máximo configurado para o decodificador
(Niter), o decodificador dá prosseguimento para a iteração seguinte. Caso contrário, declara-se
falha de decodificação e considera-se a última palavra decodificada como a estimada pela última
iteração. Ou seja, a regra de decisão resume-se a

c̃j = arg max
x

(Qxj ). (4.19)

4.6 PISO DE ERRO

Em códigos LDPC, assim como em códigos Turbo, observa-se que a curva de taxa de erro
de bit por Eb/N0 possui duas regiões bem caracterizadas. Inicialmente, a curva de taxa de erro
de bit apresenta declive muito acentuado, caracterizando assim a região de queda brusca, mais
conhecida como waterfall region. Depois, a partir de um certo valor de Eb/N0, a BER diminui
a uma taxa de decaimento menor, originando assim a região de piso de erro (error floor region).
Ambas as regiões são visualizadas na Figura 4.9.

A existência do piso de erro é justificada com base na Equação 3.46. Conforme Eb/N0 au-
menta, o primeiro termo do somatório da Equação 3.46 torna-se o termo predominante. Assim,
o desempenho assintótico da probabilidade de erro é aproximado pela Equação 3.47, que é sig-
nificativamente influenciada pela distância mínima do código. Dessa maneira, o piso de erro é
consequência do projeto de códigos com distância mínima pequena.
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Figura 4.9: Comportamento típico de códigos LDPC com piso de erro. Adaptado de [2].

Para códigos LDPC regulares, caracterizados pela matriz H com peso das colunas wc e girth
g, a distância mínima é limitada inferiormente por [5]

dmin ≥ 1 + wc
wc − 2

[
(wc − 1)b(g−2)/4c − 1

]
,para g/2 ímpar,

dmin ≥ 1 + wc
wc − 2

[
(wc − 1)b(g−2)/4c − 1

]
+ (wc − 1)b(g−2)/4c,para g/2 par. (4.20)

Logo, uma das formas de se mitigar o piso de erro em códigos LDPC se dá pela construção de
códigos com girth elevado [5]. Consequentemente, o aumento do girth requer utilização de códigos
com tamanhos de bloco elevados, o que aumenta a latência do decodificador.

Outra forma de se lidar com esse problema é a utilização de outro código concatenado com o
LDPC, como, por exemplo, o Reed-Solomon [30]. Com essa configuração, o decodificador Reed-
Solomon (externo) consegue corrigir os erros remanescentes do decodificador LDPC (interno).
O custo dessa solução está no aumento da complexidade do sistema devido a inserção de um
codificador e um decodificador adicionais.
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Capítulo 5

CONSUMO DE POTÊNCIA EM
FPGAS

Neste capítulo descrevem-se, de maneira breve,
as etapas envolvidas na implementação de um
projeto em FPGA e na estimação por soft-
ware da potência consumida pela implementação.
Apresenta-se o modelo matemático da potência
total gasta pelo FPGA e insere-se o conceito de
eficiência energética de decodificadores

5.1 INTRODUÇÃO FPGA

Uma das maneiras de se estimar a potência de um circuito digital consiste na implementação
do projeto em hardware reconfigurável, de modo especial em um arranjo de portas programáveis
em campo (field programmable gate arrays - FPGA) ou em um circuito integrado de aplicação
específica (application-specific integrated circuit - ASIC). A vantagem de se utilizar FPGA está
na maior flexibilidade de programação e de reconfiguração do circuito, o que requer dos FPGAs
maior número de transistores de efeito de campo (field-effect transistor - FET) e maior consumo
de potência [31] quando comparadas com ASICs.

Realiza-se a estimação do consumo de potência de projetos voltados para FPGA em uma das
três fases distintas do projeto [4]:

• Fase de Concepção ou Pré-Implementação

Calcula-se uma estimativa imprecisa do consumo de potência baseada em informações forne-
cidas para planilhas de dados interativas, como a ferramenta Power Estimator [32]. Utilizam-
se como dados de entrada informações de recursos de hardware utilizados, taxa de variação
dos sinais, condições térmicas do ambiente, dentre outros.

• Fase de Implementação

Calcula-se a potência com base nas informações fornecidas pelo projeto baseado em descrição
em linguagem de hardware, pronto para ser instalado em FPGA. Com auxílio de um arquivo

33



que fornece os sinais de entrada do projeto (arquivo de test bench), utiliza-se um software
capaz de interpretar esses dados e fazer a estimação do consumo de potência. A ferramenta
utilizada neste trabalho é a XPower Analyzer [33].

• Fase de Integração do Sistema

Após a configuração do FPGA, mede-se em laboratório o consumo de potência dispendido
pelo projeto.

5.2 ETAPAS DE PROJETO

Neste trabalho a potência será estimada na fase de implementação do projeto. Para se con-
cretizar tal meta, são necessários os seguintes passos [34,35]:

• Projeto em VHDL

Inicialmente é necessária a descrição da função ou do algoritmo que se deseja implementar
em linguagem de hardware. No caso deste trabalho, a descrição é convertida da linguagem
do Matlab para um código VHDL. Em seguida, determina-se a família do FPGA e o modelo
de dispositivo que se deseja implementar o projeto.

• Síntese Lógica

Esta etapa é responsável por converter a descrição VHDL em uma implementação de cir-
cuito digital que utilize portas lógicas. Nessa etapa definem-se a quantidade e o modelo de
elementos lógicos requeridos pelo circuito, como multiplexadores, somadores, registradores,
comparadores, multiplicadores, entre outros elementos.

• Place and Route

Na etapa de place decide-se onde devem se localizar todos os componentes eletrônicos em
uma certa área limitada. Já na etapa de route decide-se a arquitetura exata do dispositivo
e realiza-se o roteamento das conexões e dos sinais do circuito.

5.3 MODELO DE CONSUMO DE FPGAS

De modo geral, a estimação de potência de circuitos digitais depende de uma série de fatores,
como tecnologia CMOS, arquitetura do projeto, frequência do relógio, transição de sinais, tempe-
ratura ambiente, dentre outros. No entanto, um modelo simplificado bastante utilizado para se
estimar a potência total consumida é descrito por [4, 36]

PTotal = PEst + PDin, (5.1)

em que as potências estática (Pest) e dinâmica (Pdin) são descritas abaixo:
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• Potência Estática - Também conhecida como potência quiescente, representa a potência
consumida pela polarização CC (corrente contínua) e pelas correntes de fuga. Considerando
as fontes de alimentação do FPGA que fornecem maior parte da potência quiescente do
dispositivo, pode-se modelar a potência estática por [4]

PEst = VCCINT ICCINTQ + VCCAUXICCAUXQ + VCCOICCOQ, (5.2)

em que [37]

– VCCINT é a tensão de alimentação CC interna;

– VCCAUX é a tensão de alimentação CC auxiliar;

– VCCO é a tensão de alimentação CC das portas de saída;

– ICCINTQ é a corrente quiescente da fonte de alimentação VCCINT ;

– ICCAUXQ é a corrente quiescente da fonte de alimentação VCCAUX ;

– ICCOQ é a corrente quiescente da fonte de alimentação VCCO.

Cada umas das correntes ICCINTQ, ICCAUXQ e ICCOQ possui grande influência das duas
fontes de correntes de fuga do transistor: da corrente entre fonte (source) e dreno (drain)
- ISD - e da corrente entre porta (Gate) e substrato - IG. A Figura 5.1 mostra os sentidos
das correntes de fuga num transistor.

Quanto menor a tecnologia de fabricação do transistor (e.g., 45 nm), menores serão o com-
primento de canal transistor e a espessura da porta de óxido, acentuando assim o efeito das
correntes de fuga e do consumo de potência estática.
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Figura 5.1: Correntes de fuga num FET. Adaptado de [4].

• Potência Dinâmica - Está relacionada com o consumo adicional de potência ligado ao pro-
cessamento lógico e chaveamento de sinais. Pode ser modelada por [38,39]

PDin = Ctotalfc (VCCINT + VCCAUX + VCCO)2 , (5.3)
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em que Ctotal é a capacitância total de chaveamento e fc é a frequência de operação do
relógio.

Desse modo, pelas Equações 5.1, 5.2 e 5.3, o consumo total de potência em FPGA pode ser
modelado por

Ptotal = VCCINT ICCINTQ + VCCAUXICCAUXQ + VCCOICCOQ + Ctotalfc (VCCINT + VCCAUX + VCCO)2 .

(5.4)

Um parâmetro importante na avaliação da eficiência energética de um decodificador é a energia
por bit decodificado Ebdec, definida por [40]

Ebdec = Ptotal
T

, (5.5)

em que Ptotal é a potência total consumida pelo decodificador e T é a vazão de dados de saída.
A unidade típica de avaliação de Ebdec é nJ/bit. No caso de decodificadores iterativos, como o
LDPC, uma adaptação da Equação 5.5 é feita, de modo de que se quantifique a energia consumida
por bit decodificado por iteração (Ebdec/iter), ou seja

Ebdec/iter =
Ptotal/iter

T
, (5.6)

em que a potência de decodificação por iteração é igual a PTotal/iter = PTotal/Niter e Niter é o
número de iterações realizadas pelo decodificador
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Capítulo 6

DESENVOLVIMENTO E
RESULTADOS

6.1 DESCRIÇÃO GERAL

Como definido anteriormente, o objetivo deste trabalho é o estudo da relação entre potência de
decodificação e taxa de erro de bit, em especial para códigos LDPC aplicáveis a sistemas ópticos,
ou seja, códigos LDPC de altas taxas (R ≥ 0, 8) e com tamanhos de bloco elevados (palavras
código maiores que 1000 bits).

Considerando canal AWGN e fixando-se o esquema de modulação, analisam-se as curvas de
BER por Eb/N0 e verifica-se qual dos códigos simulados possui maior CG. Para o código de melhor
desempenho de taxa de erro de bit, analisa-se em seguida seu comportamento de desempenho para
diferentes quantidades de iterações feitas pelo decodificador.

A ideia inicial desta seção era a estimação de potência de decodificação para códigos LDPC de
quaisquer tamanhos. No entanto, devido a algumas razões descritas posteriormente, a estimação
de potência do projeto completamente elaborado (neste trabalho) em VHDL restringiu-se a códigos
de tamanho de bloco pequeno. Para o código que apresenta melhor desempenho de BER, realizam-
se algumas aproximações considerando os modelos matemáticos de potência de FPGAs, os valores
de potência de um decodificador LDPC implementado para n > 1000 em [41] e o comportamento
da curva de BER pelo número de iterações.

6.2 ESTIMAÇÃO DA BER

A Figura 6.1 mostra o diagrama de blocos do sistema de comunicação utilizado no ambiente
de simulação do Matlab. Seguem abaixo algumas considerações importantes sobre cada etapa da
Figura 6.1:

• Codificação
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Figura 6.1: Sistema de comunicação simulado.

Como justificado na Seção 4.3, a etapa de codificação resume-se a adição de n−k bits iguais
a zero a cada palavra mensagem de zeros enviada.

• Modulação BPSK

Os bits 0 e 1 são modulados em S =
{
−
√
Ec,
√
Ec
}
, respectivamente, e Ec representa a

energia de bit codificado. Dessa forma, descreve-se a relação entre o símbolo codificado ck e
o símbolo modulado sk no instante de tempo k por

sk = (2ck − 1)
√
Ec. (6.1)

• Canal AWGN

Descrito na Seção 2.2.

• Cálculo das Probabilidades Posteriores do Canal

Utilizam-se as probabilidades P (cj = 0|rk) e P (cj = 1|rk) definidas na Equação 4.10.

• Decodificação LDPC

De conhecimento da matriz H e das probabilidades posteriores do canal, realiza-se então o
algoritmo Soma-Produto Simplificado descrito na Subseção 4.5.3 . Para manter constante a
vazão de dados de saída do decodificador, o número de iterações do algoritmo é fixo.

Logo, nas simulações de decodificação deste trabalho, não se realiza o teste de verificação
da palavra código estimada (Equação 3.29), diferentemente do que é feito na etapa final do
algoritmo Soma-Produto Simplificado.

• Cálculo da BER

O cálculo é feito conforme descrito na Seção 2.3.

38



6.2.1 Resultados - desempenho de BER

A Figura 6.2 compara o desempenho de cinco códigos LDPC irregulares, listados na Tabela
6.1. A escolha dos códigos LDPC foi pautada na seleção de códigos de altas taxas e com tamanhos
de bloco elevados. A primeira restrição está relacionada com o fato de que códigos com taxas mais
baixas aumentariam consideravelmente a banda óptica requerida, e a segunda com o fato de que
códigos maiores tendem a possuir girth elevados [28], o que melhora o desempenho de BER e
mitiga o problema do piso de erro [5].
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Figura 6.2: Desempenho de códigos LDPC de altas taxas para 50 iterações.

Tabela 6.1: Comparação de desempenho de códigos LDPC
Código R CG [dB] @10−8 Limite de Shannon [24] [dB]

LDPC (4376, 4094) [21] 0,935 6,9 3,8
LDPC (32000, 29760) [21] 0,93 7,6 3,7
LDPC (64800, 58320) [42] 0,9 8,1 3,2
LDPC (4095, 3357) [21] 0,82 8,6 2,2

LDPC (64800, 51840) [42] 0,8 9,4 2,0

Dentre os códigos da Tabela 6.1, o que apresenta maior ganho de código (9,6 dB de ganho)
e o que mais se aproxima do limite de Shannon (0,53 dB de distância) é o LDPC(64800, 51840).
Desse modo, analisa-se a seguir, na Figura 6.3, como o aumento de Eb/N0 reduz a taxa de erro
de bit obtida desse código para variadas quantidades de iterações. Observa-se que a partir das 50
iterações o ganho de codificação tende a se estabilizar.
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Figura 6.3: Desempenho de taxa de erro de bit para diferentes valores de iterações. Código
LDPC(64800,51840).

De conhecimento do código que possui maior CG, analisa-se, para valores fixos de Eb/N0,
a redução da BER com a quantidade de iterações realizadas, conforme mostrado na Figura 6.4.
Observa-se que, para Eb/N0 ≤ 2, 45 dB, o decodificador é pouco sensível ao aumento do número
de iterações. A partir de Eb/N0 = 2, 50 dB, a taxa de erro de bit apresenta queda mais acentuada
com o aumento de iterações, de modo que a partir de 50 iterações a BER não apresenta reduções
expressivas.

Na Seção 6.4, a Figura 6.4 é utilizada como base para a estimação de potência de decodificação
do código LDPC(64800, 51840) .

6.3 ESTIMAÇÃODA POTÊNCIA DE DECODIFICAÇÃO PARA
CÓDIGOS COM TAMANHO DE BLOCO PEQUENO

6.3.1 Entradas do decodificador

Na análise do consumo de potência do decodificador, algumas modificações no fluxo de sinais
da Figura 6.1 foram feitas. Analisando o diagrama de blocos do sistema simulado, verifica-se
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Figura 6.4: Relação entre BER e número de iterações do decodificador para o código LDPC(64800,
51840).

que as informações de entrada requeridas pelo decodificador são as probabilidades posteriores do
canal e a matriz de teste de paridade do código. Entretanto, como a probabilidade P (cj = 0|rk)
é função da probabilidade P (cj = 1|rk) (Equação 4.10), o envio do vetor de dados P (cj = 0|rk)
não é necessário, já que essa informação pode ser calculada pelo decodificador. Com essa simpli-
ficação, o volume de dados de entrada do decodificador é reduzido, sem acréscimo significativo de
complexidade no processamento do algoritmo de decodificação.

Outra simplificação realizada foi o armazenamento da matriz H no próprio decodificador,
descartando a necessidade de envio da matriz de teste de paridade a cada decodificação realizada.

Logo, as entradas do decodificador utilizado para o estudo de potência resumem-se aos valores
quantizados do vetor P (cj = 1|rk) e ao sinal de referência do relógio.

Considerando que o nível de quantização utilizado para as entradas é de 8 bits, o vetor de
probabilidades posteriores P (cj = 1|rk) de tamanho n, possui, após a quantização, 8n bits. Como
esses 8n bits são processados simultaneamente cada vez que um vetor de dados é recebido, a
análise de potência limitou-se a códigos muito pequenos (n ≤ 30), dado que o número total de
portas de entrada/saída do FPGA é limitado a 1200 bits [43] e que não foi possível multiplexar a
entrada de dados no domínio do tempo.

41



6.3.2 Fluxo de etapas

A descrição de etapas desta Subseção é realizada para a estimação de potência de decodificação
dos códigos LDPC(10,5) (wc = 3, wr = 6), LDPC(20,15) (wc = 3, wr = 12) e LDPC(30,25)
(wc = 3, wr = 18).

A partir da implementação do decodificador LDPC descrita na linguagem do Matlab, realizou-
se o fluxo de tarefas da Figura 6.5 para a criação de uma descrição em VHDL do algoritmo de
decodificação. Para tanto, utilizou-se a ferramenta HDL Coder [44] disponível no ambiente de
simulação Matlab R2012a.

Seguindo as etapas da Figura 6.5, o primeiro passo consiste em determinar a função a ser
traduzida (decodificador LDPC Soma-Produto Simplificado) e as suas condições de contorno (en-
tradas da função) definidas num arquivo de teste (test bench). Depois, valida-se a simulação dessa
função original e armazenam-se os valores de saída do decodificador (1o teste de verificação), sendo
que todas as variáveis do algoritmo estão em ponto flutuante.

A seguir, baseado nas faixas de valores encontradas para cada variável da função de decodi-
ficação, escolhe-se a quantidade de bits de quantização requeridos para cada variável. Para que
o decodificador em VHDL apresente desempenho similar ao descrito pela linguagem do Matlab,
utilizaram-se 8 bits de quantização para os sinais de entrada e até 10 bits para os sinais internos
do decodificador.

Após a quantização, gera-se a função de decodificação em ponto fixo, que posteriormente é
simulada e tem seu resultado (palavra código estimada) comparado com a saída do decodificador
original, caracterizando o 2o teste de verificação. Caso as saídas do decodificador em ponto fixo e
em ponto flutuante não coincidam, retoma-se a reavaliação das etapas anteriores. Caso contrário,
prossegue-se com a geração da descrição em VHDL.

De modo similar à verificação do projeto em ponto fixo, valida-se a implementação da função
em VHDL comparando o vetor estimado obtido com o vetor esperado calculado pelo algoritmo
original (3o teste de verificação). Em caso de sucesso, prossegue-se para a criação do projeto em
FPGA. Caso contrário, é necessário verificar a ocorrência de erro causada por alguma das etapas
anteriores. Para a criação do projeto define-se a ferramenta de síntese (ISE Design Tool 13.1 [45]),
a família do chip (Virtex 7) e o modelo do dispositivo (xc5vfx2000t) [37,43].

Uma vez que o projeto foi criado na ferramenta de síntese de FPGA, realizou-se no software
ISE Design 13.1 as etapas de síntese e place and route.

Na última etapa da Figura 6.5, o programa XPower Analyzer realiza a estimação de potência
do projeto finalizado. Para se aproximar do cenário óptico, adotou-se neste projeto uma vazão de
dados de 28 Gbps3 com relógio operando a 815 MHz, frequência máxima permitida pelo relatório
de síntese do projeto. O relatório de consumo potência (1 iteração) é mostrado na Figura 6.6.

Para avaliar aumento da potência consumida devido ao aumento do número de iterações,
3Valor típico adotado em receptores ópticos DP-QPSK [46].
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Figura 6.5: Fluxo de tarefas para a criação de descrição do algoritmo de decodificação em lingua-
gem de hardware (VHDL).

Figura 6.6: Relatório de consumo de potência de decodificação (1 iteração), LDPC(10,5). Vazão
de dados de 28 Gbps, frequência de relógio de 815 MHz.

considerou-se a seguinte relação para o cálculo da vazão de dados (T ) [47]:

T = fc ∗ n
Niter ∗ L

, (6.2)

em que fc é a frequência do relógio, n é o tamanho da palavra código, Niter é o número de iterações
realizadas e L é o número de ciclos do relógio requeridos para o processamento de cada iteração.
Assim, pela Equação 6.2 verifica-se que, para manter a vazão de dados constante, o aumento do
número de iterações requer que o decodificador opere numa frequência proporcionalmente maior.
Como a potência dinâmica depende linearmente da frequência do relógio (Equação 5.3), a potência
total consumida pelo decodificador pode ser modelada da seguinte forma:
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PTotal = PEst + PDin/iterNiter, (6.3)

em que PDin/iter é a potência dinâmica consumida por iteração. Desse modo, pelos valores de
potência descritos no relatório de consumo da FPGA (Figura 6.6), a potência total de decodificação
do código LDPC(10,5) é dada por

Ptotal = 2, 36 + 2, 33Niter, (6.4)

em que 2,36 W correspondem à potência estática e 2,33 W são de potência dinâmica requerida por
iteração. O gráfico da Figura 6.7 mostra a relação entre potência total de decodificação e número
de iterações descrita pela Equação 6.4 para até 4 iterações.
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Figura 6.7: Potência de decodificação pelo número de iterações para o código LDPC(10,5). De-
codificador CMOS 28 nm, T = 28 Gbps e fc = 815 MHz.

Em seguida, deseja-se observar o comportamento da potência de decodificação com o aumento
de n. Simulou-se, então, a potência consumida para os códigos regulares (20,15) e (30,25) (ambos
com wc = 3). A Figura 6.8 ilustra o reflexo em potência causado pelo aumento do tamanho da
palavra código.

6.4 ESTIMAÇÃODA POTÊNCIA DE DECODIFICAÇÃO PARA
CÓDIGOS COM TAMANHO DE BLOCO GRANDE

Relacionando a Equação 6.3 com o gráfico de desempenho de BER da Figura 6.4, conclui-se
que, independente dos valores de PEst e PDin/iter, o formato da curva de BER por potência de
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Figura 6.8: Potência de decodificação para n igual a 10, 20 e 30 bits, 1 iteração. Decodificador
CMOS 28 nm, T = 28 Gbps e fc = 815 MHz.

decodificação (PTotal) apresentará o mesmo formato da curva de BER pelo número de iterações.
A razão disso acontecer deve-se à dependência linear entre PTotal e Niter existente na Equação 6.3.

A partir das Figuras 6.8 e 6.7, e da Equação 6.3, constata-se que a estimação de potência
consumida pelo decodificador em arquitetura serial resultaria em valores de potência muito acima
dos toleráveis caso n fosse da ordem dos milhares de bits e caso o decodificador operasse com
dezenas de iterações.

Dessa forma, com o intuito de representar a relação entre BER e PTotal com valores de potência
mais realistas dos que os seriam encontrados com a arquitetura utilizada neste trabalho (serial),
utilizaram-se como referência os dados de um decodificador LDPC implementado em arquitetura
paralela [41]. Para tal análise, são necessárias algumas adaptações das condições de contorno do
trabalho de [41].

Segundo [39], observa-se que a energia por bit decodificado por iteração (Ebdec/iter) varia
quadraticamente com a tensão de alimentação do dispositivo4 e linearmente com o tamanho da
tecnologia de processo de fabricação.

O decodificador LDPC de [41] possui as seguintes características gerais a serem adaptadas para
este trabalho: tecnologia de fabricação CMOS 160 nm, alimentação de 1,5 V, 1 Gbps de vazão de
dados, potência de consumo5 igual a 690 mW (para 64 iterações) e eficiência energética de 10,78
pJ/bit/iteração. Adaptando esses valores para as condições requeridas neste projeto, a energia de
bit decodificado por iteração será igual a

4O FPGA possui mais de uma fonte de alimentação, como descrito na Figura 6.6. A análise é feita tomando por
base somente a fonte de alimentação interna, de tensão VCCINT .

5Quanto maior o processo de fabricação, mais desprezível é a parcela estática da potência total [4]. Desse modo,
para a tecnologia CMOS 160 nm, considera-se PTotal ≈ PDin.
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Ebdec/iter = 10, 78 ∗
( 1

1, 5

)2
∗
( 28

160

)
= 0, 838 [pJ/bit/iteração]. (6.5)

Como Ebdec/iter = PTotal/iter/T e PTotal ≈ PDin em [41], para vazão de 28 Gbps, a potência
dinâmica por iteração seria de 23,5 mW. Considerando que a potência estática torna-se mais
significante conforme a tecnologia de fabricação diminui de tamanho [4] e levando-se em conta que
a potência estática para a tecnologia 160 nm empregada em [41] é desprezível, soma-se à potência
dinâmica a potência estática dos projetos de 28 nm, aproximadamente igual a 2,3 W na estimação
descrita da Figura 6.6.

Assim, o modelo adaptado de potência para decodificador CMOS 28 nm (T = 28 Gbps e fc =
815 MHz) é descrito pela relação

Ptotal = 2, 36 + (0, 0235)Niter [W ]. (6.6)

A partir da Equação 6.6 e do desempenho do código LDPC(64800, 51840) descrito na Figura
6.4, chega-se às relações entre taxa de erro de bit e potência total consumida pelo decodificador
mostradas na Figura 6.9.
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Figura 6.9: Relação entre BER e estimativa de potência de decodificação para código LDPC(64800,
51840). Decodificador CMOS 28 nm, fc = 815 MHz e T = 28 Gbps.
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Verifica-se, na Figura 6.9, que para as curvas nas quais Eb/N0 ≥ 2, 50 dB existe uma região
(acima de 3,47 W) na qual a capacidade de correção do decodificador satura e não há melhora de
desempenho caso o decodificador consuma mais potência. Para as curvas nas quais Eb/N0 < 2, 50
dB, o aumento do número de iterações não promove melhoras significativas da taxa de erro de bit.
Isso ocorre porque o sinal recebido pelo decodificador está tão corrompido por ruído que o código
LDPC não consegue prover ganho de informação extrínseca suficiente para correção significativa
dos erros.

Outra observação importante é que acima de um limiar de Eb/N0 (aproximadamente 2,50 dB)
o decodificador começa a atingir a sua região de melhor desempenho (região de queda brusca).
Outra forma de se avaliar o Eb/N0 de limiar de um código LDPC é dada pela técnica analítica de
density evolution [2].

Dessa forma, para se obter o melhor desempenho do decodificador ao menor custo de potência,
deve-se aplicar até 50 iterações para o código LDPC(64800, 51840) com Eb/N0 maior que 2,50
dB.

Apesar de a Figura 6.3 não registrar a existência de piso de ruído para BER > 10−8, existe a
possibilidade de esse fenômeno ocorrer para BER ≤ 10−8. Para contornar esse problema, umas
das soluções apresentadas na Seção 4.6 deve ser empregada.
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Capítulo 7

CONCLUSÃO

Este trabalhou apresentou um breve panorama do estado da arte dos códigos corretores de erro
aplicados a comunicações ópticas. Seguindo a evolução das gerações de FEC, focou-se a análise
em códigos LDPC.

As principais qualidades dos códigos de Gallager são seu desempenho muito próximo ao limite
de Shannon e a baixa complexidade computacional de seu decodificador.

Sabendo que os principais objetivos das evoluções tecnológicas focam na redução dos custos
de implementação do sistema e no aumento do produto banda disponível por alcance, deve-se
conhecer os limites de desempenho e de potência dos decodificadores LDPC.

Baseado em ferramentas automatizadas de conversão de códigos em linguagem do Matlab
para VHDL, este trabalho estimou o consumo de potência de códigos pequenos e descreveu como
a potência de decodificação varia com o número de iterações e com o tamanho da palavra código.
Como a implementação projetada para FPGA possui arquitetura serial, a potência de decodificação
encontrada apresentou valores muito altos para tornar viável a utilização do projeto em sistemas
práticos.

A partir da análise da eficiência energética e do estudo do comportamento da potência de
decodificação com o número de iterações, realizou-se uma estimação de potência de decodificação
considerando o emprego de arquitetura paralela de [41] em tecnologia de fabricação 28 nm, com
condições de contorno próximas do cenário óptico.

Por fim, verificou-se o comportamento da taxa de erro de bit com a potência demandada pelo
decodificador. Constatou-se que, a partir de um certo consumo de potência, o decodificador não
proporciona ganhos de desempenho relevantes. Além disso, é requerido um valor mínimo de Eb/N0

para se atingir a região de melhor desempenho (quedra brusca) do código LDPC.

7.1 TRABALHOS FUTUROS

A partir dos resultados apresentados neste trabalho, conclui-se que para a aplicação de códigos
LDPC longos requer-se o emprego da arquitetura paralela. Essa arquitetura reduz o consumo de
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potência e dá mais agilidade ao processamento,e, por outro lado, aumenta bastante a complexidade
em hardware da implementação [48]. Dessa maneira, necessita-se de um estudo mais detalhado
do projeto em FPGA por meio de uma implementação direta em VHDL.

Outra questão que não foi avaliada no trabalho é a latência do decodificador. Códigos com n

da ordem dos milhares de bits levam o decodificador a apresentar sérios problemas de latência [5].
Uma proposta para contornar esse obstáculo está na utilização de códigos LDPC não-binários [5].

Além disso, a simulação de um enlace óptico com modelo de canal que também considere os
efeitos de dispersão cromática, dispersão dos modos de polarização e não-linearidades proporcio-
naria resultados mais próximos da realidade dos sistemas ópticos.

Por fim, deve-se considerar também que a taxa de erro de bit requerida por sistemas ópticos
é da ordem de 10−15, região na qual provavelmente o código possuirá piso de erro. As soluções
descritas na Seção 4.6 devem ser cuidadosamente estudadas para se mitigar esse fenômeno.
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ANEXOS
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I. DECISÃO MAP E ML

A partir da função de verossimilhança (Equações 4.3 e 4.4) é necessário determinar regras
de decisão para o vetor estimado s̃ = [x̃1 x̃2]. O critério de decisão para s̃ que minimiza a
probabilidade de erro é dada por

s̃ = arg max
s∈S

P (s/r). (I.1)

Pela Teorema de Bayes, sabe-se que

P (s/r) = P (r/s)P (s)
P (r) . (I.2)

Substituindo a Equação I.2 em I.1, tem-se que

s̃ = arg max
s∈S

P (r|s)P (s)
pR(r) . (I.3)

Como o denominador da Equação I.3 não depende de s, verifica-se que

s̃ = arg max
s∈S

P (r|s)P (s), (I.4)

definindo assim o critério de decisão de máxima probabilidade a posteriori (maximum a posteriori
probability - MAP)

Caso todos os símbolos s̃ sejam equiprováveis (P (s) = 1/M), a Equação I.4 simplifica-se em

s̃ = arg max
s∈S

PR|S(r|s), (I.5)

que, por sua vez, define o critério de decisão de máxima verossimilhança (maximum likelihood -
ML).
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