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RESUMO

O crescente volume de trafego de dados da Internet estd intimamente ligado com a evolucao das
comunicagoes Opticas. Os sistemas dpticos atuais ja possuem enlaces que cobrem longas distancias
com taxas de transmissdo da ordem das centenas de Gb/s. Para se construir sistemas eficientes
com baixo custo, é necessaria a utilizacdo de técnicas de modulacdo e de processamento digital
de sinal que aumentem a qualidade das transmissdoes. Uma dessas técnicas é a codificagdo de
canal, que pode utilizar c6digos corretores de erro (FEC - forward error correction) para reduzir a
ocorréncia de bits errados no receptor. Um dos c6digos corretores de erro mais promissores para
sistemas 6pticos ¢ o LDPC (Low-Density Parity-Check).

Por um lado, a utilizagdo de FEC reduz a taxa de erro de bit (bit error rate - BER) . Por
outro, ela aumenta a complexidade e o consumo global de poténcia do sistema. Assim, deve-se
relacionar o desempenho de BER com as poténcias de codificacdo e de decodificacido adicionadas
pelo FEC.

E com base nesse contexto que este trabalho tem o foco na anélise de desempenho de BER e
de poténcia de decodificadores LDPC aplicaveis a sistemas 6pticos. Para isso, foram realizadas
simulacGes de taxa de erro de bit no Matlab, além de estimagoes de poténcia de decodificadores

para tecnologia CMOS 28 nm.

Palavras-Chave: LDPC, Comunicacdes Opticas, FEC, FPGA.

ABSTRACT

The increasing volume of Internet data traffic is deeply related with the optical communica-
tions evolution. Current optical systems already have links which cover long-haul distances with
data rates of hundreds of Gb/s. In order to set up efficient systems with optimal cost, is re-
quired the utilization of modulation and digital signal processing (DSP) techniques that increase
transmissions quality. One of these techniques is the channel coding, which can uses forward
error correction (FEC) to decrease the occurence of error bits at the receptor. One of the most

promising FEC codes for optical systems is the Low-Density Parity-Check (LDPC) code.

On the one hand the FEC utilization decreases the error bit rate (BER). On the other hand
it increases the complexity and the overall power consuption of the system. Therefore, the BER

performance should be related with the coding and decoding powers added by FEC.



It’s based on this context that this work has the focus on the analysis of BER performance
and decoding power of LDPC decoders applicables for optical systems. For this, error bit rate
simulations were performed in Matlab besides decoding power estimates for CMOS 28 nm tech-

nology.
Keywords: LDPC, Optical Communications, FEC, FPGA.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

1.1 CONTEXTO E MOTIVACAO

Nos ultimos anos o trafego de dados da Internet verificou crescimentos vertiginosos da ordem
de 75% a 125% por ano [5]. Dentre as tecnologias que demandam o aumento crescente de banda
da Internet se destacam IPTV, VoIP e transmissdo de video em alta defini¢do. E evidente que esse
crescente volume de troca de dados estd intrinsecamente relacionado com a evolucao dos sistemas
6pticos, que ja suportam capacidades de até 100 Gb/s por canal e cobrem enlaces de distancias

intercontinentais [6].

Um dos objetivos principais das evolugoes tecnologicas relacionadas com as comunicagoes 6p-
ticas é o aumento do produto da banda disponivel pela distdncia maxima de propagacgao alcanga-
vel [6]. Outro objetivo é a diminui¢do dos custos envolvidos na implementacao de sistemas 6pticos

de comunicagao, que estd relacionada com o aumento da eficiéncia espectral do sistema [7].

No entanto, existem alguns fatores que dificultam a construcao de enlaces Opticos eficientes a
altas taxas de transmissao e a longas distancias. Além da atenuacao causada pela fibra, fatores
degradantes do sinal, como ruido, dispersdo cromatica (cromatic dispersion - CD), dispersdo dos
modos de polarizagao (polarization mode dispersion - PMD) e efeitos ndo-lineares (interferéncias

inter e intracanais) completam a lista de obstaculos impostos para a transmissao 6ptica [6].

Desse maneira, é necessario um estudo constante de novas técnicas de modulacao, de proces-
samento de sinais (digital signal processing - DSP) e, em especial, de codificagido de canal, que é
o foco deste trabalho, representando uma das técnicas que permitem o aumento da robustez do

sistema quanto a ocorréncia de bits errados na recepcao.

A codificacdo de canal é definida como a pratica de se mapear uma sequéncia de k simbolos

de informacio em uma palavra cédigo de n simbolos, formalmente representada por
C:M— M., (1.1)

em que C é o codigo de canal, M é o conjunto de palavras de informagéao (ou palavras mensagem)

de comprimento k e M, é o conjunto de palavras c6digo de tamanho n. Os n—k simbolos agregados



a cada palavra mensagem sao utilizados como informacao adicional para se determinar qual foi a

palavra transmitida. H4 trés maneiras de se aplicar a codificagdo de canal [5]:

1. Deteccao de Erro - O objetivo é somente a identificacdo da ocorréncia de erros na estimagao
da mensagem transmitida. Um exemplo desse tipo de aplicagao é o protocolo ARQ (auto-
matic repeat request) [8], em que, caso seja identificada no receptor a existéncia de erro nos

dados enviados, solicita-se uma nova transmissdo da mensagem em questao;

2. FEC (forward error correction) - Os bits de redundéancia inseridos na transmissao permitem
que, posteriormente, o receptor consiga detectar e corrigir um nimero maximo de bits com

garantia de sucesso;

3. Codigos Hibridos - Aplicagao que combina FEC com detecgao de erro.

Dado que os sistemas épticos atuais operam a altas taxas de transmissao, a utilizagao de codifi-
cacao de canal baseada em requisicao de retransmissao esta fora de cogitagao devido a dois fatores
bésicos: primeiro, por causa da laténcia adicional envolvida em cada retransmissao; segundo,
devido a necessidade de memoria para armazenamento dos dados enviados entre retransmissoes.

Desse modo, toda a analise deste trabalho sera baseada em codigos FEC.

Uma das métricas de avaliagdo da qualidade do sinal recebido é a taxa de erro de bit (bit error
rate - BER). Em comunicagoes épticas, a BER requerida para um sistema confidvel é menor ou
igual a 1071° [9]. Para uma relacio sinal-rufdo (signal-to-noise ratio - SNR) fixa, uma das maneiras
de se melhorar a qualidade do sinal recebido é com a utilizagao de codificagao de canal [5]. Logo,
requer-se a utilizacdo de codigos corretores eficientes para se atingir taxas de erro tao baixas em

niveis de razao sinal-ruido aceitaveis para cada sistema.

1.1.1 Breve histérico - FEC em comunicagoes opticas

e Primeiras Propostas

Até o final da década de 1980, a aplicagdo de cddigos corretores de erro restringia-se a
sistemas de comunicagdo sem fio, como comunicagoes via radio e via satélite. Enquanto
isso, os sistemas Opticos possuiam as altas taxas de transmissdo como obsticulo para a
inclusao de redundéncia (overhead) nas suas transmissoes. Nesse contexto, em 1988, surgiu
a primeira proposta de FEC para redes 6pticas [10], que sugeriu a utilizagdo de um c6digo
de Hamming encurtado (224,216), com taxa R = 0,964 e taxa de transmissao igual a 565
Mb/s. O ganho de cédigo obtido era de apenas 2,5 dB para uma BER = 107!3. O primeiro
sistema 6ptico implementado com FEC [11] utilizava c6digo BCH(167,151), permitindo que
os spans submarinos chegassem a 200 km de alcance (sem amplificagdo) com uma taxa de
565 Mb/s.

e 12 Geragao

O primeiro c6digo padronizado (1993) para comunicagoes 6pticas foi o Reed-Solomon (RS)

com n = 255 e k = 239, originando a denominada 1* geracdo FEC, caracterizando as



padronizagoes ITU-T G.975 [12] e ITU-T G.709 [13]. Por nao se tratar de uma codificagao
binaria, o Reed-Solomon especificado proporciona uma boa correcao dos erros em rajada.
Além disso, o RS(255,239) tem capacidade de correcao de até 8 bytes e possui ganho de
c6digo de aproximadamente 6,1 dB (BER = 107!3) [14,/15]. A aplicagdo dessa codificagio

foi voltada especialmente para sistemas 6pticos submarinos de longa distancia.

e 22 Geragao

Nos anos 2000, com a introducao dos sistemas com multiplexacdo em comprimento de onda
(wavelength-division multiplexing - WDM) [15], tornou-se necessaria a busca de codificagbes
mais robustas. Nesse contexto surgiu, entre 2000 e 2004, a proposta de variados tipos de
cddigos concatenados, originando assim a 2* geracdo. A ideia béasica era a concatenacao
em série de codigos BCH, RS ou Hammming nas etapas de codificagdo e decodificacio, de
modo que a codificacdo equivalente se tornasse mais robusta quanto & correcido de erros. A
Figura descreve o esquema de concatenacio de cédigos. A luz dessa ideia, foi criada a
padronizagao ITU-T G.975.1 (2004) [1]. O melhor desempenho encontrado nessa geragao
proporciona ganho de cédigo de 10,3 dB para R = 0,8 [5].

Codificador Super FEC

Dados . g ege
de Codificador > Codificador > Conve’rsqr
Entrada Externo Interno Eletro-Optico
v
FEC Externo FEC Interno

Canal Optico

v

D‘:‘l“ Decodificador |_ Decodificador |_ Conversor
saida Externo Interno Opto-Elétrico

Decodificador Super FEC

Figura 1.1: Esquema de concatenagao de codigos (Super FEC) da 2? geracao. Adaptado de [1].

e 3% Geracao

Apesar de a segunda geracao de cédigos ter representado um significativo avango na capaci-

dade de transmissdo, ela ainda nao proporcionava a margem de ganho de cédigo requerida



para a implementagao em enlaces de distdncias intercontinentais |15]. Os cddigos propostos
na 3% geragdo sao baseados em codigos com decodificacdo soft iterativa, como os cédigos
Turbo e o LDPC (Low-Density Parity-Check). Em [15H17] mostra-se que cédigos LDPC
possuem desempenho de taxa de erro de bit superior tanto com relagdo aos cdédigos das
geragoes FEC anteriores quanto aos codigos Turbo-Produto. Outra vantagem do LDPC é
a menor complexidade do decodificador com relacao ao decodificador dos cédigos Turbo-
Produto [17]. Com base nesses fatos, os codigos LDPC séo considerados fortes candidatos

para serem implementados em sistemas a 100 Gb/s.

1.2 OBJETIVO DO TRABALHO

Dado que o atual estado da arte das comunicagoes 6pticas indica a codificacdo LDPC como a
mais promissora para a implementagao de FEC em sistemas praticos, o presente trabalho focard
no estudo de codigos LDPC aplicaveis a enlaces 6pticos. Além do desempenho de taxa de erro
de bit e de ganho de codificacdo, outro fator importante a ser estudado é o consumo de poténcia

requerido por decodificadores LDPC e a sua variagdo com relagdo a BER atingida.

A primeira parte do projeto analisa o desempenho de BER para cédigos LDPC de altas taxas
de cédigo (R > 0,8). A razao de se limitar o valor minimo da taxa de c6digo deve-se ao acréscimo

de banda 6ptica requerida pela utilizacao de codificagado de canal.

Em seguida, realiza-se uma implementacdo em VHDL do algoritmo de decodificacdo. Essa
implementacdo é baseada numa metodologia automatizada de conversao de um cédigo descrito
em Matlab para uma descricio em linguagem de hardware. Por fim, estima-se a poténcia de

consumo do decodificador, relacionando-a com a BER obtida.

Este trabalho obedece a seguinte divisao: o Capitulo 2 faz uma descri¢do geral do sistema éptico
de comunicacio e de como as etapas de codificacio e decodificagdo estdo inseridas nesse sistema.
O Capitulo 3 apresenta os cdédigos de bloco lineares, classe de cédigos que representa a grande
maioria dos cddigos utilizados em sistemas praticos, incluindo o LDPC. O Capitulo 4 apresenta
os codigos LDPC e o algoritmo de decodificagdo a ser estudado, o Soma-Produto. O Capitulo 5
descreve brevemente o modelo de poténcia de consumo de arranjos de portas programaveis em
campo (field programmable gate arrays - FPGAs) e as etapas de implementagao de um cédigo em
FPGA. O Capitulo 6 apresenta o desenvolvimento e os resultados da estimagdo de desempenho
de BER de cddigos LDPC e calcula a poténcia requerida para decodificagdo desses cdédigos. Por

fim, o Capitulo 7 tece as consideragoes finais e discorre sobre trabalhos futuros.



Capitulo 2

SISTEMA OPTICO DE
COMUNICACAO

Neste capitulo apresenta-se o modelo bdsico da
camada fisica de um sistema Optico de comuni-
cacao. Modela-se matematicamente o ruido inse-
rido pelo canal e descrevem-se algumas das prin-
cipais métricas de avaliacio de desempenho dos

sistemas opticos.

2.1 VISAO GERAL

De modo geral, um sistema de comunicacao éptico monocanal pode ser representado por um
transmissor, onde é realizada a transducao elétrico-6ptica, por um canal 6ptico e por um receptor,
onde é feita a conversao Opto-elétrica do sinal. O canal 6ptico considerado neste trabalho é uma
fibra monomodo (single mode fiber - SMF). Como o sinal 6ptico é atenuado ao longo da fibra,
sao necessarios amplificadores épticos ao longo do canal para que o sinal chegue ao final do enlace

com uma poténcia igual ou superior & sensibilidade do receptor.

O sistema 6ptico pode ser classificado de acordo com varios critérios, como distancia de enlace
e taxa de transmissdo. Quanto ao primeiro critério, pode-se classificar os sistemas épticos em
duas categorias: os sistemas de curta distancia (short-haul) e os de longa distancia (long-haul).
Os de curta distancia sao caracterizados por enlaces de até 100 km e geralmente se aplicam a
comunicacoes Opticas dentro de cidades ou em centros de processamento de dados. Os de longa

distancia cobrem desde enlaces intercidades até comunicac¢oes intercontinentais.

Podem-se estudar com mais detalhes os elementos que compdem o transmissor e o receptor,
como ilustra a Figura Inicia-se a transmissdo no gerador de bits, o qual, para fins de anélise,
pode ser considerado como um gerador de uma sequéncia aleatoria de bits. Em seguida, insere-se
redundancia na informacio gerada com o intuito de tornar os dados enviados mais robustos a
erros. O préximo passo ¢ a modulacido digital dos bits, tipicamente para os formatos de chave-
amento liga-desliga (on-off keying - OOK), chavemento de fase binario (binary phase-shifting -
BPSK), modulagéo por chaveamento de fase em quadratura (quadrature phase-shifting - QPSK)
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Figura 2.1: Diagrama de blocos geral de um sistema 6ptico ponto-a-ponto.

e modulagdo de amplitude em quadratura (quadrature amplitude modulation - QAM) [7]. Apds
os simbolos estarem eletronicamente modulados, utiliza-se uma fonte éptica - laser ou LED (light

emitting diode) - para modular opticamente o sinal a ser langado na fibra.

No receptor de sistemas nao coerentes, um fotodetector realiza a transduc¢do, convertendo
intensidade de luz em pulsos elétricos. Em seguida o demodulador mapeia cada simbolo na
sequéncia equivalente de bits. Por fim, o decodificador FEC recebe as sequéncias de palavras
codigo corrompidas por ruido e, com base em um certo algoritmo de processamento, realiza a

estimacao das palavras mensagem enviadas pelo gerador de bits.

O foco deste trabalho estd na estimagao de poténcia na etapa de decodificagio FEC. Alguns
trabalhos de comunicagoes sem fio como [18,/19] consideram a poténcia de codificacio desprezivel
relativamente ao consumo de decodificacdo. Essa aproximacio é razoavel pelo fato de que a
codificagdo consiste simplesmente em se multiplicar as palavras mensagem pela matriz geradora,

como serd detalhado na Equagao [3.15

Como os codigos da 3? geracdo de FEC para redes Opticas utilizam decodificagao iterativa, a
complexidade matematica e o niimero de operagoes realizadas na decodificagdo implicam consumo

significativo de poténcia do decodificador, em especial, no caso deste do trabalho, do LDPC.



2.2 MODELO DE CANAL OPTICO

A Secédo descreveu um sistema 6ptico de um tnico canal. Essa simplificacdo é necessaria
e suficiente para a andlise de decodificacdo a ser feita neste trabalho. No entanto, em sistemas
praticos emprega-se a multiplexacio de canais em comprimento de onda, de modo que uma tnica
fibra tem capacidade de suportar dezenas de canais espagados no dominio da frequéncia. Em
geral, o espacamento é de 50 GHz por canal [20] e, tipicamente, multiplexam-se até 80 canais por
fibra [6].

Para a andlise da decodificagdo soft é necessario o conhecimento das distribui¢cbes de proba-
bilidades posteriores do canal utilizado. Desse modo, deve-se adotar um modelo estatistico que

descreva o comportamento do canal éptico.

Em [20], observa-se que, para um sistema a 100 Gb/s, sem compensagdo de dispersdo, com
multiplexagdo em polarizagdes ortogonais com modulacdo QPSK (dual polarization QPSK - DP-
QPSK), as quatro componentes do sinal recebido - em fase/polarizagdo horizontal, em quadra-
tura/polarizacao horizontal, em fase/polarizacdo vertical e em quadratura/polarizagdo vertical -
apresentam histogramas aproximadamente gaussianos. Desse modo, para fins de andlise de de-
sempenho de taxa de erro de bit, considera-se o ruido inserido pelo canal 6ptico como ruido

aproximadamente gaussiano.

Logo, o modelo de ruido inserido no canal éptico é modelado por n(t), em que o ruido é branco
aditivo gaussiano (additive white gaussian noise - AWGN). O sinal recebido r(t), na saida do

canal, é descrito por
r(t) = s(t) + n(t). (2.1)
A densidade espectral de poténcia de n(t) é dada por
N(f) = Np/2, para —oo < [ < o0, (2.2)

e a fungao densidade de probabilidade (probability density function - PDF) é uma distribui¢ao

gaussiana com varidncia 02 = Ny/2 (para modulagio BPSK).

2.3 METRICAS DE AVALIACAO DE DESEMPENHO

e BER

Um dos critérios de avaliacdo da qualidade do sinal recebido é a taxa de erro de bit (bit
error rate - BER). Na pratica ela é estimada pela razao do niimero de bits de informagao

erroneamente estimados pelo ntimero total de bits de informagao recebidos.

Apoés a estimacdo do vetor codificado ¢, deve-se, a principio, definir quais sdo os bits de
informacao e descartar os de paridade. Tratando-se de desempenho de taxa de erro de bit
de c6digos lineares, assim como Mackay em [21], calcula-se a média da BER considerando

todos os bits codificados e estimados envolvidos. Para cddigos lineares é esperado que a BER



calculada para bits de informacao e de paridade seja aproximadamente a mesma calculada
para os bits de informagcdo isoladamente, considerando uma quantidade razoavel de blocos
(quantidade de palavras cédigo) simulados. Desse modo, o célculo da BER é realizado

matematicamente da seguinte forma:

BER — ntmero total de bits errados _ gilfm [dr(ck, Ck)] (2.3)
nimero total de bits codificados Nilocos * 10 ’ '

em que Nyocos representa o total de palavras cédigo enviadas na simulacéo e a distancia de

Hamming dg(+,-) entre cada palavra cédigo enviada (ci) e decidida (€x) é definida por
n
H(Ck C) =D (Chyi & Tri) s (2.4)
=1

em que o operador “@” realiza a operacao soma médulo-2 (ou-exclusivo), e ¢y ; € ¢, ; Sa0 0s

i-ésimos bits do k-ésimo bloco enviado e estimado, respectivamente.

SNR, E,/N, e OSNR

A razao sinal-ruido (signal-to-noise ratio - SNR) medida na entrada do receptor é definida
por [22]

SNR =1 (2.5)

em que Pr é a poténcia util do sinal elétrico no receptor e Py é a poténcia total do ruido
na banda do sinal transmitido. Sabendo a densidade espectral do ruido AWGN, a taxa de
simbolos Rg do sistema [23] e que a poténcia recebida é igual ao produto da energia de bit
E,, pela taxa de simbolos, encontra-se que outra forma de se calcular a SNR, (para modulagao
BPSK e banda elétrica B igual a Rg) é dada por

Pr  Ep

SNR = = —.
NoRs Ny

(2.6)

A relagao sinal-ruido 6ptica (optical signal-to-noise ratio - OSNR) é a razao entre a poténcia
média Pr do sinal elétrico no receptor nos dois estados de polarizacdo e a poténcia Pasg
do ruido de emissao espontanea amplificada (amplified spontaneous emission - ASE). Desse

modo, pode-se expressar a OSNR por [23]

Pr Pr

OSNR = - ,
Pasg  2NasgBies

(2.7)

em que Nagr/2 = Np/2 é a densidade espectral de ruido ASE em uma tnica polarizagao
e Bycr é a banda éptica de referéncia (tipicamente igual a 12,5 GHz [6]) para a qual Pasg

esta definida.

A relacao entre SNR e OSNR ¢ dada por [23]

pRs
ref

OSNR =

SNR, (2.8)



em que p = 1 para sinal de tnica polarizagdo e p = 2 para sinal com multiplexacdo de

polarizagao.

e Fator @)

Considerando um sistema OOK com detecgao direta, define-se [6] o fator @) por

_ | — pol

, 2.9
o1+ 00 (2.9)

em que [, € 0, Sao, respectivamente, os valores médios e os desvios padrao dos sinais elétricos
dos bits para = € {0,1}.

e Ganho de Coédigo

A avaliacdo da eficiéncia da correcdo de erros de um certo cédigo é avaliada principalmente
com o auxilio da curva de BER com relagdo a razdo sinal-ruido elétrica, ou com respeito
a razao Fj/Ny ou ainda com relagao ao fator ). Em geral, compara-se o desempenho do
sistema com e sem o uso de FEC. Quanto mais préximo do limite de Shannon [24], melhor

é a eficiéncia do coédigo proposto.

Para quantificar o grau de eficiéncia de um certo cédigo integrado num sistema de comu-
nicagdo, utiliza-se a métrica do ganho de cédigo (code gain - CG) [14,/15], que mostra de
quantos dBs é possivel reduzir a razao sinal-ruido de um sistema sem codificagdo para que
ele proporcione uma probabilidade de erro de bit caso existisse uma certa codificagdo. Como
exemplo, a Figura compara a taxa de erro de bit de um sistema BPSK sem codifica-
cdo com a curva de desempenho de um cédigo LDPC(64800,58320). Para BER = 1074,
CG =4,7dB.

As figuras de mérito utilizadas neste trabalho sdo a taxa de erro de bit, o ganho de codigo e
a razao Fy/Ny. Como o fator Q e a OSNR s@o muito recorrentes na literatura de comunicagoes
6pticas [5}6,/16], é importante explicitar suas definigoes. Nao se fez necessério o uso desses dois
ultimos parametros como referéncias de analise neste trabalho, pois toda a simulacao foi feita na
camada elétrica. De qualquer modo, a ideia de que o fator @) e a OSNR sdo proporcionais a Ej/Ny

ja é suficiente para que a analise de desempenho possa ser feita com relacdo a essas métricas.
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Capitulo 3

CODIGOS DE BLOCO LINEARES

Neste capitulo apresentam-se os principais aspec-
tos presentes na teoria de cédigos corretores de
erro. Abordam-se defini¢oes importantes que s$ao
necessdrias para o entendimento da construcdo e
da escolha das caracteristicas dos codigos de bloco

lineares.

3.1 DEFINICOES BASICAS

Considera-se um c6digo de bloco linear C'(n, k), n > k. Na entrada do codificador, os vetores
mensagem possuem comprimento fixo de k simbolos e, apds a codificagdo, as palavras codigo
tém comprimento também constante de n simbolos, justificando assim a alcunha de “cédigo de
bloco” A classificagido de “linear” é justificada por duas razoes |24]. A primeira, pelo fato de que
a combinacao linear de palavras cédigo resulta em outra palavra pertencente ao mesmo cédigo.
A segunda razao define que a palavra cédigo nula (formada somente por zeros) obrigatoriamente

faga parte de qualquer cédigo de bloco linear.

O estudo deste trabalho se concentra em c6digos pertencentes ao campo de Galois de ordem
q = 2 (order q galois field - GF(q)) [2], ou seja, os simbolos sdo representado pelos bits {0,1}.
As 2" possiveis combinacdes de mensagens corresponderao cada uma a uma dada palavra cédigo

especifica.

3.1.1 Taxa de cédigo e redundancia

A taxa R de um codigo de bloco é definida por R = % Os k bits de entrada sdo designados
como bits de informagao, e os n — k bits adicionais sdo conhecidos como redundancia ou bits de
paridade do cddigo. A redundancia (overhead - OH) é quantificada pelo percentual relativo de

bits de paridade com relagdo ao total de bits de informacao [23]. Assim,

—k 1-R
”k ) % 100% =

OH = ( % 100%. (3.1)
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3.1.2 Distancia e peso de Hamming

O peso de Hamming (wg(c)) quantifica o nimero de elementos nao-nulos de uma palavra

codigo c. Para ¢ = (¢, ¢, ..., ¢,), 0 peso de Hamming é dado por

n
wr(c) :Zci:cl+(:2+...—|—cn. (3.2)
i=1

Ja a distancia de Hamming define o niimero de posi¢oes nas quais os bits de duas palavras

codigo diferem entre si. Sua definigdo matemadtica se encontra na Equagéo [2.4]

3.1.3 Distancia minima

A distancia minima é igual a8 menor distdncia de Hamming de um cédigo. Para um cédigo linear
C, a sua distdncia minima d,,;, é igual ao peso minimo de Hamming [2], pois a distdncia minima
¢é igual a distdncia de Hamming entre a palavra de menor peso e a palavra nula. Enunciando a
afirmacdo anterior matematicamente, a partir do principio da linearidade dos cédigos de bloco,

tem-se que

Amin = i d = i d —cp,0) = i . 3.3
e Ca,cbrencl’,ltlra;écb H(Ca’Cb) ca,cbren(}’,ltlra#cb H(Ca by ) cE%}&OwH(C) ( )

3.1.4 Distancia Euclidiana
Sejam s1(t) e s2(t) os seguintes sinais do espac¢o bidimensional

s51(t) = z101(t) + y1a(?) e
s2(t) = w21 (t) + y202(t), (3.4)
em que ¢ e ¢ sao fungdes ortonormais que definem o espago bidimensional no qual s1(t) e sa(t)

estao contidos.

A distancia d(s1(t), s2(t)) entre s1(t) e sa(t) é definida por |2]

d(s1(t), 2(t)) = ¢ [ O; (s1(t) — sa(t))2dt. (3.5)

Como os sinais s1(t) e sa(t) sdo descritos no espago de sinais, respectivamente, pelos pontos
(x1,91) e (z2,y2) da Figura pode-se calcular a distancia d(s;(t), s2(t)) pela distancia geomé-

trica ou Euclidiana entre os sinais, definida por

d(s1(t), s2(t)) = \/ (21 — 22)2 + (41 — y2)*. (3.6)

Deseja-se agora estender a definigdo de distancia Euclidiana da Equacéo [3.6] para distancia

Euclidiana entre palavras cédigo, para depois relaciona-la com distancia de Hamming.
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@,(1)

g /' (%1, Y1)
_ #()

(%2, Y2)

Figura 3.1: Espaco de sinais bidimensional. Distdncia Euclidiana d entre os sinais s (t) - coorde-

nadas (x1,y1) - e s2(t) - coordenadas (z2,y2).

Supoe-se dois vetores cg e ¢1, dados por

co={co1,c02,- - ,con} €

ci={ci1,¢c12,- - ,cin}- (3.7)

Os vetores de sinais resultantes da modulacao BPSK, sg e s1, sdo representados por

so = (2¢p — 1)\/E>E e
s1 = (2¢; — 1)V/E.. (3.8)

A distancia Euclidiana entre as duas palavras c6digo c; e co é calculada pela distancia Eucli-
diana dos seus respectivos vetores de sinais s; e so, contidos no espaco de sinais n-dimensional.

Assim,

n

dE(S(),Sl) = J i(soﬂ' — Sl,i)Q = \JZ [(QC(M — 1)\/EC — (26171‘ — 1)@)}2 (39)

i=1 =1

Os bits 0 e 1 sdo modulados em —+/E., ++/ E., respectivamente. Simplificando a Equacao

tem-se que

dp(s0,51) = \/1E.dp(co, ¢1) = 2/ Eudpr(co, c1). (3.10)

3.2 REPRESENTACAO MATRICIAL

Como o codigo C representa um espago vetorial k-dimensional, existem k vetores linearmente

independentes g, g5, ..., g tais que

c=mig; D magy ® - ®mygy, (3.11)
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em que

m=[m my .. my e (3.12)

gi:[gi,l 9i2 - gzn} (3.13)

O conjunto dos k vetores linha g; é representado pela matriz geradora G, dada por

g1 g11 912 " Gin
g 921 922 - G2,

e = e (3.14)
gk 9kl Gk2 - Gkn

Logo, o vetor ¢ da Equacao pode ser escrito como

c=mG. (3.15)

Exemplo 3.1 Dada a matriz geradora de um c6digo de Hamming (7,4) 2| representada por

: (3.16)

o o o =
oS O = =
S = = O
_— = O =
_ O = O
S = O O
_ o O O

deseja-se codificar a mensagem m = [0 1 0 1].

Pela Equacao [3.15] a codificacdo de m se resume a realizagdo da soma moédulo-2 da segunda

e quarta linha da matriz G da Equacao Assim, calcula-se o vetor codificado da seguinte

maneira:
1101000
0110100
c:mG:@ 101} : (3.17)
0011 01O
0001101
c:@ 111 001] (3.18)
Observa-se que o vetor mensagem m = [0 1 0 1] ndo pode ser identificado isoladamente no
vetor codificado ¢ = [0 1 110 0 1]. No entanto, em alguns casos é desejavel que a palavra

codificada possua os bits de informacao explicitos, precedendo ou sucedendo os bits de paridade,

como mostrado na Figura [3.2] Para tanto, torna-se necesséria a definigdo de codigos sistemdticos
da Subsecao [3.2.1]
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3.2.1 Cddigos sistematicos

Seja C”um cddigo de bloco ndo necessariamente linear. Um codificador ¢ dito sistematico se os
bits de mensagem my, ms, ..., m; puderem ser encontrados explicitamente, na mesma sequéncia,
na palavra cédigo. Para que isso ocorra, é necessario que a matriz geradora esteja na forma

sistematica descrita por

P11 P2 o Pim—k 1 0 0 - 0
P21 P22 0 P2k O 1 O .- 0

Gszs - {P Ik] - . . . n e ] (3'19)
Pk1 Pk2 0 DPkm—k 0 0 0 -1

em que I é a matriz identidade de dimensao k x k, P é a chamada submatriz de teste de paridade
de dimensoes k x (n—k) e p; j é o elemento bindrio da posigao (4, j) da submatriz P. A codificacao

sisteméatica pode ser descrita da seguinte forma:

c=mG,, =m [P Ik} = [mP m} ) (3.20)

m

A

n — k bits de redundancia k bits de informagdo

\ }

Figura 3.2: Formato sistematico da palavra codigo.

Verifica-se pela Equagao|3.20|que, de fato, o vetor codificado é divido em duas partes, mostradas
na Figura os bits mais & esquerda representam os bits de paridade (mP) e os mais a direita

explicitam os bits de informagao (m).

Exemplo 3.2 Deseja-se transformar a matriz da Equagao na forma sistemética e, em

seguida, codificar a mensagem m = [0 1 0 1].

Uma das maneiras de se fazer isso se dé pela realizacdo de operagoes lineares nos vetores linha
da matriz geradora, com o objetivo de isolar a matriz identidade I dentro de G. Seguindo a
estrutura descrita na Equacao e fazendo as seguintes operagoOes lineares propostas abaixo,

obtém-se a matriz geradora sistemética (Gg;s):

83 = 83 D g1, (3.21)
84 =84D 8 DEo,s (3.22)
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1101000
0110100
Gis = 3.23
1110010 (3:23)
1010001
Codificando a mensagem m = [0 1 0 1], encontra-se que
1101000
0110100
c=10 10 1]+ , (3.24)
1110010
1010001
c:[110\0101. (3.25)

No vetor codificado acima, observa-se a separagao dos bits de paridade (& esquerda), dos bits

de informagao (a direita, em negrito).

3.2.2 Matriz de teste de paridade e equacoes de paridade
Dado um cédigo C(n, k), existe um cédigo dual C*(n,n — k) tal que

<ci,cj‘> =0,Vi/ 0<i<2FVj/0<j<2k (3.26)

em que matriz geradora de C é a matriz de teste de paridade H do cédigo C' e o operador

“(-, )" representa a operacao de produto interno entre dois vetores. A matriz H do cédigo C é

dada por
h; hi1 hia -+ hip
hy ha 1 haa -+ hay
H=| |=] . . | (3.27)
hn—k hn—k,l hn—k,2 hn—k,n

e satisfaz a seguinte condicao

GH” =0, G € C. (3.28)

Multiplicando por m ambos os lados da Equacéo tem-se que

mGH? =cH' =0=[000---0]; 4 . (3.29)
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Logo, ¢ é uma palavra cédigo valida de C se a condi¢do da Equacao for satisfeita. Subs-
tituindo os elementos do vetor ¢ e da matriz H na Equacao tem-se que

T
hi1 hig -+ hip
ha.1 hao -+ o,
cHT =[e; e o ca]®| . o | (3.30)
hn—k,l hn—k,Q e hn—k,n
Utilizando a matriz H do cédigo de Hamming(7,4) [2], descrita por
1 00 1 0 11
H=1{0 10111 0, (3.31)
001 0111
chega-se ao seguinte sistema de equagoes de paridade:
1% equacao de paridade: ¢1 ® ¢4 B cg B ey = 0,
2% equagao de paridade: co @ ¢y B c5 ® cg = 0,
3% equacao de paridade: ¢3 @ ¢c5 B cg D c7 = 0, (3.32)

em que a i-ésima equacao de paridade da matriz H é definida como a equacdo de paridade
corresponde a ¢-ésima linha da matriz de teste de paridade. Logo, o sistema descrito na Equagao
deve ser satisfeito para que ¢ = [c] ¢2 ¢3 ¢4 ¢5 ¢ ¢7] seja palavra codigo valida do cédigo de
Hamming descrito pela Equacéo [3.31

De modo similar a matriz Gg;s, a matriz H também possui uma representagao particular para

codigo sistematico, dada por

0 p1a P21t Dk
0 pio P22t Dk2

Hy=[,, P7]= S R . (3.33)
000 -+ 1 prnik Ponk - Phknk

Conhecendo a matriz de teste de paridade, é possivel calcular a distancia minima do cédigo
sem a necessidade de se listar todas as 2F palavras cédigo e de se calcular o peso de cada uma
delas. Para isso é necessario encontrar o nimero minimo de combinagoes de colunas que somadas

em modulo-2 resultam no vetor nulo.

Por exemplo, conhecendo a matriz H do c6digo de Hamming(7,4) (Equagao [3.31)), verifica-se
que dmin = 3, pois ndo ha colunas repetidas em H e a soma médulo-2 da 12, 5%e 6*colunas da

origem ao vetor nulo, como mostrado a seguir:

1] fo] [t
ol @ (1| @ |1] = |0 => dmin = 3. (3.34)
o |1 1
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3.3 DISTRIBUICAO DE PESOS

Um fator muito importante no desempenho de um codigo de bloco é a sua distribuicdo de
pesos das palavras codificadas, ou seja, a listagem de todas as 2F palavras cédigo, relacionando o
numero de palavras que possuem um certo peso de Hamming. Quanto menor o niimero de palavras
codigo de peso pequeno, melhor é o desempenho do cdédigo quanto a sua capacidade garantida de
correcao de erros. Para exemplificar o comportamento da distribuicdo de pesos, utiliza-se a matriz
geradora sisteméatica encontrada na Equacao para catalogar todas as suas palavras codigo
(Tabela e listar sua distribuicdo de pesos (Tabela [3.2).

Tabela 3.1: Lista das 2* palavras codificadas do cédigo de Hamming(7,4)

mensagem (m) | cédigo (¢) | wg(c)
0000 0000000 0
0001 1010001 3
0010 1110010 4
0011 0100011 3
0100 0110100 3
0101 1100101 4
0110 1000110 3
0111 0010111 4
1000 1101000 3
1001 0111001 4
1010 0011010 3
1011 1001011 4
1100 1011100 4
1101 0001101 3
1110 0101110 4
1111 1111111 7

Tabela 3.2: Distribuic¢do de pesos do cédigo de Hamming(7,4)

Peso de Hamming (wg(c)) | Quantidade A; de Palavras Codigo com Peso i
0 1
3 7
4 7
7 1

E conveniente representar-se a distribuicdo de pesos, exemplificada na Tabela pelo polino-

mio enumerador

A(z) = Ag + A1z + Ag2® + - + Ay2", (3.35)
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em que
A; > 0,0<i<n, (3.36)

representa o numero de palavras cédigo com peso 1.
No exemplo das Tabelas e o polinémio enumerador do cédigo de Hamming (7,4) é
dado por

A(z) =147 + 724 + 27, (3.37)

A partir do polinémio A(z) € C, pode-se encontrar o polindmio enumerador B(z) do cédigo dual
C+ utilizando a Identidade de MacWillians [2]:

B(z)=q¢ "1+ (q—1)2" A (Hl(q__zl)z) : (3.38)

em que ¢, como descrito na Segao 3.1, é a ordem do campo GF(q).

3.4 ESFERAS DE HAMMING, CAPACIDADES DE DETEC-
CAO E DE CORRECAO DE CODIGOS DE BLOCO LINE-
ARES

As palavras de um cédigo C(n, k) podem ser representadas como determinadas posi¢oes em
um espaco n-dimensional, em que a menor distdncia entre duas palavras é dada pela Equacao
Considerando que as palavras codificadas sdo corrompidas por um canal bindrio simétrico
(binary simmetric channel - BSC) com probabilidade cruzada de erro menor que 50%, os vetores

recebidos sao calculados pela relacao

r=cde (3.39)

em que c é a palavra codigo na entrada do canal e e é o vetor de erro inserido pelo canal BSC.

Pode-se representar todas as possibilidades de palavras recebidas pelas chamadas esferas de

Hamming, exemplificadas na Figura [3.3

Cada circulo vermelho da Figura [3.3| representa uma palavra cédigo e cada circulo azul carac-
teriza um vetor que nao pertence a C. Considera-se que todas as esferas da Figura possuem

0 mesmo raio ¢t e a menor distdncia entre palavras cédigo é d,,.,. Nesse caso, tem-se que

dmin -1
J , (3.40)

Capacidade Garantida de Correcdo de Erros =t = { 5

em que a fungdo | (+) | calcula o maior inteiro menor ou igual a (-). Pelo critério de detecgao

por méxima verossimilhanca (mazimum likelihood - ML) (Anexo [I), cada vetor r contido numa
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@® \Vetor pertencente ao cédigo C

@® \Vetor ndo pertencente ao cddigo C
';} Fronteira da esfera de Hamming

Figura 3.3: Ilustracdo geométrica das esferas de Hamming. Adaptado de [2]

certa esfera é estimado pela palavra cédigo localizada na mesma esfera. Assim, caso a palavra
recebida possua t ou mais erros, o decodificador nao sera capaz de garantir corre¢do dos erros nem
a estimacao fiel da palavra cédigo transmitida. Existem situagdes nas quais o vetor de erros e
corrompe a palavra codigo c¢; de tal modo que r = co. Nesse caso, o decodificador é incapaz de

detectar o erro inserido pelo canal. Logo,

Capacidade Garantida de Deteccao de Erros = dpip — 1 (3.41)

Outro caso importante a ser analisado ocorre quando a palavra estimada se encontra fora de
todas as esferas de Hamming, como a r = ¢’;, na Figura Nesse caso, o decodificador declara

uma falha de decodificagao.

3.5 DECISAO HARD e SOFT

Um detector de decisdo hard amostra o sinal recebido e verifica se cada amostra se encontra
abaixo ou acima do limiar de decisdo. Ou seja, o detector recebe um sinal continuo, realiza
a amostragem e quantiza cada amostra em 0 ou 1, no caso bindrio, ou em ¢ valores distintos,
para um alfabeto ndo-bindrio. Apds a decisao hard, o decodificador determina a palavra cédigo

estimada como sendo a palavra codigo que possui menor distdncia de Hamming do vetor decidido.

J& na deteccdo soft, a decisdo é feita baseada nos critérios de grau de confiabilidade da in-
formacao ou com base em valores probabilisticos. Desse modo, a decisdo soft utiliza a métrica
da distancia Euclidiana como base para determinacdo da informacio decodificada. Esse tipo de
decisdo requer uma maior complexidade do decodificador, mas, como regra geral, a decodificagao

soft oferece um ganho de até 3 dBE| [24] com relacao a decodificacao hard.

O Exemplo 3.3, adaptado de [8], ilustra uma situagdo em que é clara a superioridade em

!Para valores elevados de Ej/Ny. Considerando valores mais realistas, a decisdo soft oferece ganhos da ordem
de 2,5 dB frente a decodificagdo hard.
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desempenho da decodificagio soft frente a hard.

Exemplo 3.3 Considere um c6digo de bloco com n = 3 e paridade par, ou seja, a soma mddulo-
2 dos bits das palavras c6digo é igual a 0. O vetor ¢ = [1 0 1] é modulado em s = [+1 —1 +1] e,
em seguida, é transmitido por um canal gaussiano. O vetor r amostrado na saida do canal é dado
por r = [—0,1072 — 1,0504 1,6875]. Sejam c1, c2, €3 € ¢4 as palavras c6digo que sao moduladas,
respectivamente, em sy = [—1 —1 —1],so =[-1 +1 +1],s3=[+1 —1 +1]esg = [+1 +1 —1].

Considerando que o limiar de deciséo é igual a 0 (fonte de dados equiprovével), a decisao hard
estima a palavra recebida como ¢ = [0 0 1] e, em seguida, calcula a distdncia de Hamming entre

C e as palavras cédigos, obtendo assim

du(€,c1) =dp([001],[000]) =1,
di(€,c2) =dg([001],[011]) =1,
di(€,c3) =dp(001],[101]) =1,
di(&,ca) = dgr ([0 0 1],[1 1 0]) = 3. (3.42)

Assim, pelo critério de decisao hard e pela anélise da distancia de Hamming, o decodificador nao

consegue determinar com certeza qual das palavras cédigo c1, co ou c3 foi a palavra transmitida.

Jé pelo critério de decisdo soft, as seguintes distancia Euclidianas sdo calculadas:

d(r,s;) = \/[(—0, 1072) — (=1)]2 4 [(~1,0504) — (—=1)]* + [(1,6875) — (+1)]* = 2,83,
d(r,sg) = \/[(—0, 1072) — (=1)]* 4 [(=1,0504) — (+1)]* + [(1,6875) — (+1)]* = 2, 34,
d(r,s3) = \/[(—0, 1072) — (+1)]% 4 [(=1,0504) — (—1)]* + [(1,6875) — (+1)]* = 1,30 e
d(r,s5) = \/[(—o, 1072) — (+1)]* 4 [(=1,0504) — (+1)]* + (1, 6875) — (—1)]* = 3, 56.

(3.43)

A distancia Euclidiana minima encontrada determina o vetor modulado s3 como o mais provavel
de ter sido enviado e, consequentemente, determina com éxito que a palavra codigo transmitida
foi €est = c3 =110 1].

O algoritmo do decodificador LDPC que serd apresentado na Secao é de decisao sofft,
pois a sua decisao é tomada com base nos argumentos das funcées de probabilidade a posteriori
dos bits 0 e 1. No entanto, este decodificador também pode ser entendido como decodificador de
entrada soft - as entradas sdo as probabilidades posteriores do canal - e de saida hard - a saida do

decodificador é uma sequéncia de Os e 1s que ndo apresenta o grau de confiabilidade de cada bit.

3.6 PROBABILIDADE DE ERRO - DECISAO SOFT

Para ilustrar o desempenho de um sistema com decodificacao soft, faz-se necessario optar por
um esquema de modulagdo e por um modelo de canal. Consideram-se as seguintes condigoes de

contorno que sao adotadas para todo este trabalho:
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e Codificacao
Cédigo C(n, k), taxa R = k/n, energia de bit Ej e energia de bit codificado E. = REy;

e Modulagao BPSK
Os bits {0, 1} sdo modulados, respectivamente, pelos simbolos {—v/Ec, vVE};

e Canal

AWGN com variancia o2.

Supondo fonte de dados equiprovavel, decisdo soft e o cenario descrito acima, limita-se supe-
riormente a probabilidade de erro de bit por [2]

< Y [AjQ (‘ZE(;;O)” (3.44)

em que
e Q(+) é a funcao definida por
1 o0 t2 d
T) = — e 2 dt; 3.45
Q) = = | (3.45)
e A; ¢ o coeficiente do polindmio enumerador de peso, descrito na Segao @

Substituindo a Equacao na Equagao e recordando que E. = RE}, e que 02 = Ny/2,

tem-se que

- 2VE:j
ns 3 e(am))

“ 2iRE
p< Y [AJQ ( ijﬂ . (3.46)
Para altos valores de Ej,/Ny, aproxima-se a Equagao por
2din RE,
Py~ AgyQ ( ’“N) | (3.47)

Na pratica é muito trabalhoso o calculo analitico da probabilidade de erro de bit pelas Equagoes
B-46]e O primeiro motivo é o fato de que nem sempre se sabe com exatidao a distancia minima
do cédigo utilizado. A segunda dificuldade é imposta pelo coeficiente A;, j& que o seu valor exige
o conhecimento dos pesos das 2% palavras cédigo, o que é invidvel para cédigos de tamanho de
bloco maior que 1000 bits.

Dessa forma, serd mostrado no Capitulo 4 que, em geral, a probabilidade de erro soft é calculada
por simulacdo. No entanto, a Equacao [3.47] sera utilizada para justificar uma caracteristica tipica
das curvas de taxa de erros de bit de c6digos LDPC, que é o piso de erro, a ser descrito também

no Capitulo 4.
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Capitulo 4

CODIGOS LDPC

Neste capitulo introduz-se o conceito dos codigos
LDPC, descrevem-se as principais caracteristicas
de sua matriz de teste de paridade e da sua Te-
presentacdo em grafos. Citam-se brevemente as
técnicas mais comuns de codificacio e apresenta-
se o principal algoritmo de decodificacdo soft uti-
lizado em cédigos LDPC. Por fim, abordam-se o
problema do piso de erro e as suas formas de mi-

tigacao.

4.1 INTRODUCAO AO LDPC

Os codigos de Gallager, mais conhecidos como LDPC, foram propostos inicialmente em 1962
por Robert Gallager [25]. Esses cédigos fazem parte dos cédigos lineares de bloco e as suas matrizes
de teste de paridade possuem pequena quantidade de valores nao nulos, justificando a alcunha de

codigo de matriz de teste de paridade esparsa (Low-Density Parity-Check).

Desde a sua criacao até os anos 1990, essa classe de codigos ficou no anonimato devido a duas
razoes: as caracteristicas de hardware da época nao eram suficientes para a implementacido do
decodificador LDPC e a grande fama dos cédigos concatenados utilizando Reed-Solomon e BCH
camuflou a descoberta do LDPC.

Recentemente, com o trabalho de Mackay [21], os c6digos de Gallager comegaram a se populari-
zar, de maneira que hoje eles sao utilizados em sistemas como Wi-Fi (802.11n), WiMAX (802.16e)
e DVB-S2 [26]. Uma das razoes da grande divulgagdo do LDPC consiste na popularizagdo dos
c6digos iterativos, como cédigo Turbo e o proprio LDPC. Outra vantagem é o seu potencial para
atingir maiores ganhos de cédigo do que os alcancados pelos préprios cdédigos Turbo, que até a
década de 90 despontavam como os de maior eficiéncia quanto a razao sinal-ruido requerida para

uma dada taxa de erro de bit.
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4.2 MATRIZ ESPARSA DE TESTE DE PARIDADE

A matriz de teste de paridade pode ser regular ou irregular. No primeiro caso, todas as
linhas de H possuem pesos de Hamming constantes e iguais a w, e todas as colunas tém pesos
de Hamming fixos iguais a w., dando origem a seguinte notagao de cédigo: LDPC(w,, w,,n) [2].
Por outro lado, cédigos irregulares possuem os pesos w, € w, varidveis ao longo da matriz de teste
de paridade. Para nao se fazer distingdo entre codigos de Gallager regulares e irregulares, este

trabalho utiliza a notacdo de cédigos empregada no Capitulo 3: LDPC(n,k).

Como regra geral, os cddigos LDPC irregulares possuem desempenho de taxa de erro de bit
ligeiramente superior aos cddigos regulares [§]. Em [27], os cddigos irregulares atingem ganhos de

até 0,5 dB frente aos cdédigos regulares.

A maneira mais comum de se construir a matriz regular de teste de paridade é feita definindo-se
We, Wy, k € n, em que o peso das colunas/linhas é muito menor do que o tamanho do cédigo. Caso
todas as n—k linhas sejam linearmente independentes, a taxa de cddigo é dada por R = 1 —w,/w,.
Caso contrario, eliminam-se as linhas linearmente dependentes e a taxa de c6digo efetiva torna-se

. !
R =1—w,/w,, em que w, representa o peso das colunas da nova matriz H'.

4.3 CODIFICACAO

Uma vez que o cbédigo LDPC foi definido, tem-se conhecimento de sua matriz de teste de
paridade (Equacao [3.27)). Para se encontrar a matriz geradora (Equagao [3.14) a partir de H,

existem algumas maneiras como as citadas a seguir.

Uma das técnicas de codificagdo (valida para todos os c6digos de bloco) mais comum é a siste-
matizagao de H por eliminagao de Gauss-Jordan [5]. Transforma-se a matriz de teste de paridade
na forma descrita pela Equacao e, posteriormente, encontra-se a matriz Gg;s (Equagao ,
como ilustrado no Exemplo 3.2. Feito isso, a codificagdo, em si, é simplesmente feita pelo processo
de codificacao sistemética (Equacao .

Outro modo bem difundido de codificagdo é o algoritmo proposto por Richardson [3], desen-
volvido especialmente para codificacao eficiente LDPC. Antes de se iniciar a codificacio, realiza-se
um pré-processamento da matriz de teste de paridade original, de modo a transformé-la no for-
mato indicado pela Figura Esse pré-processamento é feito por meio de varias permutagoes
de linhas e colunas da matriz H, até que em sua regiao direita superior seja identificada a matriz

triangular inferior M'T, como mostrado na Figura
Em seguida obtém-se o vetor codificado ¢ por
c=[m p; py, (4.1)

em que p; e P, sdo encontrados resolvendo-se um sistema linear de duas equagbes envolvendo as

matrizes MA, MB, MC, MD, ME e MT, descritas na Figura [4.1

O primeiro método apresenta complexidade O(n?) e o segundo O(n + gap?) [2], em que n é o
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k gap n—k-gap

MA @ MB nolkeaer

mMmCc @ MD ME gop

Figura 4.1: Matriz de teste de paridade no formato triangular inferior aproximado. Adaptado
de [3].

tamanho da palavra cédigo e gap é um parametro do algoritmo de [3], em que gap < n x R, sendo

que R ¢é a taxa do cédigo.

Como o LDPC também é um cédigo de bloco linear, o desempenho de taxa de erro de bit é o
mesmo para todas palavras cédigo. Sabendo que a palavra nula é palavra cdédigo de todos cddigos
de bloco lineares e que as distribuigdes de probabilidades p(c; = 0|r;) e p(c; = 1|r;) sdo ambas
gaussianas com variancias iguais (modulagido BPSK), pode-se verificar o desempenho de BER dos
codigos LDPC considerando a transmissao de palavras mensagem nulas de k bits e de palavras

cédigo nulas de n bits, sem perda de generalizagao [2,|19)|.

4.4 GRAFO DE TANNER E GIRTH

O grafo de Tanner é um grafo bipartite que descreve a matriz de paridade do c6digo [2]. Dado
um codigo (n, k), as n colunas da matriz H representam os nés de variaveis nc;, para 1 < j < n,
e as n — k linhas representam os noés de verificagdo nh;, para 1 < ¢ < n — k. Assim, cada
“1” da matriz H numa certa posicdo (i,j) representa uma aresta do grafo de Tanner ligando o
né de varidvel nc; ao né de verificagdo nh; . Como exemplo, conhecendo-se a matriz de teste de

paridade dada por

: (4.2)

S O = =
= = O O
O = O
—_ O = O
= o O =
S = = O

representa-se o seu grafo de Tanner correspondente na Figura No grafo em questao, os
bits de paridade (nés de verificagdo) sao representados pelos nés nhy a nhy e os bits de palavra

codigo (nés de varidvel) pelos nés ney a ncg.

Uma propriedade muito importante do grafo é o girth (g), que representa o niimero de arestas

do ciclo minimo do grafo [2]. O girth geralmente estd diretamente relacionado com o tamanho
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No6s de Variaveis (nc))
nc, nc, ne; nc, nc ncg

nh; nh, nh; nh,
N6s de Verificacdo (nh))

Figura 4.2: Grafo de Tanner correspondente a matriz H da Equacao [4.2

da palavra codigo . Como uma estimativa grosseira , codigos com ¢ iguais a 6, 8 e 10
requerem, respectivamente, n da ordem de 460, 4000 e 20000 bits. A Figura [£.3] exemplifica um

grafo de Tanner com girth igual a 4.

nc, nc, nc; nc, nNc; ncg  Nc,

nh, nh, nhg

Figura 4.3: Grafo de Tanner de um cédigo de Hamming(7,4). Girth igual a 4 em destaque.

4.5 DECODIFICACAO: ALGORITMO SOMA-PRODUTO

4.5.1 Fungoes de verossimilhancga

Como descrito na Segéo para modula¢do BPSK com codificagdo, o conjunto de bits {0, 1}
corresponde & constelagio S = {—+/E., +v/E.}. Considerando a transmissido por canal AWGN, as
fungoes de verossimilhanca dos bits 0 e 1 sao, respectivamente, dadas pelas funcdes de densidade
de probabilidade (probability density funtion - PDF) |2]
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No caso do algoritmo Soma-Produto Simplificado, descrito na Subsegao a informagao
do canal é fornecida para o decodificador LDPC na forma das probabilidades posteriores do canal

P(cj =0|rj) e P(cj = 1|r;). A partir do Teorema de Bayes (2], verifica-se que

p(rjls; = VE.)P(sj = \/Eic)'

P(cj =1|r;) = )

Sabendo que
p(r) = p(rjls; = VE)P(s; = VEe) + p(rlsj = —V/E)P(sj = =V E,), (4.6)

e supondo fonte de dados equiprovavel (P(s; = VE.) = P(s; = —VE.) = 0,5), a Equacao

pode ser reescrita como

p(rjls; = VE:)P(s; = VE)

P(c; = 1|r;) = , (4.7)
’ 7 p(rilsj = VE)P(sj = VE) + p(rjlsj = —VE)P(s; = —V/E)
|s; = /E.
P(c; = 1|r;) = p(rjlsj = VE) . (4.8)
p(rjlsj = VE:) +p(rjls; = —VE)
Substituindo as Equagoes e[d4 em tem-se que
Ple 11— 1
(¢j =1|r;) = 14 o 2Ber; 0%
P(Cj:O’Tj):l—P(Cj:HTj), (49)

definindo assim (para modulagdo BPSK) as probabilidades posteriores do canal para cada
amostra recebida r;. A partir da premissa de que as amostras recebidas sao independentes, podem-
se definir as probabilidades posteriores do vetor de amostras ry (k-ésimo bloco de n amostras

recebido) por

1
Plej = fry) = -5 707 T
P(cj =0|ry) =1 — P(c; = 1|ry,). (4.10)

4.5.2 Algoritmo de decodificagdao: Soma-Produto Original

De conhecimento da matriz H e das probabilidades posteriores dadas pela Equacao realiza-
se a etapa de decodificacdo com base na estrutura do grafo de Tanner. O objetivo do algoritmo
é trocar informacOes entre bits da palavra cddigo e os bits de paridade de forma a acumular
evidéncias que apontem qual é a palavra cddigo estimada ¢ mais provavel de ter sido transmitida.

Ou seja, estima-se € que maximiza a fungao P(cg|ry).
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Para facilitar o entendimento do algoritmo, necessitam-se definir alguns termos relacionados
com o grafo de Tanner. Todos os nés de verificagao conectados a um determinado né de varidvel
¢;j sao chamados de nos filhotes de ¢;. Todos os nés de varidvel conectados a um determinado né
de verificagao h; sdo chamados de nds progenitores de h;. As Figuras [{.4] e exemplificam a

ocorréncia de nés filhotes e progenitores num certo grafo.

nc, nc, nc; nc, ncs  Ncg

nh; nh, nh; nh,

Nds filhotes de nc,

Figura 4.4: Grafo de Tanner no qual os nés de verificacdo nhy e nhs sdo nés filhotes de nc;.

No&s progenitores de nh,

nc, nc, nc; ~“nc, ~“ncs  Ncg

Figura 4.5: Grafo de Tanner no qual os nds de variavel ncy, ncy € nes sdo nés progenitores de nhy.

A inicializagao do algoritmo consiste na atribuicdo das probabilidades posteriores P(c; = O|ry,)
e P(c; = 1|ry) como informacao inicial para as probabilidade de que cada né de variavel nc; seja

igual a 0 ou 1, respectivamente.

Apés a inicializacdo, comeca a troca de informagoes entre os nos de verificacdo e os nés de
varidvel. Cada né de verificagcdo nh; envia para cada um de seus nés progenitores nc; a estimativa

R7; de que a i-ésima equagao de paridade da matriz H seja satisfeita para ¢; = z, em que x € {0,1}.

Em seguida, cada né de varidvel nc; envia para cada um de seus nds filhotes nh; a probabilidade
i; de que h; = x baseado nas informagoes (jo, q # 1) fornecidas pelos demais nés filhotes

conectados a nc;.

O processo de troca de informagoes entre nés do grafo de Tanner é ilustrado nas Figuras

A7 e[S
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nc..
R" RY Qj Q

nh nh. nhy = x

Figura 4.6: Troca de informagoes na decodificacao LDPC.

ncg

Figura 4.7: Célculo dos coeficientes R}, e Ri;.

nc, nc, nc; nc, NCs NG

0 1
Qs6, Qs

nh; nh, nh; nh,

Figura 4.8: Célculo dos coeficientes Q% e Qig.

Ap6s realizadas as trocas de informacoes envolvendo todos os nés do grafo, cada bit ¢; estimado

é dado por

¢j = arg max (Zf H jo) , (4.11)
)

qEM(j

em que M(j) representa a lista de indices de todos os nés de verificagdo conectados ao né de

varidvel nc;.
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Caso a condicdo ¢HT = 0 seja satisfeita, o algoritmo chega ao fim. Caso contrario, novas
trocas de mensagem entre os nés de verificagdo e de variavel sdo realizadas até que a condicdo
citada seja validada ou até que o algoritmo atinja o nimero méximo de iteragoes estipuladas pelo

projetista.

4.5.3 Algoritmo de decodificagdo: Soma-Produto Simplificado

De acordo com o algoritmo da Subsegao supondo que a matriz H de um co6digo LDPC
regular possul peso de linha wy, o célculo de cada informagcéo Rj; requer a andlise de 2wr=2 [g]
combinacoes de palavras codigo que satisfazem a i-ésima equacao de paridade para c¢; = x. J4 os

coeficientes foj dependem, por sua vez, dos valores de Rj;.

No entanto, Mackay e Neal introduziram em [29] o algoritmo Soma-Produto Simplificado. A
vantagem desta proposta é que esse algoritmo nao leva em consideracao todas as combinacoes de
palavras codigo que validam as equagdes de paridade no célculo de Rj;. Desse modo, essa simpli-
ficacao resulta em diminuicdo da complexidade do decodificador com uma baixissima penalidade

em termos de desempenho de taxa de erro de bit obtida.
As probabilidades a priori fjo e fj1 Hséo definidas por

fj = P(c; =1]r),

f] = P(c; =0[r), (4.12)

em que P(c; = 1]r) e P(c; = 0|r) sao definidas na Equagao

A primeira etapa do algoritmo é a Inicializacdo, em que se calcula Q% e Qilj por
0 0
i =1

le = fjl_ (4.13)

A seguir inicia-se o Passo Horizontal. Primeiro calcula-se 6Q);; da seguinte maneira:

6Qi; = Q3 — Qi (4.14)
Depois, encontra-se 0 R;; por
Ry= ] 6Qu (4.15)
J'EN(I)\j

em que N (i)\j representa a lista de todos os nds progenitores de nh;, a menos do né progenitor

: : 0 1
nc;. Seguindo com o algoritmo, calcula-se agora R;; e R;;, em que

R}; = (1/2)(1+ 0Ryj),
Rl = (1/2)(1 - 6Ryy). (4.16)

2Sob a ética da teoria da informagdo, a probabilidade P(c; = z|r;) é definida como probabilidade a posteriori.
No entanto, seguindo a notacao de [8], a probabilidade f; é chamada de a priori no sentido de que a informagao
do cédigo LDPC - contida no grafo de Tanner - ainda néo foi utilizada para se encontrar a estimativa a posteriori

dos bits recebidos.
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FEm seguida os coeficientes Q?j e Qilj sao atualizados no Passo Vertical. Logo, para os nés (i, )

calcula-se
y=oayf] T Rije
i'eM(5)\i
i'eM(5)\i
em que:

e M(j)\i representa a lista M (j) com exce¢ao do né de verificacao nh;;
o «;; ¢ tal que Q?j + Qilj =1.

Para realizar a decisao do vetor decodificado para a iteracdo atual é necessaria a andlise das
probabilidades a posteriori (8] Q? e le- dadas por
0 0 0
Qj = o, f; H Rjj e
€M (j)
1 1 1
Qj = o f; H R;;, (4.18)
1€M(j)
sendo que «; ¢ escolhido de forma que Q? + le =1

Por fim, realiza-se a tentativa de decisao: se Q? > le-, entdo ¢; = 0. Caso contrério, ¢; = 1.
Apbs se estimar os n bits da palavra cédigo, verifica-se se ¢H? = 0. Em caso afirmativo, termina-
se aqui a decodificacdo. Caso contrario, analisa-se o ntimero de iteragoes feitas até o momento. Se
o numero atual de iteracoes for menor do que o niimero maximo configurado para o decodificador
(Niter), o decodificador d& prosseguimento para a iteracdo seguinte. Caso contrério, declara-se
falha de decodificacdo e considera-se a ultima palavra decodificada como a estimada pela ultima

iteragdo. Ou seja, a regra de decisdo resume-se a

¢ = arg mgx(Qf) (4.19)

4.6 PISO DE ERRO

Em codigos LDPC, assim como em c6digos Turbo, observa-se que a curva de taxa de erro
de bit por Ep/Ny possui duas regides bem caracterizadas. Inicialmente, a curva de taxa de erro
de bit apresenta declive muito acentuado, caracterizando assim a regiao de queda brusca, mais
conhecida como waterfall region. Depois, a partir de um certo valor de Ej/Ny, a BER diminui
a uma taxa de decaimento menor, originando assim a regiao de piso de erro (error floor region).

Ambas as regioes sdo visualizadas na Figura [4.9

A existéncia do piso de erro é justificada com base na Equagéo m Conforme E,/Ny au-
menta, o primeiro termo do somatério da Equagao [3.46] torna-se o termo predominante. Assim,
o desempenho assintético da probabilidade de erro é aproximado pela Equagao [3.47, que é sig-
nificativamente influenciada pela distdncia minima do c6digo. Dessa maneira, o piso de erro é

consequéncia do projeto de codigos com distancia minima pequena.
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Figura 4.9: Comportamento tipico de cédigos LDPC com piso de erro. Adaptado de [2].

Para codigos LDPC regulares, caracterizados pela matriz H com peso das colunas w, e girth

g, a distancia minima é limitada inferiormente por [5]

: We _ 1\le=2)/4) _ .
dmin 2 1+ — [(wc 1) 1} ,para g/2 fmpar,

dunin > 14— [(we = D=2/ — 1] 4 (w. = IO/, para /2 par. (4.20)
We —

Logo, uma das formas de se mitigar o piso de erro em c6édigos LDPC se da pela construcao de
codigos com girth elevado [5]. Consequentemente, o aumento do girth requer utilizagdo de codigos

com tamanhos de bloco elevados, o que aumenta a laténcia do decodificador.

Outra forma de se lidar com esse problema ¢é a utilizagdo de outro cédigo concatenado com o
LDPC, como, por exemplo, o Reed-Solomon [30]. Com essa configuragéo, o decodificador Reed-
Solomon (externo) consegue corrigir os erros remanescentes do decodificador LDPC (interno).
O custo dessa solugdo estd no aumento da complexidade do sistema devido a inser¢cdo de um

codificador e um decodificador adicionais.
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Capitulo 5

CONSUMO DE POTENCIA EM
FPGAS

Neste capitulo descrevem-se, de maneira breve,
as etapas envolvidas na implementacdo de um
projeto em FPGA e na estimagdo por soft-
ware da poténcia consumida pela implementacdo.
Apresenta-se o modelo matemdtico da poténcia
total gasta pelo FPGA e insere-se o conceito de

eficiéncia energética de decodificadores

5.1 INTRODUCAO FPGA

Uma das maneiras de se estimar a poténcia de um circuito digital consiste na implementagao
do projeto em hardware reconfiguravel, de modo especial em um arranjo de portas programaveis
em campo (field programmable gate arrays - FPGA) ou em um circuito integrado de aplicacdo
especifica (application-specific integrated circuit - ASIC). A vantagem de se utilizar FPGA esta
na maior flexibilidade de programacao e de reconfiguracdo do circuito, o que requer dos FPGAs
maior nimero de transistores de efeito de campo (field-effect transistor - FET) e maior consumo

de poténcia [31] quando comparadas com ASICs.

Realiza-se a estimacao do consumo de poténcia de projetos voltados para FPGA em uma das

trés fases distintas do projeto [4]:

e Fase de Concepgao ou Pré-Implementagao

Calcula-se uma estimativa imprecisa do consumo de poténcia baseada em informacoes forne-
cidas para planilhas de dados interativas, como a ferramenta Power Estimator [32]. Utilizam-
se como dados de entrada informagoes de recursos de hardware utilizados, taxa de variagao

dos sinais, condigoes térmicas do ambiente, dentre outros.

e Fase de Implementacao

Calcula-se a poténcia com base nas informagoes fornecidas pelo projeto baseado em descricao

em linguagem de hardware, pronto para ser instalado em FPGA. Com auxilio de um arquivo
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que fornece os sinais de entrada do projeto (arquivo de test bench), utiliza-se um software
capaz de interpretar esses dados e fazer a estimacao do consumo de poténcia. A ferramenta
utilizada neste trabalho é a XPower Analyzer [33].

e Fase de Integragdo do Sistema

Apbs a configuracdo do FPGA, mede-se em laboratério o consumo de poténcia dispendido

pelo projeto.

5.2 ETAPAS DE PROJETO

Neste trabalho a poténcia serd estimada na fase de implementagdo do projeto. Para se con-

cretizar tal meta, sdo necessarios os seguintes passos [34,35]:

e Projeto em VHDL

Inicialmente é necesséria a descri¢do da funcéo ou do algoritmo que se deseja implementar
em linguagem de hardware. No caso deste trabalho, a descricao é convertida da linguagem
do Matlab para um cédigo VHDL. Em seguida, determina-se a familia do FPGA e o modelo

de dispositivo que se deseja implementar o projeto.

e Sintese Logica

Esta etapa é responsavel por converter a descricio VHDL em uma implementacao de cir-
cuito digital que utilize portas légicas. Nessa etapa definem-se a quantidade e o modelo de
elementos 16gicos requeridos pelo circuito, como multiplexadores, somadores, registradores,

comparadores, multiplicadores, entre outros elementos.

e Place and Route

Na etapa de place decide-se onde devem se localizar todos os componentes eletrénicos em
uma certa area limitada. Ja na etapa de route decide-se a arquitetura exata do dispositivo

e realiza-se o roteamento das conexodes e dos sinais do circuito.

5.3 MODELO DE CONSUMO DE FPGAS

De modo geral, a estimacao de poténcia de circuitos digitais depende de uma série de fatores,
como tecnologia CMOS, arquitetura do projeto, frequéncia do relégio, transicdo de sinais, tempe-
ratura ambiente, dentre outros. No entanto, um modelo simplificado bastante utilizado para se

estimar a poténcia total consumida é descrito por [4,36]
Protal = Pest + Ppin, (5.1)

em que as poténcias estética (Peg) e dindmica (Py;,) sdo descritas abaixo:
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e Poténcia Estatica - Também conhecida como poténcia quiescente, representa a poténcia
consumida pela polarizagdo CC (corrente continua) e pelas correntes de fuga. Considerando
as fontes de alimentacdo do FPGA que fornecem maior parte da poténcia quiescente do

dispositivo, pode-se modelar a poténcia estatica por [4]

Prg = VocintIccinTtg + VocavxIccavxg + Vecolccog, (5.2)

em que [37]

— Veocornt é a tensao de alimentagao CC interna;

— Vocaux € a tensdo de alimentacao CC auxiliar;

— Veoco € a tensdo de alimentacdo CC das portas de saida;

— IccinTg € a corrente quiescente da fonte de alimentacao VocornT;
— Iccauxg ¢ a corrente quiescente da fonte de alimentacao Vocavx;

— Iccoq € a corrente quiescente da fonte de alimentagao Voco.

Cada umas das correntes Iccintg, Iccavxg € Iccog possui grande influéncia das duas
fontes de correntes de fuga do transistor: da corrente entre fonte (source) e dreno (drain)
- Isp - e da corrente entre porta (Gate) e substrato - I. A Figura mostra os sentidos

das correntes de fuga num transistor.

Quanto menor a tecnologia de fabricacao do transistor (e.g., 45 nm), menores serdo o com-
primento de canal transistor e a espessura da porta de éxido, acentuando assim o efeito das

correntes de fuga e do consumo de poténcia estatica.

Dreno

Porta O | D

Fonte

Figura 5.1: Correntes de fuga num FET. Adaptado de [4].

e Poténcia Dindmica - Esta relacionada com o consumo adicional de poténcia ligado ao pro-

cessamento l6gico e chaveamento de sinais. Pode ser modelada por [38,39]

Ppin = Chotarfe (Vooint + Vocavx + Voco)? (5.3)
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em que C ¢ a capacitancia total de chaveamento e f. é a frequéncia de operacdo do
q total

relégio.

Desse modo, pelas Equacoes e o consumo total de poténcia em FPGA pode ser

modelado por

Piotat = VoornrIcointg + VecavxIcoavxqg + Vecolccog + Crotarfe Vocint + Vocavx + Voco)? -
(5.4)

Um pardmetro importante na avaliagdo da eficiéncia energética de um decodificador é a energia
por bit decodificado Ebge., definida por [40]

P,
Ebdec = t;fala (55)

em que P, € a poténcia total consumida pelo decodificador e T é a vazao de dados de saida.
A unidade tipica de avaliagdo de Ebge. é nJ/bit. No caso de decodificadores iterativos, como o
LDPC, uma adaptacao da Equacgao é feita, de modo de que se quantifique a energia consumida
por bit decodificado por iteracdo (Ebgec/iter), OU seja

Pt tal /it
Ebdec/ite'r = %/167‘7 (56)

em que a poténcia de decodificagao por iteragao ¢ igual a Protqi/iter = Protal /Niter € Niger é 0

numero de iteragoes realizadas pelo decodificador
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Capitulo 6

DESENVOLVIMENTO E
RESULTADOS

6.1 DESCRICAO GERAL

Como definido anteriormente, o objetivo deste trabalho é o estudo da relagao entre poténcia de
decodificagéo e taxa de erro de bit, em especial para cédigos LDPC aplicaveis a sistemas 6pticos,
ou seja, codigos LDPC de altas taxas (R > 0,8) e com tamanhos de bloco elevados (palavras

c6digo maiores que 1000 bits).

Considerando canal AWGN e fixando-se o esquema de modulagdo, analisam-se as curvas de
BER por Ej,/Nj e verifica-se qual dos cddigos simulados possui maior CG. Para o cdédigo de melhor
desempenho de taxa de erro de bit, analisa-se em seguida seu comportamento de desempenho para

diferentes quantidades de iteragoes feitas pelo decodificador.

A ideia inicial desta sec¢do era a estimagao de poténcia de decodificagdo para cdédigos LDPC de
quaisquer tamanhos. No entanto, devido a algumas razées descritas posteriormente, a estimagao
de poténcia do projeto completamente elaborado (neste trabalho) em VHDL restringiu-se a c6digos
de tamanho de bloco pequeno. Para o cédigo que apresenta melhor desempenho de BER, realizam-
se algumas aproximacoes considerando os modelos mateméticos de poténcia de FPGAs, os valores
de poténcia de um decodificador LDPC implementado para n > 1000 em [41] e o comportamento

da curva de BER pelo niimero de iteracoes.

6.2 ESTIMACAO DA BER

A Figura mostra o diagrama de blocos do sistema de comunicagao utilizado no ambiente
de simulagao do Matlab. Seguem abaixo algumas consideracoes importantes sobre cada etapa da

Figura [6.1

e Codificacao
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m, Cx

Fonte de Codificador | Modulador
Dados LDPC 'l BPSK

P(c=1|r)

Decodificador Probabilidades

LDPC Posteriores
P(c=0]r,)

L

Destino dos
Dados

Figura 6.1: Sistema de comunicagio simulado.

Como justificado na Secao [4.3] a etapa de codificacao resume-se a adicdo de n — k bits iguais
a zero a cada palavra mensagem de zeros enviada.

Modulagao BPSK

Os bits 0 e 1 sao modulados em S = {—\/E.,VE.}, respectivamente, e E,. representa a

energia de bit codificado. Dessa forma, descreve-se a relagao entre o simbolo codificado ¢ e

o simbolo modulado s; no instante de tempo k por
sk = (2¢, — 1)V E.. (6.1)

Canal AWGN
Descrito na Secao

Célculo das Probabilidades Posteriores do Canal

Utilizam-se as probabilidades P(c; = 0|ry) e P(cj = 1|r) definidas na Equacao

Decodificagao LDPC

De conhecimento da matriz H e das probabilidades posteriores do canal, realiza-se entao o
algoritmo Soma-Produto Simplificado descrito na Subsecao . Para manter constante a

vazao de dados de saida do decodificador, o nimero de iteragoes do algoritmo é fixo.

Logo, nas simulagoes de decodificacdo deste trabalho, ndo se realiza o teste de verificacao
da palavra c6digo estimada (Equagao [3.29)), diferentemente do que é feito na etapa final do

algoritmo Soma-Produto Simplificado.

Célculo da BER

O célculo é feito conforme descrito na Secao [2.3
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6.2.1 Resultados - desempenho de BER

A Figura [6.2] compara o desempenho de cinco cédigos LDPC irregulares, listados na Tabela
[6.1] A escolha dos c6digos LDPC foi pautada na selegdao de cédigos de altas taxas e com tamanhos
de bloco elevados. A primeira restricao estd relacionada com o fato de que c6digos com taxas mais
baixas aumentariam consideravelmente a banda optica requerida, e a segunda com o fato de que
c6digos maiores tendem a possuir girth elevados 28], o que melhora o desempenho de BER e

mitiga o problema do piso de erro [5].

BPSK Sem Codificagdo
—6—n=4376,R=0,935
—&— n = 32000, R = 0.93
—4— n = 64800, R = 0,9
—P— n =4095, R = 0,82

n =64800, R = 0,8

BER

|

Eb/NO [dB]

Figura 6.2: Desempenho de cédigos LDPC de altas taxas para 50 iteracoes.

Tabela 6.1: Comparagdo de desempenho de cédigos LDPC

Cédigo R | CG [dB] @108 | Limite de Shannon [24] [dB]
LDPC (4376, 4094) [21] | 0,935 6,9 3,8
LDPC (32000, 29760) [21] | 0,93 7,6 3,7
LDPC (64800, 58320) [42] | 0,9 8,1 3,2
LDPC (4095, 3357) [21] | 0,82 8,6 2,2
LDPC (64800, 51840) [42] | 0,8 9,4 2,0

Dentre os cédigos da Tabela o que apresenta maior ganho de cédigo (9,6 dB de ganho)
e 0 que mais se aproxima do limite de Shannon (0,53 dB de distancia) é o LDPC(64800, 51840).
Desse modo, analisa-se a seguir, na Figura como o aumento de E, /Ny reduz a taxa de erro
de bit obtida desse cédigo para variadas quantidades de iteracoes. Observa-se que a partir das 50

iteracdes o ganho de codificagdo tende a se estabilizar.
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Figura 6.3: Desempenho de taxa de erro de bit para diferentes valores de iteragoes. Cddigo
LDPC(64800,51840).

De conhecimento do cédigo que possui maior C'G, analisa-se, para valores fixos de Ej,/Ny,
a redugdo da BER com a quantidade de iteragoes realizadas, conforme mostrado na Figura [6.4]
Observa-se que, para E, /Ny < 2,45 dB, o decodificador é pouco sensivel ao aumento do niimero
de iteragoes. A partir de E,/Ny = 2,50 dB, a taxa de erro de bit apresenta queda mais acentuada
com o aumento de iteracoes, de modo que a partir de 50 iteracdes a BER nao apresenta redugbes

expressivas.

Na Secao 6.4, a Figura[6.4) é utilizada como base para a estimagao de poténcia de decodificagao
do coédigo LDPC(64800, 51840) .

6.3 ESTIMACAO DA POTENCIA DE DECODIFICACAO PARA
CODIGOS COM TAMANHO DE BLOCO PEQUENO

6.3.1 Entradas do decodificador

Na analise do consumo de poténcia do decodificador, algumas modificagdes no fluxo de sinais

da Figura foram feitas. Analisando o diagrama de blocos do sistema simulado, verifica-se
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—fe— @2,52 dB
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Numero de Iteracdes

Figura 6.4: Relacao entre BER e ntimero de iteragoes do decodificador para o c6digo LDPC(64800,
51840).

que as informacoes de entrada requeridas pelo decodificador sdo as probabilidades posteriores do
canal e a matriz de teste de paridade do cédigo. Entretanto, como a probabilidade P(c; = O|ry)
¢ fungdo da probabilidade P(c; = 1|ry) (Equagdo [4.10), o envio do vetor de dados P(c; = 0|ry)
nao é necessario, ja que essa informacao pode ser calculada pelo decodificador. Com essa simpli-
ficacdo, o volume de dados de entrada do decodificador é reduzido, sem acréscimo significativo de

complexidade no processamento do algoritmo de decodificagao.

Outra simplificacdo realizada foi o armazenamento da matriz H no proprio decodificador,

descartando a necessidade de envio da matriz de teste de paridade a cada decodificacao realizada.

Logo, as entradas do decodificador utilizado para o estudo de poténcia resumem-se aos valores

quantizados do vetor P(c; = 1|ry) e ao sinal de referéncia do relégio.

Considerando que o nivel de quantizacao utilizado para as entradas é de 8 bits, o vetor de
probabilidades posteriores P(c; = 1|ry) de tamanho n, possui, ap6s a quantizacao, 8n bits. Como
esses 8n bits sdo processados simultaneamente cada vez que um vetor de dados é recebido, a
andlise de poténcia limitou-se a c6digos muito pequenos (n < 30), dado que o ntimero total de
portas de entrada/saida do FPGA ¢ limitado a 1200 bits e que nao foi possivel multiplexar a

entrada de dados no dominio do tempo.
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6.3.2 Fluxo de etapas

A descrigéo de etapas desta Subsecdo é realizada para a estimagao de poténcia de decodificagéo
dos cédigos LDPC(10,5) (w. = 3, w, = 6), LDPC(20,15) (w. = 3, w, = 12) e LDPC(30,25)
(we = 3, wy = 18).

A partir da implementacao do decodificador LDPC descrita na linguagem do Matlab, realizou-
se o fluxo de tarefas da Figura para a criagdo de uma descricado em VHDL do algoritmo de
decodificacdo. Para tanto, utilizou-se a ferramenta HDL Coder [44] disponivel no ambiente de
simulagao Matlab R2012a.

Seguindo as etapas da Figura [6.5] o primeiro passo consiste em determinar a funcdo a ser
traduzida (decodificador LDPC Soma-Produto Simplificado) e as suas condi¢oes de contorno (en-
tradas da funcao) definidas num arquivo de teste (test bench). Depois, valida-se a simula¢io dessa
funcao original e armazenam-se os valores de saida do decodificador (1° teste de verificacdo), sendo

que todas as varidveis do algoritmo estdo em ponto flutuante.

A seguir, baseado nas faixas de valores encontradas para cada variavel da funcdo de decodi-
ficacdo, escolhe-se a quantidade de bits de quantizacdo requeridos para cada varidavel. Para que
o decodificador em VHDL apresente desempenho similar ao descrito pela linguagem do Matlab,
utilizaram-se 8 bits de quantizagdo para os sinais de entrada e até 10 bits para os sinais internos
do decodificador.

Apés a quantizacio, gera-se a funcdo de decodificacdo em ponto fixo, que posteriormente é
simulada e tem seu resultado (palavra cédigo estimada) comparado com a saida do decodificador
original, caracterizando o 2° teste de verificagdo. Caso as saidas do decodificador em ponto fixo e
em ponto flutuante ndo coincidam, retoma-se a reavaliacdo das etapas anteriores. Caso contrério,

prossegue-se com a geracao da descricio em VHDL.

De modo similar a verificacdo do projeto em ponto fixo, valida-se a implementacao da funcgao
em VHDL comparando o vetor estimado obtido com o vetor esperado calculado pelo algoritmo
original (3° teste de verificagdo). Em caso de sucesso, prossegue-se para a criagdo do projeto em
FPGA. Caso contrério, é necessario verificar a ocorréncia de erro causada por alguma das etapas
anteriores. Para a criacdo do projeto define-se a ferramenta de sintese (ISE Design Tool 13.1 [45]),
a familia do chip (Virtex 7) e o modelo do dispositivo (xc5vfx2000t) [37,43].

Uma vez que o projeto foi criado na ferramenta de sintese de FPGA, realizou-se no software

ISE Design 13.1 as etapas de sintese e place and route.

Na dltima etapa da Figura[6.5] o programa XPower Analyzer realiza a estimagao de poténcia
do projeto finalizado. Para se aproximar do cenario 6ptico, adotou-se neste projeto uma vazao de
dados de 28 Gbpsﬂ com relogio operando a 815 MHz, frequéncia maxima permitida pelo relatério

de sintese do projeto. O relatdrio de consumo poténcia (1 iteragao) é mostrado na Figura

Para avaliar aumento da poténcia consumida devido ao aumento do nimero de iteracoes,

3Valor tipico adotado em receptores épticos DP-QPSK [46].
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Figura 6.5: Fluxo de tarefas para a criagdo de descrigdo do algoritmo de decodificacdo em lingua-
gem de hardware (VHDL).

OnChip  Power (W) Used Available  Lhilization

Supply Summary Total
Source Voltage  Cument (A) Cument (A)

Supply P

e TJA Max Ambient .J
Themal Properties V) C)

Figura 6.6: Relatério de consumo de poténcia de decodificagao (1 iteragdo), LDPC(10,5). Vazao
de dados de 28 Gbps, frequéncia de relégio de 815 MHz.

considerou-se a seguinte relagdo para o célculo da vazao de dados (T") |47]:

fexn

7=l
Niter * L

(6.2)

em que f. é a frequéncia do relégio, n é o tamanho da palavra codigo, Nt é 0 nimero de iteragdes
realizadas e L é o numero de ciclos do relégio requeridos para o processamento de cada iteracgao.
Assim, pela Equagao [6.2) verifica-se que, para manter a vazao de dados constante, o aumento do
numero de iteracoes requer que o decodificador opere numa frequéncia proporcionalmente maior.
Como a poténcia dinamica depende linearmente da frequéncia do relogio (Equa(;ao, a poténcia

total consumida pelo decodificador pode ser modelada da seguinte formas:
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PTotal = PEst + PDin/iterNiteTa (6'3)

em que Ppg, /iter € @ poténcia dindmica consumida por iteragao. Desse modo, pelos valores de
poténcia descritos no relatorio de consumo da FPGA (Figura, a poténcia total de decodificacao
do cédigo LDPC(10,5) é dada por

Ptotal = 27 36 + 27 33Nite7‘7 (64)

em que 2,36 W correspondem a poténcia estatica e 2,33 W sdo de poténcia dindmica requerida por
iteragdo. O gréifico da Figura[6.7] mostra a relagdo entre poténcia total de decodifica¢ao e niimero

de iteragdes descrita pela Equagdo [6.4] para até 4 iteragoes.

Poténcia Total [W]

4 L L L L L
1 15 2 25 3 35 4

NUmero de Iteragdes

Figura 6.7: Poténcia de decodificacao pelo nimero de iteragoes para o cédigo LDPC(10,5). De-
codificador CMOS 28 nm, T' = 28 Gbps e f. = 815 MHz.

Em seguida, deseja-se observar o comportamento da poténcia de decodificagdo com o aumento
de n. Simulou-se, entdo, a poténcia consumida para os cédigos regulares (20,15) e (30,25) (ambos
com w, = 3). A Figura ilustra o reflexo em poténcia causado pelo aumento do tamanho da

palavra cédigo.

6.4 ESTIMACAO DA POTENCIA DE DECODIFICACAO PARA
CODIGOS COM TAMANHO DE BLOCO GRANDE

Relacionando a Equagao [6.3] com o grafico de desempenho de BER da Figura [6.4] conclui-se

que, independente dos valores de Pgst € Ppip/iter, 0 formato da curva de BER por poténcia de
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Figura 6.8: Poténcia de decodificacao para n igual a 10, 20 e 30 bits, 1 iteracdo. Decodificador
CMOS 28 nm, T' = 28 Gbps e f. = 815 MHz.

decodificagdo (Protq;) apresentard o mesmo formato da curva de BER pelo nimero de iteragoes.

A razdo disso acontecer deve-se & dependéncia linear entre Pryiq € Niter existente na Equagao [6.3}

A partir das Figuras [6.8) e [6.7, e da Equacdo [6.3] constata-se que a estimacao de poténcia
consumida pelo decodificador em arquitetura serial resultaria em valores de poténcia muito acima
dos toleraveis caso n fosse da ordem dos milhares de bits e caso o decodificador operasse com

dezenas de iteracgoes.

Dessa forma, com o intuito de representar a relagiao entre BER e Pryq com valores de poténcia
mais realistas dos que os seriam encontrados com a arquitetura utilizada neste trabalho (serial),
utilizaram-se como referéncia os dados de um decodificador LDPC implementado em arquitetura
paralela [41]. Para tal andlise, sdo necessérias algumas adaptacoes das condigdes de contorno do
trabalho de [41].

Segundo [39], observa-se que a energia por bit decodificado por iteracdo (Ebgec/iter) varia
quadraticamente com a tensao de alimentacdo do dispositiwﬂ e linearmente com o tamanho da

tecnologia de processo de fabricacao.

O decodificador LDPC de [41] possui as seguintes caracteristicas gerais a serem adaptadas para
este trabalho: tecnologia de fabricaggo CMOS 160 nm, alimentagao de 1,5 V, 1 Gbps de vazao de
dados, poténcia de consurn(ﬁ igual a 690 mW (para 64 iteragoes) e eficiéncia energética de 10,78
pJ/bit/iteracdo. Adaptando esses valores para as condigoes requeridas neste projeto, a energia de

bit decodificado por iteragao serd igual a

40 FPGA possui mais de uma fonte de alimentacio, como descrito na Figura A anélise é feita tomando por
base somente a fonte de alimentagdo interna, de tensdo Vecrnt.
5Quanto maior o processo de fabricacio, mais desprezivel é a parcela estatica da poténcia total [4]. Desse modo,

para a tecnologia CMOS 160 nm, considera-se Protai = Ppin.
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1\% /28 - -
Ebgeciter = 10,78 * (175> * (160) = 0,838 [pJ/bit/iteracao]. (6.5)

Como Ebgec/iter = Protaijiter/T € Protat = Ppin em , para vazao de 28 Gbps, a poténcia
dindmica por iteracdo seria de 23,5 mW. Considerando que a poténcia estatica torna-se mais
significante conforme a tecnologia de fabricagdo diminui de tamanho [4] e levando-se em conta que
a poténcia estatica para a tecnologia 160 nm empregada em é desprezivel, soma-se a poténcia

dindmica a poténcia estatica dos projetos de 28 nm, aproximadamente igual a 2,3 W na estimagao
descrita da Figura [6.6]

Assim, o modelo adaptado de poténcia para decodificador CMOS 28 nm (7" = 28 Gbps e f. =
815 MHz) é descrito pela relagao
Piotar = 2,36 + (0,0235) Nyter [W]. (6.6)

A partir da Equagéo e do desempenho do cédigo LDPC(64800, 51840) descrito na Figura
[6-4] chega-se as relagoes entre taxa de erro de bit e poténcia total consumida pelo decodificador

mostradas na Figura [6.9]

.| —e— @2,30dB] ...
@2,40dB |-
,,,,,,, —O— @2,45 dB
—— @2,50 dB
| e @252 dB|

BER

Poténcia Total [W]

Figura 6.9: Relacao entre BER e estimativa de poténcia de decodificagao para cédigo LDPC(64800,
51840). Decodificador CMOS 28 nm, f. = 815 MHz e T' = 28 Gbps.
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Verifica-se, na Figura que para as curvas nas quais F, /Ny > 2,50 dB existe uma regiao
(acima de 3,47 W) na qual a capacidade de corregao do decodificador satura e nao ha melhora de
desempenho caso o decodificador consuma mais poténcia. Para as curvas nas quais E,/Ny < 2,50
dB, o aumento do niimero de itera¢des nao promove melhoras significativas da taxa de erro de bit.
Isso ocorre porque o sinal recebido pelo decodificador estd tao corrompido por ruido que o cédigo
LDPC nao consegue prover ganho de informagao extrinseca suficiente para corregéo significativa

dos erros.

Outra observagao importante é que acima de um limiar de Ej/Ny (aproximadamente 2,50 dB)
o decodificador comega a atingir a sua regiao de melhor desempenho (regido de queda brusca).
Outra forma de se avaliar o Ey/Ny de limiar de um cédigo LDPC ¢ dada pela técnica analitica de

density evolution [2].

Dessa forma, para se obter o melhor desempenho do decodificador ao menor custo de poténcia,
deve-se aplicar até 50 iteragoes para o cédigo LDPC(64800, 51840) com Ejp/Ny maior que 2,50
dB.

Apesar de a Figura nao registrar a existéncia de piso de ruido para BER > 1078, existe a
possibilidade de esse fenémeno ocorrer para BER < 1078, Para contornar esse problema, umas

das solugoes apresentadas na Secao [£.6] deve ser empregada.
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Capitulo 7

CONCLUSAO

Este trabalhou apresentou um breve panorama do estado da arte dos c6digos corretores de erro
aplicados a comunicagbes 6pticas. Seguindo a evolugao das geragoes de FEC, focou-se a analise
em codigos LDPC.

As principais qualidades dos cédigos de Gallager sdo seu desempenho muito proximo ao limite

de Shannon e a baixa complexidade computacional de seu decodificador.

Sabendo que os principais objetivos das evolugdes tecnoldgicas focam na reducdo dos custos
de implementacao do sistema e no aumento do produto banda disponivel por alcance, deve-se

conhecer os limites de desempenho e de poténcia dos decodificadores LDPC.

Baseado em ferramentas automatizadas de conversdao de cédigos em linguagem do Matlab
para VHDL, este trabalho estimou o consumo de poténcia de cédigos pequenos e descreveu como
a poténcia de decodificagdo varia com o ntimero de iteragoes e com o tamanho da palavra cédigo.
Como a implementacéo projetada para FPGA possui arquitetura serial, a poténcia de decodificagéo
encontrada apresentou valores muito altos para tornar vidvel a utilizacdo do projeto em sistemas

praticos.

A partir da andlise da eficiéncia energética e do estudo do comportamento da poténcia de
decodificagdo com o niimero de iteragoes, realizou-se uma estimacio de poténcia de decodificagao
considerando o emprego de arquitetura paralela de [41] em tecnologia de fabrica¢do 28 nm, com

condicoes de contorno préximas do cenario éptico.

Por fim, verificou-se o comportamento da taxa de erro de bit com a poténcia demandada pelo
decodificador. Constatou-se que, a partir de um certo consumo de poténcia, o decodificador nao
proporciona ganhos de desempenho relevantes. Além disso, é requerido um valor minimo de Ej /Ny

para se atingir a regido de melhor desempenho (quedra brusca) do cédigo LDPC.

7.1 TRABALHOS FUTUROS

A partir dos resultados apresentados neste trabalho, conclui-se que para a aplicagdo de cédigos

LDPC longos requer-se o emprego da arquitetura paralela. Essa arquitetura reduz o consumo de
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poténcia e da mais agilidade ao processamento,e, por outro lado, aumenta bastante a complexidade
em hardware da implementagao [48]. Dessa maneira, necessita-se de um estudo mais detalhado

do projeto em FPGA por meio de uma implementacao direta em VHDL.

Outra questao que nao foi avaliada no trabalho é a laténcia do decodificador. Cédigos com n
da ordem dos milhares de bits levam o decodificador a apresentar sérios problemas de laténcia [5].

Uma proposta para contornar esse obstéculo estd na utilizagdo de cédigos LDPC néao-bindrios [5].

Além disso, a simulagdo de um enlace éptico com modelo de canal que também considere os
efeitos de dispersao cromatica, dispersao dos modos de polarizagdo e nao-linearidades proporcio-

naria resultados mais préximos da realidade dos sistemas Opticos.

Por fim, deve-se considerar também que a taxa de erro de bit requerida por sistemas 6pticos
é da ordem de 10715, regido na qual provavelmente o cédigo possuird piso de erro. As solugoes

descritas na Segéo [4.6] devem ser cuidadosamente estudadas para se mitigar esse fenémeno.
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ANEXOS
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I. DECISAO MAP E ML

A partir da fun¢do de verossimilhanga (Equagoes e [4.4)) é necessdrio determinar regras
de decisdo para o vetor estimado § = [7] @3]. O critério de decisdo para § que minimiza a

probabilidade de erro é dada por

S = argmaécP(s/r). (I.1)
sE

Pela Teorema de Bayes, sabe-se que

P(s/r) = P(I']/Ds()r])?(s) (1.2)

Substituindo a Equagao [[.2] em tem-se que

P P
§ = argmax (x]s) P(s) (L.3)
seS  pr(r)
Como o denominador da Equacao nao depende de s, verifica-se que
§ = argmax P(r|s)P(s), (1.4)

sesS

definindo assim o critério de decisdo de maxima probabilidade a posteriori (mazimum a posteriori
probability - MAP)

Caso todos os simbolos § sejam equiprovaveis (P(s) = 1/M), a Equagao [L.4] simplifica-se em
s = argmax Pp|g(r|s), (I.5)
seS

que, por sua vez, define o critério de decisdo de maxima verossimilhanca (maximum likelihood -

ML).
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