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Resumo

A estatistica robusta teve inicio no fim do século XIX, com o intuito de estudar inter-
feréncias que outliers ocasionavam aos métodos classicos. Os métodos robustos produzem
estimativas mais resistentes a acoes desses valores anomalos.

A média e o desvio padrao da amostra sao estimadores cléssicos de modelos de locacao
e escala, respectivamente, neste trabalho iremos perceber que estes estimadores sao pouco
confiaveis quando hé presenca de valores atipicos, e serd visto alternativas de estimacao
robusta para esses modelos.

O conhecimento das ferramentas das medidas de robustez ¢ importante para a obtencao
de estimadores, como por exemplo a funcao de influéncia e ponto de ruptura.

Um outro objeto de estudo deste trabalho sera propor um modelo de regressao em que
disponha de boas estimativas. Para o ajustamento do modelo de regressao sera utilizado
o método de minimos quadrados ordinarios (MQO) e o método robusto M-estimador, este
consiste nos métodos de minimos quadrados reponderados interativos.

A aplicacao dos referidos métodos sera nos titulos do tesouro direto, em que ha con-
dicoes preestabelecidas para o seu resgate. O intuito sera estudar o risco financeiro, ou

seja a variacao desse preco em um determinado tempo.

Palavras-chave: Estatistica robusta, M-estimador, Medidas de robustez, estimador

de escala, estimador de locagao.
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Capitulo 1
Introducao

A historia da estatistica robusta tem inicio no fim do século XIX, com Simon Newcomb.
Porém, os grandes avancos nesse estudo ocorreram na década de 1960 e inicio dos anos
da década 1970 com os trabalhos de John Tukey, Peter Huber e Frank Hampel.

A estatistica robusta surgiu para estudar a interferéncia que os valores atipicos, os
chamados outliers(observagoes inconsistentes em um conjunto de dados), ocasionam nas
estimativas dos métodos cléassicos.

Algumas técnicas da estatistica classica rejeitam automaticamente esses valores ano-
malos, porém esse procedimento nao é correto, pois esses valores podem ser portadores de
informacoes vitais em uma determinada populacao. Por isso os métodos robustos foram
propostos para a producao de estatisticas mais resistentes a acao desses valores atipicos.

Para a obtencao de estimadores robustos deve-se ter conhecimento das ferramentas
bésicas de medidas de robustez que sao: a robustez qualitativa, a robustez quantitativa
e a funcao de influéncia. A robustez qualitativa expressa que uma pequena alteracao nos
dados deve causar efeitos pequenos.

A robustez quantitativa é embasada no conceito de ponto de ruptura, este aspecto
revela a magnitude de pertubacao para que o modelo entre em colapso. A funcgdo de
influéncia mede se o estimador responde suavemente a pequenas violacoes nos dados.

Essas ferramentas auxiliam na compreensao da eficiéncia dos estimadores robustos, em
relacao aos estimadores da estatistica classica. O objeto de estudo do trabalho consiste
em propor um modelo de regressao que disponham de boas estimativas.

Para o ajustamento de modelos de regressao linear na estatistica classica, o estimador
mais utilizado é o método de minimos quadrados ordinarios (MQO). Este método dispoe
de pressupostos que precisam se observados na analise estatistica, como auséncia de valores
influentes e pontos de alavanca.

E por isso, inevitavelmente a violagao, a regressao robusta torna-se uma técnica al-
ternativa interessante. Um dos estimadores mais utilizados na regressao linear robusta é

o M-estimador, este estimador generaliza o conceito de estimacao de méxima verossimi-

3



Capitulo 1. Introducio

lhanca.

A aplicacao dos referidos métodos robustos sera nos titulos do tesouro direto, que se
classificam como renda fixa, ou seja, existem condicoes preestabelecidas para o seu resgate.

Diante disso, tem-se a curiosidade de conhecer os métodos robustos e observar o seus
efeitos em um conjunto de dados. Uma das justificativas para um estudo mais aprofundado
em estatistica robusta é a utilizagao desses métodos em diversas dreas como por exemplo
em financas.

Em financas o objetivo é analisar o risco financeiro, este é medido pelas variacoes
no tempo. O log-retorno ¢ muito utilizado para realizar essa medicao, pois sao livres
de escalas. H4 uma caréncia de textos em portugués sobre os métodos robustos, e este

trabalho tem como finalidade ser um objeto de consulta para posteriores aplicagoes.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo geral

Mostrar incentivos para a utilizagao de métodos robustos para estimacao de modelos
de regressao e apresentar a eficiéncia dos métodos robustos na elaboragao de estatisticas

mais resistentes a valores atipicos.

1.1.2 Objetivos especificos

e Comparar o M-estimador e o estimador de minimos quadrados da estatistica classica.

e Compreender a importancia dos conceitos de curva de sensibilidade, fun¢ao de in-

fluéncia e suas medidas de robustez qualitativas e quantitativas.

e [xplorar aspectos computacionais do programa R 3.1.0 para o modelo de regressao

linear e identificar observacoes atipicas.

e Utilizar os métodos robustos aplicando-os em um conjunto de dados.



Capitulo 2

Estimacao Robusta

2.1 Teoria de estimacao robusta

Segundo Huber (1972) a teoria da estimagcdo originou-se com o problema da variabi-
lidade estatistica devido a erros de medicao. Esses erros podem ser produzidos na coleta
de dados ou no registro incorreto desses dados.

A teoria da estimacgao classica surgiu no século XIX e hoje é muito aplicada em varias
areas. Essa teoria é sensivel a dados que contenham valores atipicos, os chamados outliers,
pois os estimadores da estatistica classica mostram-se sensiveis a presenca desses valores.
A necessidade de minimizar o impacto que esses valores atipicos provocam nas estimativas,
acarretou no surgimento de métodos mais robustos, ou seja menos sensiveis.

A teoria da estatistica robusta lida com desvios das suposicoes sobre o modelo e refere-
se & construcao de procedimentos estatisticos que se aplicam a distribuicoes de caudas
pesadas ou contaminados com valores extremos provenientes de erros.

Os procedimentos de estimacao e teste robustos tém atraido a atencao de muitos pes-
quisadores historicamente, e existem trés principais linhas de investigacao que formalizam
a teoria da robustez.

A primeira linha de pesquisa iniciou em 1964 com a teoria minimax de Huber, em
que o problema estatistico é visto como um jogo entre a Natureza (que escolhe uma distri-
bui¢ao em torno do modelo) e o estatistico (que escolhe um procedimento estatistico). O
estatistico atinge a robustez pela construcao de um procedimento minimax que minimiza
a perda segundo um critério, como por exemplo, a variancia assintotica.

A segunda linha se baseia no conceito de pontos de influéncia concentrando-se em
caracteristicas de robustez global, ou seja , o impacto de valores discrepantes em um
procedimento estatistico .

A terceira linha de pesquisa, introduzido por Hampel (1968), considera a robustez
local (ou robustez infinitesimal), em que se avalia o impacto da distribui¢do de desvios

moderados a partir de modelos ideais em um procedimento estatistico .
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Capitulo 2. Estimacdo Robusta

2.2 Modelo de locacao

Segundo Maronna (2006) o modelo de locacao é descrito assumindo que o resultado
de cada observagao da amostra x; depende de um parametro de locagao desconhecido p
a ser estimado, e um erro aleatorio que denotaremos por u;. Supondo que os erros sejam

aditivos, o modelo pode ser escrito como:

T = )+ uy, Vi=1,..,n. (2.1)

Se as observagoes da amostra sao independentes e identicamente distribuidas (iid),

pode-se assumir que:

® uy,...,u, tem mesma fungao de distribui¢do Fy(u).

® uq,...,Uu, sao independentes.

Entao conclui-se que x1,...,x, sao variaveis aleatorias independentes com funcao de
distribui¢do F'(z) simétrica em torno de pu. Buscamos estimativas de fi=p com proba-
bilidade alta de ocorréncia. Uma maneira de mensurar a aproximacao ¢ usando o erro
quadratico médio (EQM).

EQM (j1) = E(js — p)*. (2.2)

Segundo Bustos (1981) na estimagao robusta o ponto inicial é supor que a func¢ao de
distribuicao seja parcialmente conhecida. Neste caso, esta funcao de distribuicao pertence
a uma vizinhanca de uma distribuicao hipotética que pode ser totalmente conhecida. A

funcao pode ser escrita com base em uma mistura da forma:

F=(1—¢€)x*Fy+exH, (2.3)

em que 0 < € < 1, Fy é uma distribuicao conhecida e H é uma distribuicao simétrica.
Existem varios estimadores possiveis para o parametro de locacao. Iremos definir que T,
estimador de . E um requisito que o estimador 7, seja estimador equivariante, ou seja,

isso significa que nao varia sobre transformacoes:

T.(axy + b, ...;ax, +b) = aT,(xq, ..., z,) + b. (2.4)

6



Capitulo 2. Estimacdo Robusta

Para todo a e b pertencente aos R. Partindo de conclusoes expostas em diversos
trabalhos tem-se chegado & conclusao de que uma alternativa robusta muito conveniente
quando se quer evitar as consequéncias catastroficas de usar a média amostral como
estimador de locacao, na presenca de outliers, seria utilizar uma classe de estimadores

similares ao de méxima verossimilhanca. Essa classe é a dos M-estimadores.

2.2.1 M-estimador de locacao

Definigao 1. Seja p : R — R, uma funcao nao negativa. Chama-se M-estimador T, de
p definido por p(x) como:

> plai—T,) < Z p(x; — 1) Vi — R (2.5)

i=1

Em principio, p(x) poderia ser qualquer fungao. Porém, se algumas propriedades
sobre p(x) ndo forem requeridas, um 7,, que satisfaga (2.5) podera existir apenas para um
conjunto de observagoes que dificilmente apareceram na pratica. Dai, em geral pede-se
que p seja simétrica, convexa e p(x) — oo quando |z| — oc.

Considerando o modelo de locacao (2.1), se F' for uma fungao distribui¢ao de x; a
densidade f = F'. As observacdes z; possui distribuicdo com densidade f(z — p) do tipo
continua, em que p é o parametro de locagdo. A funcao de méaxima verossimilhanca é

dada por:

Lir,an = [ i = ). (2.6)

O estimador de maxima verossimilhanca (EMV) de p ¢ um valor que depende dos

valores observados que maximiza L, .. 4,), ou seja:

T,=1= argmaX“L(wl’m’xn). (2.7)

Sendo f uma func¢ao positiva, uma vez que o logaritmo é uma funcao crescente entao

o estimador pode ser escrito como:

i = argmin,, Z plx; — ), (2.8)
i=1

7



Capitulo 2. Estimacdo Robusta

em que p = —logf. Suponha que essa minimizagao possa ser realizada pela diferenciagao
(derivacao) da equagao (2.8) em relagdo ao parametro u, ou seja achando o i apropriado,

este satisfaria:

Z U(x; —p) =0, (2.9)

em que U = p'. Assim com o M-estimador robusto desejamos determinar a funcdo (2.5)
de modo que o resultado do estimador seja protegido contra uma pequena porcentagem
de outliers. O M-estimador pode ser visto como uma média ponderada, e terd uma
fungao peso, denominada w(z). Usando a definigdo mais técnica, Huber derivou a seguinte

robustez de V(z), p(x) e w(x):

-k, < -k
U(z) = z, |z|<k (2.10)
k, x>k

p(az)z{ IQ_/Q’Q o < % (2.11)

() = { U (z)/z, sex#0 (2.12)

i)
04 05708 10

Figura 2.1: Fungdes ¥(z), p(z) e w(x) de Huber



Capitulo 2. Estimacdo Robusta

O grafico das fun¢oes de Huber mostra que ¥(z), p(z) e w(x) possuem comporta-
mento distintos. A funcdo V(x) mantem-se constante, p(x) é crescente e w(x) decresce
quando atinge determinado valor de k. O valor de k é escolhido de modo a assegurar uma
determinada variancia assintotica. Quando k = 1, 345 temos uma perda em eficiéncia que
seria de aproximadamente de 5% em relagao a distribui¢do Normal. Isto é (2.11) e (2.10)
sao funcoes associadas a distribuicao "Normal"no meio e com a distribuicao "exponencial
dupla'nas caudas.

Outras funcoes sao comumente utilizadas, quando a distribuicoes dos dados tem cauda
pesada, é melhor utilizarmos estimadores "redescending", esses estimadores possuem uma
funcao p que tem um aumento mais lento em relacao a funcao Huber. Abaixo apresen-
taremos uma dessas fungoes com seus respectivos valores de constantes sugeridos, para a

obtencao de 95% de eficiéncia em relacao a distribui¢ao Normal.

e M-estimador de Tukey-bisquare

Tukey sugeriu a seguinte robustez de ¥(x), p(z) e w(z):

) e = (x/n)?)?, fzl <h
U(z) = { N o (2.13)
1= @/, Jal<h
pla) = { N o (2.14)

(2.15)

U'(z)/z, sex#0
v (0), sex=0

Figura 2.2: Fungoes V(z), p(z) e w(z) de Tukey-bisquare
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A funcao ¥(x) de Tukey-bisquare tem um comportamento crescente e decrescente, e p(x) é
uma funcao crescente a medida que x aumenta e a funcio w(x) tem um decrescimento gradual
quando atinge determinado valor de h. Quando o parametro de escala é desconhecido, o melhor
valor para a constante ¢ h = 4.685, para termos um nivel de eficiéncia de 95% em relagao a

distribuicao Normal.

2.2.2 Outras classes de estimadores

L-estimador

Consideraremos o caso mais simples de uma amostra aleatéria de uma distribuicdo continua
em que u é o parametro de locagdo. Definiremos a estatistica de ordem das observacoes como

Z(1) <...< Z(n)-

Definicao 2. Sejam ay, .., an, nimeros reais y ., a; chama-se L-estimador induzido por a1, .., ap

baseado em x1, ..,z :

n
L, =L,(z1,...,2y) = Zaimi. (2.16)
i=1

Os diferentes tipos de L-estimadores se distinguem segundo a maneira que se derivam os
a;. Ou seja, o L-estimador é uma combinacao linear da estatistica de ordem. Os tipos mais

tradicionais sao:
e Mediana Amostral

Chama-se mediana das observacdes x1, ...Tp:

T+

Med: =
ediana 5

(2.17)

Sendo M =[(n+1)/2] , L =[(n+ 2)/2]. Observa-se que a mediana é um L-estimador:

Se n—2k-1
=1
k (2.18)
a; = 0, 17’é k
Se n=2k+1
ap =1/2

a; =0, i#k e i#k+1

10



Capitulo 2. Estimacdo Robusta

e Trimédia

Chama-se estimador trimédia baseado nas observagoes (xi,...2y) :

T = T(l‘l, a:n) = 1/4$(q_) + 1/2MED + 1/4I‘(q+), (2.20)

em que g— = [n/4] +1 ,g+ = n+ [n/4] ¢ MED ¢ a mediana das observagdes definida em (2.17).
Entao podemos concluir que o estimador trimédia é a média ponderada do 1°, 2° e 3° quartil

com seus respectivos pesos.

R-estimador

A familia dos R-estimadores é baseada nos testes ndo paramétricos para amostras empare-

lhadas baseados em postos.

Defini¢ao 3. Seja J : (0,1) — R uma fungio nao decrescente tal que J(1 —t) = —J(t),
ap : 1,2...,2n — R uma fungdao definida por a,(k) = J(ﬁ) E S, = 13" an(R;). Chama-

se R-estimador de p definido por J baseado em x1,...,x, a um [ir j tal que:

Tn(fp.g; 1, ..xn) =0 (2.21)

Pode-se mostrar que o posto de R; de x; — m em {x; —m,...,x, — m} é 0 mesmo que o posto
de z; em {x1 — 2m,...,z, — 2m}, em que m é a mediana das observa¢des. Por isto fip ; esté

definido por T (firj; 1, ...2n) = 0, em que T : RxRT — R é uma funcao definida por:

n

1
T(m;xy,.wn) = = > an(R}) (2.22)
1=1

Onde R} ¢é o posto de z; no conjunto {x1, ..., T, 2m—=z1, ..., 2m—x, }. Usando a nomenclatura

)

usual ”a,” é chamado de escores e ”J” a funcdo geratriz de escores. As funcoes J podem ser

definidas baseadas da distribuicao F, por meio de sua densidade, através de:

J(t) = 77t 0<t<1 (2.23)

Como exemplo temos:

e R-estimador baseado em "escores mediana", neste caso a densidade serd uma exponencial

dupla, em que:

(2.24)

1 se 0<t<1/2
-1 se 1/2<t<1

11



Capitulo 2. Estimacdo Robusta

Os M-estimadores, caracterizam-se por ser uma generalizacao dos estimadores de méxima ve-
rossimilhanca (EMV), e por ter uma melhor eficiéncia que os demais estimadores apresentados.
Portanto, daremos mais énfase nessa familia de estimadores. A estimacao de locacao robusta é

feita por métodos interativos e para melhores detalhes sobre o algoritmo ver Apéndice B.

2.3 Modelo de escala

Neste caso, iremos considerar que as observagoes x; satisfazem o seguinte modelo multiplica-

tivo, o erro aleatério wu;:

T = oU, Vi=1,..,n. (2.25)

Com as mesmas suposicoes feitas para o modelo de locagdo, em que a densidade dos erros
definimos como fj, neste caso o pardmetro desconhecido é o o, este mensura a dispersdo das
observagoes, e deve ser estritamente positivo. Entao considerando o modelo (2.25), a distribuicao

de x; constitui uma forma que compde uma "familia escala"em que a densidade seré:

1 =z
;fo;- (2.26)

Existem véarios estimadores possiveis para o parametro de escala. Entao iremos definir que
Sy € o estimador de 0. Como para o estimador de locacdo é requisito que o estimador S,, seja

estimador equivariantes, ou seja, isso significa que nao varia sobre transformacdes:

Sp(azy + b, ...;ax, +b) = |a| Sp(x1, ..., xp). (2.27)

Para todo a e b pertencente aos . Segundo Huber(1991) problemas de escala puro sao
raros, na pratica o parametro de escala na distribuicdo ocorre normalmente como um parémetro
"nuisance"no modelo de locacdo, ou seja, este pardmetro ndo é de interesse imediato, mas faz
parte na analise do parametro que é de interesse. Esses problemas de escala pura sao complexos.
Porém tem como vantagem que podem ser convertidos em problemas de locagao, neste caso iremos
usar o logaritmo. E temos a desvantagem que as distribuices resultantes destas transformacGes,

nao ha uma escala natural (correspondente ao centro de simetria).

12
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2.3.1 M-estimador de escala

O estimador de méaxima verossimilhanca (EMV) de o é definido através da funcao de densi-
dade (2.26) como: (Maronna,2006)

1 1 :
Sp = 6 = argmax, — H fo(&). (2.28)
o o

=1

Tomando o logaritmo e diferenciando com relagdo a o, temos que é a solucdo de:

1 " €Ty
- scala\~— ) = 0. 2.2
n ;p& l ( o ) ( 9)

Observe que, para (2.29) tenha uma solugao entao 0 < § < pescala(00). Em que pescaia €
uma funcao diferenciavel (derivavel) e nao decrescente. Entao devemos ajustar as propriedades
de estimativas de escala em relagao ao parametro de locacao.

Huber(1964) propos que a fun¢io pescalq Seria:

'%2_97 |Jf|§k‘

2.30
K2 —g, |z|>k ( )

Pescala (.’If) - {

Para alguns valores na constante k, com g determinado de tal modo que (2.29) seja igual a

Tukey, definiu que a fun¢ao pescala seria da forma:

pescala(x) = min {1 - (1 - 1'2)3, 1} ) (231)

em que = 0.5.
O desvio mediano absoluto (MAD) tem sido uma boa estimativa de escala, pois tem a carac-

teristica de ser mais robusto. Em que é construido pela funcdo pescaia :

Pescala = Sign(|xi’ - 1) (232)

Portanto definimos o desvio mediano absoluto (MAD), como:

MAD = Med(|x — Med(x)|). (2.33)

Ou seja, o desvio mediano absoluto (MAD) determina todos os desvios absolutos entre cada

observacao e a mediana, e a mediana dessas distancia produz uma boa estimativa de escala.

13
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A estimacao de escala robusta é feita por métodos interativos e para melhores detalhes sobre

o algoritmo ver Apéndice B.

2.4 Medidas da robustez

Enquanto a abordagem da estatistica classica visa estimativas que tenham propriedades de-
sejaveis em um determinado modelo, o objetivo dos métodos robustos é desenvolver estimativas
que ndo sao sensiveis a pequenas violagoes (ou desvios de suposicoes).

Existem vérias abordagens de mensuracao da robustez. O trabalho de Huber (1996) apresenta
a definicdo de robustez sob os seguintes aspectos: robustez qualitativa, robustez quantitativa

baseada no conceito de ponto de ruptura e robustez infinitesimal.
e Robustez Qualitativa

Baseado no principio da continuidade da distribui¢ao assumida, ou seja, pequenas pertuba-
¢Oes na distribuicdo devem causar pequenos efeitos nos métodos estatisticos utilizados.

Assim se X1,...X,, sdo variaveis iid (independentes e identicamente distribuidas), com distri-
buigao comum F e o estimador 7}, é baseado na distribui¢do dessas variaveis, T,, = T, (X1, ...Xp),
entdo pode ser interpretado da seguinte forma: Uma pequena alteragdo em F' = /(X)) deve

resultar arbitrariamente em uma pequena mudanca em F' = ¢(7,,). (HUBER,1996)
e Robustez Infinitesimal

Baseado no conceito de funcdo de influéncia. Esta funcdo mostra que uma pequena alteracao
nas observacoes pode resultar em uma pequena mudanca na estimativa do parametro 6. Este

conceito serd abordado posteriormente.
e Robustez Quantitativa

Baseado no conceito de ruptura, que é uma medida global de robustez. A grosso modo o
ponto de ruptura mostra a quantidade maxima de outliers que o estimador pode suportar antes

de produzir erros nas estimativas.

2.4.1 Funcao de influéncia

Mostra como o estimador responde a uma pequena contaminacao em varios pontos nos dados,
ou seja, mede a sensibilidade do estimador quando ocorre pequenas mudangas no processo que
gera dados originarios da distribuicao F'.

Segundo Staudte e Sheather (1990) a distribuicdo Fy,e = (1 — €)F + €Ay, ¢ um modelo
apropriado quando hé contaminacoes nos dados. Em que A, é uma fungao de distribuicao no
qual o valor de xy ocorre com probabilidade P(z = xg) =1 .

Staudte e Sheather (1990) mostram que a influéncia relativa, que possui 6(F) com probabi-

lidade €, é definida por :

(2.34)
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E a funcao de influéncia de 6 em F quando a amostra contém uma pequena proporcao de

outliers. E defina como :

O(Froe) = O(F)

IF = lim (2.35)
el0 €
Entao:
o .
IF = 8—9((1 —e)F +ely) | e (2.36)
€

Desde que seus limites existam e pertenga ao conjunto de nimeros reais. A funcdo de in-
fluéncia pode ser considerada como uma "versdo limite"da curva de sensibilidade, cuja defini¢ao

é:

Definicao 4. Seja 9nA+1 e b, estimadores do pardmetro 0 baseados em tamanhos de amostras
n+1 e n respectivamente (ambos sao estimadores definidos pela mesma regra, o que diferencia é

o tamanho da amostra) e seja x1, ..., x, nimeros reais. Chama-se curva de sensibilidade a fungao
SCh : R — R definida por:

~ ~

SCn({L'()) = ((n + 1)(9n+1(.%'1, ceey xn+1),ar0)) — Hn(a:l, ,a:n) (2.37)

Neste caso € = 1/(n + 1). E de se esperar que os xy, sdo iid com funcio de distribui¢do F,
entao SCy,(xg) ~ I F(xzo, F') para grandes amostras. Pode-se notar que para cada xg, SCy (o) €

uma variavel aleatoria.

Huber M-estimates Median
=
=
o u
! —
A Sd_______,__- o2 [
= =
= B 2
c O c o /
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o f— =
o o
| |
=
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Figura 2.3: Curva de sensibilidade estimadores de locacao. Fonte: Maronna, 2006
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0.05

0.0
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-0.10 -0.05

outlier

Figura 2.4: Curva de sensibilidade MAD. Fonte: Maronna, 2006

A Figura (2.3) mostra a curva de sensibilidade para alguns estimadores robustos. O M-
estimador de Huber para k=1.345 e utilizando MAD e o desvio padrdo como estimadores de
escala, observa-se que ha uma diferenca entre essas curvas, quando utiliza-se o desvio padrao e a
quantidade de outlier é alta, a sensibilidade deste estimador aumenta. A curva de sensibilidade
da mediana e da trimédia ficam constantes independentes da quantidade de outliers. Para o
estimador de Tukey-bisquare foi utilizado o MAD como estimativa de escala, quando ha uma
quantidade razodavel de outliers a curva de sensibilidade deste estimador torna-se constante . A
Figura (2.4) mostra a curva de sensibilidade para o estimador de escala MAD, a medida que
aumenta a quantidade de outliers a curva é crescente e depois de atingir uma determinada

quantidade de outliers a curva de sensibilidade torna-se constante.

2.4.2 Ponto de ruptura

O ponto de ruptura (BP) do estimador do parametro 6 é a maxima quantidade de proporcao
de valores atipicos que os dados podem conter de tal modo que f ainda fornecera informacoes

sobre o parametro 6.

O parametro 6 varia ao longo de um conjunto ©. A fim de que o estimador 6 resulte alguma
informacao sobre @, a proporcao de outliers ndo deve ser capaz de conduzir 8 para o infinito ou
para o limite quando o conjunto © é nao vazio. Por exemplo, para o pardmetro de escala, temos

que o conjunto esta delimitado por [0, 0], ou seja a estimativa também estara limitada para este

intervalo.

Definicao 5. A contaminacio assintdtica do ponto de ruptura da estimativa de 0 em F, ¢

denotada por €*(0, F'), é o maior €* € (0,1) de tal modo que €* < e, 0((1 —€)F + eG). Como a

funcdo G é continua e limitada, e também limitada a partir dos limites de ©.

O ponto de ruptura para cada tipo de estimador, tem que ser tratado separadamente. Pode-
se observar que é facil encontrar estimativas com alto ponto de ruptura. Por exemplo, quando a
estimava é 0, o €* = 1. No entanto, para estimativas razodveis, é intuitivamente claro que deve

haver mais observagoes tipicas do que observacoes atipicas, portanto neste caso o €* < 1/2.
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2.5 Deteccao de outliers

Existem dois tipos de métodos de deteccdo de outliers que sao por testes formais ou por testes
informais. A maioria dos testes formais (ou métodos de discordancia) precisam de estatistica do
teste para obtencao de resultados nos testes de hipdteses. Essa estatistica do teste normalmente
é baseada assumindo que hi uma distribuicao adequada aos dados, e neste caso é testado se o
valor extremo é um outlier da distribuigao.

A escolha destes testes depende principalmente do tipo de outliers e do tipo da distribuicao
dos dados. Os testes formais sdo poderosos quando hé suposicao de uma distribuicao especifica,
como Normal, Gama ou Exponencial.

Um meétodo formal de deteccdo de outliers é do Escore Z. A ideia bésica desse método é que
os dados seguirem uma distribui¢io Normal N(u,0?), entdo Z segue uma distribui¢io Normal
N(0,1). Em que:

g XX (2.39)

Onde X é a média da amostra e sd é o desvio padrdo da amostra. Neste método, sera
considerado outliers caso o valor de Z; for superior a 3 em valor absoluto.

Outra limitacdo desses valores atipicos sao problemas de mascaramento, ou seja, os valores
atipicos menos extremos nao influenciam os métodos por haver mais valores extremos, ou vice e
versa.

Uma outra abordagem para a detecgao desses valores atipicos é o boxplot padrao, este baseia-

se no intervalo interquatilico. A regra comumente utilizada é:

zi <q —k(gs—q1) e x; > q3 + k(g3 — q1),

em que k = 1.5 é o mais utilizado, a menos que indicado por outra forma.
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Regressao

3.1 Regressao linear simples

O modelo de regressao auxilia a compreender como determinadas variaveis influenciam na
predicao de outra variavel. A Andlise de Regressao define um conjunto de técnicas estatisticas
que possibilitam encontrar uma relacao, que pode ser funcional ou de associagdo (variam em
conjunto), entre as variaveis, e também predizer o valor das variaveis dependentes (ou de resposta)
com base em um conjunto de variaveis independentes (ou de explicagao).

A forma do modelo de regressao linear simples para uma amostra de tamanho n e com uma

variavel explicativa é escrito da seguinte foma:
Y = Bo + f1Xi + €, (3.1)

em que:
Y, é a valor da variavel resposta na i-ésima observacao;
Bo e B1 sdo os pardmetros do modelo, que serdo estimados;
X; & o valor da varidvel explicativa na i-ésima observacao;

€; € o uma variavel aleatéria representa o erro gerado pelo modelo;

3.1.1 Meétodo de minimos quadrados ordinarios

As estimativas serdo obtidas a partir de uma amostra, em que temos Y como a variavel
resposta e X como variavel explicativa, obtemos entdo o par (X,Y), em que (x1,y1) representa
a primeira observagao no conjunto de dados, (z2,y2) representa a segunda observacao e (x;,y;) €
a i-ésima observacao no conjunto de dados. Para a obtencdo dessas estimativas deve-se supor no
modelo (3.1) que os erros aleatorios sdo independentes, homoscedasticidade, ou seja a variancia
constante, e esses erros seguem uma distribuicio Normal (0, o2)

O objetivos é estimar [y e [; minimizando a diferenca entre o valor real de Y e o valor
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predito, que nesse caso sera representado por Y. Essa diferenca é dada por:
ei = Yi — Ui, (32)

em que e¢; ¢ chamado de residuo da i-ésima observacdo e 4; = by + byx;. Considerando by e
b1 como estimadores de [y e By respectivamente, o método de minimos quadrados consiste em

minimizar a soma de quadrado dos residuos, que seréd definido pela funcao L.

L= i e?. (3.3)
=1

Portanto, temos que:

n

L= Ze? = Z (yi — Bo — B1)*. (3.4)
=1

i=1

Para minimizar L, derivamos a funcao L em relacao aos parametros By e (81, € obtemos:

IL(Bo, B1) -
# = _2; (yi — Bo — Brwi)?. (3.5)
aL(gg;ﬁl) - _2; (yi — Bo — 51371')2551\ (36)

Igualando a zero as derivadas parciais e substituindo By e 81 por by e by que indicam os os

parametros , teremos o seguinte sistema de equacdes normais:

—22 (yi — b() — blxi)z =0. (37)
i=1
—2) " (yi — by — brx)*a; = 0. (3.8)
i=1

Obtemos a seguinte solugao desse sistema:

bop =1y — biZ. (39)

by — > i1 (i — 2)(yi — ?j)‘ (3.10)

> iy (w — T)

Para melhores detalhes sobre as propriedades desse método ver Apéndice A.
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3.1.2 Diagnoéstico

O diagnostico do modelo de regressao linear se da essencialmente pela analise dos residuos,

ou seja, pela verificacdo das suposicdes do modelo por métodos inferenciais.
e Normalidade dos Residuos

Um dos requisitos para que o ajuste do modelo seja confidvel, é a distribuicdo dos residuos
ser uma Normal (0,02). Neste caso, os testes ndo paramétricos verificam essa suposicdo. Um

teste utilizado é o teste de Shapiro-Wilk em que as hipdteses séo:

Hp: Os residuos seguem uma distribui¢do Normal (0,02)

Hi: Os residuos nao seguem uma distribui¢io Normal (0,02)

Em que a estatistica de teste sera:

2

1 . .
_ = Ao(n—it+1) (7))
w ) ;1 a;(x )|, (3.11)

em que k é aproximadamente n/2, () ¢ um estatistica de ordem i e D = Y"1, (z; — 7). A regra
de decisao serd feita sob um nivel de significincia «, se a estatistica W for menor que o quantil

« do teste de normalidade de Shapiro-Wilk entao rejeitamos a hipotese Hy.
e Homoscedasticidade dos Residuos

A variancia homogénea dos residuos é outro requisito para que o modelo seja adequado, para a
verificagdo, pode-se visualizar o grafico de valores preditos "versus'"residuos. Para o diagnostico
de homoscedasticidade, busca-se verificar se os residuos encontram-se distribuidos em torno de

Z€ro.
e Independéncia dos Residuos

Pode ser verificada visualmente pelo gréifico de valores preditos "versus"residuos, se ocorrer
tendéncia entdao esses erros nao sao independentes, ou seja, a distribuicao dos residuos deve ser

de forma aleatoria.
o Qutliers

O gréafico de valores preditos "versus'residuos também auxilia na deteccao de valores atipicos.
Se o outlier for influente nas estimagoes dos parametros, ele ird interferir nos valores ajustados.

Porém uma observacao atipica, ndao é consequentemente um ponto influente.
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e Pontos Influentes

E dito ponto influente se a a eliminacao deste causa mudanca nos valores dos parametros
estimados. H4 varias técnicas para a identificacao desses valores influentes. Uma técnica utilizada
é a distancia de Cook, esta mede a influéncia da observacao sobre todos os valores ajustados. A

distancia de Cook é definida como:

S (Wi — 9ig))?
pxQME

D; = (3.12)
em que p é o nimero de parametros do modelo, 0 QME é o quadrado médio dos residuos.

Quando D; > 1, o valor do residuo é um valor influente nas estimativas do modelo.

3.1.3 Meétodo robusto de regressao

As estimativas de minimos quadrados podem nao ter um comportamento eficiente quando a
distribuicao dos erros nao é normal, particularmente quando esses erros atribuem pesos na cauda.
Neste caso uma solucao seria a retirada dessas observagoes, porém temos um outro recurso que
seria a utilizacdo do M-estimador, pois esse nao se mostra tao vulnerivel a valores atipicos.

A regressao robusta é feita por minimos quadrados reponderados interativos, devido ao fato
desses estimadores nao terem uma expressao analitica explicita. As ponderagoes dependem
dos residuos, estes dependem dos coeficientes estimados, por este fato é utilizada uma solucao
interativa.

Substituindo o método dos minimos quadrados (3.4) pelo critério do M-estimador (Hu-

ber,1964) a estimacao dos ;s sera:

b, = argmin Z p(2—22 JZ@B (3.13)

Neste caso denotaremos r; = y; — x; . A derivada de p(r;/5) sera denotada por ¢(r;/5) =
p(ri/d). A funcdo de influéncia (IF) do estimador b, nesta situacao depende de dois argumentos,
x e y. Do mesmo modo, a medicao do ponto de ruptura de b, nao deve ser considerado apenas
com respeito as alteragoes nos valores de y, mas também no que diz respeito aos valores de =x.

Em particular p(t) = %tQ, em que consideraremos t = (r;/5) ,mostra a estimativa pelo método
dos minimos quadrados.

Rousseeuw e Yohai (1984) mostram que as estimativas pelo métodos dos minimos quadrados
apresentam ponto de ruptura (mede qual seria a porcentagem de contaminac¢do que um estima-
dor pode suportar e ainda assim fornecer informacdo confidvel sobre o parametro considerado)
mensurado a %, e este tende a zero quando o tamanho da amostra é muito grande. Portanto uma

observagao atipica pode causar grande impacto na estimagao pelo método de minimos quadrados.
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Propriedades da fungao p(.):

e Sempre nao negativa p(t) > 0.

Igual a zero quando p(0) = 0.

Simétrica p(t) = p(—t).

Monotona em |t],p(t) = p(t') para |t| = |¢/].

Uma das fungoes p normalmente usadas é a fun¢ao ¢ de Huber (HUBER,1981), em que ¢ (t) =
p'(t) = max {k,min (—k,t)}. Huber(1981) recomenda usar k=1.345 na pratica. Esta escolha
produz uma eficiéncia relativa de aproximadamente 95% em relacéo a distribuicao Normal.

Tukey propés que :

t1—(t/h)*)?, Jtl<h

3.14
0, [t| > h (3.14)

Y(t) = p'(t) = {

Para o modelo de regressao a constante mais utilizada é h = 4.685 na qual também tem uma
eficiéncia relativa de aproximadamente 95% em relagao a distribuicao Normal.

No diagnoéstico com estimativas robustas observamos apenas os valores influentes na estima-

¢ao, pois esses métodos nao sdo baseados em suposi¢des. A estimagdo de regressdo robusta é

feita por métodos interativos e para melhores detalhes sobre o algoritmo ver Apéndice B.
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Aplicacao

4.1 Apresentacao dos dados

A aplicacao dos referidos métodos serd nos titulos de tesouro Direto, os dados situam-se no
site do Tesouro Nacional, (http://www.tesouro.fazenda.gov.br) no link Balancos e Estatisticas.
A atualizag8o do preco de venda ocorre diariamente, iremos descrever as caracteristicas de duas
modalidades de titulo do tesouro Nacional.

O intuito é analisar os riscos financeiros através dos log-retornos do ano de 2014 das letras do
tesouro nacional (LTN) e letras financeiras do tesouro (LFT). A andlise robusta sera realizada no
software estatistico R, em que utilizar-se-a os pacotes robustbase, M ASS, qualityTools, stats,

smoothmest e Rfit.

4.1.1 Letra do tesouro nacional - LTN

E um titulo prefixado, ou seja a rentabilidade é definida no momento da compra. Esta
rentabilidade é calculada pela diferenca entre o preco da compra do titulo e seu valor nominal
no vencimento, este valor serd sempre R$ 1000,00.

Essa diferenca é conhecida como depreciagao do titulo. Este titulo possui fluidez de paga-
mento simples, o investidor faz a compra do titulo e recebe seu rendimento uma tnica vez, na

data de vencimento deste, junto com o valor nominal.

Valor de Face ou
Nominal (Valor Investido
Datada + Rentabilidade)

Compra

Investidor realizaa comprae
transfere os recursos ’ }

Taxa de Juros efetiva no perfodo Datade
Valor Vencimento

Investido

Preco
Unitdrio

Investidor recebe o retorno
deseu investimento

Figura 4.1: Fluxo de pagamento LTN - Fonte Tesouro Direto
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4.1.2 Letra financeira do tesouro - LFT

A letra financeira do Tesouro é um titulo pdés-fixado, em que sua rentabilidade segue a variacao
da taxa de juros bésica da economia, mas comumente chamada de taxa Selic. O valor de resgate
é dado pela variagao desta taxa diiria registrada entre a data de liquidacdo da compra e a data
de vencimento do titulo, que pode ser acrescida de agio ou desagio no momento da compra.

Este desigio ¢ uma taxa acrescida & variagdo da taxa Selic para medir a rentabilidade de
acordo com uma menor demanda pelas LFT. Na ocorréncia deste desigio, o investidor recebe a
Selic mais o valor do desagio.

Ja o agio da LFT é uma taxa deduzida & oscilacao da taxa Selic para medir a rentabilidade
do titulo de acordo com uma maior demanda pelas letras financeiras do tesouro. Neste caso o

investidor recebe a Selic menos o agio.

Valor de
2 ;i Resgat

Investidor realiza a compra ¢ -

transfere os recursos } Juros
Principal
Data da Compra } B
Taxa de Juros S
Principal efetiva no periodo Data do Vencimento
(SELIC)

Prego
Unitério Investidor recebe o retorno
de seu investimento

Figura 4.2: Fluxo de pagamento LF'T - Fonte Tesouro Direto

Um dos objetivos em finangas é avaliar os riscos financeiros, e este risco ¢ medido em termos

de variacoes de preco. A variacio de precos entre os instantes t — 1 e ¢ é dada por:

AP =P —P_,. (4.1)

Costuma-se usar os log-retornos, que iremos definir como r; = log Pf t— pois estes sdo livres de

1
escala e possuem propriedades estatisticas mais significativas, em relacao aos pregos propriamente

ditos.
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4.2 Andlise descritiva dos dados

Os dados foram extraidos do site do tesouro direto, porém os log-retornos do ano 2014 das

letras do tesouro nacional e das letras financeiras do tesouro foram calculados no software R.
e Letra do Tesouro nacional - LTN

O grafico do log-retornos:

Be-04

2e-04

Log-Retorno

Ae-04

jan mar mai jul set nov jan

Figura 4.3: Gréfico dos log-retornos dos valores de venda de 2014 das letras do tesouro
nacional

Observa-se que no meses de janeiro e fevereiro ocorreram os menores retornos possiveis,
mas ao final de fevereiro observa-se uma alta desse retorno. Para uma anélise mais profunda,

verificaremos algumas estatisticas descritivas.

Tabela 4.1: Estatisticas descritivas dos log-retornos - LTN

Estatistica Valor

Minimo  -0.000533
1° Quartil ~ 0.000153
Média 0.000174
Mediana  0.000181
3° Quartil  0.000211
Méximo 0.000754
Assimetria -1.074107
Curtose 7.513282

Temos que o valor minimo do log-retorno é -0.000533, neste caso o investidor nao estava
possuindo rentabilidade, e o valor méximo do log-retorno ¢ 0.00754, neste caso o retorno a

rentabilidade era satisfatoria.

Para ver os possiveis valores discrepantes desses dados, iremos observar o box-plot da distri-

buicao dessas observacoes.
Observa-se que ha muitos outliers nessas observagoes, pois had muitos pontos fora do limite

determinado. As medidas de assimetria e curtose nos mostra como seréd distribuicdo desses log-

retornos no ano de 2014.
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Figura 4.4: Blox-plot log-retornos - LFT

Pode-se observar que a assimetria é negativa, ou seja, as caudas da distribui¢ao distinguem-
se. J& a curtose como o valor é positivo e alto, mostra que a distribuicao desses log-retornos tem

o pico mais agudo. Portanto a distribuicao dos log-retornos sera:

8000
|

Densidade
4000

ol

T T T T T T T T
Ge-04 -4e04 -2e04 0e+00 2Ze4 4e04 Ge04 Be04

Log-retorno

Figura 4.5: Densidade dos log-retornos da LTN em 2014

Como dito anteriormente, pelo grafico que ha uma diferenca entre as caudas da distribuicao
e o pico desta é agudo, ou seja esses dados tém uma distribuicdo com cauda pesada, isto é

comumente visto em dados financeiros.
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e Letra Financeira do Tesouro - LFT

O gréfico do log-retornos:

0.00020

Log-Retorno
|
———

‘
T T T T T T T
jan mar mai jul set nav jan

0.00016
1

Figura 4.6: Grafico dos log-retornos dos valores de venda de 2014 das letras financeiras
do tesouro

Diferente dos dados da Letra do tesouro Nacional, observa-se que h& poucas variagdes nos
log-retornos da letras financeiras do tesouro.

No més de marco ocorreu a maior rentabilidade possivel para o investidor, j4 no més de junho
ocorreu o menor retorno possivel desta letra no ano de 2014. Verificaremos algumas estatisticas

descritivas:

Tabela 4.2: Estatisticas descritivas dos log-retornos - LFT

Estatistica Valor

Minimo  0.000145
1° Quartil  0.000175
Média 0.000178
Mediana  0.000178
3° Quartil  0.000179
Méximo  0.000218
Assimetria  0.12038
Curtose  7.876604

O valor minimo do log-retorno é 0.00145 e o valor maximo do log-retorno é 0.000218, neste
caso o retorno a rentabilidade para o investidor foi satisfatéria. Para visualizar possiveis outliers

nas observagoes, iremos observar o box-plot da distribuicdo desses dados.
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Figura 4.7: Blox-plot log-retornos - LFT

No boxplot a mediana ndo se encontra ao centro do caixa, isso nos dé indicios de que a
distribuicao desses dados ndo é simétrica, observa-se que a mediana estd préxima ao 1° quartil
da distribuicdo, mostrando que a assimetria da distribuicdo é positiva, e verificamos isso atraveés
das estatisticas, em que a assimetria é 0.12038.

A curtose dessa distribuicdo é semelhante ao da LTN, pois possui valor positivo e alto,
mostrando que a distribuicao desses log-retornos tem o pico mais agudo. Entao a distribuicdo

dos log-retornos da Letra Financeira do tesouro seréa:

100000 200000

Densidade

0

T — T 1
0.00014 0.00016 0.00018 0.00020 0.00022

Log-retorno

Figura 4.8: Densidade dos log-retornos da LTN em 2014

Portanto, a distribuicao dos log-retornos das observagoes da LFT é distribuicao leptocurtica,

com cauda pesada, e média igual a 0.000178.
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4.3 Estimadores de locacao

As tabelas abaixo irdo mostrar o comportamento dos estimadores de locagao nos dados do log-
retornos da LTN e da LFT , primeiramente iremos comparar os estimadores de locacao quando

diminuimos o tamanho da amostra e a média geral dos log-retornos de 2014.

Consideraremos n = 40 o periodo 01/11/2014 a 30/12/2014, quando n = 28 compreendera o
periodo 20/11/2014 a 30/12/2014, para n = 15 o periodo sera 30/11/2014 a 20/12/2014 e para
n = 7 o intervalo serd entre os dias 19/12/2014 a 29/12/2014. E a média(geral) calculada dos
log-retornos compreende o periodo de 02/01/2014 a 31/12/2014.

Tabela 4.3: Estimacao de locacao - letras do tesouro nacional

Dias(n) Bisquare Huber Trimédia  Mediana  R-estimador Média ~ Meédia(Geral)

40 0.0001848 0.0001849 0.0001853 0.0001849  0.0001842  0.0001759 0.0001736
28 0.0001868 0.0001876 0.0001862 0.0001876  0.0001856  0.0001727 0.0001736
15 0.0001920 0.0001917 0.0001903 0.0001917  0.0001896  0.0001881 0.0001736
7 0.0001921  0.0001913 0.0001919 0.0001913  0.0001913  0.0001925 0.0001736

Quando n=40 dias as estimativas robustas estdo se comportando de maneira semelhante, e
a estimativa classica (média das observagoes) esté se diferenciando. Observa-se no grafico (4.3)
que ha valores discrepantes neste intervalo, o que ocasiona essa diferenca significativa. Para n=7,
nota-se que ha uma desconformidade entre os estimadores robustos e a média geral do ano de
2014, este fato nos mostra que os outliers estdo interferindo na média geral.

Para as letras financeiras do tesouro as observacoes serdo n = 39 que compreenderé o perfodo
01/03/2014 a 01/05/2014, quando n = 26 consideraremos o periodo 01/03/2014 a 10/04,/2014,
para n = 11 o periodo sera 01/03/2014 a 20/03/2014 e para n = 5 o intervalo serad entre os dias
07/03/2014 a 17/03/2014. E a média(geral) calculada dos log-retornos compreende o periodo de
02/01/2014 a 31/12/2014.

Tabela 4.4: Estimacao de locagao - letra financeira do tesouro

Dias(n) Bisquare Huber Trimédia  Mediana  R-estimador Média ~ Meédia(Geral)

39 0.0001706 0.0001748 0.0001755 0.0001748  0.0001762  0.0001771 0.0001776
26 0.0001742 0.0001744 0.0001744 0.0001744  0.0001744  0.0001766 0.0001776
11 0.0001742 0.0001742 0.0001742 0.0001742  0.0001742  0.0001781 0.0001776
5 0.0001743 0.0001743 0.0001743 0.0001744  0.0001744  0.0001830 0.0001776

Tendo em vista as estimativas de locacao para a letra financeira do tesouro, observa-se que
para n=252, ou seja, todas as observagoes de 2014, a média nao se mostra significantemente
desigual quando o tamanho da amostra se reduz até n=11. Ja quando n=>5 no grafico (4.6)
observa-se que ha outliers, e percebemos que ha uma diferenca expressiva entre as estimativas

robustas e a estimativa classica.
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4.4 Estimadores de escala

Assim como analisamos os estimadores de locacao para os log-retornos da letra do tesouro
nacional e da letra financeira do tesouro, iremos observar o comportamento dos estimadores

robustos e estimador classico de escala. Considerando os periodos mencionados no estimador de

locacao.
Tabela 4.5: Estimacao de escala - letra do tesouro nacional
Dias(n) Tukey-bisquare Huber MAD Desvio-padrao Desvio-padrao(Geral)
42 1.00x107°  1.01%x107° 6.75%x107°%  7.31%107° 0.00014
28 721%107%  7.36%107° 4.86%107°%  7.36%107° 0.00014
15 1.12%107%  4.77%107% 7.57%1077  6.29%107F 0.00014
7 0.00014 0.00018  9.56 % 107° 0.00015 0.00014

Percebe-se que pelo desvio-padrao da série, ha uma variagdo maior entre esses dados, ja os
estimadores robustos mostram que essa variagdo é pequena, neste caso, como dito anteriormente,
nessas observacoes ha muitos outliers, o que ocasiona uma estimativa tendenciosa. Para a amostra
de tamanho n=7 , observa-se que h4 uma diferenca significativa no estimador robusto MAD para
os demais estimadores robustos. O estimador MAD é determinado pelo desvio absoluto entre a

observacao e a mediana, neste caso a valores préoximo da mediana, acarretando pequenos desvios.

Tabela 4.6: Estimacao de escala - letra financeira do tesouro

Dias(n) Tukey-bisquare Huber MAD Desvio-padrao  Desvio-padrao(Geral)
39 2.43 %1070 2.03%x107% 137%10% 6.94%x10°° 6.53 % 106
26 5.87 % 1076 5.22%107% 3.96%10"7 851%1076 6.53 % 106
11 4.13% 1077 4381077 2.79%10°7  1.31%10°° 6.53 % 106
5 3.38 %1077 6.64%10°7 2281077  1.93%10°° 6.53 % 1076

Pela tabela 4.6, podemos analisar que ndo h4 uma grande diferenca entre os estimadores de
escala. Mas pode-se notar que quando a amostra é pequena, neste caso n=5, o estimador classico
mostra-se mais expressivo que os demais estimadores robustos. Isso pode ser pelo mesmo fato
do estimador de locacao, pois existem outliers neste intervalo, ocasionando assim uma maior

variacao.
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4.5 Estimacao do modelo de regressao linear simples

A modelagem dos log-retornos da LTN e da LFT seré feita através de estimadores cléssicos
e estimadores robustos, em ambos 0s casos apenas com apenas uma, variavel explicativa. O com-
portamento dessas letras do tesouro se distinguem, pois existem diferentes indexadores. Como o
objetivo é analisar esses log-retornos de maneira anéloga, por este motivo a variavel explicativa

serd o tempo.

4.5.1 Método de minimos quadrados ordinarios

e Letra do tesouro nacional

O modelo inicialmente sugerido serd da forma:

Ui = by + b1x;. (4.2)

Em que g; serao os valores ajustados dos log-retornos das letras do tesouro e z; é a variavel
resposta que neste caso serd o tempo. Para o modelo de regressao utilizar uma amostra, e esta

compreendera entre 01/11/2014 e 31/12/2014. Portanto as estimativas dos parametros serao:

Tabela 4.7: Estimacao minimos quadrados ordinéarios (MQO) - LTN

Coeficientes  Estimativas  FErro Padrao Valort P-valor

Intercepto 5.396*1073  1.100% 1072 0.49 0.6266

Dias —3.180 107" 6.706 % 107 —0.47  0.6381
Residuals vs Fitted = Normal Q-Q
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Figura 4.9: Gréaficos de diagnostico do modelo de regressao (MQO) - LTN

Os resultados da Tabela (4.7) foram obtidos considerando o nivel de confianga de 95%. Pelo

grafico QxQ verifica-se que os os residuos nao seguem um distribuicdo Normal. Para uma melhor
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analise foi feito o teste de Shapiro - Wilk, em que a estatistica do teste foi 0.6411 e o seu p-valor
associado foi de 1.194 x 1078, Com esses resultados a hipétese nula é rejeitada para um nivel de
significancia de 5%.

Pelos graficos de diagnosticos (4.9) as observagoes #996, #972 e #973 séo valores discrepan-
tes, para verificarmos qual a influéncia que esses valores causam na estimacao dos parametros do

modelo, iremos retird-los e fazer novamente a regressio.

Tabela 4.8: Estimacao minimos quadrados ordinarios (MQO) / sem outliers - LN

Coeficientes Estimativas FErro Padrao Valort P-valor

Intercepto —0.0038 0.0012 —3.13  0.00362
Dias 2.424 % 1077 7.379 3.28  0.00242

Os resultados da Tabela (4.8) foram obtidos considerando o nivel de significincia de 5%.
Nota-se uma diferenca significativa entre parametros comparado ao modelo (4.7), ou seja, o0s
oulliers estao influenciando na estimagao desses parametros. Ao contrario do modelo (4.7), os
parametros estdo sendo significativos ao nivel de 5% de confianca. Abaixo iremos observar o
grafico QxQ dos residuos, e podemos observar que estes estdo préximos da normalidade em

relagdo ao modelo da Tabela (4.7):

1.5e-05
I

50e-06
1

Normal(0,1)

-5.0e-06
1

T T T T T T
-1.6e-05 -1.0e-05 -5.0e-06 0.0e+00 5.0e-06 1.0e-05

-1.5e-05
I

Residuals

Figura 4.10: Grafico QxQ dos residuos do modelo de regressao / sem outliers - LTN
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4.5.2 Meétodos robustos

A fim de diminuir o impacto dessas observacGes na estimacao, iremos utilizar o critério de
Huber e Tukey-bisquare para ajustar o modelo (4.2).
A estimativas dos parametros considerando k = 1.345 para o M-estimador de Huber e h =

4.865 para o M-estimador de Tukey-bisquare :

Tabela 4.9: M-estimador (Huber) - LTN

Coeficientes Estimativas Erro Padrao  Valor t
Intercepto —0.0030 0.0014 —2.1794
Dias 1.956469 % 10~7 1.1%10~'  2.3126

Tabela 4.10: M-estimador (Tukey-bisquare) - LTN

Coeficientes Estimativas Erro Padrdo  Valor t
Intercepto —0.0038 0.0011 —3.3227
Dias 2.425087 x 1077 1x11x10"  3.4851
g ’ = -
§ S g I
g _\- T T T -I I- T T T -\
-2e-04 0e+00 2e-04 -2e-04 0e+00 2e-04
residuals residuals

Figura 4.11: Graficos dos pesos dos modelos robustos - LTN

As estimativas dos parametros §y e 1 sdao proximas para os dois métodos robustos. Entao
o diagnoéstico para esses métodos serao semelhantes, por este fato, analisaremos o M- estimador
de Huber.

Os outliers tiveram grande influéncia na estimativa do MQO, pois a sua eliminagao causa
variacao desproporcional na estimativa do fy. Devido ao fato dos métodos robustos serem inte-
rativos, ocorrem seis interacoes no M-estimador de Huber e cinco interacoes no M-estimador de
Tukey-bisquare para alcancar um modelo adequado.

No gréafico de pesos observa-se que as observagdes proximas a zero tem o maior peso, e hé
poucas observagdes que ndo possuem peso na estimacao.

Pelos gréficos de diagnésticos, ndo hé muitos valores influentes para a estimacao robusta

como observa-se nos graficos de diagnésticos na estimacao classica.
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Residuals vs Fitted

- =
T - a7z Q06+ i
=] AL o
o ™
=
. B
2 8 =
2 T e & ettt o
g > 0 O 5
o E e
_ B W
5
5 5 8
T % * joo00*
o
o T T T T T o
0.000180 0.000184 0.000188
Fitted values

— e

IF'r
| 16fid2e7Conk’s distance

Residuals vs Leverage

T T T T I
0.00 0.02 0.04 0.06 0.0

Leverage

0.0

T
012

Figura 4.12: Gréficos de diagnostico de residuos do modelo robusto - LTN

Portanto o melhor modelo de regressao para esses dados é o robusto, pois as observacoes
atipicas recebem o menor peso, melhorando de forma significativa o ajuste do modelo. Entdo
investidor tera um log-retorno de 1.956469 * 107 a cada dia que seu valor inicial de compra

estiver investido.
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Figura 4.13: Gréfico dos métodos de regressao - LTN

Pelo gréfico as observacoes finais estao influenciando na reta de regressdo, deixando a reta
mais inclinada. J4 os métodos robustos ddo menos pesos para esses outliers, mostrando ter um

melhor resultado na resisténcia desses valores e acompanhando a tendéncia dos valores restantes.
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e Letra financeira do tesouro

Considerando o modelo (4.2) de regressdo dos log-retornos da LFT. Para esse modelo utili-
zaremos uma amostra em que é situado o periodo 01/03/2014 e 01/05/2014. As estimativas dos

parametros serao:

Tabela 4.11: Estima¢do minimos quadrados ordinarios (MQO) - LFT

Coeficientes Estimativas Erro Padrao Valor t p-valor

Intercepto  -4.503*107° 1.102% 103 —0.041  0.968
Dias 1.375% 1078 6.817x107%  0.202  0.8413

Esses resultados foram obtidos considerando o nivel de confianca de 95%. Os parametros

ndo sao significativos, para saber se os valores atipicos estdo influenciando serd feita a andlise de

residuos.
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Figura 4.14: Gréaficos de dignostico do modelo de regressao (MQO) - LET

O p-valor do teste de Shapiro-Wilk foi de aproximadamente 5.981 %« 10712, Dessa forma, para
um nivel de significancia de 5% existem evidéncias suficientes para afirmar que os residuos do
modelo nao seguem uma, distribuicdo Normal. Isto pode ser visto no grafico QxQ, nas caudas
nao se observa-se uma linearidade.

Pelo grafico de residuos "versus'"valores preditos ha valores atipicos, e alguns estao influen-
ciando nas estimativas dos parametros, neste caso retiraremos esses valores e analisaremos se ha

diferenga significativa na estimacao dos parametros do modelo.
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Tabela 4.12: Estimacdo minimos quadrados ordinérios (MQO) / sem outliers - LET

Coeficientes  Estimativas  Erro Padrao Valor t p-valor
Intercepto  —1.426 %1072 1.676* 10~* —8.508 6.161 » 10~1Y
Dias 9.915%107%  1.037%107%  9.559  3.451 % 10!

Os resultados da Tabela (4.12) foram obtidos considerando o nivel de confianca de 95%.
Os outliers estao influenciando na estimacao desses parametros, pois hd uma diferenca entre os
parametros do modelo de regressao. Neste novo modelo sem os valores atipicos, a covaridvel é
significante ao nivel de 5% de significancia. No grafico QxQ de residuos, observa-se que estes

estao proximos da normalidade em relacao ao modelo da Tabela (4.11):

Normal(0,1)

-2e-06 -1e-06 0e+00 1e-06 2e-08

T T T T T
-2e-06 -1e-06 0e+00 1e-06 2e-08

Residuals

Figura 4.15: Grafico QxQ dos residuos do modelo de regressao / sem outliers - LE'T

Como feito nos log-retornos das LTN iremos aplicar a estimac¢ao robusta no modelo de regres-
sa0, com o objetivo de diminuir o impacto desses valores atipicos na estimacgao desses pardmetros.
As estimativas dos pardmetros sera considerando k = 1.345 para o M-estimador de Huber ¢ h =

4.865 para o M-estimador de Tukey-bisquare.

Tabela 4.13: M-estimador (Huber)- LFT

Coeficientes Estimativas Erro Padrao  Valor t

Intercepto  —1.380 % 103 0.0002 —6.8609
Dias 9.632 % 1078 1.12-11 7.736

Tabela 4.14: M-estimador (Tukey-bisquare) - LFT

Coeficientes Estimativas Erro Padrdao  Valor t

Intercepto  —1.428 % 1073 0.0002 —7.3265
Dias 9.928 x 108 1.1~ 8.2292

Nao ha uma diferenca significativa entre as estimativas dos parametros e os valores preditos
entre a estimativa classica sem os valores discrepantes e a estimativa robusta. Ocorreram cinco
interacoes para os dois métodos robustos citados, para a obtencdo de um modelo apropriado na

presenca desses valores atipicos.
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No grafico dos pesos dos estimadores robustos, verifica-se que os maiores pesos localizam-ge

nos residuos mais proximo de zero. O estimador de Bisquare mostra que o peso adequado para

a estimacao esta entre 0.8 e 1, na qual verificamos uma maior concentracdo de residuos.
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Figura 4.16: Graficos dos pesos dos
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Como a estimacao robusta estd tendo um comportamento semelhante para os estimadores

robustos mencionados, entao daremos énfase na analise de residuos do estimador de Huber.
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Figura 4.17: Graficos de diagnostico de residuos do modelo robusto - LET

Pelos graficos de diagnéstico do modelo de regressao robusta, ocorre ainda valores influentes,

ou seja, os métodos robustos parecem ser sensiveis a pontos pontos influentes como mostram os

graficos de residuos.

A observacao #1004 é um outlier, porém na estimacio robusta ele ndo mostra ser tao influente

como no regressao classica.
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Capitulo 4. Aplicacio

A estimacao robusta é mais eficiente neste caso, pois a estimagao classica mostrou-se vulne-
ravel a valores atipicos, entdo o investidor tera um log-retorno de 9.632* 10~% a cada dia que seu

"principal"estiver investido.

39 dias

* - - MQO
Tukey/Bizgquare
= Huber

0.00020
I

Log-Retorno

0.00018

Figura 4.18: Grafico dos métodos de regressao - LFT

Através do grafico é possivel ter uma visualizacdo de como o método de minimos quadrados
é influenciado por valores discrepantes, este fato acontece pois este método atribui peso unitario
a todas observagoes ocasionando assim essa desproporgao.

O M-estimador mostra-se eficaz nestes casos, pois observagbes atipicas recebem o menor
peso. A estimacgao pelo MQO sem esses valores anémalos tem o mesmo comportamento que o0s
estimadores robustos, porém em dados financeiro temos que levar em conta todas os observacgoes,
concluindo que o melhor modelo que se adéqua aos dados é o modelo estimado pelos métodos

robustos.
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Capitulo 5
Consideracoes Finais

Os métodos robustos foram aplicados em duas modalidades distintas de titulos de tesouro, a
letra do tesouro nacional e a letra financeira do tesouro. Porém a abordagem na estimagao foi
semelhante para ambos titulos.

O principal objetivo deste estudo foi observar a diferenca que os outliers ocasionam nas
estimativas cldssicas, uma vez que dependendo dos casos, esses valores nao podem ser retirados
do estudo, como por exemplo em finangas.

Na estimacao do modelo locacdo, as estimativas cléssicas tiveram um comportamento di-
ferente quando houve uma maior sinalizacao dos valores atipicos, ja para o modelo de escala
ocorreu uma sitil desconformidade entre esses estimadores.

No modelo de regressao utilizando o método M-estimador robusto mostrou-se adequado para
os log-retornos dos titulos do tesouro, pois as estimativas dos métodos de minimos quadrados
sao sensiveis a presenca dos valores atipicos, na qual no diagnostico do modelo, observou-se a
influéncia que esses valores.

Assim, este estudo mostrou que o M-estimador robusto, generaliza¢do do método do estima-
dor de maxima verossimilhanca, é eficaz quando ha presenca de outliers, pois reduz a sensibilidade

das estimativas.
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Apéndice A

Propriedades do Método de Minimos
Quadrados

Teorema de Gauss Markov: Sob os pressupostos do Modelo de Regressao linear, os estima-

dores obtidos pelo Método de Minimos Quadrados (MQO) by e by possuem menor varidncia e

sao os melhores estimadores lineares nao tendenciosos.

Um estimador é dito linear quando:

é = kzyl (Al)

onde k; € R.
Portanto os estimadores by e by :
1. sdo combinacGes lineares dos y;s.
2. sao nao tendenciosos e ndo viesados.
3. sao consistentes.
4. tém varidncia minima.

5. sao suficientes.
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Apéndice B
CaAlculo dos estimadores Robustos

Reservamos este apéndice para mostrar em algoritmo o célculo dos estimadores robustos.

B.1 Calculo estimador locacao
e M-estimador

1. Ordenar as observagoes x1, ..., Tp.
2. Calcular o estimador inicial Ty = M ED(z1, ..., Ty).

3. Para cada observacao calcular os pesos W; = %72%))

4. Definir T(m +1) = 2%17”%;%
i=1""1

5. Se |T(m+1)—T(m)| > e|T(m +1)| com e pré-fixado, assumindo e = 0.001, fazer T;, =
T(m + 1) e parar.

6. Se [”T(m+1)—T(m)| > e|T'(m+1)] e m+1 < 20 (em que 20 é o nimero maximo de

interagoes permitidas), entao fazer m=m-+1 e voltar ao passo 3.

7. Se |[T(m+1)—T(m)| > e|T'(m+1)] e m+ 1 = 20, o algoritmo ndo convergiu, mas tera
que ser feito T,, = T'(m + 1).

o [-estimador

1. Ordenar as observacgoes x1, ..., Tp.
2. Calcular os a;.

3. Fazer L, = Y ;" | a; * x;, neste caso as observacoes ja estdo ordenadas de modo que z1 <

< Ty
e R-estimador
1. Ordenar as observagoes x1, ..., Tp.
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Apéndice B. Calculo dos estimadores Robustos

2.

10.

. Para cada i =1,...,n calcular W; =

Calcular o estimador inicial Tp = M ED(zy...xy).

. Seja Zy=wxje Zpri =2%xT(m)—x; parai=1,...n .

Ordenar as observagoes Z1, ..., Zoy, de modo que 27 < ... < Zg,.

. Para cada i = 1,...,n calcular R} que é o posto de z; em (Z1, ..., Zay).

an(RY)
z;—T(m)"

Definir T(m + 1) = %
=1 7

Se [T(m+1) —T(m)| > e|T(m+ 1)| com e pré-fixado, assumindo € = 0.001, fazer T, =
T(m+ 1) e parar.

. Se |[T(m+1)=T(m)| > e|T(m+1)] e m+1 < 20 (em que 20 é o namero maximo de

interagoes permitidas), entao fazer m=m-+1 e voltar ao passo 3.

Se [T(m+1)—T(m)| > €|T(m+1)| e m + 1 = 20, o algoritmo nado convergiu, mas tera
que ser feito T,, = T'(m + 1).

B.2 Calculo M-estimador escala

. Calcular o estimador inicial Sop = M AD(x1, ..., xy).

. Para cada observacao calcular o peso wy; = W(g—;), em que W é a fungéo peso.

A 1 n 2
. Definir o341 = \/m * Y Wik T3

. Parar quando |og41/0k — 1] > €.

B.3 C(Calculo M-estimador regressao

1.

Selecionar estimativas iniciais de b;4, como por exemplo as estimativas por minimos qua-

drados.

. A cada interagao calcula-se os residuos e os pesos associados w; = W (e;).

Calcular as novas estimativas de minimos quadrados ponderados.

. Repetir os passos 1 e 2 até o algoritmo convergir.
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