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RESUMO

A hipétese de estruturas periddicas é muito usaglav&@rias aplicagcbes em engenharia, indo de
plataformas de petrdleo a projetos aeroespaciafs @&struturas podem ter seu comportamento
vibroacustico interpretado através de suas progieside propagacdo de ondas, como uma alternativa
a interpretacdo modal, fornecendo diferentes indgdes para analise e projeto. Em geral, estruturas
com geometrias e materiais complexos ndo permitdag@es analiticas e algum método numérico é
necessario. O presente trabalho estuda os asp#etosplementacéo e interpretacdo fisica de um
método numeérico de propagacdo de ondas, o métodondas e Elementos Finitos (WFE).Neste
trabalho, sdo analisadas estruturas simples, uaidiibnais, com solucao analitica. O numero de onda
e a velocidades de fase e grupo séo definidasoaeeitualmente exploradas. Em seguida o método
WFE ¢é aplicado, e as caracteristicas de propagdgédia de onda sdo calculadas através de um
modelo de Elementos Finitos de uma fatia de suodegnsversal. O método permite extrair aspectos
de interpretacao fisica da dindmica das estruamalsadas que a interpretacdo puramente modal ndo

permitiria.

Palavras chave Ondas e elementos finitos. Guia de onda. Progagade onda.

ABSTRACT

The assumption of periodic structures is widelyduseengineering application, such as oil platform
and aerospace design. Such structures can havevith@acustic behaviour interpreted by their wave
characteristics, as an alternative to the moderpnétation, providing extra information for anasys
and design. In general, structures with complexenetand geometry do not have available analytical
solution therefore requiring some numerical appnoddis work study implementation and physical
interpretation aspects of a numerical approachwfave propagation, the Wave and Finite Element
Method (WFE). In this work, simple and one-dimensiostructures with analytical solution are
analysed. The wavenumber, group and phase velaoitydefined. The method allows a physical
interpretation from the dynamics of the structungler analysis that a purely modal approach would

not capture.

Keywords: Wave and Finite Elements. Waveguide. Wave prajpaga
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1. INTRODUCAO

1.1. Escopo

A andlise vibratoria é parte essencial no estudgrojeto de um sistema mecanico. Qualquer
sistema possui algum tipo de mecanismo de rigide#reia interna que, quando sujeito a alguma
perturbacédo, responde de maneira oscilatéria, bpquake levar ao desgaste excessivo do sistema ou

mesmo a falhas catastroéficas.

Existe um interesse crescente no estudo de técdeamalise relevantes a sistemas periodicos
(BRILLOUIN, 1946) como materiais compositos (NEMAIASSER, 1972)(SUN; ACHENBACH;
HERRMANN, 1968), estruturas de aeronaves (ABRAHAMGQL973), pernas de plataformas
petroliferas (ASIRI; AL-ZAHRANI, 2014), trilhos digens (GUPTA et al., 2006; RYUE et al., 2008,
2009), algumas fundacgdes para prédios (BAO; SHANG, 2012) e varias outras.

Para tanto, tratamos os sistemas estudados cormas dai ondas. Estes sistemas propagam a
energia mecanica numa direcdo preferencial quendepga geometria do sistema. Partiremos de uma
analise matematica, detalhando sua derivacdo &itxptio quaisquer aproximacgdes que podem ser
feitas, assim como suas limitagBes. Foi analisagheenicamente uma fatia deste sistema pelo método
de Elementos Finitos para encontrar seus numeramda e respectivos modos de propagacdo de

onda, para posterior comparacdo com resultadoiieos

1.2. Objetivos gerais e especificos

Este trabalho tem por objetivo geral a investigagdométodo de Ondas e Elementos Finitos
(Wave and Finite Element - WFE) e suas aplicacteg@as de ondas estruturais. Para tanto, serdo
investigados métodos de propagacgdo de onda emdpii@sdas simples, como barras, vigas e placas
finas, com solugdo analitica disponivel, como metdd analise dinamica complementar a analise
modal. Investiga-se, também, 0s conceitos ondgsapativas e evanescentes, curvas de disperséo e
modos de propagacéo de onda, assim como velooigafise e velocidade de grupo. Posteriormente,
esses conceitos serdo utilizados para aplicac#@kds inicialmente nos guias de ondas simples, com
solucdo analitica, investigados na primeira paotdérabalho, e em seguida, em guias de ondas com

seccdo transversal arbitrariamente complexa, mddefa método de Elementos Finitos.

1.3. Organizacéo do trabalho

O presente trabalho desenvolve-se em seis capi@lGspitulo 1 apresenta uma introdugdo, onde

¢é feita uma breve apresentacédo dos objetivos @estmtrabalho. No capitulo 2, uma reviséo teorica

1



dos métodos analiticos de analise de propagacéndiepara estruturas simples € apresentada, assim
como os conceitos de velocidade de fase e de gNgoapitulo 3 a metodologia utilizada em analises
WEFE é apresentada, assim como o conceito de ndattiansferéncia. No capitulo 4 o método WFE é
aplicado em trés exemplos conhecidos com resultataditicos conhecidos. No capitulo 5, os
resultados obtidos s&o discutidos e, finalmentegapitulo 6 algumas conclusdes sdo apresentadas,

assim como perspectivas futuras do trabalho.



2. Revisao Teodrica

Nesta secdo algumas propriedades e definicdesdisic
sdo revisadas, assim como algumas simplificacoes,
usadas ao longo deste trabalho. Ndo existe uma
simbologia aceita unanimemente por toda a
comunidade de modo que, para que haja coeréncia
nos resultados encontrados, s@o necessarias estas
determinacdes.

2.1. Propagacéo de Ondas e Guias de onda

A vibracéo de sistemas mecanicos pode ser um fardmdremamente complexo de ser descrito,
de maneira que a analise desses sistemas requsgjguealizada uma modelagem simplificadora. Tal
modelagem, no entanto, pode tomar vérias formas apesar de nao serem exatas, fazem
aproximacoes que idealmente permitem a andlisehpartamento de corpos e previsdao de como o
corpo se comportara em diferentes condi¢bes deruntDependendo das condi¢des de contorno,
diferentes métodos podem simplificar enormemergatendimento e manipulacdo deste sistema. Um

método possivel € modelo de onda.

Ondas sdo mecanismos de transferéncia de energigsitde matéria ou espago por meio de
oscilacdes, sem que haja transferéncia de masaeésitdo meio. Estruturas que facilitam este
fendmeno sdo chamadas de “Guias de Onda”. Estasgrosconstrucfes, tanto internas quanto

externas, homogéneas e periédicas de maneira taapsrondas numa direcao preferencial.

Como é de se esperar, a homogeneidade destesaisatezi com que a modelagem matematica
destes problemas seja bastante simplificada, corantagem de que sua especificidade também

facilite a escolha pelo engenheiro de quando apieanétodos descritos neste trabalho.

2.2. Caracteristicas das ondas

Antes de podermos falar sobre o WFE, é importanteneer as propriedades das ondas e seus

impactos nas respostas que essas causarao.

Uma onda pode ser caracterizada matematicamenterpoampo de deslocamento do tipo
p(x,t) = Ae/ @tk 1)

onde A é a amplitude complexa da onda. Em sistemas dacéb livre, define-se a amplitude
méaxima do deslocamento, assim como define a defasatp oscilacdo, onde € a frequéncia
temporal, i.e., quantidade escalar que define pdete uma oscilacdo, descrevendo mudanca de fase

no tempo ek € o numero de onda, que descreve o comportamentanda no espaco (FAHY;
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GARDONIO, 2007).

Enquanto a frequéncia temporal é um valor realjroaro de ond& pode tomar qualquer valor
complexo, da form& = —aj + 8, fazendo com que a onda se torne wnda atenuantei.e., sua

amplitude decresce ao longo de sua propagacao.

Pode-se ver melhor o efeito ao se substituir nagimude onda propagante

<p(x, t) — A"ej(wt—kx) — A"ej(wt+jax—,8x) — (A"ej(wt—ﬁx))e—ax. @
Neste casa € chamado de constante de atenuacéo e definentoquanda decresce ao longo do

espaco, enquan®é a constante de fase e descreve a mudanca diafasda por unidade de espaco.

Quando os numeros de onda sdo puramente imaginésies indicam campos nao propagantes
também chamados dendas evanescenteBisicamente elas se manifestam como um aumento de
amplitude local que decai exponencialmente com sanitia, e ndo podem, individualmente,
transportar energia (FAHY; GARDONIO, 2007). Podemissializar o comportamento das diferentes
ondas na Fig. 2.1.

T ) T ) T T T T )

Figura 2.1 - Tipos de onda segundo a forma: (g)ggante, numero de onda puramente real; (b) atenuan
namero de onda complexo; e (c) evanescente, nlmeeoada puramente imaginario.

A equagéo (1) assume movimento harménico e é aafonais simples de uma onda que age na
forma conhecida de um deslocamento senoidal seagaopo na direcdo positiva dede forma que
uma onda se propagando na direcdo negativa poderiadescrita por ¢(t) = Bel(@t+kx),
Adicionalmente, estas ondas descrevem um sisteraarlionde vale a superposicdo, de forma que

uma onda que se propaga em ambas as dire¢dea seri@a de ambas estas equagoes.



o(x, ) = Ael@t=kx) | Boi(wt+iex), .

De fato, a equagdo de movimento de qualquer osganacomo qualquer movimento periédico,
pode ser vista como a soma de infinitos termosedesse cossenos ou de exponenciais numa série de

Fourier

p(x,t) = Z A, sin(nx) + B,, cos(nx). @)
n=0

A patrtir das propriedades basicas, definimos dugggrigdades secundarias: a velocidade de fase e

a velocidade de grupo.

A velocidade de fasé uma relacao entre frequéncia e numero de orelaegcreve a velocidade

com que uma onda se move em relacdo a um refdrgneiguer:

w
=% ©)

No caso de numeros de onda puramente imaginanetoeidade de fase também sera imaginaria,

0 que serve como demonstracdo adicional da imaliidias ondas evanescentes.

Também é interessante notar como pode existir dépera entre a frequéncia e o numero de
onda. A forma desta conexdo, denominadacéo de dispersdaonfere informacgdes tanto a respeito
da onda sendo estudada, quanto do meio por onddease propaga. Quando esta relacdo € linear,
tem-se ondas ndo dispersivas, ou seja, a ondaxserea ao longo de sua propagacao. Caso contrario,

a onda é dispersiva, fazendo com que ondas deéfrei@is diferentes tenham velocidades diferentes.

As Figuras 2.2 e 2.3 abaixo demonstram o comporteode duas perturbacfes, com amplitude e

frequéncia inicialmente idénticas, porém a priméirgéio dispersiva e a segunda é dispersiva.

Figura 2.2 - Perturbacgao nédo dispersiva ao longeihpo e espaco — a onda mantém a forma em todo&sos
momentos.
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Figura 2.3 - Perturbacéo dispersiva ao longo dpteenespaco — neste exemplo a amplitude maximandimi
enquanto os picos e vales se afastam.

O fenbmeno da onda dispersiva € melhor entendideeacerificar que a velocidade com que a
energia esta sendo transportada, chameattxidade de grupcé diferente da velocidade de fase de
ondas dispersivas, fazendo com que a forma da omdge (ACHENBACH, 1984; FAHY;
GARDONIO, 2007). A velocidade de grupo ¢é definidano:

ow
Cg = ﬁ (6)

Para ondas nao dispersivas, a velocidade de fgsalé velocidade de grupo.

2.3. Tipos de ondas

Nesta secdo, uma revisdo de alguns tipos de omdagugas de ondas unidimensionais mais

relevantes é apresentada: longitudinais, quasetlmtigais, transversais e flexurais.

2.3.1. Ondas Longitudinais em solidos

Ondas longitudinais sdo aquelas onde o deslocardarparticula acontece na mesma diregdo em
que a propagacao da onda. Num solido, quando ulocdesento relativo entre particulas vizinhas
ocorre, o elemento sofre uma deformaggada forma

¢
Exx = E% )

ondet é o deslocamento entre as particulas na direcéo

De acordo com a Lei de Hooke, a tensgdpse relaciona a deformacéo através de uma constante
(LANDAU; LIFSHITZ, 1986) tal que



Oy = B—,

XX a (8)
ondeB é uma constante que relaciona o modulo de eldatiei £) e o coeficiente de Poisson) do
material. Para um elemento cujo comprimento é muoigior que a largura e altura, utilizamos a
aproximacao de estado plano de deformacao, de mpoeld3 é definido de acordo com a seguinte

equacao:

B E(1-v)
T A+v)A-2v) ©)

O balanco de forcas devido a deformacéo é dado por

0%¢ do do
(p(SX)F = O,y + a—;x&c — Oxx = a—;x5x, (20)

que pode ser rearranjado numa equac¢éo da onda

9% pax
ox2 B ot? D
com velocidade de fase
B
c = |- 12
l P (12)

que néao é dependente da frequéncia e, portantalis@@ersiva.

2.3.2. Ondas quase-longitudinais em sdlidos

As ondas longitudinais sdo um caso ideal usado cammnoximag&do apenas para solidos que se
estendem em todas as direcdes e em grandes distanona vez que, nas outras aplicagbes, a
contracdo de Poisson fard com que a tensdo loimgatuchuse tensfes laterais que ndo podem ser

desprezadas.

Em uma barra fina, por definicdo, a razdo entensdo longitudinal e a deformacas,&e forma

que pode ser demonstrado que a relagéo entre tiséd e longitudinal é da forma

9% po*

9x?  E dt* 49

Assumindo uma resposta do tip6x, t) = fje ~/(@t=kiX) teremos que



k2fie—(@t-kix) — %wzﬁe—j(wt—k{x)_ 1

Portanto teremos nimero de onda

ki, = iw\/g =tk (15)

com velocidade de fase

= | (16)
que também nado depende da frequéncia e portadio dspersiva.

2.3.3. Ondas Transversais (cisalhantes) em soélidos

Ondas transversais, em contrapartida as ondagudimgiis, séo aguelas onde o deslocamento das
particulas é perpendicular a propagacdo da onda Bidlido, existirdA uma resisténcia a esta
deformacdo gerando uma tensédo cisalhante. A raté® esta tensdo e a deformacao é caracterizada

peloMddulo de Cisalhament(@):

T
O mddulo de cisalhamento se relaciona ao méduadticidade como se segue:
¢ = E

21 +v) (18)

Durante a deformacéo, a tensdo cisalhante criaacelaracio vertical dada p#im/ 0t?, comn
sendo o deslocamento na diregdade modo que a equag¢do de movimento é
0%n 0Ty

p5x5yﬁ= I 6x6y, (19)

e a tensdo pode ser descrita como

an
Tyy =Gy =G E™. (20)
0Ty d°n
X -c—.
0x dx2 1)



Portanto, a equacgéo da onda é dada por

On _pdm

oxZ G otz (22)

De maneira semelhante ao que foi feito anteriorejeassumiremos uma resposta do tipo
1) = feTi@tke
k2fje I (@t—ksx) — szﬁe—j(wt—ksx)_

(23)

Portanto tem-se numeros de onda dados por

P
k1,2 = iw\[g = iks; (24)

com velocidade de onda dada por

_ G _ E
€= o [2p(1+v) (3)

Vale notar que a velocidade de ondas transversaenér que as quase-longitudinais, ou seja

Cs E p 1
o [2pA+WE [20+v) (26)

Como o mecanismo de funcionamento de tor¢cdo é gmao de cisalhamento, porém para

rotacéo, ondas torcionais também sdo ondas cisathaom equacgédo de onda

920 1, 09%0
ax2 _ GJ ot?’ (27)

ondel, € o momento polar de inércia por unidade de congnio e/ € a constante de torgéo do

elemento. Os numeros de onda e velocidade da oradartal sdo, respectivamente, dados por

I
kip =10 | ==tk
1,2 = TwW G~ T ts (28)
)



2.3.4. Ondas Flexurais em Vigas

Finalmente, existem as ondas flexurais, que naerpakr representadas por deformacdes apenas
longitudinais ou transversais. Estas ondas saoma §mportancia para a vibroacustica, ja que séo as
principais responsaveis pela troca de energia dotsemeios e pela geracdo de ruido. Isso ocoise po
ondas flexurais envolvem grandes deslocamentosditagbes normais a propagacdo causando

perturbacdo em materiais adjacentes.

Utilizando a descricao para vigas de Euler-Bern¢eAHY; GARDONIO, 2007; PETYT, 2011),

tem-se a equacao da onda

d%n 0%n

EIT =—pS F, (30)

ondeS é a area da secéo transvershbesegundo momento de area. Assumindo uma resposiao

n(x,t) = fje J(@t=kvX) ohtem-se
k4ﬁe_j(wt_kbx) = szﬁe_j(wt_kbx), (31)

El

0 que significa que 0s nimeros de onda deveradosipo

(32

que permite que sejam encontrados quatro nimerosdbe dois puramente reais e dois puramente

imagindrios, ou seja,

4 pS 5
ki, =% Ew = tky,
(33)
4
k3o =1j| |[ow?| = 1jky
Como a equacdao geral € uma combinagéo deste modos
n(x,t) = (Ae_fkbx + Belkvx 4 Co—kpx 4 D’ekbx)ejwt -

com, respectivamente, as seguintes velocidadesdesfde grupo

10



(35)

_aw_Zk EI_24 w2E1_2
“bg = ok; pS pS “of- (36)

Nota-se duas propriedades muito importantes queretifiam as ondas flexurais das outras

estudadas. A primeira é o aparecimento de nimerasnda puramente imaginarios e, portanto, o
aparecimento de ondas evanescentes. A outra plegdeé que a velocidade de fase depende da

frequéncia e portanto as ondas de flexao sédo alisiaersivas.

2.4. Propagacédo de ondas em placas finas simplesmen  te apoiadas

Uma placa infinita na direcdo do eixo com larguraw e espessurd muito menor quew,
simplesmente apoiada ep=0 e y=w, Figura 2.4~ Placa infinita simplesmente apoiada., tera ondas
propagando ao longo da dire¢do do ehae maneira semelhante a uma viga, porém, comacaqu

constitutiva dada por

E

B = (1—v2y (37)

de modo que se considera a limitacdo que ocorrkateais.

Propagacao da onda

Propagacao da onda

Figura 2.4 — Placa infinita simplesmente apoiada.

Além do mais, a equacdo da onda dessa estrutubgtamleve ser definida no eixce no eixoy

de modo que

0*n d*n d*n d%n
D 2 = ph—
<6x4 T ooxzayr 6y4> Phoe (@)
onde

11



D=BI= Et°
P T 1200 =02y (39)

€ a rigidez flexural da placa. A resposta gnpode ser separada em termosxde y devido as
condicdes de contorno impostas. Essas condigdesnderno também limitam as possiveis formas de

onda que podem aparecer na diregdazendo com que esta componente possa ser descaves da

solucdo modal, o que leva a

1G6Y) = ) mCosen (S2),
m=1

(40)

onden,,, (x) é a amplitude complexa do m-ésimo componente rila @&&ma esen(mmy/w) € 0 m-
ésimo modo de onda\ Figura 2.5 mostra os trés primeiros modos ddaode uma placa

simplesmente apoiada.

m=1 ..................... TR TPIPPIRTY ......................

Figura 2.5 —trés primeiros modos de onda de unw@a@anplesmente apoiada.

Substituinday(x, y) na Eq.(38), temos que

0 1, ) 0%, (@)2 N (@)4 _ phd*y

ax*t " oxz \w w/ ~ D otz “h)
Assumindo solugées do tipg, (x, t) = fje /(@t=kxm¥)  temos que
mm\%2 mm\* ph
4 2 (22 ) =22
kx,m+2kx,m(w) +(W) D@ (42)
gue pode ser escrito como
miy 2\
2 _ 14
<kx,m + (7) ) - kbp' (43)

12



ondeky, = 4/(%’1) Vv é o nimero de onda livre da placa. Isto signifiga para este tipo de estrutura

existem quatro solu¢des de numero de onda parancad@ de onda, que podem ser classificadas em
dois tipos fundamentalmente diferentes

Karm = [k = (%)2' (@4)
kxz,m =x _kgp - (%)21 (45)

As ondas sé serdo propagantes kg, quandok,, > % , € sdo evanescentes paLa . A

frequéncia em qui, = % € chamada de m-ésima frequéncia de corte.

largura comprimento

largura comprimento

largura comprimento

Figura 2.6 — Exemplo de propagacéo para cada uimmddes da placa.
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2.5. Método de Elementos Finitos

Estruturas reais sdo formadas por um ndimero extnemta grande de moléculas de maneira que
estudar este sistema seria impossivel devido aenmide graus de liberdade e forcas intermoleculares
agindo, que seriam, essencialmente, infinitos.i$%ar em geral é utilizada a hipétese de mecéanica do
continuo, em que ndo se trata 0 meio como um ctmjd@ moléculas, mas como um continuum

matematico.

O método de elementos finitos (PETYT, 2011) é unode numérico que consiste em dividir o
volume do sistema sendo estudado em fatias costignaendes o suficiente para que o namero de
célculos possa ser feito por um computador, maggrexs 0 bastante para que 0 sistema numérico
figue proximo o suficiente do sistema real. E padsique, se a definicido das dimensées e
propriedades dos elementos for feita de maneimgpapda, a aproximacao seja boa o suficiente para

gue os erros tedricos fiqguem menores que os dernshtos de medicao.

2.6. Matriz de Rigidez Dinamica

Uma ferramenta extremamente importante para o méledelementos finitos em dinamica de
estruturas € a matriz de rigidez dindmica. Elaistmsa modelagem em matrizes das propriedades de
rigidez, amortecimento e inércia de um elementicaghs em seus nds, de maneira a manter as

propriedades reais do elemento sendo estudado.

Considerando uma estrutura que pode ou ndo pasinitos elementos tais que cada um dos
elementos, numeradas possui a relacdo de deslocamentos e forcas getiakig. 2.4.

-

e 9> q' q 9 ¢ g g

n=0

!
!

F E,

Figura 2.7 — Diagrama de forgas e deslocamentsqueedaf; eq,, e a direitaf, e qp de célula de
comprimentd em uma malha de elementos finitos unidimensional

Uma aproximacao por elementos finitos, de manaralgassumindo movimento harménico, leva

a seguinte equagdo do movimento

14



(K — juC — w’M)q = F, (46)

onde K, M e C sdo respectivamente as matrizes de rigidez, masdssipacaoF o vetor de
carregamento g o vetor de deslocamento. Definindl — jowC — w?M) como a matriz de rigidez
dinamicaD, e decompondo a equacdo em termos dos grauseddalite da fronteira esquerda (L) e

direita (R), e interior (I) tem-se que
D, D, Dy q 0
D,, D, Dy [CIL] = [fL]- @7)
D, Dy, Dggpl!9R fr

A solucdo da primeira linha leva a

q; = D;*(D;,q, + Djrqy). (48)

Pode-se entdo eliminar os graus de liberdade dntesicrevendo

D, - D,D;!D,, D,;—D,D;'D;r|[4. _[fL
qr N fR ’ (49)

~ = = 1= ~ = = =
DRL_DRIDII DIL DRR_DRIDII DIR

que pode ser reescrito como

D, DLR] [QL] _ [fL]
Dgr;, Dgrllqr frl (50)

Como as matrizeK, M e C sdo simétricas, a matriz de rigidez dinamica eteardambém o sera,

ou seja

T _ T _
Dy, =Dy, Djg=Dpg,

51
D}, =Dz, Djg=Dgg. eD

A definicdo das relacdes entre os deslocamentozast atuantes nos nés de cada elemento finito
permite a criacdo de uma Matriz Global de Rigidémdinica, que descreve o comportamento do

corpo como um todo e nos traz de volta a andlisejada.

A Matriz Global de Rigidez Dinamica é dada pela tagam de todos os elementos individuais,

de forma que para uma estrutura unidimensional ddemporN elementos idénticos, teremos a

seguinte relacdo entre deslocamentos e foMA<JE, 2003)
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Dy, Dr
Dg, Dy + Dgp
0 Dg,
0 0
0 0

0 0
D;p 0
D, +Dgr Dyg
Dy,

Di;+Drr Dip

Dp,, Dpp

(1

Fu

f v

(52)

No entanto, que para uma estrutura periddica aiMatobal de Rigidez Dindmica depende de um

namero muito pequeno de variaveis. Por exempl@ pataso acima descrito, ela sé possuira trés

variaveis que ja estdo descritas para apenas unemie e mesmo para sistemas que possuem varios

graus de liberdade, a matriz sera do tipo bandarmafda por termos encontrados em apenas um

elemento.

Portanto, a abordagem de propagacdo de ondas amabin hipotese de condicdo periddica

permite a modelagem de toda a estrutura a partiagas uma célula periddica, reduzindo

consideravelmente o custo computacional.
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3. Analise por WFE

Apresentaremos a seguir a modelagem da matriz de
transferéncia que deve ser realizada, a partir da
matriz de rigidez dindmica, para a aplicacdo do
método WFE, assim como critérios de garantia
necessarios devido ao uso processamento automatico.

3.1. Matriz de Transferéncia

Assumindo-se que existe uma maffigue relaciona as forgcas e deslocamentos entrecélidas

adjacentes ao longo da propagagéen + 1, tem-se que (MACE, 2003)

g [%] - [—qu}.}] - [%:l (53)

Usando estes valores na primeira linha da matriigitez dindmica, eq. (50), tem-se que

Q?H = DZ}%(f? — D, q1). (54)

Aplicando esta relagéo na segunda linha da madriigitiez dindmica

fi*t = —DgpDigfT — (Dg, — DrrDig Dy )qr. (55)
A matriz de transferénciB serd, portanto,

T = —DizDy; Dz

= _ 10 56
—Dg; + DprDigD;, —DgrDij (56)

e, nota-se, depende apenas das propriedades ta célu

Alternativamente, pode-se notar que a posi¢cdo dadem uma célula depende do tamanho das

células e da posicéo do outro né de forma que

n+l _ ,.,n _ ..n
xL — xR — xL + l. (57)

Mas, a onda se propaga de acordo com a eq. (IiyafApb a eq. (57), encontra-se

qzl — Aej(wt—kx’i‘)' (58)
qrt = Ael@t=kGL+D) = Joi(wt-kx])o=jkl (59)
ou seja
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+1 __ —jkl
q." =qre™’". (60)

Definindo o fatorl = e~/¥!, e sabendo que o mesmo vale para a forga seridad#pltem-se

2 [qi‘] _ [qi‘“l_ )
fil = [ 61
eportanto
q.1 _ , 4.
T [fL] =4 [fL]' (62)

que é um problema de autovalores e autovetorapalo t

[T - I2] [;’ri] — 0. ©3)

Expandindo a solugdo demonstra-se uma importanf@ipdade. A partir da primeira linha #e

tem-se que
fiL =Dy, +ADg.)q,. (64)
Substituindo na segunda linha da eq. (62),
(=Dpgy, + DrpDzD;1)q), — DrpDiz(Dyy + ADg;)q;, = A(Dy;, + ADg;)q,. (65)

gue ap6s simplificagbes, se torna

1
(DLL + Dgr+AD i + ZDRL) q. = 0. (66)

Portanto os autovalores serdo a raiz da deternginant

1
DLL+DRR+ADLR +_DRL = 0. (67)

A

Tomando a transposta, encontra-se

1
Dy, + Dgp + ADg;, + ZDLR =0 (68)

ou seja, s for um autovalor]l /A também serd (MACE, 2003). Isto demonstra que pggacao da

onda ocorre de maneira simétrica para ambas addse
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3.2. Energia e poténcia do sistema

A onda, conforme ja dito, € um mecanismo de traésfea de energia através de matéria ou
espaco por meio de oscilagBes. Portanto, € de isnjpuatancia que as energias presentes no sistema e

o fluxo de dessa energia através desse sistenm Beja entendidos.

3.2.1. Energias cinética e potencial
A energia cinética de uma mass& dada por

mv? m <6q)2

~ 2 \at

Ee=——=3

(69)
O valor médio de uma grandekaque varia de maneira harménica é dada pela raizatiy
quadratico médio (rms)

_ h
H = Hyps = ﬁ (70)

Aplicando esse principio a velocidade e reescrevendg. (69) em notacdo complexa, a energia
cinética média é dada por

2

4

11
E = —nge{(iwq)H(iwq)} =— Re{q"q}. (71)

A energia potencial devido a uma rigidez dada por

E,=— (72)

Reescrevendo em notacdo complexa, a energia méddidagpor

11
E, = —kERe{q q} (73)

Calculando essas grandezas para um elemento qualque esta sendo excitado por uma onda

com modo de ondéh, temos que

_ 1
EF = ZRe{(iwd))HM(iwd))}, (74)
_ 1
E} = ZRe{d)H K¢}, (75)

e energia total
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Etn = E‘Z‘ + EZ;L (76)

Para um corpo que foi dividido emelementos de igual comprimentpodemos definir a energia

total por unidade de comprimento

Ep
' (77)

=
Il
|

3.2.2. Poténcia
A poténcia devido a uma for¢& dada por

_ _ ¢On
P—fv— Bt (78)

De maneira similar ao que foi feito para a enemdgdinimos a poténcia média como

_ 1
P = ERe{inwn}. (79)

Adicionalmente, podemos calcular a poténcia que sstdo transmitida através de um elemento

analisando suas bordas direita e esquerda

n_ Lo R
P —2Re{fL iwq,} = ZRe{fR lwqg}. (80)

Como a poténcia € o produto vetorial de duas grsdeom direcionalidade, esta também
possuira uma direcao, a partir do qual pode-seiirdedirecdo da propagacéo da onda. A poténcia é
constante e positiva na direcdo da propagac¢do da para ondas propagantes. Esta propriedade é
importante quando se analisa um objeto que pempndpagacao simétrica em ambas as direcoes,

como serao os casos em estudo neste trabalho.

Aplicando a defini¢céo da Eq. (77), podemos fazea amalogia e encontrar a velocidade em que a

energia esta se propagando.

P= Ecg (81)
p
9= F (82)

Como foi visto em 2.2, a velocidade de propagagéerergia através do guia de onda é chamada

de velocidade de grupo e é definida para cada medmndap

20



3.3. Ciritérios de garantia (WAC e MAC)

Como pode ser visto na Eq. (46), o valor da mdegirigidez dinamic® dependera da frequéncia,
de forma que para encontrar 0os autovalores e aotegeda matriz de transferéndiae definir o
comportamento de um corpo em um intervalo de frecja8, é necessario que o calculo seja feito em

passos discretos de frequéncia.

A utilizacdo de computadores para o célculo degskses em grandes volumes traz consigo o
revés de que a ordenacdo dos autovalores e auEweim suas respectivas matrizes também é feita
automaticamente, podendo fazer com que seus vaeresnbaralhem para diferentes frequéncias.
Para que o engenheiro ndo tenha que conferir cdg foram desenvolvidoxitérios de garantia
que verificam automaticamente a existéncia de lemde entre valores encontrados. Neste trabalho
foram utilizados dois, oritério de garantia de ondéwave assurance criterion — WAC)(WAKI, 2007)

e ocritério de garantia modajmodal assurance criterion - MAC)(ALLEMANG, 2003).

O WAC tem como principio a ideia de que as caretieas de onda, e da mesma maneira seus

autovetores, serdo similares entre frequénciasmasxde tal forma que, definindo WAC como

2
(vgnvwn—1 )

WAC(w,, wp_q1) =
men (vgnvwn)(vgn—lvwn—l)

(83)

ondew, €w,_; sdo as frequéncias neesimo e(n — 1)-€simo passos discretos de frequénaig eé
0 autovetor associado ao n-ésimo passo, tem-squgueto mais proximo WAC for da unidade, maior

a correlacdo entre os vetores dos diferentes passos

O MAC funciona de maneira semelhante, porém, eldiligado para comparar dois vetores e
verificar a compatibidade de duas formas modais @sado geralmente para alinhar resultados

experimentais a resultados teoricos. E geralmesfteido como

v'w)?

MAC(U, u) = W

(84)
ondev e u sdo os vetores cuja correlacdo estdo sendo teptadie trabalho o WAC é utilizado
para a comparacao entre a propagacdo analiticaumérica. A partir das Egs. (15), (24), (33) e (43)
verifica-se que os valores de numeros de onda eossesmos médulos, de modo que o quadrado no
numerador faria com que os valores se igualassem.efse motivo, a definicdo da direcdo da

propagacao de onda deve ser determinada atrawisadlola poténcia.
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4. Exemplos de Aplicacao

Nesta secdo aplicaremos a metodologia proposta no
capitulo anterior a modelos simples e que possuem
resultados analiticos bem conhecido§AHY;
GARDONIO, 2007; PETYT, 2011)para verificarmos

a validade do modelo WFE.

4.1. Barra esbelta

Assumindo uma viga esbelta de comprimdntque permite apenas movimento longitudinal com

geometria conforme a Fig. 4.1.

f—ei

L=NI |

Figura 4.1 —Barra engastada livre de comprimé&ntoN1, com forcamentd e um elemento de tamanho

A barra é formada pd¥ elementos, sendo cada um com dois nés e um grhlbedéade por no,

conforme a Fig. 4.2.

Figura 4.2 - Representacédo de forca e deslocardenton elemento de barra de compriménto

As matrizes de rigidez e massa podem ser encostraaditeratura (PETYT, 2011), e séo,

respectivamente, da forma

=T 7
=500

ondeE é o modulo de elasticidade ¢ a massa especificad @ area da secédo transversal. Assumimos
também uma matriz de amortecimento proporci@alyK. Logo a matriz de rigidez dindmica sera
(K(1 + jy) — w*M). Para adimensionalizar as equacdes, o deslocasendtaado em unidadeside
forcas em unidades d& ondeE = (1 + jy)E. Isto nos d&, respectivamente, as seguintes stz

rigidez dinamica e transferéncia:
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lZ 2 lZ 2 kl 2 ki 2
[ _plo _1_p~w] [1_( ) _1_( )]
D- 3F 6E |_| 3 6 |
l pl2w? pl2w? J l (kl)? (kl)? J (67)
-1 -——= 1———= -1-— 1—-——
6E 3E 6 3
kl)?
1 I[ ! (3) 1 ]I
T=——7< ,
1 4 KD? (kl)z [(kl)z (kl)4- ) (kl)ZJ (88)
12 3
onde k = % € 0 numero de onda com amortecimento para uma doagitudinal. O

amortecimento possue a fungao de dissipagéo dgiafi@zendo com que a onda se torne atenuante.

Os autovalores da Eq. (88) sédo dados por

e _ —_ — —
A 1+(kl)21 Ttk 1 1+ jkl

1 kl)? ki) kl)?
(kD . (kD) . (2) +O(kD®) o)

Para valores pequenos ki os autovalores sdo iguaieep(+jkl), com erro d®((kl)3). Além

disso, s€kl)? < 12 e ndo houver amortecimentd; | = |A~| = 1.

4.2. Viga Euler-Bernoulli

Para verificagdo da validade do método WFE para®fidxurais, verificaremos um corpo esbelto

sendo for¢ado verticalmente, conforme a Fig. 4.3.

2L/3 F

Figura 4.3 — Viga bi-engastada de comprimdnte NI, com forcamento F a dois ter¢co do comprimentd tota
um elemento de tamaniho

Uma barra deve ser representada como uma viga fgdrrdes que este ndo possua apenas
propriedades ao longo da dire¢giomas também resisténcia a flexdo de maneira quelsenento

finito apresente dois graus de liberdade por mtbignos, conforme Fig. 4.4.
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By
»T1

\eL M, \ 8,

Figura 4.4 — Elemento de viga Euler-Bernoulli comschds e dois graus de liberdade por né.

Para uma viga esbelta, vale a aproximacado de Edlevoulli, que sdo dadas por (PETYT, 2011)

12 6l -12 6l

_Ell 61 412 —61 212

T B|-12 -6l 12 -6l (90)
6l 212 —6l A4l2

156 221 54 —13I
_pSL) 221 412 131 312
420 54 131 156 —22l|’ ©1)
—131 =312 =221 4l?

onde I é o segundo momento de area. Novamente assumimas matriz de amortecimento
proporcional C=yK e teremos matriz de rigidez dinamicéK(1 + jy) — w*M). Para
adimensionalizar as equacdes, o deslocamento adaein unidades dee forcas em unidades de
EI/1? e o momento em unidades B&/1%2, comE = (1 + jy)E. Isto leva as seguintes matrizes de

rigidez dinamica e transferéncia:

156(kD)* ) 22(kD)* 54(kD)* - 13(kD)* T
420 420 420 420
22(kD)* . 4(kl)* 13(kD* - 3(kl)*
D 420 420 420 420
54(kl)* 13(kD)* . 156(k1)* . 22(kD)*| (92)
420 420 420 420
13(kl)* 3(kl)* 22(kD)* 4(kD)*
SOt o3G0t 220kt aGkD
420 420 420 420
T 302400 + 13320(kl)* + 26(kl)®
) 50400(kD)* + 120(kl)®
T = 7(kl)12
302400 + 7200kD)* + (KD | 302400 (kD)* + 2820 (kD)® + 00 93)
kl 12
—151200(kl)* — 570(kl)® — ( 4)
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302400 + 3240(kD)* + 2(k1)® 50400 + 180(k1)*

302400 + 13320(kD)* + 10(kl)® 151200 + 780(k)*
kl 12
151200(kl)* + 570(k1)® + ( 4) 302400 + 13320(kD)* + 26(kl)®
(kl)12
—50400(kl)* — 78(kl)® — 60 —302400 — 3240(kD)* — 2(kl)®

—151200 — 780(kl)*
—302400 — 3240(kl)*

—50400(kD)* — 120(kl)®

302400 + 13320(k1)* + 10(kl)3]

4pSw? - .
ondek = /pE—“I’ € 0 numero de onda com amortecimento para umatomusversal. Os autovalores

da Eqg. (93) podem ser calculados, porém, suas sd®e sdo muito grandes e apenas 0s primeiros

termos da série sdo mostrados explicitamentes:

(kD*  kD*  (kD*

— + 5
hia = 1Kl 4=t + O((kD®)
Ue)? _ i(k)® (kD) o
_1
N34 =1+ jkl— 5 F c + 7 + 0((kD)®).

Para valores pequenos KE os autovalores seréo iguaiexp(tkl) e exp(tjkl), com erro de

0((kD®).

4.3. Placa fina e esbelta infinita

Verificamos agora uma placa infinita, simplesmegeiada, similar & estudada na secéo 2.4.

Propagagﬁoda)nda,
z
Y'L

-

Propagacao da onda

Figura 4.5 — Placa infinita simplesmente apoiagléadyurav e elementos de dimensdgse L.
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Para este caso utilizamos elementos finitos bidéoaais retangulares, com lados de
comprimentd,, el,. Na realidade, o método de elementos finitos gerenitilizacdo de elementos de
tamanho irregular, porém o WFE requer a utilizag@alementos que se repitam periodicamente na
direcdo de propagacédo, o que requer no minimo wometria regular. Essa restricdo nao se aplica a
secao transversal analisada, que pode ser ardir@nte irregular, dentro da precisdo dada por seu

modelo de elementos finitos.

Utilizando a convencdo de (PETYT, 2011), temos guearacterizacdo do deslocamento da

estrutura na direcdo normal a superficie da placassitara de trés graus de liberdade, dados por: q

%4

o R L. ~ d
deslocamento nodal na direcdo normal a superfiageretacoes, = d—z eo,= e

Com um total de quatro nés por elemento, temoscada elemento possuird um total de doze

graus de liberdade, resultando no vetor de deslkaaam

g =[01 01 0,1 Q@2 0 0, q3 O3 0,3 qs O 0] (95)

g4

6v4 | x4

gl o, ‘ - g3
|6x1 9_13’ 6x3

eyl

Figura 4.6 — Elemento finito retangular de placa com quatro nds e trés graus de liberdade por né.

As matrizes de rigidez e de massa sdo dadas, tespeente, por:

ki1 sym
Et? ko ko ]
K = — ) (96)
12(1 v)z,czylk31 ks ks J
k41 k42 k43 k4—4

— ptlxly mqq mgl:l
25200 Imy; my, [

(97)

onde os termo%,; a k,, assim comom,; a m,, estdo explicitados no apéndice. A derivacédo

completa das matrizes de massa e de rigidez pogleverificada em (PETYT, 2011)

Para a utilizacdo do método WFE, define-se umaérpendicular a propagacado da onda formada
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por varios elementos. A tira tem apenas um elemaatalirecdo da propagacdo, uma vez que a
hipétese de condicao periddica permite a definifitoda a placa nesta direcdo a partir de apeses es

elemento.

O numero de elementos na vertical dessa tira fidide numero de modos de onda que poderdo
ser descritos dentro de uma precisdo aceitaveteNesbalho, foram utilizados oito elementos na
direcdoy. A definicdo da matriz de rigidez dindmica foitéectom o auxilio de um script dentro do
programa MATLAB, com cuidado especial a configumaghs graus de liberdade. A matriz foi
organizada de tal maneira que os graus de libemgiaelso influenciam a esquerda ficassem no canto
superior esquerdd);; ), os graus de liberdade que sé influenciam a dirit canto inferior direito
(Dgrgr) € graus de liberdade que influenciam ambos nomganferior esquerdo e superior direito
(D1r) € (Dgy)- Na utilizacdo da matriz sem a organizagdo coewiste a possibilidade de que essas

submatrizes ndo sejam inversiveis.

a) b)
18 17 9 18
16 15 8 17
14 13 7 16
12 11 6 15
109 s|_l14
8 7 2 13
6 5 3 12
4 3 2 11
I—> 1—10

Figura 4.7 — a) tira com oito elementos organizada automaticamente conforme convengio de (PETYT,

2011) b) tira com oito elementos otimizada para uso do WFE.

A matriz formada pela montagem dos oito elemerges timensao 54x54, mas foi reduzida para

uma matriz 46x46 devido as condigfes de contorpostas.
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kl - adimensional

5. Resultados e Discussoes

Neste capitulo os resultados obtidos pela metodmlog
do WFE, discutida no capitulo 4, € comparado as
solucdes analiticas, capitulo 3, de modo a verifea
aplicabilidade do método.

5.1. Barra esbelta

As relacdes de disperséo séo encontradas atravésidas de numero de onda por frequéncia, i.e.
k = k(w). Comparando os resultados encontrados atravésHdi Bbtidos calculando os autovalores
A% da matriz de transferénciB da eq. (88) e a identidadeg(A*) = +jkl usando o software
MATLAB, ao resultado analitico da eq. (15), ambaosmcos valores adimensionais e sem

amortecimento, obtém-se os resultados mostradbgné.1.

A adimensionalizacéo foi feita de maneira que ssdwbtida uma curva em fungéo nédo sé das
frequéncias, mas também das propriedades fisicasatierial para que se tenha uma ideia de erros
gue irdo aparecer devido ao tamanho do elementarnFescolhidas como parametro a velocidade de

fase, uma vez que esta é funcéo das propriedadeatdoal, e 0 comprimento do elemento.

I

I
valor imaginario de k, - WFE

4H ———valor real de k, - WFE SENIER T _

valor real de k,; - analitico : i
3H valorlmagménodekz-v\lFE 7{_,_,_.:-*"' s er P e e rr et TP rr Tty S brsbreryrtest
——-valor real de k, - WFE i s T

2H valor real de k, - analitico : e T : : i

valor imaginario de k, e k, - analitico T

olfc,

Figura 5.1 — Parte real e parte imaginaria dos ndsnde onda de uma barra esbelta, sob movimento
longitudinal, encontrado com WFE e solucéo amaliti

Nota-se que a propagacao se da nas direcdes pasitiggativa, e € simétrica, uma das condigbes
necessérias para que o WFE possa ser utilizadciohdimente, o método WFE também encontra

gue apos o valor c%l- =+/12 = 3,4, quandal® passam a ser puramente reais e negativos, Eg. (89)

seus logaritmos se tornam nimeros complexos easmtbrna atenuante, contrariando a teoria.
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A Figura 5.2 a seguir relaciona as diferencas e¥realores dé& analitico e WFE e a frequéncia

adimensional para que seja demonstrado o erroraedeue é da forma

kWFE - kAnalitico

Erro = . 08
kAnalitico (%8)
40 ! ! ! ! ; ; ! ! !
) R - |
= - é
.| ;
w : : :
10 11036 :
0 —a—Ff’"/l 1 i ! i 1 1 i
0 05 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5

(ol/cf

Figura 5.2 — Erro percentual entre o valor do WKEvalor analitico
Definindo que um erro aceitavel deve ser menor4§aeo modelo é valido apenas até valores de

. I ~ : c , l o x
frequéncia em qu§— =1,0Usea,w= Tf Portanto, os erros a3300|ado‘c‘s’—a= V12 = 3,4 sdo téo
f i

grandes que ndo faria sentido usar o WFE de quahgo@o.

5.2. Viga Euler-Bernoulli

As relacBes de dispersédo sao encontradas atragésudras de niumero de onda por frequéncia.
Os resultados encontrados através do WFE, obtittaséa dos autovalored® da matriz de
transferéncid da eq. (93) e a identidadieg (1) = —jk*1, sdo comparados ao resultado analitico da
ed. (33). As Figuras 5.3 e 5.5 mostram os resudtadiidos com ambos WFE e solucdo analitica
adimensionalizadas e sem amortecimento, enquari@asas 5.4 e 5.6 relacionam o erro da mesma
forma que definido na Eq. (98).

Novamente a adimensionalizacéo foi feita de modofgase obtida uma curva em fung¢éo néo sé
das frequéncias, mas também das propriedades amteporém, como vimos na eq. (35), a

velocidade de fase em uma viga Euler-Bernoulliavazom a frequéncia, por isso escolhemos

- X A - 4|EI ~ 2 .
multiplicar a frequéncia o quadrado do valgy = /p—s, ondec,, ndo é a velocidade de fase mas

apenas o fator constante de sua equagéo, tambéiplicathdo pelo tamanho da célula ao quadrado.
Apenas os resultados positivos sdo apresentad@syemmgue se sabe que 0os nimeros de ondas serao
simétricos nas duas direges.
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45 r r . ! ! :
valor imaginario de k1 - WFE :
4 B Valor real de k1 _ WFE ...... .............. .............. ............. -

— — —valor imaginario de k, - analitico

35k ' OIS ORI e et ]
valor real de k1 - analitico ] : Lt

kl

05 _ AAAAAAAAAAAAAA AAAAAAAAAAAAAA OO AAAAAAAAAAAAA AAAAAAAAAAAA i

-05

0 2 4 6 8 10 12 14
22
wcbol

Figura 5.3 — Parte real da relacéo de dispers@oviga com propagacéo flexural obtida via WFE elacgio
analitica. Onda puramente propagativa.

Assim como ocorreu no primeiro exemplo, enquantm@a tedrica € puramente propagativa, o
I 2
método WFE prevé uma atenuacdo a partirw{e;) =9,97, porém, desta vez a atenuagdo soO
f

ocorrem em um breve intervalo de frequéncias edelai € complexo.

10 T 1 . '

Erro [%]

22
wcbol

Figura 5.4 — Erro percentual entre o valor do WKEvalor analitico para as ondas propagantes.

Definindo novamente um erro de 4% como aceitawifigamos que o limite de frequéncia seria

2 2
w(%) = 10,71, ou seja, w = 10,71 (ch) , porém como ja4 foi constatado, a analogia deixa de
7

2
funcionar a partir de = 9,97 (ch) e portanto este resultado toma precedéncia.
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valor imaginario de k, - WFE
354 0 - % L B ssisramaisss 0 04 fe e e aieiminsio o ST PR et it =
valor real de k, - WFE : : P
n valor imaginario de k, - analitico | GG _
valor real de k, - analitico : s :
45 I I I 1 ! 1
0 2 4 6 8 10 12 14

22
wcbol

Figura 5.5 - Parte imaginaria da relacdo de digjogpsira viga com propagacéo flexural obtida via WWRE
solugdo analitica. Onda puramente evanescente.

O modo de propagac&q, e por consequéncia, sua simétkgacom numeros de onda puramente
imaginarios, representam ondas evanescentes. bEstea analogia entre o resultado analitico e o

resultado do WFE estéo de acordo quanto a forneadia por todo o dominio.

10 ! ; ! ! ; !

Erro [%]

22
mcbol

Figura 5.6 — Erro percentual entre o valor do WKEvalor analitico para as ondas evanescentes.

Como podemos verificar na Figura 5.4, no entantoeroos crescem um pouco mais rapido, de

2
modo que o limite arbitrado de 4% de desvio é glado quanda (é) = 9,78. Em vista destes

2
resultados, pode-se dizer que o0 método € acepavalvalores de < 10 (ch) , tendo em mente que

este ultimo valor j& esta no limite.
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5.3. Placa fina e esbelta

Neste exemplo foram aplicadas propriedades tiglcaaluminio, para aproximagédo de um caso
real, assim como algumas propriedades geométricgentanho arbitrario, como mostradas na Tabela
5.1.

Tabela 5.1 — Propriedades da placa infinita de faiom

Propriedade Valor
Mddulo de ElasticidadeN(/m?) | 7,1 x 101°
Constante de Poisson 0,332
Largura (m) 1
Espessura (m) 0,006
Massa especifickg/m3) 2700

As relacdes de dispersdo sdo as curvas de numemndke por frequéncia. Os resultados
encontrados via WFE, i.e. pelos autovalotésda matriz de transferénciajunto com a identidade
log(A*) = —jk*l, sdo comparados com os resultados analiticos gms(83). As Figuras 5.7 e 5.8
mostram o0s resultados obtidos com ambos WFE e &wlaqalitica utilizando as propriedades

definidas na Tabela 5.1, enquanto as Figuras 5.9lemostram o erro da mesma forma que definido
na Eq. (98).

Os valores das frequéncias de corte analiticasnénaclas via equacao (44), e numéricas via WFE
, S840 mostradas na Tabela 5.2

Tabela 5.2 — Frequéncias de corte analiticas engadas.

Modo de onda Frequéncia de corte analitica (HZyrequéncia de corte via WFE (Hz)
1°, 14,79 14,79
2°, 59,16 59,18
3°. 133,1 133,3

A partir das figuras 5.7 e 5.8, verifica-se quevakres da frequéncia de corte encontradas por
WFE sdo muito préximos dos valores analiticos, pgéése pode verificar visualmente uma diferenca
nos valores de abaixo da primeira frequéncia de .cor

Para as ondas propagantes, verifica-se um ernalmente alto que decresce rapidamente, até a
primeira frequéncia de corte. Apos isso a medidaeme tende ao infinito, devido a sua propria
definicdo, quando o valor analitico chega proxiraaeedro. Do ponto de vista prético, esse tipo de err

pode ser ignorado, uma vez que a diferenca absattita os valores ndo se altera significativamente.

Finalmente, apds a frequéncia de corte, 0 errpiaa de uma assintotica, mantendo um valor
constante pelo restante do intervalo sendo estudado

No caso das ondas evanescentes, também ocorre aierro inicial, mas neste caso o erro
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comeca a se aproximar da assintética quase imadiata. No entanto, desde o segundo modo das
ondas evanescentes, 0 erro ultrapassa os 4% emdedoomentos, o que significa que a modelagem

para esse tipo de onda requer malhas muito mais. fin

15 T T T T T T T
imag
real

1 5 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140

Frequéncia [Hz]

Figura 5.7 — Curvas de dispersao dos resultaddiieos para os trés primeiros modos de propagagao
sentido positivo de.

imag
real
10F -
vy
% 5
& L 4
%1333 ;
Y:-5107e-14 /
0 u [ ] [~ fe——
X 1479 X 5918
Y: -4.472e12 Y:-2.138e-12
o5 1
£
D R k)(2,1
10F T e .
'''''''''''"''''''lHn-....,.““““l““I kxz..; """"""""""
23 -||||||||x|||.|.|”“““““llI
15 1 1 1 1 1 A LLLITTITTITN
20 40 60 80 100 120 140

Frequéncia [Hz]

Figura 5.8 — Curvas de dispersdo dos resultadog/pé para os trés primeiros modos de propagac&emiio
positivo dex.
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10 T T ) T T T T

Erro [%]

1 1 A 1
0 20 40 60 80 100 120 140
Frequéncia [Hz]

Figura 5.9 — Erro percentual entre o valor do WKEvalor analitico para as ondas propagantes.

1.5 T T T T T T T

Diferenga absoluta

0 20 40 60 80 100 120 140
Frequéncia [Hz]

Figura 5.10 — Erro absoluto entre o valor do WKEvalor analitico para as ondas propagantes
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Figura 5.11 — Erro percentual entre o valor do VéRrEvalor analitico para as ondas evanescentes.
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6. Conclusdes e passos futuros

Neste trabalho, realizou-se a verificagao da cdpdei de o WFE ser utilizado como ferramenta na
andlise de corpos vibrantes, mais especificamentegaias de ondas. Nas primeiras sec¢fes
verificamos as bases matematicas e fisicas quearueatam as teorias de propagacdo de onda e

modelagem por elementos finitos, em seguida o rodmdlescrito.

Em seguida o método foi aplicado a barras e vigias re a uma placa fina simplesmente apoiada,
tendo estes resultados sido comparados as solag@diticas disponiveis, criando alguns limites

maximos de frequéncias a partir das quais 0 méiedte precisao.

E importante enfatizar que, ao mesmo tempo em quétodo WFE torna o estudo extremamente
simples, ele possui a restricdo de que a aplicdedte esta limitada a estruturas periddicas. Nao
devemos, no entanto, nos deixar intimidar por afstmacdo uma vez que, apesar de ser em principio

bastante limitante, existem varias aplicacdes opsspermitem a utilizacdo deste modelo.

Este trabalho se concentrou em demonstrar matemsite a viabilidade do método, de modo
gue o0 préximo passo serd a expansao deste métoadqgpas de ondas com secdo transversal de
complexidade arbitraria, tipicamente compdsitosinacios e sanduiche, fuselagem com reforco
estrutural, etc., comparando diretamente os remdtado apenas analiticos, quando houverem, mas

também aos resultados de outros métodos tipicperdigis na literatura.

Outro passo natural é utilizar os resultados obtigara calculo de resposta dinamica livre e
forcada de estruturas finitas. A andlise de estatfinitas requer também o célculo das matrizes de
reflexdo, definindo os contornos das estruturas cdloulo das amplitudes das ondas diretamente

geradas pelo forcamento.
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Apéndices

Programa para verificacdo de relacdo de dispersacedbarra esbelta:

%% Saneamento
clc
clear all

%% Dados

E=1;

S=1;

I=1;

rho=1;

eta=0;

Eb=(1+i*eta)*E;
c_f=sqrt(Eb/rho);
w=0:0.001:5;
k=((rho.*w."2)/Eb)."0.5;

%% Matrizes
Ke=Eb*S*[1 -1;-1 1]/l
Me=rho*S*I*[2 1;1 2]/6

%% Matrizes auxiliares para o WAC
WMn=[0 0;0 0];
WAC=[1 0;0 1];

%% Inicio do Loop
for j=1:length(w)

%% Matriz de Transferéncia

De=Ke-(w(j)*2)*Me;

n=length(De)/2;

Dll=De(1:n,1:n);

DIr=De(1:n,(n+1):2*n);

Drl=De((n+1):2*n,1:n);

Drr=De((n+1):2*n,(n+1):2*n);

T=[-(DIr*-21)*DII DIr*-1;-Drl+Drr*(DIr*-1)*DlI - Drr*DIr™-1];

AT=eig(T);
[WM,EV]=eig(T);

%% WAC
if j>2
M1=(WM*WMn). 2;
M2=(WM"*WM);
M3=(WMn"*WMn);
for p=1:2*n
for g=1:2*n
WAC(p,g)=abs(M1(p,q)/(M2(p,p)*M3(q a));
end
end
end

%% Autovalores
if abs(real(WAC(1,1)))>abs(real(WAC(1,2)))
lambdal(j)=EV(1,1);
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lambda2(j)=EV(2,2);
else
lambdal(j)=EV(2,2);
lambda2(j)=EV(1,1);
end
WMn = WM*bsxfun(@eq, WAC, max(WAC,[],2));

%% Fim do Loop
end

kWFE1=log(lambdal)/i;
kWFE2=log(lambda2-0.00000000001*i)/i;

%% Plots
w=w*l/c_f;

figure(1)

plot(w,imag(kWFE1),w,real(kWFE1),w, real(k*l)
w,imag(kWFE2),w,real(kWFE2),
w,real(-k*l),w,imag(k*1))

grid on

ylabel(  'kl" )

xlabel(  "\omegal/c_f' )

legend( ‘valor imaginario de k_1 - WFE' , 'valor real de k_1 - WFE' ) e

'valor real de k_1 - analitico’ -
'valor imaginario de k_2 - WFE' , 'valor real de k_2 - WFE' .
‘'valor real de k_2 - analitico' ) e

‘'valor imaginario de k_1 - 2 - analitico’ , 'location’ , 'northwest'
figure(2)
plot(w,abs(100*(imag(log(lambdal))-real(k*l))./real (k*1)))
grid on
ylabel(  'Erro [%]' )
xlabel(  "omegal/c_f' )

Programa para verificacédo de relacdo de dispersacedviga Euler-Bernoulli

%% Saneamento
clc
clear

%% Dados
E=1,

I=1;
b=1;
h=1;

S=b*h;

1=1;

rho=1;

eta=0;

Eb=(1+i*eta)*E;

mf=14;

w=0:0.01:mf;
k=I*((rho*S.*w.~2)/(Eb*1)).”0.5;

%% Matrizes de Rigidez e Massa
Ke=E*I*[12 6*] -12 6*1;6*] 4*I*| -6*| 2*I*|;
-12 -6*1 12 -6*1;6*1 2*I*1 -6*| 4*I*1]/(1"3);
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Me=rho*S**[153 22*| 54 -13*|;22*| 4**] 13*| -3*|*
54 13* 156 -22*1;-13*| -3*[*] -22*| 4*|*1]/420

%% Matrizes auxiliares para o WAC
WMn=eye((length(Ke)));
WAC=eye((length(Ke)));

%% Loop
for j=1:length(w)

%% Matriz de Transferéncia
De=Ke-(w(j)*2)*Me;
n=length(De)/2;
Dll=De(1:n,1:n);
DiIr=De(1:n,(n+1):2*n);
Drl=De((n+1):2*n,1:n);
Drr=De((n+1):2*n,(n+1):2*n);

T=[-(DIr*-21)*DII DIr*-1;-Drl+Drr*(DIr*-1)*DlI -

AT=eig(T);
[WM,EV]=eig(T);

%% WAC
if j>2
M1=(WM*WMn). 2;
M2=(WM"*WM);
M3=(WMn"*WMn);
for p=1:2*n
for g=1:2*n
WAC(p,d)=M1(p,q)/(M2(p,p)*M3(d,q));
end
end
end

%% Autovalores

Aux=bsxfun(@eq, WAC, max(WAC,[],1));
TT=Aux*EV*Aux;

lambdal(j)=TT(1,1);

lambda2(j)=TT(2,2);

lambda3(j)=TT(3,3);

lambda4(j)=TT(4,4);

WMn = WM*Aux;

%% Fim do Loop
end

%% Valores Analiticos de Niumero de Onda

Kal=sqrt(k*);
Ka2=-sqrt(k*I);
Ka3=i*sqrt(k*I);
Kad=-i*sqrt(k*l);
Ka=[Kal;Ka2;Ka3;Ka4];

Lamb=log([lambdal;lambda2;lambda3;lambda4])/i;

%% MAC
for p=1:2*n

Drr*DIr~-1];



for g=1:2*n

MAC(p,((qj)=Ka(p,:)*Lamb(q,:)‘/((Ka(p,:)*Ka(p,:)')*(La mb(q,:)*Lamb(q,:)));
en

end

MAC-=real(MAC);

Aux=bsxfun(@eq, MAC, max(MAC,[],1));

Lambda=Aux*Lamb;

%% Plots
w=w*I"2*sqrt(Eb*I/(rho*S));

figure(1)

plot(w,imag(Lambda(1,:)),w,real(Lambda(1,:)),w,imag (Kal),w,real(Kal))
grid on

ylabel(  'klI" )

xlabel( "omegac_b_072["2' )
axis([0 mf -.5 4.5])

legend( ‘valor imaginario de k_1 - WFE' , 'valor real de k_1 - WFE'
‘'valor imaginario de k_1 - analitico' , 'valorreal de k_1 -
analitico’ -
'location'’ , 'northwest' )
figure(2)
plot(w,abs(100*(real(Lambda(1,:))-real(Kal))./real( Kal)))
grid on

ylabel(  'Erro [%]' )
xlabel( "omegac_b_072["2' )
axis([0 mf -.5 10])

figure(3)

plot(w,imag(Lambda(4,:)),w,real(Lambda(4,:)),w,imag (Ka4),w,real(Ka4))
grid on

ylabel(  'kl" )

xlabel(  "\omegac b 07272 )
axis([0 mf -4.5 .5])

legend( ‘'valor imaginario de k_4 - WFE' , 'valor real de k_4 - WFE' -
'valor imaginario de k_4 - analitico' , 'valor real de k_4 -

analitico'
'location’ , 'southwest' )

figure(4)

plot(w,abs(100*(imag(Lambda(3,:))-imag(Ka3)))./imag (Ka3d))

grid on

ylabel(  'Erro [%]' )
xlabel( "omegac_b_072["2' )
axis([0 mf -.5 10])

Programa para verificacdo de relacdo de dispersdoedplaca infinita simplesmente
apoiada

%% Saneamento
clc
clear

tic
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PlateDefinition
BendingPlate

tam=length(FEAdata.K);

Ke aux=FEAdata.K;
Ke_aux2=zeros(tam);

Me_aux=FEAdata.M;
Me_aux2=zeros(tam);

Ke_aux2(1,:)=Ke_aux(1,:);
Ke_aux2((tam/2-2),:)=Ke_aux((tam-3),:);
Ke_aux2((tam/2-1),:)=Ke_aux(3,:);
Ke_aux2((tam-4),:)=Ke_aux((tam-1),:);

Me_aux2(1,:)=Me_aux(1,:);
Me_aux2((tam/2-2),:)=Me_aux((tam-3),:);
Me_aux2((tam/2-1),:)=Me_aux(3,:);
Me_aux2((tam-4),:)=Me_aux((tam-1),:);

for k=1:(tam-8)/6
Ke_aux2((3*k-1):(3*k+1),:)=Ke_aux((6*k-1):(6*k+
Ke_aux2((3*k-3+tam/2):(3*k-1+tam/2),:)=Ke_aux((
Me_aux2((3*k-1):(3*k+1),:)=Me_aux((6*k-1):(6*k+
Me_aux2((3*k-3+tam/2):(3*k-1+tam/2),:)=Me_aux((
end

Ke(:,1)=Ke_aux2(:,1);
Ke(:,(tam/2-2))=Ke_aux2(:,(tam-3));
Ke(;,(tam/2-1))=Ke_aux2(:,3);
Ke(:,(tam-4))=Ke_aux2(:,(tam-1));

Me(:,1)=Me_aux2(:,1);
Me(:,(tam/2-2))=Me_aux2(:,(tam-3));
Me(:,(tam/2-1))=Me_aux2(:,3);
Me(:,(tam-4))=Me_aux2(;,(tam-1));

for k=1:(tam-8)/6
Ke(:,(3*k-1):(3*k+1))=Ke_aux2(;,(6*k-1):(6*k+1)
Ke(:,(3*k-3+tam/2):(3*k-1+tam/2))=Ke_aux2(;,(6*
Me(:,(3*k-1):(3*k+1))=Me_aux2(:,(6*k-1):(6*k+1)
Me(:,(3*k-3+tam/2):(3*k-1+tam/2))=Me_aux2(:,(6*
end

tam=tam-4;

Ke=Ke(1:tam,1:tam);
Me=Me(1:tam,1:tam);

mf=900;
w=.01:0.01:mf;

%% Matrizes auxiliares para o WAC
WMn=eye((length(Ke)));
WAC=eye((length(Ke)));

1),);
6*k+2):(6*k+4),);
1)),
6*k+2):(6*k+4),:);

);
+2):(6*k+4));

k+2):(6%k+4)):
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Id=eye((length(Ke)/2));

%% Loop
for j=1:length(w)

%% Matriz de Transferéncia
De=Ke-(w(j)"2)*Me;
n=length(De)/2;
Dll=De(1:n,1:n);
DIr=De(1:n,(n+1):2*n);
Drl=De((n+1):2*n,1:n);
Drr=De((n+1):2*n,(n+1):2*n);

T=[-DIr\DII DIr\Id;-Drl+Drr*(DIADII) -Drr*(Dlr

[WM,EV]=eig(T);

% EV=diag(EV);

%% WAC

if j>2
M1=(WM*WMn)."2;
M2=(WM*WM);
M3=(WMn"*WMn);

for p=1:2*n

for g=1:2*n

WAC(p,q)=M1(p,q)/(M2(p,p)*M3(q,q));

end
end
end

%% Autovalores
Aux=bsxfun(@eq, WAC, max(WAC,[],1));
TAux=zeros(length(Aux))+Aux;
det(TAux);
if abs(det(TAux))<0.001
for p=1:2*n
for g=1:2*n

if g~=p & TAux(;,p)==TAux(;,q)

Aux(:,p)=Aux2(:,p);
Aux(:,q)=Aux2(:,q);
else

if g~=p & TAux(p,:)==TAux(q,:)

Aux(p,:)=Aux2(p,:);
Aux(q,:)=Aux2(q,:);
end
end
end
end
end
Aux2=Aux;
TT=Aux*EV*Aux;
for k=1:tam
Lamb(k,j)=-log(TT(k,k))/(Plate.I*);
if abs(Lamb(k,j))<10"(-6)
Lamb(k,j)=0;
end
end
WMn = WM*Aux;

%% Fim do Loop
end

\d)];
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Lamb=real(Lamb)-i*imag(Lamb);
%% Valores Analiticos de Namero de Onda
kbp=sqrt(Plate.rho*Plate.t*(1-Plate.nu*2)*12/Plate.

for k=1:tam/4
Ka(2*k-1,:)=sqrt(kbp*w-ones(size(w))*(k*pi/Plat
Ka(2*k,:)=sqrt(-kbp*w-ones(size(w))*(k*pi/Plate
Ka(tam/2+2*k-1,:)=-sqrt(kbp*w-ones(size(w))*(k*
Ka(tam/2+2*k,:)=-sqrt(-kbp*w-ones(size(w))*(k*p
Ka(tam,:)=0*w;
Ka(tam-1,:)=0*w;

end

rKa=real(Ka);
iKa=imag(Ka);
rLamb=real(Lamb);
iLamb=imag(Lamb);

MAC=eye((length(Ke)));

for p=1:2*n
for g=1:2*n

rMAC=(rKa(p,:)*rLamb(q,:)").*2/((rKa(p,:)*rKa(p,:)'

iIMAC=i*(iKa(p,:)*iLamb(q,:)").*2/((iIKa(p,:)*iKa(p,:

);
rMAC(isnan(rMAC))=0;
iIMAC(isnan(iMAC))=0;
MAC(p,q)=rMAC+IMAC;

end

end

Aux=bsxfun(@eq, MAC, max(MAC,[],2));

Lambda=(Aux*abs(real(Lamb))-i*Aux*abs(imag(Lamb)));
%% Plots
pltstr=[ =,

for k=1:tam
figure(3)

plot(w/2/pi,imag(Ka(k,:)), L wi2/pireal(Ka(k,?)),

axis([0 150 -30 30])

legend( imag' , 'real' , 'location’ , 'northwest'
% ylabel('lm\{k_x\} Re\{k_x
%  xlabel('Frequéncia [Hz]")

set(gca, Xtick' ,0:20:150)

hold on
end
for k=1:6
figure(4)

Ep/Plate.t"3);

e.w)"2);
W)"2);
pi/Plate.w)"2);
i/Plate.w)"2);

)*(rLamb(q,:)*rLamb(q,:)

))*(iLamb(q,:)*iLamb(q,

', 'MarkerSize' 1)

\}','FontSize',14)
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plot(w/2/pi,imag(Lambda(k,:)),pltstr(k),w/2/pi,real

linewidth' ,0.6+k*0.4)
axis([0 150 -15 15])
legend( imag' , 'real' , 'location’ , 'northwest'
ylabel( Im\{k_x\} Re\{k_x\}'
xlabel( 'Frequéncia [Hz]' )
set(gca, Xtick' ,0:20:150)
hold on
end
for k=1.6
figure(5)
plot(w/2/pi,-
imag(Ka(k,:)),pltstr(k),w/2/pi,real(Ka(k,:)),pltstr
4)
axis([0 150 -15 15])
legend( imag' , 'real' , 'location’ , 'northwest'
ylabel( Im\{k_x\} Re\{k_x\}'
xlabel( 'Frequéncia [Hz]' )
set(gca, Xtick' ,0:20:150)
hold on
end
for k=1:3
figure(6)

plot(w/2/pi,abs(100*(Lambda(2*k-1,:)-(conj(Ka(2*k-1
1,%))).pltstr(k), linewidth’ ,0.6+k*0.4)

ylabel(  'Erro [%]' )
xlabel(  'Frequéncia [Hz]' )
set(gca, 'Xtick' ,0:20:150)
axis([0 150 -.5 10])

hold on

end

for k=1:3

figure(7)

plot(w/2/pi,abs(100*(Lambda(2*k,:)-
(conj(Ka(2*k,:))))./conj(Ka(2*k,:))),pltstr(k),

ylabel(  'Erro [%]' )
xlabel(  'Frequéncia [Hz]' )
set(gca, 'Xtick' ,0:20:150)
axis([0 150 -.5 20])

hold on

end

for k=1:3

figure(8)

plot(w/2/pi,abs(Lambda(2*k-1,:)-(conj(Ka(2*k-
1,:)))),pltstr(k), 'linewidth' ,0.6+k*0.4)
ylabel( 'Diferenca absoluta’ )

xlabel(  'Frequéncia [Hz]' )

set(gca, 'Xtick' ,0:20:150)

axis([0 150 -.1 1.5])

hold on

end

for k=1:3
figure(9)

'linewidth’

(Lambda(k,:)),pltstr(k),

, 'FontSize'  ,14)

k), ‘linewidth’

, 'FontSize'  ,14)

,1)))).Jconj(Ka(2*k-

,0.6+k*0.4)

,0.6+k*0.
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plot(w/2/pi,abs(Lambda(2*k,:)-

(conj(Ka(2*k,:)))),pltstr(k), linewidth’
ylabel( 'Diferenca absoluta’ )

xlabel( 'Frequéncia [Hz]' )

set(gca, 'Xtick' ,0:20:150)

axis([0 150 -.5 5])

hold on

end

toc

,0.6+k*0.4)

Submatrizes da matriz de massa de elemento retangul

[ 3454 sym
4611,  80L°
—-461l, —63Ll, 80L°
M™1=| 1226 1991, —274l, 3454
1991,  40L,% —42l,l, 4611, 4017
| 2741, 42L,l, —60L,* 461l 63l,l, 4017
394 166l, —166l, 1226 2741, 199l
—1661, —301,° 28lL.1l, -274l, —60L,° 42L.1,
166l  28Ll, —30L° -199I, 42L,l, 40L°
M1 =1 1226 2741, 199, 394  166l, —166l,
—2741, —60l,% 42L.l, -—166l, —30L,° 28L.1,
|—1991, 4211, 40L° 1661, 28ll, —30L7°]
[ 3454 sym
—4611,  80L,°
4611, —63L1l, 80L°
M2 =| 1226 1991, 274, 3454
—1991, 40L,° —42l,1, —461l, 40L°
|—2741, 4211, —60L,°> —461l, 63ll, 40L°

Submatrizes da matriz de rigidez de elemento retandgar

i 2
4% + a?) + 5(7 —2v)

ki, = [az —%(1 + 4v)] L Eaz + %(1 - v)] 1,2
- [262 4z - )], VL,
_ [2(2ﬁ2 —a?) % 7 - 21/)] [az _ % 1+ 41/)] L, [252 +%(1 _ 41/)] L |
Ky, = [az —%(1 + 41/)] L, Eaz - %(1 _ v)] L’
| - [232 + % (1- 41/)] L 0

sym

pUEREnE

0

[+ 50 -]
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ki =

Onde

[ [2(32 _a2)_§(7—2v)] —[az —%(1—1/)] L, —[ﬁz +%(1—4v)] L]

| —%(1 -1, Eaz + %(1 -1y 0
|- +%(1 )|t 0 Eﬁz + %(1 -n|u?
_[2(52 _2a?) - % 7 - 21/)] [az _ % 1+ 41/)] L, [—52 +%(1 + 41/)] L |
| —%(1 -1, Eaz - %(1 -)|1y? 0
[—52 +%(1 + 41/)] L 0 Eﬁz _ %(1 - v)] L]
a= ;—;, p= i—i

Definindo as seguintes matrizes

-1 0 O 1 0 0 1 0 0
I, = [ 0 1 O], I, = [0 -1 O], I3 = [0 1 0 ],
0

0 0 1 0 0 1 0

As matrizes restantes serao dadas por

k;, = I£k1113
ks, = I£k4113 ks; = IIkllll
ks, = I£k3113 ky; = I{k2111 ki = ngnlz
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