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RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo comparativo de métodos de selecao 6tima de uma carteira de
investimento. Em especial, sao estudados o modelo cléssico de média-variancia, o modelo de indice
tnico e um modelo de média-variancia robusto. Cada um dos modelos foi aplicado na determinacao
de carteiras 6timas de agoes da BOVESPA. Os resultados dos testes mostraram a superioridade

do modelo robusto sobre os demais.

ABSTRACT

This work presents a comparative study of asset alocation methods. Specifically, the classical
mean-variance optimization, the single index model and a robust formulation of the mean-variance
optimization problem. Each of the models was applied in the determination of BOVESPA optimal

portfolios. The results have shouwn the advantage of the robust formulation among the others.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Contextualizacao

Os conceitos de otimizacao e diversificacao tém sido tteis no desenvolvimento e na compreensao
dos mercados financeiros e do processo de decisao financeira. Harry Markowitz foi o primeiro
a modelar o compromisso entre risco e retorno na selecao de carteiras como um problema de
otimizagao [1]. Sua idéia serviu de base para o Capital Asset Pricing Model (CAPM), a mais
fundamental Teoria de Equilibrio Geral, e deu inicio a muitas pesquisas referentes a teoria e pratica
de gerenciamento de risco de carteiras. Contudo, mais de 50 anos apds a publicacao do artigo de
Markowitz, a otimizacao de carteiras s6 é feita em firmas mais quantitativas, as quais ja possuem

processos automaticos para geragao de previsoes e controle de risco [2].

Durante muitos anos, os principios expostos por Markowitz para a selecao de carteiras foram
pouco implementados, nao devido & descrenca com relacao a sua validade, mas sim devido ao
ntmero excessivo de estimativas necessarias para o calculo do risco das carteiras. Uma alternativa
proposta ao modelo de Markowitz foi o modelo de indice tnico, que simplificava a estrutura de
correlagao entre os ativos, relacionando os retornos dos mesmos a um fator comum, o retorno do
mercado, e tornando assim o calculo dos riscos mais viavel. Porém, foi o grande avanco computa-
cional dos anos 80 e 90 que permitiu a aplicacao da teoria de otimizac¢ao por média-variancia de

forma réapida e eficiente.

Nos dias de hoje, apesar da disponibilidade de softwares de otimizacao avancados, muitos
gerentes de ativos tém problemas em aplicar a metodologia de otimizacao ou, em geral, a evitam.
Uma razao é que a aplicacao pratica da otimizacao de carteiras revela muita sensibilidade as
entradas (retornos esperados dos ativos e suas covariancias), e carteiras otimas frequentemente
apresentam pesos extremos ou nao intuitivos em alguns ativos. Geralmente, a solugao pratica
é a adicao de restrigoes ao problema original de otimizacao, de forma a limitar resultados nao
intuitivos. Contudo, como resultado, as restrigoes - e nao as previsoes - acabam por determinar
a carteira, de forma que o processo de otimizacao baseado no compromisso entre risco e retorno

perde o sentido.



1.2 Motivacao

Do ponto de vista pratico, € importante tornar o processo de selecao de carteiras robusto com
relagdo a diferentes fontes de risco - incluindo risco de estimacao e de modelagem. H& algumas
técnicas por meio das quais pode-se obter estimativas robustas dos parametros do modelo, entre
elas o bootstrap e a média movel, utilizados neste trabalho. A otimizagao robusta aqui apresentada
possui uma forma eficiente e intuitiva de se modelar a incerteza na estimagao das entradas. Além
disso, a implementagao computacional é direta, com nivel de complexidade comparéavel ao de uma

formulagao nao robusta [2].

1.3 Objetivos do projeto

Este projeto visa a aplicacao e avaliacao de métodos quantitativos no processo de selecao
de carteiras de acoes da Bolsa de Valores de Sdo Paulo. E estudada a formulacdo classica de
média-varidncia, proposta por Markowitz, e uma formulacao alternativa, o modelo de indice tnico.
Especial atengao é dedicada a formulacao robusta do modelo de média-varidncia. O principal ob-
jetivo é fazer uma anélise comparativa da eficacia de tais modelos quando empregados ao mercado

financeiro brasileiro.

1.4 Organizagao do trabalho

Este trabalho esta dividido em sete capitulos. No primeiro, foi apresentado o contexto tedrico
no qual se insere o estudo desenvolvido, e os objetivos do projeto.. O segundo capitulo define um
problema geral de otimizagao e introduz o problema da selecao de carteiras de investimentos como
um problema de otimizacao quadratica. No terceiro capitulo é apresentada a andalise classica de
média-variancia, sendo expostas as consideragoes e definigoes deste modelo. O capitulo quatro
apresenta o modelo de indice tinico, cujos pressupostos simplificam a aplicagao prética dos princi-
pios do modelo de média-variancia. No quinto capitulo é apresentada uma modelagem robusta
para a composi¢ao 6tima de uma carteira de investimentos. O sexto capitulo apresenta os resul-
tados praticos obtidos com a aplicacao das teorias apresentadas & escolha de carteiras de acoes da
BOVESPA. Por fim, o sétimo capitulo sintetiza as conclusoes acerca do desempenho de cada um

dos modelos.



Capitulo 2

Definicao do Problema de Selecao de

Carteiras de Investimento

2.1 Selegao de Carteiras

Uma carteira de investimentos é um conjunto de ativos financeiros, como agoes ou titulos de
renda fixa, pertencente a um investidor. Dispondo-se de certa quantia destinada ao investimento,
a escolha da carteira consistird na determinacao de quais ativos serao adquiridos e qual fragdo
do montante total serd investida em cada um. Tal composicao de carteira pode ser resultado de
ponderagoes intuitivas, observacao casual de tendéncias ou resultado de planejamento deliberado.
Essa ultima abordagem é a considerada neste trabalho. Supde-se haver um investidor racional, ou

seja, maximizador, que deseja encontrar a melhor solugao de compromisso entre risco e retorno.

Ao se modelar matematicamente o processo de decisdao de um individuo racional, formulamos

tal processo como um problema de otimizacao.

2.2 Problemas de Otimizacao

Otimizagao é um ramo da matematica aplicada cuja importancia deriva da grande variedade de
suas aplicacoes e da disponibilidade de algoritmos eficientes. Matematicamente, refere-se a mini-
mizagao (ou maximizagao) de uma fungao, chamada fungao objetivo, sujeita a certas restrigoes.
As varidveis a serem determinadas sao denominadas varidveis de decisao. Assim, os trés elemen-
tos essenciais de um problema de otimizacao sao a funcao objetivo, as variaveis de decisao e as

restricoes. Uma descrigao genérica de um problema de otimizagao é a seguinte:
Dada uma fungao f(z): R™ — R, e um conjunto S C R"™, determinar z* € R™ que satisfaga

ming f(x) (2.1)
s.a. x €S

onde S'é denominada regiao admissivel. Se S é vazia, o problema é dito nao-admissivel. Se é

possivel encontrar uma seqiiéncia 2 € S tal que f(2*) — —ooquando k — 400, o problema é



nao limitado. Se o problema é admissivel e limitado, é possivel encontrar uma solugao =* € S que
satisfaz
f(z®) < f(x),Vz e S. (2.2)

Tal x* é denominado minimo global do problema. Se

f(z") < f(x),Vx €S, x # ¥, (2.3)
x* é denominado minimo global estrito. Em outros casos, talvez s6 se encontre z* € S que satisfaca

f(@") < fz), Vo € SN By (e) (2.4)
para algum ¢ > 0, onde B,-(¢) ¢é o circulo aberto de raio ¢ centrado em z*, i.e.,

By (e) = {z: ||z — 2*|| < e}. (2.5)

Tal x* é denominado minimo local do problema. Um minimo local estrito é definido de forma
similar. Na maior parte das vezes, o conjunto admissivel S é descrito explicitamente usando-se

restrigoes (igualdades e desigualdades), ou seja, S pode ser dado por
S:={x:9i(x)=0,ie&egi(xr)>0,ieTl} (2.6)

onde & e 7 sao os conjuntos dos indices das restrigoes de igualdade e desigualdade, por exemplo,

E={ey,eq,...,ente T={iy,ia,...,in}. Assim, o problema genérico de otimizac¢ao tem a forma:

ming f(z) (2.7)
gi(x) =0, i€€&

De acordo com as escolhas das fungoes f(x) e g(z), o problema de otimizagao (2.7) pode ser
classificado como linear, quadratico, cénico, dindmico, discreto, entre outros. Do ponto de vista
computacional, ¢ importante que o problema seja polinomial. Isso porque algoritmos de tempo
polinomial sempre encontram uma solucao 6tima em um espaco de tempo que é no maximo uma

fungao polinomial do tamanho da entrada, sendo, nesse sentido, eficientes [3].

De volta ao problema da selecao de uma carteira de investimentos, vimos que um investi-
dor racional deseja obter a melhor solucao de compromisso entre retorno esperado e risco da
carteira. Tal processo decisorio pode ser modelado como um problema de otimizagao. Mais tarde,
mostraremos tal modelagem e verificaremos que se trata de um problema de otimizacao quadratica,
a qual se refere ao problema de minimizar uma funcao quadratica sujeita a restricoes lineares de

igualdade e desigualdade. Na sua forma padrao, esse problema é descrito como:
ming 327Qu + 'z (2.8)
Az =b
z >0,
onde A € R™" b e R™, ceR" Q€ R"™" sdo dados, e z € R™. Quando @ é uma matriz positiva
semidefinida, ou seja, quando y" Qy > 0, Yy € R™, a funcio objetivo é convexa. Tal condicdo
equivale a dizer que ) s6 possui autovalores nao-negativos. Nesse caso, o conjunto admissivel é

um poliedro, e, portanto, convexo. Assim, quando @ é positiva semidefinida, todo 6timo local do

problema é também um 6timo global. Quando isso ocorre, o problema passa a ser polinomial [3].



Capitulo 3

Selecao de Carteiras pelo Modelo de

Média-Variancia

3.1 Introducao

Para se escolher uma carteira 6tima, é preciso, primeiramente, obter informacoes acerca das
acoes que vao compd-la. De primordial importéncia é conhecer as potencialidades e as fraquezas
de cada acao. Por potencialidades, podemos considerar os retornos futuros que a agao pode
render ao investidor, e por fraquezas, a incerteza na realizagao desses retornos, ou seja, o risco
do investimento. No entanto, nao é possivel ter o conhecimento preciso de tais caracteristicas, pois
estas s@o, em geral, ndo observéveis. Podemos apenas fazer prognosticos, os quais estardao sempre

sujeitos & nao confirmacgao futura.

Contudo, isso nao significa que a elaboragao de previsoes ¢ inttil. Identificando-se os fatores
que influenciam os retornos e riscos das agoes, e tratando-os de forma adequada, pode-se reduzir
a probabilidade de previsdes erroneas [4]. Um fator comumente usado na determinagao dos re-
tornos futuros é o historico de retornos das agoes. Ou seja, faz-se a suposicao de que agoes que

apresentaram bom desempenho no passado sao candidatas a ter bons desempenhos futuros.

Com base nessa suposicao, o modelo de média-varidncia proposto por Markowitz considera que
os retornos historicos das acoes constituem variaveis aleatoérias e possuem, portanto, uma média e

um desvio padrao. A média representa o retorno esperado da agao, e assim,

T

1
i = TZT“’ (3.1)

t=1

onde r4; é o retorno da acao ¢ em um periodo de tempo ¢, compreendido entre 1 e T', e u; é o valor

esperado da agao.

Sendo o risco uma medida da incerteza com respeito a realizagao do retorno esperado, pode-se
usar uma medida de dispersdao em torno da média para aproximé-lo. A utilizagdo da varidncia,
ou do desvio-padrao, como uma aproximagao do risco, confere vantagens praticas & modelagem do

processo de decisao, como ficard explicito mais adiante.



O risco de uma acgao individual é definido, portanto, como seu desvio-padrao,

T
1
o; = ?Z(Tti - ,LLZ)Z (32)
t=1
Assim, avaliam-se as potencialidades e fraquezas das agoes individuais. Contudo, este é apenas o

ponto de partida, pois o objetivo final é a composicao de carteiras de ativos.

Como a média da soma de varidveis aleatorias é a soma das médias destas, é facil determinar a
potencialidade de uma carteira de agoes, ou seja, o seu retorno esperado. Basta realizar a soma dos
retornos esperados das agoes que a compoem, ponderando cada retorno pela fragao do investimento

total alocada em cada agao. Assim, define-se o retorno esperado de uma carteira como

Re = 11 + Topio + ... + xip = pla, (3.3)

onde p = [u1, ft2, -, i)t e x = [x1, 9, ..., 2;]T & o vetor de pesos das agoes.

Ja a determinacgao do risco da carteira nao é feita de forma tao simples, ja que a variancia de
uma soma nao é dada pela soma das variancias de cada termo. Foi esta simples constatacao que
acabou por revolucionar a anélise de carteiras de investimentos. Harry Markowitz foi o primeiro
a demonstrar formalmente que a combinacao de diferentes acoes é capaz de reduzir o risco do
investimento a um valor menor do que o de qualquer agdo componente da carteira [1]. Ou seja, a

diversificagdo é uma estratégia interessante na composigao de carteiras de investimento.

Levando em consideracao apenas os retornos e riscos individuais das acgoes, poder-se-ia en-
contrar uma determinada a¢do com um perfil retorno/risco interessante e dai concluir que todo
dinheiro deveria ser alocado nela. Contudo, tal procedimento nao seria indicado devido & falta de
diversificagdo no investimento. Assim, Harry Markowitz demonstrou que na composi¢cao de uma
carteira deve-se avaliar o risco desta como um todo, e nao apenas os riscos individuais das agoes.

Ou seja, deve-se escolher carteiras e nao agoes individuais.

Além disso, o modelo de selegao de carteiras proposto por Markowitz forneceu uma maneira de
determinar matematicamente o risco de carteiras de investimento. A consideragao crucial em tal
determinacao diz respeito & forma como os riscos das diferentes agdes se combinam na formagao
do risco da carteira. Na modelagem de tal interagao, foi utilizada a definicao da covariancia entre

varidveis aleatorias.

A covariancia entre os retornos r; e r; de dois ativos i e j quaisquer é dada por

LT
0ij = Z(Tz‘t — i) (Tt — pj)- (3.4)
=1

Note que a covaridncia é o valor esperado do produto de dois desvios: os desvios do ativo i
com relagao & sua média, (r;— p;), e os desvios do ativo jcom relagdo & sua média, (rji— p;).
Nesse sentido, ela é muito semelhante a varidncia. Contudo, trata-se do produto de dois desvios
diferentes, podendo, portanto, ser positiva ou negativa. Seu valor serd positivo quando retornos
acima do esperado para cada ativo ocorrerem juntos ou quando retornos abaixo do esperado para
cada ativo ocorrerem juntos. Ao contrario, se altos retornos para um ativo estiverem associados a

baixos retornos para o outro ativo, a covaridncia serd negativa. Quando os desvios dos ativos nao



estiverem relacionados, a covariancia sera nula. Portanto, a covariancia é uma medida de como os
retornos dos ativos se movem conjuntamente, e é necessaria na determinacao do risco da carteira
como um todo. Em muitas ocasioes, é 1til normalizar a covariancia. Dividir a covariancia entre
dois ativos pelo produto dos desvios-padrao de cada ativo produz uma varidvel com as mesmas
propriedades da covariancia, porém situada no intervalo de -1 a +1. Tal medida é denominada

coeficiente de correlagao. O coeficiente de correlacao entre os ativos i e j, p;;, € definido como

0,0;
Assim, a variancia da carteira como um todo é calculada a partir da matriz de covariancia, na
qual cada termo fora da diagonal representa a covaridncia entre um par de agoes, e os termos da

diagonal representam as varidncias individuais das agoes.

Dessa forma, a variancia da carteira é dada por
_ T
Var[z] = " Q. (3.6)
onde @) ¢ a matriz de covariancia da carteira, sendo cada elemento de @, ¢;; dado por

qij = cov(r;,rj). (3.7)

3.2 Modelagem do Problema de Otimizacao de Média-Variancia

Seja N o ntimero de agoes candidatas a compor a carteira. A escolha do investidor compreende,
entdo, um vetor N - dimensional = [z, x,...,2zn]7 de pesos, onde z; representa a porcentagem

da carteira composta pelo i-ésimo ativo. Suponha que, para cada ativo i, 1 = 1, ..., n, estimativas de
2

seu retorno esperado e variancia o sao dados. Além disso, suponha que se conhece a covariancia o;;

entre quaisquer dois ativos ¢ e j a partir de séries temporais dos retornos histéricos destes.

Portanto, o investidor que pretenda minimizar o risco associado a determinado investimento

atingindo um retorno desejavel deve solucionar o seguinte problema de otimizagao:

min, =7 Qux (3.8)
sa. plz>R (3.9)
S ai=1 (3.10)

z; > 0, Vi, (3.11)

A restrigao (3.9) significa que o retorno da carteira ndo deve ser inferior ao retorno R minimo
aceito pelo investidor. A restrigao (3.10) significa que todo o dinheiro disponivel para investimento
deve ser alocado na carteira. Por fim, a restricdo (3.11) significa que vendas a descoberto! sio

proibidas. Neste trabalho, esta hipdtese foi assumida em todas as anélises.

Em funcao do exposto, o problema de selecao de carteiras torna-se um problema de otimizacao
quadratica. Como () é uma matriz de covaridncias, trata-se, por constru¢ao uma matriz positiva

semidefinida.
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Resolvendo-se o problema de minimiza¢ado de varidncia sem a restricdo (3.11), obtém-se a
carteira de retorno esperado minimo, Ry, devido ao compromisso entre risco e retorno. Da
mesma forma, resolvendo o problema de maximizacdo de retorno esperado sem uma restrigdo
referente a risco méximo, obtém-se a carteira de retorno esperado maximo, R,,... Resolvendo
o problema (3.8) para diferentes R’s variando de Ry,ina Ryer Obtém-se o conjunto de todas as

carteiras otimas, ou eficientes.

Representando tais carteiras em um plano cartesiano, no qual o eixo x representa o desvio-
padrao da carteira e o eixo y seu retorno esperado, obtém-se uma curva como a da Figura 3.1, na
qual fica claro o compromisso entre risco e retorno enfrentado pelo investidor.

Fronteira Eficiente
0.21 T

0.2 -

018 : N -

o
3
T

1

Retorno Esperado
<
>
T
I

0.12 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0.22

Risco (Desvio—padréo)

Figura 3.1: Exemplo de fronteira eficiente

A curva encontrada é denominada fronteira eficiente, por ser o conjunto de pontos que repre-
senta as carteiras eficientes. Pontos abaixo da fronteira eficiente representam carteiras admissiveis,
porém nao eficientes. Pontos acima da fronteira representam carteiras nao admissiveis. O investi-
dor racional deve, portanto, escolher uma carteira dessa fronteira. A carteira escolhida depende

da propensao ao risco de cada investidor, ou do retorno que ele deseja obter com o investimento.



Capitulo 4

Retorno e Risco pelo Modelo de Indice

Unico

4.1 Introducao

Uma questao pratica importante na aplicagdo da teoria de carteiras de investimento é a esti-
magcao dos retornos esperados p;’s e das covariancias ;s . O método classico, visto no capitulo
anterior, calcula tais entradas com base nos retornos historicos de cada ativo e na covariancia entre

pares de ativos dados, respectivamente, por (3.1) e (3.4).

Assim, sendo N o namero de acOes candidatas a compor a carteira, é preciso calcular N
retornos esperados, o que é simples do ponto de vista computacional. Contudo, a determinacao
da matriz de covariancias exige um nimero mais elevado de calculos, pois é necessario estimar o;;
para cada par de agoes ie j, a partir de suas séries de histoéricos. Para o célculo dos termos fora
da diagonal da matriz de covaridncias, o primeiro indice assume N valores diferentes, e o segundo

indice, N — 1. Como a matriz de covariancias é simétrica, ou seja, 0;; = 0j;, faz-se necessério

. N(N—1 . o - .
estimar % valores. Somam-se a isso as N varidncias que compoem a diagonal, num total
N(N+1 . . . N(N+1
de (TH valores estimados. Somando o calculo de N retornos esperados ao calculo dos (TH

. . ~ N(N+3 .
elementos da matriz de covariancia, obtemos, entao, no total % valores estimados.

Um modelo que simplifica a estrutura de correlagoes dos retornos é o modelo de indice tnico,

descrito a seguir [5].

4.2 O modelo de indice tinico: visao geral

A observagao casual dos pregos de agoes revela que quando a bolsa sobe (o que é indicado por
algum indice, como o Ibovespal), o preco da maioria das acoes tende a subir, e quando a bolsa
cai, o preco da maioria das acoes tende a cair. Isso sugere que uma das razoes pelas quais os
retornos das agoes devem estar correlacionados é devido a uma resposta comum as mudancas do

mercado, e uma medida tutil dessa correlagao pode ser obtida relacionando-se o retorno de uma
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acao ao retorno de um indice de mercado. O retorno de uma agao @ pode ser escrito como
R; = a; + Bi R, (4.1)

onde

e a; ¢ a componente do retorno da acao que é independente da performance do mercado - uma

variavel aleatoria
e RR,, ¢ a taxa de retorno do indice de mercado - uma variavel aleatoria

e (J; ¢ uma constante que mede a variacao esperada em R; dada uma variacao em R,,

Observe que (4.1) simplesmente divide o retorno de uma agao em duas partes, uma relacionada
ao mercado e outra independente deste. O termo 3; na expressao mede quao sensivel é o retorno de
uma agao ao retorno do mercado. Um [; de 2 significa que quando o indice do mercado aumenta

(ou diminui) em 1%, espera-se que o retorno da agdo aumente (ou diminua) em 2%.

O termo a; representa a componente do retorno insensivel ao retorno do mercado. E interessante
dividir o termo a; em duas componentes. Seja «; o valor esperado de a; e e; 0 elemento aleatorio

(incerto) de a;. Entao
a; = a; + e, (4.2)
onde e; tem valor esperado igual a zero. O retorno de uma agao pode agora ser escrito como

R, = a; + iRy + €. (4.3)

Sendo variaveis aleatorias, e; e R, tém uma distribuicao de probabilidade, assim como uma
média e um desvio-padrao. Sejam seus desvios-padrao o, e oy, , respectivamente. E conveniente
que e; e R, nao estejam correlacionados. Formalmente,

1 T

cov(ei, Bm) = > (eit = 0) (Rt — Rin) = 0, (4.4)
t=1

onde R,, é o retorno médio do mercado.

Estimativas de «y, (;, e 0¢; sao muitas vezes obtidas a partir da regressao linear de séries
temporais, caso do presente trabalho. A andlise de regressdao é uma técnica que garante que e; e

R, nao serao correlacionados, ao menos durante o periodo ao qual se ajustou a equagao.

A suposicao chave do modelo de indice tinico é que e; é independente de e; para todos os
valores de ¢ e j, ou seja, cov(e;,ej) = 0. Isso implica que a tnica razao pela qual a¢des variam

juntas, sistematicamente, é um co-movimento com o mercado.

4.3 Retorno médio e elementos da matriz de covariancia

Segundo o modelo de indice tinico, o retorno de um ativo é dado por (4.3). Sendo E(R;) o

retorno esperado de uma agao,

E(R;) = Elog + iRy, + €] (4.5)
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Como o valor esperado da soma de varidveis aleatérias é a soma dos valores esperados, temos
E(R;) = E(o;) + E(BiRp) + E(ei). (4.6)
Ja que «; e (B; s@o constantes, e por construgao o valor esperado de e; é zero,
E(R;) = a; + BiRp. (4.7)

A varidncia do retorno de uma agao 7 qualquer é

of = E(R;—R)’ (4.8)
o7 = El(c;+BiRm+e)— (i + BiRm))? (4.9)
07 = BIE(Rym — Rp)? + 2B, Elei(Rm — Ryn)] + E(ei)?. (4.10)
Ja que Ele;(Ry — Rpn)] =0,
o} = Blon, + o2 (4.11)

A covaridncia entre duas acoes pode ser escrita como

oij = E[(Ri—Ri)(R; — Rj)|

oij = E{l(ei + BiBm + i) = (0 + BiBm)] - [(aj + B Bm + €5) — (aj + B Bm)]}
oij = E[(Bi(Rm — Rimn)+€i)(0j (R — Ri) + €)]

0ij = BiBiE(Rm — Rm)” + BjElei(Rm — Rin)] + BiBlej(Rim — Rm)] + Eleie;).

4.12
4.13
4.14
4.15

/_\/_\/_\A
—_ — ~— ~—

Como, pelo modelo, os trés altimos termos sao nulos

oij = BiBok,. (4.16)
Resumindo:
E(Ri) = ai + BiRm (4.17)
o = Bt + o (1.18)
oij = BiBjol (4.19)

Percebe-se entao que, para o célculo dos valores esperados e para a construcao da matriz de
covariancias sdo necessarias estimativas de 3; , a; e o; de cada acdo, além do retorno esperado(R,,)
e da variancia(c2,) do mercado. Assim, caso se tenha N acoes, serdo necessarias 3N +2 estimativas,
ao invés do total de W estimativas quando se consideram as correlacoes entre cada par de
acoes. No presente trabalho, utilizamos em média 15 acoes na composicao de cada carteira. Dessa
forma, o modelo de indice tinico reduz o niimero de estimativas necessarias de 135 para 47. Caso
fosse necessario analisar um maior nimero de agoes, a diferenga seria ainda mais significativa. Por
exemplo, para uma carteira de 200 acgoes, o modelo de indice tinico reduz o ntmero de estimativas

necessarias de 20300 para 602, o que é muito vantajoso do ponto de vista computacional.
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4.4 Caracteristicas do modelo de indice tinico

Seja o Beta de uma carteira a média ponderada dos (s individuais de cada agao, onde os

pesos sao a fragdo da carteira investida em cada acao. Entao

N
Be=" wifi (4:20)
=1

De forma similar, seja o Alfa da carteira

N
Qe = inai. (4.21)
i=1

Assim, o retorno médio da carteira fica

R.= ac+ B.Rm (4.22)

e a variancia da carteira pode ser escrita como

N N N
0'3 = ZZ&:Z%@BJU%—FZ@“?JEZ (423)
i=1 j=1 i=1
Rearranjando os termos
N N N
Jg = szﬁz Z l‘jﬂj 01%1 + Z l‘?dgi, (4.24)
i=1 i=1 i=1
e, finalmente,
N
0 = Po + Z m?ogi. (4.25)
i=1

Suponha que um investidor forma uma carteira distribuindo o dinheiro igualmente entre as

acoes. Nesse caso,

1 (L1
o2 = fai—l—ﬁ Zﬁa; : (4.26)
=1

O 1ltimo termo desta equacao pode ser visto como % vezes o risco residual médio da carteira.

Conforme o niimero de ac¢bes aumenta, a importancia do risco residual médio diminui. Como o
efeito de agi no risco da carteira tende a zero com o aumento desta, ¢ comum referir-se a agi como
risco diversificavel. Por outro lado, o risco associado ao termo 3. nao diminui com o aumento da

carteira. Se assumirmos que o risco residual tende a zero, o risco da carteira tende a

1
oc=| CQU?n] 2= feOm = Om szﬁz . (4.27)
Como o, é o mesmo, independentemente de qual agdo se examina, a medida da contribuicao de

uma acao ao risco de uma carteira com muitas agoes é ;. Assim, ([; pode ser considerado o risco

nao-diversificavel da carteira.
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4.5 Estimativa de Beta e Alfa

. L. 2
Espera-se que (4.3) seja vélida a qualquer momento, embora os valores de a;, f3;, ou o7, possam
variar com o tempo. Quando se observam os dados historicos, nao se pode observar diretamente

«; , B, ou O'Zi . Ao invés disso, observam-se os retornos passados das agoes e do indice de mercado.

Note que (4.3) representa uma linha reta. Se agi fosse zero, seria possivel estimar «; e 3; com
apenas duas observagoes. Contudo, a presenca da variavel aleatéria e; implica que o retorno real

dispersa-se em torno da linha reta [5]. A Figura 4.1 representa esse padrao.

Regressao linear — Modelo de indice tnico

0.5 T T T

Retorno da acéo

-0.21- : g

-0.3~ -

—0.4F i

~05 1 1 1 1 1 1 1
-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0.05 0.1 0.15 0.2

0
Retorno do mercado

Figura 4.1: Regressao linear

O eixo vertical é o retorno da acao 7 e o eixo horizontal o retorno do mercado. Cada ponto no
diagrama é o retorno da agao ¢ em um particular instante de tempo (no caso do presente trabalho,
ao fim de um més) plotado contra o retorno do mercado para o mesmo instante. Ha varias formas
de se determinar a localizacdo da linha reta dados os pontos amostrais. A forma mais comum é
via andlise de regressao, a qual considera 6tima a reta que minimiza a soma dos quadrados das
distancias de cada ponto a linha. A inclinacdo da reta assim determinada é o coeficiente 3; da agdo
e o ponto onte a reta intercepta o eixo vertical, o coeficiente «;. Tais calculos foram realizados, no

presente trabalho, utilizando-se o software Matlab®?2.

20 mfile correspondente encontra-se no Anexo 111
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Capitulo 5

Modelo Robusto: Selecao de Carteiras
quando ha Incertezas no Retorno e no

Risco

5.1 Introducao

Tanto o modelo de média-varidncia quanto sua formulacao alternativa de indice tinico, fornecem
apenas uma estimativa dos retornos p;’s e das covariancias o;;’s dos ativos considerados. Infeliz-
mente, observa-se que pequenas mudancgas nas séries de tempo 7 (devido a considerac¢ao, por
exemplo, de horizontes de tempo T diferentes) levam a mudangas significativas nos parametros de
entrada pu e @) que acabam por conduzir a mudangas significativas na composigdo carteira 6tima.
Como mostrado pelas simulagoes realizadas neste projeto, e cujos resultados encontram-se no Capi-
tulo 6, diferentes composicoes da carteira podem resultar em rendimentos radicalmente diferentes.
Conclui-se, portanto, que uma deficiéncia fundamental do problema até agora considerado é a

elevada sensibilidade da solugao a pequenas variacoes das entradas.

Otimizagao robusta, um ramo emergente da area de otimizagao, oferece formas de incorporar
riscos de estimacao no processo de decisao de carteiras de ativos. Ela refere-se & modelagem de
problemas de otimizagao com parametros incertos de forma a obter uma solugao que é garan-
tidamente satisfatéria para todas, ou quase todas, realizacoes dos parametros incertos. Deve-se
observar, contudo, que hé diferentes interpretacoes de robustez que conduzem a diferentes formu-
lacoes matematicas. Neste projeto, procura-se a solugdo que apresente a melhor performance no

pior caso de realizacao dos parametros.

Nesta abordagem, a incerteza é descrita por um conjunto que inclui todas, ou quase todas,
possiveis realizagoes dos paradmetros de entrada incertos. Dado um problema com entradas incertas
e um conjunto de incerteza para estas entradas, deve-se escolher as varidveis que minimizem a

fungao objetivo de pior desempenho [6].
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5.2 O problema de otimizacao por média-variancia robusto

O problema de otimizacao por média-variancia apresentado no Capitulo 2 para a selegdo de

carteiras eficientes é um problema de otimizagao quadratica, conforme (3.8).

Como afirmado, uma das principais criticas ao modelo cléssico de otimizacao por média-
variancia é centrada na observacao de que as carteiras 6timas sao muito sensiveis aos parametros
de entrada: vetor de retornos esperados, i, e matriz de covariancia ). Tais parametros sao nao-
observaveis e é preciso estima-los por meio de alguma técnica particular. Na presenca de multiplas
estimativas igualmente confidveis, a melhor forma de se integrar toda a informacao disponivel nao
é clara. Neste trabalho, a estratégia adotada para conferir robustez & escolha é representar toda
a informacao disponivel dos parametros de entrada desconhecidos na forma de um conjunto de
incerteza, i.e., um conjunto que contém a maioria dos valores possiveis destes parametros. Assim,

os conjuntos de incerteza do vetor de retornos p e da matriz de covariancia ) tomam a forma de

intervalos:
Uy = {p:ph <p<p}, (5.1)
Uy = {Q:Q"<Q<Q", Q=0} (5.2)
U = {(1,Q):pely, Qecly} (5.3)

Acima, . uY, QF, QU sio os valores extremos dos intervalos de incerteza. A restricio Q > 0
indica que () é uma matriz simétrica positiva semidefinida. Dado o conjunto i/, a versao robusta

do problema de otimizacao por média-variancia pode ser expressa como

ming {mazgeu, v* Qz} (5.4)
reX (5.5)
mingeu, p'x > R (5.6)

onde X é o conjunto admissivel de carteiras. Na maioria dos problemas de alocagao de ativos, nao

sao permitidas vendas a descoberto. Neste caso,

n
X={xeR": > a=1z>0} (5.7)
i=1
A restrigao ) ! | x; = 1 & necessaria para assegurar que todo dinheiro disponivel para investimento

seja alocado.

5.3 Determinacao da carteira robusta

5.3.1 Formulagao geral
Deseja-se encontrar uma solug¢ao para o problema (5.4), (5.5), (5.6) e (5.7), onde = € R™ é um
vetor nao negativo e U dado por (5.3).

Primeiro, deve-se notar que a restri¢do (5.6) pode ser simplificada para (u*)Tz > R ja que
x > 0. Seja

9(2,Q) = 2" Qz, x € X, Q € Ug (5.8)
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Para uma @ fixa tal que @ € Ug, a fungao ¢ é uma funcao quadratica convexa de x.Similar-

mente, para z fixo, a fung¢ao ¢ é uma fungao linear de Q). Este dltimo fato segue da observagao de
Ty —
que z° Qr = >, (Tiw;)qi;-
Combinando estas observagoes com as consideragoes de que os conjuntos X' e U sao nao-vazios

e limitados, e o lema 2.3 de [7], chega-se & seguinte conclusio: definindo X := {z € X : (u*)Tz >

R} valores 6timos para o seguinte par de problemas,

mianXR{mal‘QEZ/ngb(xu Q)} (59)
MarQeyo {Minzexy d(v, Q)} (5.10)

sao iguais e obtidos em um ponto de sela da fungao ¢(z, Q). Em outras palavras, existe um vetor

T € X e uma matriz € Ug tais que

Qb(f, Q) < ¢(E>Q) < QS(I’,@), Ve XR)Q S Z/{Q (511)

T e Xg, Q €Uy (5.12)

resolvem coletivamente os problemas em (5.9) e (5.10).

Portanto, o problema de minimax (5.4),(5.5),(5.6) e (5.7) é equivalente a um problema de
determinacao do ponto de sela da fungao ¢(z,Q). Podem-se deduzir condigbes caracterizando
pontos de sela da fungdo ¢(x, Q) usando o otimalidade de T para mingcx,é(z,Q), e de Q para
marQeu, #(T,Q),0 que forma a base do algoritmo desenvolvido em [7] para a determinacao da

fronteira eficiente robusta [6].

5.3.2 Caso simples

Quando a matriz QU resulta positiva semidefinida torna-se desnecesséria a aplicacao do algo-
ritmo de ponto de sela desenvolvido por |7] para a resolugdo do problema robusto. Isso porque,
neste caso, o problema robusto de alocacao de ativos pode ser resolvido de forma sequencial, i.e.,
encontrando primeiro o pior caso das entradas e, em seguda, a melhor alocacdo para estas. Assim,

o problema se reduz a um problema simples de otimizagao por média varidncia.

Lema ([6]): Seja z € R™ um vetor nao negativo e seja U = {(1, Q) : p € Uy, Q € Uy} com

uma matriz positiva semidefinida QV. Entéo, uma solucao 6tima do problema

marQeu, 2T Qux (5.13)
reX (5.14)
mingey, pr>R (5.15)

¢ p* = pe Q* = QU independentemente da carteira x.

Prova([6]): Deve-se resolver dois problemas menores:
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mazg v1 Qx e miny, pla
sa.QF<Q <Y sa. plz >R
Q=0 pt << p?

Ja que & > 0,0 valor objetivo do segundo problema ¢ minimizado quando cada elemento do
vetor f se encontra em seu limite inferior, i.e., quando p = p”. Para o primeiro problema, ignore
por ora a restricao ) = 0. Como z;x; > O para todo 7 e j, 2T Qr = Z” ¢ijTiTj serd maximizado
quando todos g;; alcangarem seu maior valor realizavel, i.e., quando ) = QY. Como assumiu-se
que QY & uma matriz positiva semidefinida, ela é uma solucdo 6tima também quando se leva em

consideragao @ = 0.

A proposicao acima indica que quando vendas a descoberto sao proibidas e os limites superiores
na matriz de covaridncia geram uma matriz de covariancia aceitavel, entao a realizacao de pior caso
dos parametros é a mesma independentemente de qual carteira é escolhida - os retornos esperados
se realizam nos mais baixos valores possiveis e as covaridncias se realizam nos mais altos valores
possiveis. Sob este cenario, o problema robusto de selecao de carteira por média-variancia se reduz

a

min, =7 QVzx (5.16)
sa. zeX (5.17)
(wHTz >R (5.18)

A grande maioria dos testes com dados reais nao resultou em matrizes QU positivas semidefi-
nidas. Portanto, estudamos a formula¢ao de ponto de sela desenvolvida por [7]. Contudo, tal
formulacao é de recente desenvolvimento, de forma que s6 encontramos referéncias a esta nos
artigos dos proprios autores do algoritmo. Tais referéncias nao explicitam a origem e significado
de todas as fungoes contidas no algoritmo de ponto de sela. Tal auséncia de informacao tornou

impraticavel a aplicacao deste.

Observamos entao que, quando a matriz QU apresentava pelo menos um autovalor negativo (nao
sendo, portanto, positiva semidefinida), mesmo o menor autovalor apresentava modulo proximo de
zero. Assim, foi proposta uma alternativa para tornar a matriz QU sempre positiva definida, de
forma que o problema robusto pudesse ser resolvido como dois problemas classicos em sequéncia.

A alternativa foi a aplicacao do seguinte lema:

Lema 5.1 Sejam Aq,..., A, os autovalores de uma matriz simétrica A € R™*" ordenados de

forma decrescente:
A > > A
Para 0 € R fixo, defina pq, ..., un 0s autovalores de
Ac:= A+ (I\] +0) I,

(aqui, I, é a matriz identidade de ordem n) ordenados de forma decrescente:
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B> o = .

Temos que

(1) ps = Xi + (|An| + 6);

(2) se \p, <0, entao p, = 0.

(3) se A\, <0 ed>0entdao A, é uma matriz simétrica positiva definida.

Prova: Como A é simétrica, A é ortogonalmente similar a uma matriz diagonal [8], ou seja,

existe uma matriz P tal que

A 0
PTAP = A= (5.19)
0 An

com PTP = PPT = I. Como as colunas de P formam uma base de A [8], podemos alternar as
colunas de forma que A\; > ... > \,. Multiplicando A, a esquerda por PT e a direita por Pe

usando 5.19 temos
PTAP =P (A+ (M| +0) 1) P = PTAP + (M| + 6) PTP = A+ (|\n] +0) I,
ou seja,

A+ ([An] +6) 0
PTA.P = 5
0 An 4+ (| An] +6)

Usando a propriedade de ortogonalidade de P e o fato de que o determinante do produto é

igual ao produto dos determinantes, temos que o polindmio caracteristico pode ser reescrito como

det (s, — A.) = det sPpPT — AC)

s — (A1 + (|Aa| +9)) 0
= det (P)det (PT) -
0 s = (An £ ([An] 4 9))

Como P é nao singular, det (P) # 0 e det (PT) # 0. Portanto, o polinémio caracteristico de
A, se anula apenas para

s=pi=N N+ (M| +9),i=1,...,n.
Assim, provamos o item (1) do Lema.

Se A\, < 0, entdo |)\n| = —\, . Portanto, do item (1) do Lema,
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pn = An+ (|An] +6)
Hn = A —Ap +0
pn = 9,

0 que prova o item (2).

Portanto, se A\, < 0 e § > 0, todos os autovalores de A. sdo reais estritamente positivos. Por
definigao (8], uma matriz simétrica é definida positiva se e s6 se todos seus autovalores s@o reais
estritamente positivos. Portanto, se A, < 0 e § > 0, a matriz A, é definida positiva, o que prova
o item (3).

Assim, sempre que algum autovalor de QU resultava negativo, aplicavamos tal transformacao,
obtendo uma nova matriz Q'Y , pouco diferente da original. Dessa forma, foi feita uma simplificacio
do modelo robusto que resolveu o obstaculo inicial e proporcionou a implementacao computacional
direta e eficiente do problema. Os resultados obtidos mostraram que tal artificio manteve a robustez

da modelagem, como podera ser comprovado no Capitulo 6.

5.4 Determinacao do intervalo de incerteza

Diferentes técnicas podem ser usadas na determinagao dos intervalos de incerteza dos retornos
esperados e da matriz de covaridancia. O fundamental é obter uma série de estimativas de tais
parametros de entrada, de forma a ordenéa-los e identificar o menor vetor de retornos esperados e
a matriz de covaridncia com os maiores elementos. Contudo, a disponibilidade de dados para a
realizacao de tais estimativas é limitada, e é preciso encontrar uma forma de extrair o maximo de
informacao dos dados escassos. Uma alternativa é a aplicacdo de um método de reamostragem,

como o bootstrap [6].

5.4.1 Técnica de Bootstrap

Suponha que dispoe-se de uma amostra aleatéria x = (x1,x9,...,2,). Uma amostra do tipo
bootstrap é uma amostra aleatoria de tamanho n obtida com reposicao da reposicao da populagao
de n objetos (z1,x2,...,2y). Assim, obtém-se um novo conjunto z* = (x3, x4, ...,2}). A notacao
“*” indica que x*nao ¢ o conjunto de dados x, mas sim uma versao randomizada, ou reamostrada,
de z. E possivel obter-se por exemplo =] = x7, 5 = x3, 5 = 23, T} = X9, ..., T), = 7. O conjunto
bootstrap (z7, =3, ...,x}) é composto por membros do conjunto original (x1, z2, ..., ;) , alguns nao

aparecendo vez alguma, alguns aparecendo uma vez, alguns aparecendo duas vezes, etc.

Suponha que se aplique uma fungao s(-) ao conjunto de amostras z. Por exemplo, no presente
trabalho aplicamos a média simples ao conjunto de amostras de retornos passados de cada agao,
obtendo o vetor p. Denotando por 6 o resultado da aplicagao de s(-) a z, ou seja, = s(x),

podemos obter uma réplica bootstrap de 6,

0 = s(z*). (5.20)
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A quantidade s(z*) é o resultado de se aplicar a mesma funcao s(.) a x* que fora aplicada a x.
Por exemplo, se s(z) é a média y,entdo s(z*) é a média do conjunto bootstrap, p* = > | zf/n
[9].

A titulo de ilustragao, considere o seguinte exemplo: seja um vetor x = [1,2,3,4,5]. A uti-

lizando a técnica de bootstrap cinco vezes, por exemplo, pode-se obter os seguintes vetores:
xl =11,1,2,3,5]
x2 =1[2,3,4,4,5]
x3 =1[1,2,4,5,5]
x4 =11,2,2,3,3]
xb =1[1,2,3,4,5]

No presente trabalho, o método bootstrap foi usado para o computo de u” e QU respectiva-
mente, o limite inferior do intervalo de incerteza dos retornos e o limite superior do intervalo de
incerteza da matriz de covariancia. Assim, sendo B o nimero de reamostragens bootstrap, obteve-
se o conjunto p* = (i, 3, ..., ) de médias e definiu-se p" como o minimo valor deste conjunto.
No caso de QU fez-se a escolha termo a termo. Para cada termo ¢i; da matriz de covariancia,

computou-se ¢* = (¢}, g5, ...,q5) e definiu-se qg como o maior termo do conjunto g*.

5.4.2 Técnica de Média Movel

A média movel, diferentemente do bootstrap, ndo é uma técnica de reamostragem. No entanto,
a sua aplicacao permite a obtencao de varias estimativas dos mesmos parametros a partir de um

tinico conjunto de amostras.

A meédia movel é uma técnica muito usada na analise de séries temporais para identificacao de

tendéncias ou ciclos, pois suaviza as flutuacoes de curto prazo de uma curva.

Dada uma sequéncia de n valores z1, xo, ..., £, € uma janela de tamanho k£ > 0, k € N, a ¢ésima

média moével simples y; da sequéncia é definida como se segue:

1
1
Yo = E(.’L‘Q +x3+ ... +l‘k+1)
1
Y3 = E(l‘;g + x4+ ...+ l‘k+2)

1
Yn—k+1 = E(xn—k-kl + Tp—k42 + o+ an)
Assim, a sequéncia de médias moveis tem n — k + 1 elementos.

Neste trabalho, as médias moéveis foram usadas com a mesma finalidade da técnica bootstrap,
para gerar u” e QU. Dadas as sequéncias de retornos mensais das acoes, computou-se, para uma
dada janela, uma sequéncia de médias moveis para cada acao e o menor termo de cada sequéncia
foi selecionado, formando assim o vetor p”. Da mesma forma, computou-se uma sequéncia de
elementos o;; para cada par de agoes e o maior elemento de cada sequéncia foi selecionado,

gerando a matriz QU.
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Capitulo 6

Resultados

6.1 Introducao

A BOVESPA disponibiliza dados referentes a maioria das agoes comercializadas em seus pregoes
[10]. Dentre as informagoes disponiveis, encontram-se a data do pregdo, o nome da agao comercia-
lizada, seus c6digos de identificacao no mercado e o preco da agao em diversos momentos do pregao,

como na sua abertura, fechamento, seus valores méaximo e minimo diarios.

Neste trabalho, levamos em consideracao apenas acoes do lote fracionario das empresas. Acoes
do lote padrao s6 podem ser adquiridas em quantidades pré determinadas pelo lote. Por exemplo,
certas agoes s6 podem ser adquiridas em dezenas, outras em centenas. Assim, se uma pessoa dispoe
de uma quantia de V reais a ser investida em acoes do lote padrao que s6 sao vendidas, digamos,
em dezenas, s6 podera ser efetivamente gasta na compra de tais agdes uma quantia multipla de
10 x p, onde p é o preco da agao. No calculo das carteiras, nao sao levadas consideragoes praticas
desse tipo, sendo obtidas simplesmente as fragoes do investimento total a serem investidas em
cada acgao. Portanto, a utilizacao de agoes do lote padrao levaria a determinacao de carteiras que

dificilmente poderiam ser montadas na pratica.

Para efeito de simplificagao, utilizamos dados a partir do ano 2000, por dois motivos: primeira-
mente, antes de 1995, houve diversas mudangas na unidade monetaria brasileira, o que dificultaria
os calculos das taxas de retorno. Além disso, até o ano 2000, a quantidade total de dados disponiveis

era escassa, havendo muitos periodos nos quais os precos das acoes nao estavam disponiveis.

O site nao disponibiliza dados referentes a todas as agdes durante todos os periodos conside-
rados. Além disso, nem todas as a¢oes foram comercializadas por todo o periodo em estudo, como
aquelas referentes a empresas que deixaram de existir, novas empresas, ou mesmo empresas que s

abriram seu capital recentemente.

Os dados foram tomados com periodicidade mensal, considerando, para isso, o pre¢o da a¢ao no
encerramento do pregao do ultimo dia ttil de cada més. Sendo assim, dependendo do horizonte de
tempo utilizado para os calculos das carteiras, selecionamos apenas as agoes cujos dados estavam
o mais completo possivel, aceitando-se a auséncia de, no méximo, 3 amostras por ano dos dados

referentes a cada agao. Quando da auséncia de dados, decidimos aproximé-los de maneira linear.
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Por exemplo, se havia disponivel o preco da acao ¢ nos periodos t e ¢ + 2, mas nao no periodo ¢+ 1,

este era aproximado como:

Dti + P42
Pri1i = = 5 =, (6.1)

onde p;y14 € o prego da acao ¢ no perfodo ¢t + 1, py; € o prego da acao ¢ no periodo t e piy2; € 0

preco da acao ¢ no periodo t + 2.

Apos esses ajustes iniciais, foi necessario ainda ajustar o preco das agdes ao nimero atual de
acoes em cada empresa de acordo com os eventos corporativos destas. Tais eventos podem ser
proventos em dinheiro ou proventos em agoes. Os dados s6 foram corrigidos pelos proventos em
acoes, visto que os proventos em dinheiro nao afetam a série temporal dos precos das acoes, apenas
conferem ao investidor um rendimento extra quando da distruibuicao destes. Existem diferentes

tipos de proventos em agoes:

e Desdobramento (em inglés, split): aumento da quantidade de ag¢oes de uma empresa, sem
que haja alteragao na participagao dos socios [10]. Quando isso ocorre, cada socio aumenta
o seu numero de agoes proporcionalmente & quantidade que tinha antes do desdobramento,

mas o capital da empresa continua o mesmo. Sendo assim, cada agao passa a valer menos.

Efeito do desdobramento na série de precos: quando ha um desdobramento de 2% nas agoes
de uma determinada empresa no periodo ¢, deve-se dividir o preco das agoes até o periodo

%
t—1 por 755 + 1.

e Grupamento (em inglés, split down ou reverse split): redu¢ao da quantidade de agoes de uma
empresa, sem que haja alteracio na participagdo dos socios [10]. E o contrario do desdobra-
mento. Cada sbécio passa a possuir uma quantidade menor de ac¢bes, proporcionalmente a
que possuia antes do grupamento, mas cada acao passa a valer mais, de forma que o capital

da empresa permanece inalterado.

Efeito do grupamento na série de pregos: quando héd um grupamento de x : 1 nas agoes de

uma empresa no periodo t, deve-se multiplicar o preco das acoes até o periodo ¢t — 1 por =x.

e Bonificagao em agoes : distribuicao de resultados da companhia mediante emissao de agoes,
quando de incorporacdo de reservas ao capital social. As agOes bonificadas sdo entregues
gratuitamente aos acionistas, na proporg¢ao da quantidade de agoes possuidas. A bonificagao

aumenta a quantidade de agoes da empresa, sem alterar o valor do patrimoénio [10].

Efeito da bonificacao em agoes na série de precos: é o mesmo do desdobramento; se houve
uma bonificacao de % das acoes de uma determinada empresa no periodo ¢, deve-se dividir
o preco das acoes até o periodo t — 1 por %"] + 1.

Ao realizar essas modificacoes nas séries de pregos, cria-se uma situagdo em que a empresa tem
sempre o mesmo numero de acoes, e os retornos sao entao referentes somente as valorizacoes e
desvalorizagoes das mesmas. Se essas alteragoes nao fossem realizadas, a série de retornos apre-
sentaria, nos periodos em que houve os eventos, variagoes muito grandes, que nao representam de

fato um retorno para o acionista.
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Para cada modelo estudado, utilizamos horizontes de tempo de n anos, onde n = 2,4,6. Dessa
forma, para cada agao considerada, tinhamos uma série temporal de n x 12 valores, referentes ao

preco desta no decorrer dos meses.

Dados esses precos, calculamos os retornos mensais para todo o periodo. A formula utilizada

para esse calculo foi a seguinte:

re; = Pti — Pt—1,i (6.2)

Pt—1,i

onde 74 € o retorno da agao ¢ no periodo t, py; € o preco da acao ¢ no periodo t e p;_1; é o preco
da agao i no periodo (¢t — 1), com t dado em meses. Apoés o calculo dos retornos, cada a¢ao passou

a ser representada por uma série temporal comn x 12 — 1 valores.

O tratamento descrito acima possibilitou que obtivéssemos um conjunto suficiente de dados, a
serem usados na aplicacao de cada modelo estudado. Com o intuito de possibilitar a verificagdo do
desempenho real das carteiras derivadas dos modelos, utilizamos como periodo de teste os dados

referentes aos tltimos doze meses do horizonte total considerado.

Depois desse ajuste, restringiu-se o total de agoes utilizadas na composicao das carteiras a
15. O critério de decisao utilizado para tal selecao foi a média da taxa de retorno durante todo
o periodo anterior ao ano no qual as carteiras seriam compostas e avaliadas. Assim, somente as

acoes com as 15 maiores taxas médias de retorno eram candidatas a compor as carteiras.

Para cada modelo, e para cada periodo de teste, obtivemos a fronteira eficiente e a composicao
das carteiras 6timas para diferentes niveis de risco, refazendo os calculos mensalmente a cada um
dos doze meses. Durante esse periodo, a cada novo més, incluiam-se nos dados de entrada os
retornos referentes ao més anterior, e descartavam-se aqueles referentes ao periodo mais antigo,
mantendo, dessa forma, constante o nimero de amostras utilizadas nos célculos de retorno esperado
e risco. Além disso, para verificar o desempenho das carteiras obtidas por cada modelo, analisou-se
o retorno real que tal carteira forneceria ao investidor passado um més de sua aquisi¢ao. Isso foi
feito durante o periodo de um ano, e considerou-se que o montante ao final de cada més seria todo

reinvestido na carteira 6tima recém recalculada.

6.2 Modelo classico de média variancia

No modelo classico de média variancia, o retorno esperado de cada acao é dado pela média dos
retornos histéricos e o retorno esperado da carteira é dado pela soma destes retornos poderada

pela fragao alocada em cada agao. A variancia da carteira é dada por (3.6).

A Figura 6.1 é a fronteira eficiente obtida pelo método MVO para julho de 2007. Cada ponto
marcado representa o perfil risco/retorno de uma carteira eficiente, ou seja, uma alocagdo que
maximiza o retorno da carteira para um dado nivel de risco. E evidente o compromisso entre
risco e retorno: quanto maior o retorno esperado, maior o risco. A carteira de retorno esperado
maximo aloca 100% do investimento na ac¢ao que apresentou maior média de retornos nos periodos
passados. A carteira de retorno esperado minimo é obtida minimizando-se z”Qz, com a tnica

imposicao de que nenhum peso seja negativo.
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Figura 6.1: Fronteira eficiente pelo método MVO - julho de 2007

A Figura 6.2 apresenta a composigdo das carteiras eficientes da Figura 6.1. A composi¢ao é

ilustrada da seguinte forma: no eixo x situam-se os retornos esperados de cada carteira. Para cada

retorno, o eixo y mostra a porcentagem acumulada em diferentes a¢oes, de forma que a distancia

vertical entre as curvas representa a fracao do capital investida na agao referente a curva superior.

Note que, para cada carteira, as fragoes somam 100%.

Porcentagens acumuladas em diferentes ativos

Composicao das carteiras eficientes

0
0.035 0.036 0.037 0.038 0.039 0.04 0.041 0.042 0.043 0.044 0.045
Retorno esperado da carteira

Figura 6.2: Composicao das carteiras eficientes pelo método MVO - julho de 2007

Comprova-se que a carteira de retorno esperado mais alto concentra todo o investimento em

uma Unica acao. Ja a carteira que minimiza o risco diversifica o investimento entre oito agoes.

Além disso, verifica-se o beneficio da diversificagdo: a carteira menos arriscada tem desvio

padrao de 0,0565. Identifica-se que o menor elemento da diagonal de Q corresponde a um desvio
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padrao de 0,0831'. Assim, comprova-se que a diversificacio ¢ capaz de reduzir o risco, de forma

que este seja menor do que qualquer um dos riscos individuais das agoes.

Calculamos entao o rendimento acumulado das carteiras ao longo de um ano, atualizando
as carteiras mensalmente. Ou seja, com dados até dezembro do ano anterior, calcularam-se as
carteiras eficientes para 10 niveis de risco e observou-se o retorno destas carteiras ao final de janeiro.
Reaplicou-se o método no més seguinte, desprezando-se os dados mais antigos, e incorporando os
retornos recém realizados. Assim foi feito até dezembro. A Figura 6.3 representa os rendimentos
acumulados para diferentes carteiras ao longo de 2007. Para servir de referéncia, acrescentamos o
rendimento acumulado da carteira hipotética do Ibovespa, representando o comportamento geral
do mercado. Esse procedimento foi repetido para diferentes séries temporais de retornos historicos,
especificamente os periodos 2002-2007, 2004-2007 e 2006-2007.

Comparando-se as figuras, notam-se tendéncias comuns: os rendimentos das carteiras tendem
a acompanhar o mercado, oscilando em torno deste. A carteira mais arriscada é a mais oscilante
apresentando ora o maior, ora o menor rendimento. Contudo, o principal a ser notado é a di-
vergéncia entre os desempenhos quando se utilizam séries temporais diferentes na estimativa dos
parametros de entrada. Por exemplo, o rendimento da carteira de risco médio varia entre 25% e
55% ao final do ano, de acordo com a série temporal de histéricos utilizada. Quando se comparam
as carteiras mais arriscadas, a diferenca é claramente ainda maior. Isso revela a sensibilidade do

modelo classico de média variancia a variagoes dos parametros de entrada.

Poder-se-ia pensar que seria possivel identificar um ntimero 6timo de periodos anteriores a serem
utilizados na estimagao dos pardmetros. Por exemplo, identifica-se na Figura 6.3 que a utilizagao
de 5 anos de retornos historicos forneceu os resultados mais desejados: rendimentos crescentes
e acima do mercado durante a maior parte do periodo, com taxas de retornos moderadamente
constantes. Para testar se realmente havia um padrao no desempenho das carteiras com relagao
as séries temporais utilizadas, obtivemos os rendimentos acumulados para o ano de 2005, seguindo

os mesmos procedimentos anteriores. Esses resultados sao mostrados na Figura 6.4.

Observa-se, no entanto, que tal suposicao nao se sustenta. Com a utilizagdo de 5 anos de
retornos histéricos, apenas a carteira menos arriscada teve desempenho satisfatério. As outras
carteiras tiveram desempenho sempre abaixo do mercado. O desempenho mais consistente foi o
observado com a utilizacao de apenas um ano de histérico. Para 2007 e 2005, as carteiras assim
obtidas seguiram razoavelmente o mercado, rendendo, contudo, menos do que este durante boa

parte do periodo.

Ao investir, o objetivo nao é sujeitar-se as oscilagoes do mercado, e sim conseguir uma alocagao
de capital que seja razoavelmente imune a tais oscilagoes, e apresente comportamento previsivel.
Observa-se que tais objetivos nao sao alcangados pelo método MVO, pois nao é possivel escolher

com seguranga um intervalo de dados que fornega um rendimento satisfatorio.

LA matriz de covariancia Q, ndo mostrada nesse relatério, é facilmente obtida pelos mfiles criado no Matlab,

disponibilizados no Anexo III.
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Figura 6.3: Rendimento acumulado em 2007 - método MVO
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6.3 Modelo de indice tinico

O modelo de indice tinico calcula o valor esperado de cada acao a partir dos coeficientes alfa e
beta, obtidos por meio de regressao linear a partir dos retornos histéricos das a¢oes e do mercado
(representado pelo Ibovespa), segundo (4.3). O valor esperado do retorno de mercado foi calculado
como a média aritmética dos retornos passados do Ibovespa, e a matriz de covariancia foi calculada
a partir de (4.17), (4.18) e (4.19). Com esses dados, calculamos a fronteira eficiente para cada
periodo de teste, da mesma forma obtida para o modelo MVO. A Figura 6.5 mostra a fronteira
para julho de 2007.

Fronteira Eficiente
T
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0,035~ —

I I I | |
"0.05 0,07 09
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Figura 6.5: Fronteira eficiente pelo método de indice tinico - julho de 2007

A Figura 6.6 mostra a composi¢ao das carteiras eficientes. Observa-se que, como no modelo
anterior, a carteira menos arriscada aloca o investimento entre 8 a¢oes. Porém, tal distribuicao é

mais homogénea.
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Figura 6.6: Composicao das carteiras eficientes pelo método de indice tnico - julho de 2007

Observa-se que a fronteira é bastante semelhante & obtida com o modelo MVO. A carteira

menos arriscada alcanca, contudo, um desvio padrao ainda mais baixo, de 0,0519, e a carteira
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mais arriscada alcanca um retorno esperado mais alto, de 0,0605. Assim, o modelo de indice Gnico

fornece, para o periodo em questao, estimativas mais otimistas dos parametros de entrada.

Verifica-se que o desempenho das carteiras obtidas pelo método de indice tinico superou aquele
das carteiras obtidas pelo MVO. Isso significa que o modelo de indice tinico foi mais eficiente na
previsao dos retornos e dos riscos, ou seja, grande parte da estrutura de correlacao entre as agoes,
obtida pelo MVO e nao considerada pelo modelo de indice tnico é, na verdade, ruido. Assim,
conclui-se que o modelo de indice tnico, ao invés de perder informagao devido & simplificacao
envolvida, apresenta resultados melhores do que a utilizacao do conjunto completo de covariancias

entre agoes.

Os valores do parametro alfa e do indice beta atualizados mensalmente estao contidos nas
tabelas 6.1 e 6.2

Tabela 6.1: Valores do Parametro Alfa obtidos para cada a¢ao no periodo de 2007 (multiplicados
por 10%).

Jan | Fev | Mar | Abr | Mai | Jun | Jul Ago | Set Out | Nov | Dez
1 268 | 2,71 | 272 [293 [310 |3,11 | 281 |284 |313 |320 | 3,12 |3,02
2 1204 |165 | 163 | 145 | 1,34 | 1,20 | 0,94 | 1,03 | 0,45 | 0,43 | 0,35 | 0,35
3 | 1,34 | 1,42 | 1,06 | 0,54 | 054 | 1,21 | 0,59 [ 0,60 |08 |0,80 | 0,76 | 0,91
4 1,72 11,99 [ 1,95 | 2,15 | 243 | 256 | 255 | 2,68 | 2,64 | 2,66 | 2,74 | 245
5 | 1,12 | 1,32 | 146 | 1,56 | 1,80 | 1,89 | 1,66 | 1,93 | 2,06 | 2,12 | 2,07 | 1,88
6 | 0,10 | 042 | 0,19 | 0,06 | 0,27 | 0,60 |0,52 |0,65 |-0,15|-0,14 | -0,34 | -0,78
7 | 1,57 | 148 | 143 | 1,12 | 1,14 | 0,82 | 0,36 | 0,26 | 0,26 | 0,23 | 0,39 | 0,37
8 1260 | 256 | 260 |237 | 248 |235 |197 [188 | 1,51 | 1,35 | 1,41 | 1,33
9 | 4,18 | 4,01 | 356 | 349 | 3,60 | 3,66 |337 [335 296 |280 |27 |217
10 | -0,28 | -0,27 | -0,37 | -0,49 | -0,21 | -0,15 | 0,23 | 0,42 | 0,26 | 0,16 | 0,25 | 0,29
111,13 091 |08 |0,78 |0,75 | 0,27 |-0,20 | -0,08 | -0,46 | -0,52 | -0,27 | -0,55
12 | -2,31 | -1,60 | -0,74 | -0,80 | -0,56 | -1,42 | -0,57 | -0,11 | -0,04 | 0,00 | -0,09 | 0,05
13 | -2,79 | 2,46 | -2,29 | 2,10 | -1,95 | -0,90 | -1,21 | -0,57 | -1,11 | -1,22 | -1,32 | -1,30
14 | -0,12 | -0,07 | -0,21 | -0,44 | -0,29 | -0,47 | -0,22 | -0,23 | 0,14 | 0,16 | 0,42 | 0,16
501,72 | 1,71 | 2,02 (191 | 1,71 | 162 | 1,83 | 1,89 | 1,84 | 1,77 | 1,65 | 1,76

E importante notar que todos os indices alfa se situaram proéximos de zero, ou seja, a compo-
nente do retorno das agoes independente do retorno do mercado foi muito pequena. Isso reforca a

validade do modelo, que considera o mercado o principal fator de influéncia nos retornos das agoes.

Observa-se também que grande parte dos indices beta situa-se em torno de um, o que suge-
re que os pregos das agoes se movem para cima ou para baixo proporcionalmente & variagao do
Ibovespa. Nenhuma agao apresentou um valor de beta negativo, o que significaria um movimento
com tendéncia contraria & do mercado. As agoes com beta superior a um permitem, se as estimati-
vas do modelo forem confidveis, o alcance de retornos superiores ao do mercado, se o investimento
for concentrado nelas. Ao mesmo tempo, fica-se mais propenso a sofrer desvalorizagoes também

mais acentuadas que as do mercado.
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Tabela 6.2: Valores do Indice Beta de cada Acdo para cada Periodo de 2007
Jan | Fev | Mar | Abr | Mai | Jun | Jul | Ago | Set | Out | Nov | Dez

0,61 | 0,60 | 0,61 | 0,61 | 0,59 | 0,55 | 0,58 | 0,57 | 0,52 | 0,40 | 0,41 | 0,41
0,14 | 0,11 | 0,11 | 0,11 | 0,12 | 0,15 | 0,21 | 0,24 | 0,36 | 0,43 | 0,42 | 0,41
1,14 | 1,13 | 1,16 | 1,18 | 1,17 | 1,08 | 1,18 | 1,16 | 1,10 | 1,07 | 1,06 | 1,08
0,86 | 0,87 | 0,88 | 0,86 | 0,85 | 0,84 | 0,83 [ 0,83 | 0,83 | 0,97 | 0,96 | 0,95
1,03 | 1,03 | 1,02 | 1,00 | 0,99 | 0,98 | 1,00 | 1,00 | 0,98 | 1,06 | 1,04 | 1,04
0,85 | 0,82 | 0,84 | 0,85 | 0,85 | 0,85 | 0,85 | 0,86 | 0,96 | 0,99 | 0,98 | 1,04
1,16 | 1,14 | 1,15 | 1,16 | 1,16 | 1,21 | 1,31 | 1,31 | 1,30 | 1,20 | 1,20 | 1,21
0,86 | 0,85 | 0,85 | 0,86 | 0,86 | 0,87 | 0,97 | 0,99 | 1,04 | 1,11 | 1,12 | 1,08
0,04 | 0,90 | 0,94 | 0,95 | 0,92 | 0,90 | 0,96 | 0,94 | 0,99 | 1,18 | 1,18 | 1,17
0,86 | 0,89 | 0,91 | 0,91 | 0,88 | 0,88 | 0,83 | 0,82 | 0,85 | 0,83 | 0,81 | 0,79
1,07 | 1,08 | 1,07 | 1,08 | 1,06 | 1,11 | 1,19 | 1,22 | 1,29 | 1,29 | 1,29 | 1,36
1,13 | 1,13 [ 1,05 | 1,04 | 1,01 | 1,12 | 1,00 | 1,00 | 0,99 | 0,85 | 0,83 | 0,83
0,92 | 0,96 | 0,95 | 0,93 | 0,88 | 0,75 | 0,79 | 0,76 | 0,87 | 0,88 | 0,86 | 0,85
123 ]1,25]1,26 | 1,27 | 1,26 | 1,29 | 1,24 | 1,23 | 1,16 | 1,11 | 1,12 | 1,07
1,40 | 1,41 | 1,39 | 1,40 | 1,38 | 1,40 | 1,35 [ 1,35 | 1,35 | 1,37 | 1,36 | 1,35

O | 0[N | T =W N+

—_
[an}

—_
—_

[
[\

—_
w

[u—
S

—_
ot

Analisando-se a evolugao do rendimento em 2007 mostrada na Figura 6.7(a), verifica-se que o
modelo de indice tnico encontra respaldo na realidade. As trés carteiras moveram-se relativamente
em conformidade com o mercado, alcancando durante a maior parte do periodo retornos superiores

ao deste, sofrendo, contudo, uma queda mais abrupta que a do mercado, no final do periodo.

Apesar da vantagem com relagao ao MVO (simplificagdo sem perda de informacgao), o modelo
de indice tnico ainda sofre variagoes significativas nos resultados com a mudanca da série temporal
utilizada no calculo dos parametros de entrada. Por exemplo, em 2007, a carteira mais arriscada
resultaria em um retorno anual proximo de 50% ou proximo de zero, dependendo do horizonte
temporal considerado. Comparando-se os rendimentos em 2005 (Figura 6.8) com os rendimentos
em 2007, a utilizacao de 3 anos de historicos foi vantajosa durante a maior parte do ano de 2007,

sendo a mais desfavoravel em 2005.

Assim, conclui-se que o modelo de indice tinico ainda sofre com a mesma desvantagem do MVO:

grande sensibilidade dos resultados as estimativas dos parametros de entrada.
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Figura 6.7: Rendimento acumulado em 2007 - modelo de indice
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6.4 Modelo Robusto

O estudo do modelo robusto foi motivado pela inconsisténcia dos resultados obtidos com o
modelo MVO e de indice tnico. A obtencao de intervalos de incerteza para os retornos esperados
e matriz de covaridncia visa & construcao de carteiras para investidores mais conservadores, menos

propensos ao risco.

O modelo robusto aqui estudado é, por assim dizer, uma versao pessimista do modelo cléssico de
média variancia. Com os métodos de bootstrap ou de média movel obtiveram-se varias estimativas
de retornos e matrizes de covaridncia. As estimativas mais pessimistas (retornos mais baixos e
covariancias mais altas) foram usadas no mesmo algoritmo utilizado pelo MVO para determinagao

das carteiras eficientes.

6.4.1 Intervalo de incerteza obtido pela técnica de bootstrap

Pelo método de bootstrap, reamostramos os dados das séries temporais e calculamos, para cada
reamostragem, retornos e covariancias. Assim, o método foi uma forma de aumentar o ntmero de
estimativas sem a necessidade de obtencao de mais dados. De posse do vetor de retornos minimos,

©”, e da matriz de maximas covariancias, QU, obteve-se a fronteira eficiente da Figura 6.9.
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Figura 6.9: Fronteira eficiente robusta com intervalo de incerteza obtido por bootstrap - julho de
2007

Observa-se que os retornos esperados da carteira foram bem menores que os verificados nas
fronteiras eficientes anteriores, e os valores de desvio padrao mais altos. Tal resultado era previsivel,

devido a utilizacdo de pu” e QU, e significa que a modelagem é realmente mais conservadora.

Deve-se atentar para o fato de que a técnica de bootstrap, ao reamostrar os dados, gera es-
timativas aleatorias. Assim, a aplicacdo do mesmo procedimento repetidas vezes gera resultados
distintos de carteiras eficientes. Para evitar diferencas significativas, recomenda-se utilizar um
namero elevado de reamostragens, em torno de 100 a 500 [2]. Optamos por utilizar 100 reamostra-
gens, porque o tempo de simulacao era proporcional ao ntimero destas, sendo ja consideravelmente

alto (em torno de 15 minutos).
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A Figura 6.10 mostra a composigao das carteiras eficientes robustas com parametros de entrada
obtidos pela técnica de bootstrap. Observa-se uma diversificacdo ainda menor do que a verificada
para o modelo classico. Sendo o objetivo a minimizacao do risco, tal resultado nao é muito intuitivo.
Afinal, a diversificacdo é a forma conhecida de reduzir o desvio padrao da carteira. Uma possivel
explicacao para tal resultado é que, tentando encontrar uma solucao de compromisso entre risco e
retorno, o algoritmo de média varidncia, de certa forma, monta duas listas de agoes - uma de agoes
com os mairoes potenciais de retorno e outra de agdes com os menores potenciais. Carteiras cujo
retorno esperado é alto sao obtidas selecionando-se uma ou mais agoes do topo da primeira lista.
Conforme o algoritmo vai determinando carteiras de menor retorno esperado(menos arriscadas),
as agoes anteriormente escolhidas sao gradualmente substituidas por aquelas do topo da segunda
lista. Ag¢bes que nao encontram posi¢cao no topo de nenhuma das listas acabam muitas vezes nao

sendo incluidas em nenhuma das carteiras|6].
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Figura 6.10: Composicao das carteiras eficientes robustas com intervalo de incerteza obtido por
bootstrap - julho de 2007

Os rendimentos acumulados para 2007 e 2005 encontram-se nas Figuras 6.11 e 6.12, respec-
tivamente. Fica evidente a vantagem da formulagao robusta: retornos acima do mercado para a

maior parte dos periodos, com menor variagao negativa em periodos de queda da bolsa.
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6.4.2 Intervalo de incerteza obtido por média mével

A segunda técnica para determinacao dos intervalos de incerteza foi a média moével. Assim
como o bootstrap, ela permite a obtengao de varias estimativas dos pardmetros(retornos esperados
e matriz de covariancia) a partir do mesmo conjunto de amostras. Contudo, seus resultados sao

deterministicos, o que é uma vantagem, pois permite a repeticao dos resultados das simulacoes.

O que a média moével faz, ao computar estimativas dentro de uma janela que vai percorrendo
a série temporal de retornos, é identificar os intervalos de tempo nos quais os retornos médios e

elementos da matriz de covariancia foram maiores ou menores.

Cada elemento do vetor de retornos esperados minimos u” é dado pela média no interior da
janela que apresentou menor média. Para cada acao e par de agoes, computou-se, respectivamente,
a varidncia e a covariancia dentro de cada janela. Os maiores valores identificados compuseram
QY.

Nota-se que o método de média movel nao fornece tantas estimativas quanto o método de
bootstrap. Enquanto que para o tltimo o ntimero de estimativas é muito provavelmente dado
pelo niimero de reamostragens?, o nimero de estimativas fornecidas pela técnica de média movel
é limitado pelo tamanho da série temporal e da janela. Além disso, o método de média movel

apresenta a desvantagem de o resultado variar com a mudancga do tamanho da janela.

Neste trabalho, utilizou-se uma janela de 4 meses para séries temporais de 12 meses e o tamanho
das outras duas janelas foi obtido de forma proporcional ao niimero de meses componentes da série

temporal (sendo, portanto, de 12 e 20 meses).

Observa-se que a fronteira eficiente (Figura 6.13) assemelha-se & obtida pelo bootstrap, apre-

sentando maior variacao para os retornos esperados das carteiras.
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Figura 6.13: Fronteira eficiente robusta com intervalo de incerteza obtido por média moével - julho
de 2007

A composigao das carteiras eficientes (Figura 6.14), é extremamente parecida com a composi¢ao

obtida com o bootstrap, sendo também pouco diversificada.

2Esse nao vai ser o caso quando todas as colunas forem reamostradas identicamente em mais de uma iteracio.
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Os rendimentos acumulados (Figuras 6.15 e 6.16) apresentaram-se também melhores que os
obtidos pelo método classico, pela pouca diferenca observada ao final do periodo para as diferentes
carteiras e pela menor sensibilidade a quedas do mercado. Contudo, os resultados foram significati-
vamente piores com relagao aos obtidos por bootstrap, com rendimentos nao tao superiores aos do
mercado e também mais oscilantes em torno deste. Uma justificativa possivel para esses resultados
é que o método de média movel utiliza um ntimero bem menor de estimativas na determinacao dos

intervalos de incerteza.
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média moével - julho de 2007
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Figura 6.16: Rendimento acumulado em 2005 - carteiras robustas com intervalo de incerteza obtido

por média moével
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6.5 Comparagao geral entre os modelos

Pelas anélises anteriores observou-se que o modelo de indice tnico, apesar de mais simples,
mostra-se tao eficiente quanto o modelo classico de média varidncia na previsao dos retornos e
riscos das carteiras. Contudo, tais modelos compartilham também a mesma fraqueza: extrema
sensibilidade a variagoes dos parametros de entrada. Os modelos robustos mostram-se menos

suscetiveis a essas variagoes e também a variacoes do mercado.

A Figura 6.17 compara a evolugao dos investimentos em carteiras de nivel médio de risco, para
os dois modelos nao robustos e os outros dois modelos robustos. Tal figura mostra a superioridade

dos modelos robustos.
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Figura 6.17: Comparagao da evolugao do investimento em carteiras com nivel médio de risco -
Retornos historicos: 2004-2007

A Figura 6.18 compara as fronteiras eficientes para os quatro modelos, ilustrando conjuntamente
as fronteiras das Figuras 6.1, 6.5, 6.9 e 6.13, e deixando claras as semelhangas dos modelos cléssicos

entre si, e também dos robustos entre si.
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Figura 6.18: Comparagao das fronteiras eficientes para os diferentes modelos - julho de 2007
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Capitulo 7

Conclusoes e Sugestoes para Trabalhos

Futuros

Ao longo deste trabalho foram estudados diferentes modelos para a determinagao dos retornos
esperados e da matriz de covariancia, parametros de entrada do problema de otimizacao de carteiras
de investimentos. Os modelos estudados foram: modelo classico de média-variancia (MVO), modelo
de indice tnico e modelo de média-varidncia robusto. Para este tltimo, foram vistas duas técnicas
diferentes para determinacao dos intervalos de incerteza das entradas: a técnica de bootstrap e a

média movel.

Para realizar uma analise comparativa dos modelos, foi acompanhado o desempenho que
carteiras Otimas obtidas por cada um destes apresentariam, quando compostas por acoes da
BOVESPA.

As simulagoes, feitas considerando-se diferentes horizontes temporais para os dados de entrada
e diferentes periodos de teste para a anélise de desempenho, revelaram que o desempenho de
carteiras obtidas pelos modelos robustos superaram aquele das obtidas pelos modelos nao robus-
tos. Em particular, observou-se que o desempenho das carteiras nao robustas era muito sensivel a
série temporal utilizada para determinacgao dos retornos esperados e da matriz de covariancia. Ou
seja, para um mesmo periodo de teste, foram obtidos rendimentos acumulados finais radicalmente
diferentes, chegando a diferencas de 60%. Essa inconsisténcia nos desempenhos foi sensivelmente
reduzida pelo modelo robusto. As carteiras assim constituidas apresentaram nao s6 menor sensi-
bilidade & série temporal utilizada para determinacgao dos retornos e covariancias, como também

menor sensibilidade as oscilagcoes do mercado, representado pelo Ibovespa.

Quando comparamos os modelos nao robustos, chegamos a um resultado nao esperado: o
modelo de indice tnico, que simplifica a estrutura de covariancias utilizada pelo modelo classico de
média-variancia (MVO), foi o que apresentou melhor desempenho. Disso concluimos que grande

parte das correlagoes entre pares de ativos identificados pelo MVO néao passava de ruido.

Quando comparamos o desempenho de carteiras robustas obtidas pelas duas técnicas difer-
entes de determinacgao do intervalo de incerteza dos paradmetros de entrada, identificamos uma leve

superioridade da técnica de bootstrap sobre a média moével. Atribuimos tal diferenca ao maior
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nimero de estimativas dos paradmetros obtido pela primeira técnica. Enquanto o ntimero de esti-
mativas bootstrap é facilmente aumentado por um maior nimero de reamostragens, o nimero de

estimativas de média movel esté restrito ao horizonte temporal dos dados e a janela utilizada.

Por fim, devemos ressaltar que foi proposta uma forma de simplificacao do intervalo de incerteza
robusto quando a matriz QU resultava nao positiva semidefinida. Tal simplificacdo permitiu que o
problema pudesse ser resolvido como dois problemas robustos em sequéncia, o que resultou numa
implementagdo computacional direta. Como ja afirmado, o modelo robusto mostrou-se eficiente, o

que significa que a simplificacao sugerida nao resultou em deterioragao dos resultados.

Como sugestoes para trabalhos futuros, propoe-se a utilizagao de técnicas que melhorem a
previsao dos retornos futuros das a¢ées. Por exemplo, a utilizacado de mais momentos do conjunto
de dados, no lugar da utilizacao da média e da varidncia, apenas. Esses momentos forneceriam
informacoes a respeito da série temporal antes ignorados na anélise. Pode-se utilizar, também um
filtro de Kalman, que forneceira uma estimativa 6tima do valor esperado do retorno da agao e do

risco.
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I. CONVEXIDADE

Este capitulo foi retirado de [3]. Apresentamos aqui esse material para maiores esclarescimentos.

Convexidade é um conceito importante em matematica (e especialmente em otimizagao), o qual
é usado para descrever certos conjuntos e fungoes. Conjuntos convexos e fungdes convexas estao

relacionados, sendo contudo entidades matematicas separadas.

Sejam x e y pontos dados em algum espago vetorial. Entdo, para cada A € [0,1] , o ponto
Az + (1 — Ay é chamado uma combinacao convexa de ze y. O conjunto de todas as combinagoes

convexas de x e y é o segmento linear ligando estes dois pontos.

Um subconjunto S de um dado espago vetorial X ¢ dito convexo se x € S, y € S e A € [0,1],
sempre implicam em Az + (1 — A\)y € S. Em outras palavras, um conjunto convexo é caracterizado
pela seguinte propriedade: para quaisquer dois pontos do conjunto, o segmento de linha que os

conecta esta inteiramente contido no conjunto.

Poliedros sao conjuntos definidos por igualdades e desigualdades lineares. Assim, a regiao
admissivel de um problema de otimizacdo quadratica é um poliedro. E facil demonstrar que

poliedros sao convexos.

Dado um conjunto convexo S, uma funcao f : S — Ré dita uma fungao convexa se Vx € S,

y € Selel0,1] a seguinte desigualdade é valida
fOz+ (1 =Ny) <Af(2) + (1 =N f(y).
Diz-se que f é estritamente convexa se Vx € S,y € Se A € [0,1]
fQz+ (1= Ny) <Af(z)+ (1= AN)f(y)

Dada f: S — Rcom S C X, epi(f) - o epigrafo de f, é o seguinte subconjunto de X x R:

epi(f) :={(x,r):xz €S, f(x) <r}. (L.1)
f € uma fungao convexa se, e somente se, epi(f)é um conjunto convexo.

Para uma fungao duas vezes continuamente diferenciavel f:S5 — Rcom S C R, tem-se uma
simples caracterizacao de convexidade: f é convexa em S se, e somente se, f7(x) > 0,Vz € S.
Para fungoes de multiplas variaveis, tem-se a seguinte generalizagao: Se f : S — R com § C R"
& duas vezes continuamente diferencidvel, entdo f é convexa em S se, e somente se, \/2f(x)é

positiva semidefinida para todo  C S. Aqui, \/2f(x) denota a matriz Hessiana simétrica de f;de

fato, [V f(x)]i; = g;f éiz ,Vi,j. E preciso lembrar que uma matriz simétrica H € R™ ™ & positiva
semidefinida se y? Hy >0, Vy € R*( y"Hy >0, Vy € R", y #0).

O teorema seguinte é uma das muitas razoes que justificam a importancia de fungoes convexas

e conjuntos convexos em problemas de otimizacao:

Teorema 1.1 /3] Considere o problema de otimizagao 2.1.
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Se S € um conjunto convexo e se f € uma func¢ao convera de x em S, entao todos dtimos locais

do problema sao também otimos globais.
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II. GLOSSARIO FINANCEIRO

Definigoes extraidas de [11], exceto a do indice Ibovespa.
Acgao

Documento que indica ser seu possuidor o proprietario de certa fragao de determinada empresa.
Existem varios tipos de acoes, cada um dos quais definindo formas diversas de participacao na

propriedade e nos lucros da empresa.
Acgoes Ordinarias

Conferem a seu possuidor o direito de eleger a diretoria da empresa; em contrapartida, seus
possuidores somente tém direito a distribuicao dos dividendos depois de paga a porcentagem pri-

oritaria a que tém direito os portadores de agoes preferenciais.
Acoes Preferenciais

Sao aquelas cujos possuidores tém direito de receber uma porcentagem fixa dos lucros, antes

de distribidos os dividendos da empresa.
Analise de Mercado

Estudo e acompanhamento do comportamento do mercado de agoes, como material para inferir
seu comportamento futuro. Sao analisadas informacoes como as cotacoes, variagoes de preco
em funcao do tempo, volumes negociados e até assuntos econdmicos gerais que possam influir
no comportamento de determinados setores industriais ou comerciais e reduzir ou melhorar o

rendimento de determinados investimentos.
Cotacao

Preco de cada um dos titulos, agoes, moedas estrangeniras ou mercadorias que estao sendo
transacionadas. O termo é usado principalmente nas Bolsas de Valores ou de mercadorias. A Co-
tagdo de Abertura é a primeira cotagao de uma ag¢ao num dia de pregao; a Cotagao de Fechamento
é a tultima negociagao com uma agao num dia de pregao; a Cotagao Méxima é a mais elevada que
uma acao teve durante um pregao; a Cotagdo Minima é a mais baixa que uma acao teve num
pregao; e a Cotagao Média é o prego médio pelo qual uma determinada ac¢ao foi negociada em

Bolsa durante um pregao.
Debénture

Titulo mobilidrio que garante ao comprador uma renda fixa, ao contrario das agoes, cuja renda

é variavel.
Dividendo

Renda atribuida a cada acdo de uma sociedade anénima. E obtida dividindo-se o lucro do

exercicio financeiro pelo niimero total de acoes.

Fechamento
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Termo utilizado nas Bolsas de Valores para indicar o tltimo leilao realizado no pregao. O
fechamento pode ser em alta, quando os pregos superam a média do dia, ou em baixa, quando os

precos sao inferiores & média do dia.

O Indice Bovespa é o mais importante indicador do desempenho médio das cotacoes do mercado
de acoes brasileiro. Sua relevancia advém do fato do Ibovespa retratar o comportamento dos
principais papéis negociados na BOVESPA e também de sua tradigao, pois o indice manteve a
integridade de sua série histoérica e nao sofreu modificagoes metodologicas desde sua implementagao
em 1968.

Indice Bovespa [10]

E o valor atual, em moeda corrente, de uma carteira teérica de acdes constituida em 02/01/1968,
a partir de uma aplicacdo hipotétical. Supde-se nao ter sido efetuado nenhum investimento adi-
cional desde entao, considerando-se somente os ajustes efetuados em decorréncia da distribuicao
de proventos pelas empresas emissoras (tais como reinversao de dividendos recebidos e do valor
apurado com a venda de direitos de subscrigao, e manutencao em carteira das agoes recebidas
em bonifica¢do). Dessa forma, o indice reflete ndo apenas as variagoes dos precos das agoes, mas
também o impacto da distribuicao dos proventos, sendo considerado um indicador que avalia o

retorno total de suas agoes componentes.

P

A finalidade basica do Ibovespa é a de servir como indicador médio do comportamento do
mercado. Para tanto, sua composicao procura aproximar-se o mais possivel da real configuracao

das negociagoes a vista (lote-padrao) na BOVESPA.

Em termos de liquidez, as agoes integrantes da carteira teérica do Indice Bovespa respondem
por mais de 80% do nimero de negocios e do volume financeiro verificados no mercado a vista

(lote-padrao) da BOVESPA.

Em termos de capitalizagao bursatil, as empresas emissoras das ac¢oes integrantes da carteira
teorica do Indice Bovespa sao responséaveis, em média, por aproximadamente 70% do somatério da

capitalizagdo bursétil de todas as empresas com agoes negociaveis na BOVESPA.

A BOVESPA calcula seu indice em tempo real, considerando os pregos dos tltimos negdcios

efetuados no mercado a vista (lote-padrao) com agdes componentes de sua carteira.

Sua divulgacao é feita pela rede de difusao da BOVESPA e também retransmitida por uma série
de "vendors", sendo possivel, dessa forma, acompanhar "on line" seu comportamento em qualquer

parte do Brasil ou do mundo.

Uma metodologia de célculo simples, com seus dados & disposicao do publico investidor, as-
segura uma grande confiabilidade ao Indice Bovespa. Isto pode ser constatado pela chancela do
mercado, traduzida pelo fato do Ibovespa ser o tinico dos indicadores de performance de acgoes

brasileiras a ter um mercado futuro liquido (um dos maiores mercados de contrato de indice do

1O Indice sofreu, unicamente para efeito de divulgacio e sem prejuizo de sua metodologia de célculo, as seguintes
adequagoes: 1. divisao por 100, em 03/10/1983; 2. divisao por 10, em 02/12/1985; 3. divisao por 10, em 29/08/1988;
4. divisao por 10, em 14,/04/1989; 5. divisao por 10, em 12/01/1990; 6. divisao por 10, em 28/05/1991; 7. divisao
por 10, em 21/01/1992; 8. divisao por 10,em 26/01/1993; 9. divisao por 10, em 27,/08/1993; 10. divisao por 10, em
10/02/1994; 11. divisao por 10, em 03/03/1997.
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mundo).

A BOVESPA ¢é responsavel pela gestao, célculo, difus@o e manutengao do Ibovespa. Essa
responsabilidade assegura a observancia estrita as normas e procedimentos técnicos constantes de

sua metodologia.
Investimento

Aplicacao de recursos (dinheiro ou titulos) em empreendimentos que renderao juros ou lucros,

em geral a longo prazo.
Liquidez

Disponibilidade em moeda corrente, meios de pagamento, ou posse de titulos ou valores con-

versiveis rapidamente em dinheiro.
Lote

Grupo de bens ou valores iguais ou difrerentes. colocados a venda em leilao. No mercado de
titulos, é o grupo de agoes ou titulos de qualquer natureza, arrematado em leilao ou em pregao

normal das Bolsas.
Lote Padrao

Denominagao dada nas Bolsas de Valores & quantidade minima de ag¢oes vendidas e compradas

nos pregoes.
Lote Fracionario

Denominagao dada nas Bolsas de Valores a um lota que nao contenha um niimero de unidades

igual a um multiplo inteiro de lote padrao.
Mercado de Capitais

Toda a rede de Bolsas de Valores e instituigoes financeiras (bancos, companhias de investimento
e de seguro) que opera com compra e venda de papéis (agoes, titulos de divida em geral) a longo

prazo.
Mercado Financeiro

Conjunto formado pelo mercado monetéario e pelo mercado de capitais. Abrange todas as
transacoes com moedas e titulos e as institui¢oes que as promovem: Banco Central, caixas econdmi-
cas, bancos estaduais, bancos comerciais e de investimentos, corretoras de valores, distrubuidoras

de titulos, fundos de investimentos etc, além das Bolsas de Valores.
Mercado Monetario

Designa o setor do mercado financeiro que opera a curto prazo. Compoes-se da rede de enti-
dades ou 6rgaos financeiros que negociam titulos e valores, concedendo empréstimos a empresas ou
particulares, a curto ou curtissimo prazo, contra o pagamento de juros. Além dos bancos comer-
ciais de de empresas financeiras de c’redito e mercado monetério, comereende também o mercado

paralelo e o de divisas.

Portfolio (Carteira de Titulos)
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Conjunto de ativos financeiros (titulos, agoes, debéntures, etc) pertencentes a uma empresa,

classificados por prazo de maturacao, devedor, taxas de juros, de remuneracao esperada, etc.
Portfolio Selection

Expressao em inglés que significa a utilizacao de técnicas matematicas e da teoria da decisao e

da anélise de riscos para selecionar novas areas de negbcios ou aquisicao de novas empresas.
Pregao

Antncio em voz alta que os corretores fazem nas Bolsas de Valores dos pregos e condigbes de
compra e venda de agdes. O termo se aplica por extensao ao local da Bolsa de Valores onde se

realizam essas atividades e se concretizam os negocios.
Rentabilidade

Grau de rendimento proporcionado por determinado investimento. Pode ser expressa pela
porcentagem de lucro em relacao ao investimento total. Na maior parte dos casos, a rentabilidade

¢é inversamente proporcional a seguranca do investimento e a liquidez.
Risco

Situagdo em que, partindo-se de determinado conjunto de agOes, varios resultados sdo pos-
siveis e as probabilidades de cada um acontecer sdo conhecidas. Quando tais probabilidades sao
desconhecidas, a situagao denomina-se incerteza. Em sentido mais concreto, é a condicao de um

investidor, ante as possibilidades de perder ou ganhar dinheiro.
Série Temporal

Série de observagoes sobre determinada variavel, feitos em sequéncias periddicas - por dia, por
semana, por meés, por ano -, que fornecem uma visao geral sobre o comportamento do aspecto em

questao ao longo do periodo escolhido.
Short Sale

Expressao em inglés utilizada no mercado financeiro para designar o operador que vendeu
titulos, agoes, etc, que nao possui (venda a descoberto ou "vendido") e que, para consumar a
operacao. tem de toma-los por empréstimo ou, em tltimo caso, adquiri-los pelo preco vigente no

mercado, que pode ser desfavoravel ao operador.
Titulo

Documento que certifica a propriedade de um bem ou de um valor. Dividem-se em titulos
comercias (letra de cambio, nota promissoria, duplicata) e titulos de renda (agoes, debéntures,

titulos de divida publica).
Volatilidade

Medida da intensidade e frequencia das flutuagoes dos precos de um ativo financeiro ou dos
indices numa Bolsa de Valores. E o desvio-padrao das mudancas do logaritmo dos precos de um

ativo (financeiro), expressos numa taxa anual.
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III. ARQUIVOS DO MATLAB®

I11.1 Transferéncia dos Dados do Excel para o MATLAB®

hArquivo inicial: 1& os dados, separa os ativos em colunas

tempo = 72; \)horizonte de tempo, em meses considerado

x = 12; \Jhorizonte de tempo futuro, para verificar a evolugdo do investimento

%1& o arquivo em excel contendo os pregos dos ativos, disponibilizados em

%hordem cronoldgica e em uma Unica coluna

dados = xlsread(’fracionario.xlsx’, ’00-05’);
%1& o arquivo em excel contendo o valor do indice Ibovespa

ibov = [xlsread(’ibovespa.xlsx’, ’00-05°)];
%arruma os dados em colunas, cada coluna com os pregos de um ativo
s_dados = size(dados);
n_ativos = s_dados(1)/tempo;
for i = 1:n_ativos
precos(:,i) = dados(i*tempo-(tempo-1):i*tempo) ;
end
%interpolagdo linear

precos(isnan(precos))= interpl(find(“isnan(precos)),

precos(“isnan(precos)), find(isnan(precos)), ’linear’);

II1.2 CAlculo das taxas de retorno
Y%calcula das taxas de retorno

%retornos das agdes

retornos = price2ret(precos, [],’Periodic’);

Y%retornos do mercado

retibov = price2ret(ibov, [],’Periodic’);
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III.3 Selecao das 15 acoes com os maiores retornos médios
Y%seleciona os ativos com os 15 maiores retornos médios

r_medios = mean(retornos(l:tempo-13,:));

r_med_ordenados = sort(r_medios,2,’descend’);

Jj=0;
for i = 1:n_ativos
if r_medios(i) >= r_med_ordenados(15)
i=3+
r_ativos(:,j)= retornos(:,i);
acoes(j)=i
end

end

II1.4 Calculo das carteiras e rendimentos por meio do modelo clas-

sico de média variancia

% Arquivo que calcula carteiras e rendimentos por meio do modelo cléassico

% de média variéncia

%faz o cadlculo dos retornos das carteiras eficientes por n meses
%consecutivos, adicionando o dado de mais um més em cada caculo
matriz_risco_mvo = [];
matriz_retorno_mvo = [];
matriz_pesos_mvo = [];
%delta_pesos = [];
for k = 1:x
r_ativos_n = r_ativos(k: (tempo-13+k),:);
s_r_ativos_n = size(r_ativos_n);
n = s_r_ativos_n(2);
ret = mean(r_ativos_n(l:s_r_ativos_n(1)-1,:));

Q = covmat(r_ativos_n(l:s_r_ativos_n(1)-1,:));

Jhverifica se a matriz Q & positiva semidefinida
if any(eig(Q))<0;
disp(’matriz nfo é& positiva semidefinida’);

end

%plota a fronteira eficiente e determina as carteiras oOtimas

carteiras = 10;
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[risco_mvo, retorno_mvo, pesos_mvo] = frontcon(ret, Q, carteiras);
matriz_risco_mvo = [matriz_risco_mvo risco_mvo];
matriz_retorno_mvo = [matriz_retorno_mvo retorno_mvo];

matriz_pesos_mvo = [matriz_pesos_mvo pesos_mvo];

%plota a fronteira eficiente
plot(risco_mvo,retorno_mvo)
hold all

%retornos reais dos ativos no periodo calculado

ret_reais = r_ativos_n(s_r_ativos_n(1),:);

Jhdesempenho da carteira otima para cada periodo

desempenho_mvo(:,k) = pesos_mvo*ret_reais’;

Jdesempenho do mercado para cada periodo
desempenho_mercado (k)= retibov(tempo-13+k);

end

%calcula o rendimento acumulado em um periodo de um ano apds o comego da
hanadlise
rendimento_mvo = zeros(carteiras,x+1);
rendimento_mvo(:,1) = 10000;
rendimento_mercado = zeros(x+1,1);
rendimento_mercado(1)=10000;
for i=l:carteiras
for j=2:x+1
rendimento_mvo(i,j) = rendimento_mvo(i,j-1)*(1 + desempenho_mvo(i,j-1));
rendimento_mercado(j) = rendimento_mercado(j-1)=*
(1 + desempenho_mercado(j-1));
end

end

%grafico do rendimento acumulado para as carteiras calculadas
figure
for i=2:3:carteiras
plot(1l:x+1,rendimento_mvo(i,:))
hold all
end
plot(1:x+1,rendimento_mercado, ’black’)
title(’Evolucdo do Investimento’)
xlabel(’Periodo’)
ylabel (’Rendimento Acumulado (%)’)
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grid

%plota a composicdo das carteiras eficientes para cada retorno
hesperado (més=julho)

figure

mes = 7;

y=0;

for i=mesx(s_r_ativos_n(2))-(s_r_ativos_n(2)-1):mes*(s_r_ativos_n(2))
y = y + matriz_pesos_mvo(:,i);

x1 = matriz_retorno_mvo(:,mes);

plot(x1l,y)

title(’Composicdo das carteiras eficientes’)

xlabel(’Retorno esperado’)

ylabel (’Porcentagens acumuladas em diferentes ativos’)

hold all

end

III.5 Calculo das carteiras e rendimentos por meio do modelo de

indice tinico

matriz_risco_si = [J;

matriz_retorno_si = [];

matriz_pesos_si = [J;

for k = 1:x
r_ativos_n = r_ativos(k: (tempo-13+k),:);
s_r_ativos_n = size(r_ativos_n);
r_ibov = retibov(k: (tempo-14+k));

eixox = r_ibov;

Jiregress8o linear

for i=1:s_r_ativos_n(2)
eixoy = r_ativos_n(l:s_r_ativos_n(1)-1,1);
regressao = polyfit(eixox,eixoy,1);
beta(k,i)

alfa(k,i) = regressao(2);

regressao(1);

f = polyval(regressao,eixox) ;

erros(1l:length(f),i) = eixoy - f;
Yiretornos dos ativos

ret(k,i)= alfa(k,i) + beta(k,i)*mean(r_ibov);

end
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J%matriz de covariancia
for i=1:s_r_ativos_n(2)
for j=1:s_r_ativos_n(2)
if i==j
Q(i,j)=((beta(k,i))~2)*var(r_ibov) + var(erros(:,i));
else
Q(i,j)=beta(k,i)*beta(k,j)*var(r_ibov);
end
end

end

hverifica se a matriz Q & positiva semidefinida
if any(eig(Q))<0;
disp(’matriz ndo é& positiva semidefinida’);

end

%plota a fronteira eficiente e determina as carteiras oOtimas
carteiras = 10;

[risco_si, retorno_si, pesos_si] = frontcon(ret(k,:), Q, carteiras);
matriz_risco_si = [matriz_risco_si risco_si];

matriz_retorno_si = [matriz_retorno_si retorno_si];

matriz_pesos_si = [matriz_pesos_si pesos_sil;

%retornos reais dos ativos no periodo calculado

ret_reais = r_ativos_n(s_r_ativos_n(1), :);

hdesempenho da carteira otima para cada periodo

desempenho_si(:,k) = pesos_si*ret_reais’;

Jdesempenho do mercado para cada periodo
desempenho_mercado (k)= retibov(tempo-13+k) ;

end

%calcula o rendimento acumulado em um periodo de um ano apds o comego da
%analise

rendimento_si = zeros(carteiras,x+1);

10000;

rendimento_mercado = zeros(x+1,1);

rendimento_si(:,1)

rendimento_mercado(1)=10000;
for i=1:carteiras

for j=2:x+1
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rendimento_si(i,j) = rendimento_si(i,j-1)*(1 + desempenho_si(i,j-1));
rendimento_mercado(j) = rendimento_mercado(j-1)x*
(1 + desempenho_mercado(j-1));
end

end

%grafico do rendimento acumulado para as carteiras calculadas
figure
for i=2:3:carteiras
plot(l:x+1,rendimento_si(i,:))
hold all
end
plot(1l:x+1,rendimento_mercado,’-x’)
title(’Evolucdo do investimento inicial’)
xlabel (’Periodo’)
ylabel(’Quantia acumulada’)

grid

%plota a composigdo das carteiras eficientes para cada retorno
hesperado (més=julho)

figure

mes = 7;

y=0;

for i=mesx(s_r_ativos_n(2))-(s_r_ativos_n(2)-1):mes*(s_r_ativos_n(2))
y = y + matriz_pesos_si(:,i);

x1 = matriz_retorno_si(:,mes);

plot(x1l,y)

title(’Composicdo das carteiras eficientes’)

xlabel(’Retorno esperado’)

ylabel (’Porcentagens acumuladas em diferentes ativos’)

hold all

end

III.6 Calculo das carteiras e rendimentos por meio da formulacao
robusta com intervalo de incerteza calculado pela técnica de

Bootstrap

%faz o cdlculo dos retornos das carteiras eficientes por n meses
%consecutivos, adicionando o dado de mais um més em cada calculo
matriz_risco_boot = [];

matriz_retorno_boot = [];

matriz_pesos_boot = [];
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delta_pesos = [];

for k = 1:x
r_ativos_n = r_ativos(k: (tempo-13+k),:);
s_r_ativos_n = size(r_ativos_n);

n = s_r_ativos_n(2);
iteracoes = 100;

%faz n reamostragens de cada coluna e j& calcula a media pra cada reamostragem
media = bootstrp(iteracoes, @mean, r_ativos_n(l:(s_r_ativos_n(1)-1),:));
%coloca as medias em ordem crescente dentro de cada coluna
media_ordenada = sort(media,l);

m_menor = media_ordenada(l,:) ;

for i=1:s_r_ativos_n(2)

for j=1:s_r_ativos_n(2)

m = bootstrp(iteracoes,’covnum’, r_ativos_n(l:(s_r_ativos_n(1)-1),1i),
r_ativos_n(1:(s_r_ativos_n(1)-1),j));

m_ordenada = sort(m,1);
Qu(i,j)= m_ordenada(iteracoes);
Qu(j,i) = Qu(d,j);

end

end

%checa se Qu é positiva semidefinida e, caso contrario, faz uma pequena
Jmodificagdo para que seja
ni=0.0001;
if any(eig(Qu)<0);
disp (’matriz n3o & positiva semidefinida’);
Qu = Qu + (abs(min(eig(Qu)))+ni)*eye(s_r_ativos_n(2));

end

%plota a fronteira eficiente e determina as carteiras oOtimas
carteiras = 10;
[risco_boot, retorno_boot, pesos_boot] = frontcon(m_menor, Qu, carteiras);
matriz_risco_boot = [matriz_risco_boot risco_boot];
matriz_retorno_boot = [matriz_retorno_boot retorno_boot];

matriz_pesos_boot = [matriz_pesos_boot pesos_boot];
%fronteira eficiente
plot(risco_boot, retorno_boot)

hold all

%retornos reais dos ativos no periodo calculado

ret_reais = r_ativos_n(s_r_ativos_n(1),:);
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%desempenho da carteira 6tima para cada periodo

desempenho_rob_bootstrap(:,k) = (pesos_boot)*(ret_reais)’;

%desempenho do mercado para cada periodo
desempenho_mercado (k)= retibov(tempo-13+k) ;

end

%calcula o rendimento acumulado em um periodo de um ano apds o comego da
%analise
rendimento_rob_bootstrap = zeros(carteiras,x+1);
rendimento_rob_bootstrap(:,1) = 10000;
rendimento_mercado = zeros(x+1,1);
rendimento_mercado(1)=10000;
for i=l:carteiras
for j=2:x+1
rendimento_rob_bootstrap(i,j) = rendimento_rob_bootstrap(i,j-1)*
(1 + desempenho_rob_bootstrap(i,j-1));
rendimento_mercado(j) = rendimento_mercado(j-1)x*
(1 + desempenho_mercado(j-1));
end

end

hgrafico do rendimento acumulado para as carteiras calculadas
figure
for i=2:3:carteiras
plot(1l:x+1,rendimento_rob_bootstrap(i,:))
hold all
end
plot(1l:x+1,rendimento_mercado,’-x’)
title(’Evolucdo do investimento inicial’)
xlabel (’Periodo’)
ylabel(’Quantia acumulada’)

grid

%plota a composigdo das carteiras eficientes para cada retorno
%esperado (més=julho)

figure

mes = 7;

y=0;

for i=mes*(s_r_ativos_n(2))- (s_r_ativos_n(2)-1):mes*(s_r_ativos_n(2))
y =y + matriz_pesos_boot(:,1);

x1 = matriz_retorno_boot(:,mes);
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plot(x1,y)

title(’Composicdo das carteiras eficientes’)

xlabel (’Retorno esperado’)

ylabel (’Porcentagens acumuladas em diferentes ativos’)
hold all

end

IT1.7 Calculo das carteiras e rendimentos por meio da formulagao
robusta com intervalo de incerteza calculado pela técnica de
Média Mével

%faz o cdlculo dos retornos das carteiras eficientes por n meses
Jiconsecutivos, adicionando o dado de mais um més em cada calculo
matriz_risco_medmov = [];
matriz_retorno_medmov = [];
matriz_pesos_medmov = [];
delta_pesos = [];
for k = 1:x
r_ativos_n = r_ativos(k: (tempo-13+k),:);
s_r_ativos_n = size(r_ativos_n);
n = s_r_ativos_n(2);
win = 20;
output = tsmovavg(r_ativos_n, ’s’, win, 1);
m_mov = output(win:s_r_ativos_n(1)-1,:); %nao usa a ultima linha

m_menor = min(m_mov) ;

for i=1:s_r_ativos_n(2)
for j=1:s_r_ativos_n(2)
for ii =1:s_r_ativos_n(1)-win %pega até a penultima linha
array(ii) = covnum(r_ativos_n(ii:win+ii-1, i),
r_ativos_n(ii:win+ii-1, j));
end
Qu(i, j)= max(array);
Qu(j,i)= Qu(i,j);
end

end

%hchecar se Qu & positiva semidefinida e, caso contrario, faz uma pequena
Jmodificagdo para que seja

ni=0.0001;

if any(eig(Qu)<0);

disp (’matriz n8o & positiva semidefinida’);
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Qu = Qu + (abs(min(eig(Qu)))+ni)*eye(s_r_ativos_n(2));

end

splota a fronteira eficiente e determina as carteiras dtimas
carteiras = 20;
[risco_medmov, retorno_medmov, pesos_medmov] =
frontcon(m_menor, Qu, carteiras);
matriz_risco_medmov = [matriz_risco_medmov risco_medmov] ;
matriz_retorno_medmov = [matriz_retorno_medmov retorno_medmov] ;

matriz_pesos_medmov = [matriz_pesos_medmov pesos_medmov] ;

%hfronteira eficiente
plot(risco_medmov, retorno_medmov)
hold all

hretornos reais dos ativos no periodo calculado

ret_reais = r_ativos_n(s_r_ativos_n(1),:);

%desempenho da carteira 6tima para cada periodo

desempenho_rob_medmov (:,k) = pesos_medmov*ret_reais’;

%desempenho do mercado para cada periodo
desempenho_mercado (k)= retibov(tempo-13+k) ;

end

%calcula o rendimento acumulado em um periodo de um ano apdés o comego da
%analise
rendimento_rob_medmov = zeros(carteiras,x+1);
rendimento_rob_medmov(:,1) = 10000;
rendimento_mercado = zeros(x+1,1);
rendimento_mercado(1)=10000;
for i=l:carteiras
for j=2:x+1
rendimento_rob_medmov(i,j) = rendimento_rob_medmov(i,j-1)%*
(1 + desempenho_rob_medmov(i,j-1));
rendimento_mercado(j) = rendimento_mercado(j-1)=*
(1 + desempenho_mercado(j-1));
end

end
%grafico do rendimento acumulado para as carteiras calculadas

figure

for i=2:3:carteiras
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plot(1:x+1,rendimento_rob_medmov(i,:))
hold all
end
plot(1l:x+1,rendimento_mercado,’-x’)
title (’Evolugdo do investimento inicial’)
xlabel (’Periodo’)
ylabel(’Quantia acumulada’)

grid

%plota a composicdo das carteiras eficientes para cada retorno
hesperado (més=julho)

figure

mes = 7;

y=0;

for i=mesx(s_r_ativos_n(2))- (s_r_ativos_n(2)-1):mes*(s_r_ativos_n(2))
y = y + matriz_pesos_mvo(:,i);

x1 = matriz_retorno_mvo(:,mes);

plot(x1l,y)

title(’Composicdo das carteiras eficientes’)

xlabel(’Retorno esperado’)

ylabel (’Porcentagens acumuladas em diferentes ativos’)

hold all

end
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IV. CONTEUDO DO CD

No CD encontra-se o arquivo em pdf deste trabalho de graduacao.
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