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RESUMO 
 
O presente trabalho tem como objetivo a análise de desempenho do modelo k-ω de 
turbulência e de leis de parede utilizando o modelo k-ε de turbulência. A metodologia adotada 
é direcionada para obtenção de massa de dados através de simulação de escoamentos 
turbulentos, via método dos elementos finitos, seguida de tratamento e análise desses dados. 
Os casos-teste em estudo são o escoamento turbulento de ar sobre o degrau não aquecido, 
proposto por Le et al. (1996), e o escoamento turbulento em um canal divergente, proposto 
por Driver e Seegmiller (1985). Neste trabalho são analisados de forma comparativa os 
resultados de simulação direta disponibilizados por Le et al. (1996), os dados experimentais 
de Jovic e Driver (1994), realizados para validação do modelo de Le et al. (1996), e os 
resultados obtidos nas simulações realizadas através de método dos elementos finitos para o 
primeiro caso-teste. Para o segundo caso-teste são analisados os dados experimentais de 
Driver e Seegmiller (1985) e os resultados obtidos nas simulações utilizando o método dos 
elementos finitos. Os resultados visualizados mostram campos de pressão, velocidade, energia 
cinética de turbulência, taxa de dissipação de energia cinética de turbulência e dissipação 
específica e perfis de velocidades tomados nas regiões de recirculação, recolamento e 
recuperação. A lei de parede de Nakayama e Koyama (1984) foi a que apresentou melhor 
custo-benefício para as simulações realizadas, com resultados próximos dos experimentais 
para os dois casos-teste, com baixo custo computacional. A lei de parede de Cruz e Silva 
Freire (1998) também apresentou excelentes resultados, mas com custo computacional 
variando de 10 a 100 vezes maior do que das outras leis de parede. O modelo κ-ω não 
apresentou bons resultados e, para que possa ser utilizado, a malha para o cálculo deve ser 
muito refinada nas regiões próximas à parede, aumentando o tempo de cálculo. Sendo assim, 
este modelo não apresentou bom custo-benefício. 
 
Palavras-chave: simulação numérica, elementos finitos, simulação direta, escoamento 
turbulento, descolamento de camada limite, canal divergente, degrau, modelo κ-ε, modelo κ-
ω. 
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ABSTRACT 
 
The present work has the goal of analyzing the k-ω turbulence model and the performance of 
laws of the wall applied with the k-ε turbulence model. The methodology is applied to data 
acquisition through turbulent flow simulation, by finite element method, followed by data 
analysis. The cases in study are air turbulent flow over unheated backward-facing step, 
published by Le et al. (1996), and the divergent channel flow, by Driver and Seegmiller 
(1985). In this work, the results of direct simulation by Le et al. (1996), experimental data by 
Jovic and Driver (1994) and finite element method simulation data are compared for the first 
study and experimental data by Driver and Seegmiller (1985) and finite element method 
simulation data are compared for the second study. The results show pressure, velocity, 
turbulent kinect energy, turbulent kinect energy dissipation and specific dissipation fields and 
velocity profiles taken in the recirculation, reattachment and recovery regions of the 
boundary layer. The Nakayama and Koyama (1984) law presented the best cost-benefit ratio, 
with results close to the experimental ones for both cases studied, with low computational 
cost. The Cruz and Silva Freire (1998) law also presented good results, but with 
computational cost from 10 to 100 times higher than the other laws of the wall. The κ-ω 
model did not present good results and, for it to be used, the mesh must be extremely refined 
near the walls, increasing calculation time. Therefore, this model did not present good cost-
benefit ratio. 
 
Key-words: numerical simulation, finite elements, direct simulation, turbulent flow, 
separation of boundary layer, divergent channel, backward-facing step. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  



SUMÁRIO
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4.24 Perfis de velocidade das últimas 5000 iterações da lei de Mellor (1966) . . . 50

4.25 Perfis de velocidade das últimas 5000 iterações da lei de Nakayama e

Koyama (1984) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

4.26 Perfis de velocidade das últimas 5000 iterações da lei de Cruz e Silva Freire

(1998) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

4.27 Perfis de velocidade das últimas 5000 iterações do modelo κ− ω . . . . . . 51

4.28 Valores de y+ para o modelo κ− ε de turbulência . . . . . . . . . . . . . . 52

4.29 Valores de y+ para o modelo κ− ω de turbulência . . . . . . . . . . . . . . 52

4.30 Valores de erro para o modelo κ− ε de turbulência . . . . . . . . . . . . . 53

4.31 Valores de norma para o modelo κ− ε de turbulência . . . . . . . . . . . . 53

4.32 Valores de erro e norma para o modelo κ− ω de turbulência . . . . . . . . 54

4.33 Valores de tempo para o modelo κ− ε de turbulência . . . . . . . . . . . . 54

4.34 Valores de tempo para o modelo κ− ω de turbulência . . . . . . . . . . . . 55

4.35 Campos de pressão para as quatro leis de parede do modelo κ− ε e para o

modelo κ− ω . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

4.36 Campos de velocidade para as quatro leis de parede do modelo κ−ε e para

o modelo κ− ω . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

xi
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I.30 Perfis de velocidade das últimas 5000 iterações da lei de Mellor (1966) . . . 94

I.31 Perfis de velocidade das últimas 5000 iterações da lei de Nakayama e

Koyama (1984) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

I.32 Perfis de velocidade das últimas 5000 iterações da lei de Cruz e Silva Freire

(1998) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

I.33 Valores de y+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

I.34 Valores de erro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

I.35 Valores de norma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

xiii



I.36 Valores de tempo de escoamento simulado e tempo de CPU . . . . . . . . . 97

I.37 Campos de pressão para as quatro leis de parede . . . . . . . . . . . . . . . 98

I.38 Campos de velocidade para as quatro leis de parede . . . . . . . . . . . . . 99
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p Pressão estática do fluido
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1 INTRODUÇÃO

A separação e o recolamento de camada limite turbulenta são fenômenos recorren-

tes em inúmeras situações de interesse para a engenharia, tanto em escoamentos internos

quanto externos. A separação de camada limite pode ser classificada, segundo suas causas

f́ısicas, em dois grupos distintos: separações provocadas pela inércia do fluido que escoa

sobre geometrias com descontinuidade e separações provocadas por gradientes adversos

de pressão. Após o descolamento a estrutura caracteŕıstica da camada limite é rompida e

o escoamento resultante pode passar por três etapas distintas. Inicialmente forma-se uma

bolha de recirculação com dimensões proporcionais a intensidade das causas que provoca-

ram a separação. Na região situada imediatamente após o fim da a bolha de recirculação

o escoamento recolado tende, gradativamente, a restabelecer a estrutura clássica da ca-

mada limite turbulenta. Nesta região de reestruturação, por não haver ainda uma camada

limite bem formada, os perfis de velocidade não se encaixam nos moldes previstos pelas

leis de parede. Finalmente, após esta região, a estrutura da camada limite turbulenta

se restabelece integralmente. Esta sequência de transformações é muito bem definida no

escoamento sobre degrau, sendo esta a principal razão da escolha frequente desta geome-

tria para a análise de desempenho de algoritmos destinados a modelagem numérica do

processo de descolamento-recolamento de camada limite turbulenta.

O conhecimento de natureza experimental existente sobre a camada limite turbulenta

aponta para a existência de duas regiões estruturalmente distintas em seu interior. Na

proximidade da parede, ocupando cerca de 20% de sua espessura - nos escoamentos sobre

parede plana - existe a região interna que é fortemente dependente da natureza da parede

e muito pouco influenciada pelo escoamento externo à camada limite. A parcela restante,

denominada região externa, é pouco afetada pela natureza da parede e tem sua estrutura

condicionada pelo escoamento externo à camada limite.

A região interna da camada limite turbulenta é formada por três estruturas superpos-

tas. Em contato imediato com a parede existe uma região de escoamento laminar, seguido

por uma região de transição na qual se estabelece gradativamente a turbulência e final-

mente surge a região turbulenta, também denominada de região logaŕıtmica, abarcando

mais de 90% da espessura da região interna.

A modelagem numérica da camada limite turbulenta é particularmente dif́ıcil em de-

corrência da complexidade f́ısica deste tipo de escoamento, bastante agravada pela inten-
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sidade das variações das condições do escoamento, sempre presentes devido a diminuta

espessura da camada limite turbulenta δ, cuja ordem de grandeza escala com a raiz qua-

drada da viscosidade cinemática do fluido ν.

δ ∼
√
ν (1.1)

Dentre os modelos de turbulência empregados em simulações de interesse industrial,

ou seja, simulação de escoamentos turbulentos com altos números de Reynolds que se es-

tabelecem em geometrias complexas, os modelos a duas equações do tipo κ−ε apresentam

ótima relação custo-benef́ıcio. Entretanto estes modelos são incapazes de modelar as sub-

camadas laminar e de transição da região interna da camada limite, pois sua calibração

é feita com base em turbulência plenamente estabelecida. Para contornar esta limitação

é adotado um procedimento baseado no emprego de funções matemáticas denominadas

leis de parede de velocidade, capazes de representar o perfil de velocidade no interior da

região interna da camada limite turbulenta.

No emprego de modelos de turbulência do tipo κ − ε as leis de parede têm como

função o cálculo das condições de contorno de velocidade, a serem impostas ao modelo de

turbulência, a uma distância suficientemente afastada da parede de modo a deixar de fora

da modelagem numérica as regiões onde prevalece o regime laminar. Este procedimento

tem uma caracteŕıstica conveniente que é evitar a simulação numérica da região dos

gradientes mais intensos, na proximidade imediata da parede, onde são necessárias malhas

de cálculo muito refinadas.

Neste trabalho a modelagem numérica da camada limite turbulenta é feita a partir de

dois modelos de turbulência distintos. Inicialmente a simulação é feita com um modelo

κ− ε, cujo algoŕıtimo de cálculo permite seu emprego com opção de escolha entre quatro

leis de parede de velocidade dispońıveis, sendo três delas capazes de simular o efeito dos

gradientes de pressão existentes. Posteriormente a simulação é refeita com o emprego de

um modelo de turbulência de tipo κ−ω que, tendo capacidade de modelar numericamente

toda a região interna, dispensa o uso de leis de parede. A contrapartida associada a este

tipo de modelo de turbulência é a necessidade de emprego de malhas de cálculo muito

mais refinadas para a discretização espacial da região interna da camada limite.

O modelo κ − ε adotado é o de Jones e Launder (1972). Este é um modelo RANS

(Reynolds Average Navier Stokes) no qual a viscosidade turbulenta de Boussinesq (1877)
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é modelada a partir da energia cinética de turbulência κ e de sua taxa de dissipação ε. O

comportamento de cada uma destas variáveis é representado por uma equação evolutiva

de transporte.

O modelo κ − ω adotado é a versão de Bredberg (2002), sendo também um modelo

de tipo RANS no qual a viscosidade turbulenta de Boussinesq (1877) é modelada a partir

da energia cinética de turbulência κ e de sua dissipação espećıfica ω. O comportamento

de cada uma destas variáveis é representado por uma equação evolutiva de transporte.

As leis de parede de velocidade implementadas no algoŕıtimo de cálculo são: lei de

parede logaŕıtmica clássica, lei de parede de Mellor (1966), lei de parede de Nakayama e

Koyama (1984) e lei de parede de Cruz e Silva Freire (1998).

O objetivo deste trabalho é uma análise comparativa de desempenho entre dois mo-

delos de turbulência e, também, entre quatro diferentes leis de parede. Para tanto foram

selecionados dois casos teste: o escoamento sobre o degrau de Le, Moin & Kim (1996)

e o escoamento sobre parede inclinada divergente de Driver e Seegmiller (1985). A ge-

ometria do primeiro caso-teste é referência para separação de camada limite turbulenta

provocada apenas pela inércia do escoamento. A geometria do segundo caso-teste induz

o descolamento de camada limite por ação exclusiva do gradiente adverso de pressão.

Os resultados obtidos neste trabalho por análise numérica são confrontados com re-

sultados experimentais e com resultados gerados por simulação numérica direta - DNS

(Direct Numerical Simulation). No primeiro caso-teste, a base de comparação é cons-

titúıda pelos resultados obtidos por um experimento conduzido na NASA por Jovic e

Driver (1994) e por DNS de Le, Moin & Kim (1996). No segundo caso-teste, a base

de comparação é constitúıda pelos resultados obtidos por experimentação de Driver &

Seegmiller (1985).
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2 FORMULAÇÃO ANALÍTICA

O fenômeno f́ısico em estudo é um escoamento monofásico, isotérmico e incompresśıvel

de um fluido newtoniano que escoa sob regime de turbulência estacionária. Seu equaci-

onamento, baseado no prinćıpio de conservação da massa, na segunda lei da Mecânica

Newtoniana e na equação constitutiva dos fluidos newtonianos é formalizado sob notação

indicial correspondente a sistema de coordenadas cartesianas ortogonais.

Na sequência é apresentado o tratamento estat́ıstico da turbulência, fundamentado na

decomposição de Reynolds (1895) e na hipótese da viscosidade turbulenta de Boussinesq

(1877). O enfoque estat́ıstico da turbulência produz um sistema aberto de equações médias

e, considerando os objetivos pretendidos neste trabalho, para a resolução do problema de

fechamento, criado pela formulação estat́ıstica, são empregados os modelos de turbulência

κ − ε, de Jones e Launder (1972) e o κ − ω, proposto por Wilcox (1983) e aperfeiçoado

por Bredberg (2002).

Finalmente são apresentadas as leis de parede, responsáveis pela representação do

escoamento na região interna da camada limite, imprescind́ıveis para a implementação do

modelo κ− ε de turbulência.

2.1 Equações governantes

A equação da conservação da massa, também conhecida como equação da continui-

dade, sob notação indicial, para um sistema de referência cartesiano ortogonal é dada

por

∂ρ

∂t
+

∂(ρui)

∂xi

= 0, (2.1)

onde t é a coordenada temporal, ui é o vetor velocidade e xi representa a coordenada

espacial. A equação da quantidade de movimento, ou equação de Cauchy, é dada por

ρ

(

∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj

)

= ρfi +
∂Πij

∂xj

, (2.2)

onde o termo fi representa as forças de campo e Πij representa a ação das forças de

contato. Para um fluido newtoniano, o tensor Πij é definido como

4



Πij = −pδij + λǫllδij + 2µǫij, (2.3)

onde p é a pressão, δij é o operador delta de Kronecker, ǫij representa o tensor taxa de

deformação e λ é o coeficiente de viscosidade volumétrica, sendo

ǫij =
1

2

(

∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)

, (2.4)

e

λ = −2

3
µ. (2.5)

Substituindo a equação constitutiva do meio fluido (2.3) na equação de Cauchy (2.2),

obtém-se as equações de Navier-Stokes, onde se considera como única força de campo

relevante a ação do campo gravitacional cuja aceleração é representada por gi:

ρ

(

∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj

)

= − ∂p

∂xi

+
∂

∂xj

{

µ

[(

∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)

− 2

3

∂ul

∂xl

δij

]}

+ ρgi. (2.6)

Como todos os casos-teste estudados neste trabalho são de escoamentos incompresśıveis,

as equações governantes podem ser simplificadas e representadas por

∂ui

∂xi

= 0, (2.7)

e
∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj

= −1

ρ

∂p

∂xi

+
∂

∂xj

[

ν

(

∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)]

+ gi. (2.8)

Sendo assim, o sistema fechado de equações que representa o escoamento a ser mode-

lado é composto pelas equações de continuidade (2.7) e de Navier-Stokes (2.8).

2.2 Adimensionalização do sistema de equações

A adimensionalização das variáveis segue a forma convencional, conservando a mesma

notação das variáveis dimensionais por questão de simplificação da notação. As variáveis

que apresentam sub́ındice 0 representam os valores de referência adotados. A adimensio-

nalização pode ser observada na Tabela (2.1).
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Tabela 2.1: Forma não dimensional das variáveis

Variável adimensional Adimensionalização
Velocidade u+

i
ui

U0

Comprimento x+
i

xi

L0

Massa espećıfica ρ+ ρ

ρ0

Pressão p+ p
1

2
ρ0u

2
0

Viscosidade dinâmica µ+ µ

µ0

A adimensionalização das equações da continuidade (2.7) e de Navier-Stokes (2.8),

feita de forma convencional, resulta respectivamente nas formulações

∂ui

∂xi

= 0, (2.9)

e

∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj

= −1

ρ

∂p

∂xj

+
1

Re

∂τij
∂xj

+
1

Fr
gi, (2.10)

onde,

τij =
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

, (2.11)

sendo os números de Reynolds (Re) e de Froude (Fr) dados respectivamente por

Re =
ρ0u0L0

µ0

, (2.12)

e

Fr =
u0

2

g0L0

. (2.13)

2.3 Tratamento estat́ıstico da turbulência

Os escoamentos turbulentos podem ser modelados numericamente via resolução do seu

sistema de equações sem recorrer a modelagem estat́ıstica, ou seja, estudando seu vasto es-

pectro de energia associado a seus comprimentos caracteŕısticos. Esse método de solução

denominado de resolução direta, cujo acrônimo DNS é derivado de sua representação em

ĺıngua inglesa (Direct Numerical Simulation), apesar de ser tecnicamente posśıvel ainda

não é viável devido ao custo computacional para aplicações com requisitos industriais.
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Em oposição a este procedimento existe a possibilidade da formulação estatistica da tur-

bulência focada na manipulação de valores médios do escoamento turbulento.

O tratamento estat́ıstico parte do prinćıpio de que todas as variáveis instantâneas

podem ser consideradas como funções randômicas do espaço e do tempo, podendo ser

representadas por duas componentes, uma representando o valor médio da variável e a

outra quantificando o valor da flutuação sobre o valor médio. Em casos onde não existe

variação significativa da massa espećıfica, como acontece neste trabalho, utiliza-se apenas

a decomposição de Reynolds, onde uma variável aleatória genérica ϕ pode ser representada

de tal forma que

ϕ(~x, t) = ϕ(~x) + ϕ′(~x, t), (2.14)

sendo a média temporal definida por

ϕ(~x) =
1

t0

t0
∫

0

ϕ(~x, t)dt, (2.15)

onde ϕ é uma variável qualquer do escoamento, o termo ϕ é o valor médio da variável e

ϕ′ corresponde à sua flutuação. O valor médio é definido como a média temporal dessa

variável em um peŕıodo de tempo suficientemente grande de modo a caracterizar um valor

médio independente do tempo, enquanto a flutuação é uma variável aleatória centrada,

caracterizada por ter sua média temporal nula.

No caso de escoamentos com variação considerável da massa especifica, não se pode

utilizar somente a decomposição de Reynolds, já que o número de correlações não conheci-

das resultante é suficiente para inviabilizar a resolução do sistema de equações resultante.

Dessa forma, foi proposta uma solução alternativa por Favre (1965), aplicando a decom-

posição de Reynolds apenas para a massa especifica e para a pressão e utilizando um valor

médio ponderado pela massa espećıfica para a velocidade e para a temperatura. Como as

variações de massa espećıfica e de temperatura nos casos-teste simulados neste trabalho

são desprezadas, não será desenvolvida a decomposição de Favre (1965), já que a decom-

posição de Reynolds é suficiente para modelar o problema. Sendo assim, as variáveis

decompostas por esta metodologia resultam nas seguintes relações:

ui = ui + u′

i, (2.16)
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p = p+ p′. (2.17)

Substituindo as variáveis instantâneas nas equações da continuidade (2.9) e de Navier-

Stokes (2.10) por suas decomposições estat́ısticas e tomando os valores médios destas

equações obtém-se as equações médias do escoamento, respectivamente equação média da

continuidade (2.18) e equação média de Navier-Stokes, doravante denominada equação

de Reynolds (2.19). Como nas aplicações pretendidas neste trabalho a força de campo

gravitacional não é significativa, o termo correspondente é omitido na equação de Reynolds

(2.19).

∂ui

∂xi

= 0 (2.18)

e

∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj

= −1

ρ

∂p

∂xi

+
∂

∂xj

{

1

Re

[(

∂ui

∂x j
+

∂uj

∂xi

)

− u′′

i u
′′

j

]}

. (2.19)

O sistema obtido por tal procedimento é aberto pois, em seu processo de formação, é

gerada uma incógnita suplementar. Essa nova variável aparece na equação (2.19) como

o tensor das tensões de Reynolds u′′

i u
′′

j , constitúıdo pela correlação entre as flutuações

turbulentas de velocidade e representando as tensões geradas por estas flutuações.

2.4 Formulando o problema de fechamento

Como foi citado anteriormente, a abordagem estat́ıstica da turbulência utilizando a

decomposição de Reynolds acaba por gerar uma variável adicional ao problema. Esse

problema pode ser solucionado de duas formas: pela proposição de uma formulação cons-

titutiva capaz de modelar esta variável a partir de valores conhecidos, ou pelo emprego

de formulação evolutiva para o tensor de Reynolds baseada em equações fenomenológicas

de transporte propostas para a variável.

A modelagem do tensor de Reynolds aqui considerada advém da hipótese da visco-

sidade turbulenta de Boussinesq (1877), onde o tensor de Reynolds, que é o tensor de

correlação das flutuações de velocidade, para o caso de escoamento incompresśıvel, é re-

presentado por
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u′′

i u
′′

j =
2

3
κδij − νt

(

∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)

(2.20)

onde νt representa uma viscosidade turbulenta e κ representa a energia cinética de tur-

bulência, definida por:

κ =
1

2
(u′′

i u
′′

i ) (2.21)

2.5 O modelo κ− ε de turbulência

Omodelo κ−ε de turbulência, proposto por Harlow e Nakayama (1968), implementado

por Jones e Launder (1972) e complementado por Launder e Spalding (1974), utiliza a

relação de Prandtl - Kolmogorov para realização do cálculo da viscosidade turbulenta,

que é dada por:

νt = Cµ

κ2

ε
=

1

Ret
(2.22)

onde Cµ é uma constante de calibração do modelo, com valor de 0,09, κ representa a ener-

gia cinética de turbulência e ε é a taxa de dissipação de energia cinética de turbulência.

Como aparecem duas novas incógnitas, κ e ε, sao necessárias mais duas equações ao

sistema de equações representativo do escoamento para garantir o funcionamento do mo-

delo. As duas equações de transporte relativas às variáveis κ e ε estão representadas na

sequência pelas equações (2.25) e (2.26). Tomando as equações médias (2.18) e (2.19)

e aplicando o conceito de viscosidade turbulenta, o sistema fechado de equações para o

modelo κ− ε passa a ser constitúıdo pelas relações

∂ui

∂xi

= 0, (2.23)

∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj

= −1

ρ

∂p∗

∂xi

+
∂

∂xj

[(

1

Re
+

1

Ret

)(

∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)]

, (2.24)

∂κ

∂t
+ ui

∂κ

∂xi

=
∂

∂xi

[(

1

Re
+

1

Retσκ

)

∂κ

∂xi

]

+Π− ε, (2.25)
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∂ε

∂t
+ ui

∂ε

∂xi

=
∂

∂xi

[(

1

Re
+

1

Retσε

)

∂ε

∂xi

]

+
ε

κ
(Cε1Π− Cε2ε) , (2.26)

onde

Π =

[(

1

Ret

)(

∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)

− 2

3
κδij

]

∂ui

∂xj

, (2.27)

1

Ret
= Cµ

κ2

ε
, (2.28)

p∗ = p+
2

3
ρκ. (2.29)

As variáveis σκ, σε, Cε1 e Cε2 representam constantes de calibração e o termo Π

representa o termo de produção de cisalhamento devido à turbulência. As constantes de

calibração do modelo possuem os seguintes valores:

Cµ = 0, 09, Cε1 = 1, 44, Cε2 = 1, 92, σκ = 1, σε = 1, 3

Neste trabalho, foi utilizado o modelo κ− ε para quantificação da viscosidade turbu-

lenta através do código TURBO-2D, com discretização temporal baseada em um algoŕıtmo

semi-impĺıcito sequencial de diferenças finitas e discretização espacial via elementos fini-

tos.

2.6 Leis de parede

Como citado anteriormente, o modelo κ− ε é incapaz de reproduzir os fenômenos que

acontecem na região interna da camada limite turbulenta, por isso necessita de equações

suplementares denominadas leis de parede de velocidade. Essas funções são capazes de

modelar o comportamento do campo de velocidade nesta região, utilizando uma expressão

anaĺıtica expĺıcita para o cálculo da velocidade tangencial a parede na vizinhança do

contorno sólido do escoamento estudado. A condição de impenetrabilidade é assumida

para a direção perpendicular à parede.

É posśıvel observar na Figura 2.1 as diferentes regiões da camada limite turbulenta,

t́ıpicas de um escoamento incompresśıvel sobre placa plana. O emprego de leis de parede

tem como benef́ıcio complementar a diminuição do custo computacional uma vez que
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Figura 2.1: Estrutura da camada limite turbulenta

evitam a discretização espacial da vizinhança imediata das paredes, onde sempre são

necessárias malhas de cálculo muito refinadas.

2.6.1 Lei logaŕıtmica clássica

Partindo da equação média de quantidade de movimento (2.19) , obtém-se por análise

de escala a equação média de Prandtl (2.30) para a camada limite turbulenta bidimensi-

onal, mostrada em notação cartesiana ortogonal como:

∂

∂y

(

ν
∂ux

∂u
− u′′

xu
′′

y

)

− 1

ρ

∂p

∂x
= 0, (2.30)

onde x é a direção principal do escoamento e y é a direção perpendicular ao fluxo. Se

integrada ao longo da espessura da camada limite, considerando o gradiente de pressão

nulo, chega-se à relação

ν
∂ux

∂y
− u′′

xu
′′

y = uf
2, (2.31)

onde a constante de integração, uf
2, representa uma medida da tensão de cisalhamento na

parede, chamada de velocidade de atrito, devido a sua natureza dimensional, e definida
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como

uf
2 =

τp
ρ

(2.32)

A integração desse resultado depende da natureza f́ısica da região interna da camada

limite. Para a sub-camada laminar, onde os efeitos de dissipação viscosa são predomi-

nantes, pode-se desconsiderar o tensor de Reynolds, resultando em uma lei de parede do

tipo

y+ = u+, (2.33)

onde

y+ =
ufyδ
ν

, (2.34)

e

u+ =
ux

uf

. (2.35)

Para a região turbulenta da camada limite, os efeitos de dissipação viscosa são muito

inferiores aso efeitos da dissipação turbulenta. Modelando o tensor de Reynolds através

da hipótese de Boussinesq (1877), com a viscosidade turbulenta dada pela hipótese do

comprimento de mistura de Prandtl, tem-se que

u′′

xu
′′

y = −νt
∂ux

∂y
, (2.36)

e

νt = K2y2
∣

∣

∣

∣

∂ux

∂y

∣

∣

∣

∣

, (2.37)

resultando na relação

u+ =
1

K
ln(y+) + Cln, (2.38)

em que K e a constante de Von Kárman, que vale 0,419, e Cln é uma constante de

calibração, que vale 5,445.
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Para a região de transição entre a sub-camada laminar e a região completamente

turbulenta, a representação é feita adotando o ponto de intersecção entre as equações

(2.33) e (2.38), no valor de y+ = 11, 64, aplicando a relação (2.33) para valores de y+

inferiores a 11, 64 e a relação (2.38) para valores superiores.

2.6.2 Lei de Mellor (1966)

A integração da equação (2.30) ao longo da espessura da camada limite, incluindo o

termo do gradiente de pressão, resulta em:

ν
∂ux

∂y
− u′′

xu
′′

y −
1

ρ

∂p

∂x
y = uf

2. (2.39)

Utilizando um procedimento semelhante ao realizado para a obtenção da lei logaŕıtmica

clássica, é obtida uma equação para a sub-camada viscosa que considera os efeitos da

presença de um gradiente de pressão na forma

u+ = y+ +
1

2
p+y+2, (2.40)

onde p+ representa o gradiente de pressão adimensional na região, dado pela relação

p+ =
1

ρ

∂ρ

∂x

ν

uf
3
. (2.41)

Para a região totalmente turbulenta, temos a seguinte relação, obtida da mesma forma

que levou à obtenção da equação (2.38)

u+ =
2

K

(

√

1 + p+y+ − 1
)

+
1

K

(

4y+

2 + p+y+ + 2
√
1 + p+y+

)

+ ξp+ , (2.42)

onde ξp+ é uma constante de integração, função do gradiente adimensional de pressão. As

relações (2.40) e (2.42) foram obtidas por Patankar e Spalding (1967). Levando em conta a

variação de ξp+ com o gradiente de pressão, Mellor (1966) determinou experimentalmente

os valores da constante de integração em função de p+, que podem ser interpolados da

Tabela (2.2).
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Tabela 2.2: Valores para interpolação da constante de integração ξp+

p+ −0, 01 0, 00 0, 02 0, 05 0, 10 0, 20 0, 25 0, 33 0, 50 1, 00 2, 00 10, 00
ξp+ 4, 92 4, 90 4, 94 5, 06 5, 26 5, 63 5, 78 6, 03 6, 44 7, 34 8, 49 12, 13

Mellor propôs ainda uma relação para calcular o valor de ξp+ para gradientes de pressão

muito fortes, com p+ ≥ 8, dada por

ξp+ =
2

K
+ 1, 33(p+)

1

3 + 4, 38(p+)
−

1

3 − 1

K
ln

(

4

p+

)

. (2.43)

2.6.3 Lei de Nakayama e Koyama (1984)

Como uma forma alternativa de obter uma relação para calcular as condições de con-

torno de velocidade, Nakayama e Koyama (1984) apresentaram uma lei de parede deduzida

a partir da equação média da energia cinética de turbulência (2.25), que, para a camada

limite, pode ser representada sob a forma

dJ

dy
+ τ

dux

dy
− ρε = 0, (2.44)

onde J representa o fluxo difusivo de energia e τ é a tensão de cisalhamento, dados por

J = ρ

(

ν +
νt
σκ

)

∂κ

∂y
, (2.45)

e

τ = ρνt
dux

dy
, (2.46)

tornando posśıvel modelar o fluxo difusivo de energia cinética por

J = − 1

ρσκ

√

Cµ

τ
dτ

dux

. (2.47)

Compatibilizando métodos anaĺıticos com os resultados experimentais de Stratford

(1966), que descrevem detalhadamente a camada limite turbulenta sobre placa plana,

desde seu ińıcio até o colapso devido ao descolamento provocado pelo surgimento de

gradientes adversos de pressão, Nakayama e Koyama propuseram a seguinte relação para

u+:
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u+ =
1

K+

[

3(t− ts) + ln

(

ts + 1

ts − 1

t− 1

t+ 1

)]

, (2.48)

com

t =

√

1 + 2τ+

3
, (2.49)

τ+ = 1 + p+y+, (2.50)

e

K+ =
0, 419 + 0, 539p+

1 + p+
, (2.51)

sendo ts um valor de t correspondente a uma posição ys
+ onde a velocidade é pequena se

comparada a u+. A determinação de ys
+ é feita com a relação de Chen (1986), represen-

tada por

ys
+ =

eK·C

1 + p+0,34
, (2.52)

onde as constantes K e C são as mesmas da lei de parede logaŕıtmica clássica. É importante

notar que essa lei é a única baseada no campo de energia cinética de turbulência. Sendo

assim, essa lei é capaz de prever o comportamento do escoamento quando submetido a

gradientes adversos de pressão, melhorando o desempenho do modelo κ−ε em escoamentos

recirculantes, ao custo de elevar a demanda computacional e a instabilidade numérica, se

comparada à lei logaŕıtmica clássica e a lei de Mellor.

2.6.4 Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Através da análise da estrutura assintótica da camada limite, Cruz e Silva Freire (1998)

deduziram um novo sistema de equações para a camada limite turbulenta, tomando como

base para a análise assintótica uma região de descolamento e posterior recolamento da

camada limite. As expansões assintóticas são:

u(x, y) = u1(x, y) + εu2(x, y), (2.53)
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ν(x, y) =
η

∆
[ν1(x, y) + εν2(x, y)], (2.54)

p(x, y) = p1(x, y) + εp2(x, y), (2.55)

u′

i(x, y) = εu′

i1(x, y) + ε2u′

i2(x, y), (2.56)

e com as transformações de espaço:

x∆ =
x

∆(ε)
, (2.57)

yη =
y

η(ε)
, (2.58)

ûi(x∆, yη) = ui(x, y). (2.59)

Estas expansões são então aplicadas às equações de quantidade de movimento e da

continuidade, juntamente com as condições de contorno de tensão na parede e balanço

entre as tensões turbulentas e viscosas:

µ
∂u

∂y
= τp, (2.60)

e

∂

∂y
(−ρu′

iu
′

j) + µ
∂2u

∂y2
=

∂p

∂x
. (2.61)

Próximo ao ponto de descolamento, a velocidade de atrito, uf , tende a zero, portanto

não é um bom parâmetro de referência. Através da análise assintótica, Cruz e Silva Freire

(1998) determinaram uma velocidade de referência a ser utilizada nesses casos, definida

como a maior raiz real da equação algébrica:

uR
3 − τp

ρ
uR − ν

ρ

∂p

∂x
= 0, (2.62)

que no limite ∆ → 0 fornece:
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uR →
(

ν

ρ

∂p

∂x

)
1

3

, (2.63)

recuperando a expressão proposta por Stratford (1959) e Townsend (1961), que estudaram

experimentalmente e analiticamente a estrutura da camada limite turbulenta em regiões

de baixas velocidades. A solução proposta para essa análise assintótica é

u =
τp
|τp|

2

K

√

τp
ρ
+

1

ρ

dpp
dx

y +
τp
|τp|

uf

K
ln

(

y

Lc

)

, (2.64)

em que o sub-́ındice p denota o valor da variável na parede e Lc representa uma escala

caracteŕıstica de comprimento, definida pela relação

Lc =

√

(

τp
ρ

)2

+ 2ν
ρ

dpp
dx

uR − τp
ρ

1

ρ

dpp
dx

, (2.65)

onde K é a constante de Von Kármán e vale 0,4. Esta lei de parede recai na lei logaŕıtmica

em regiões afastadas do descolamento e, perto do ponto de separação, recai em uma

equação similar à de Stratford (1959). Assim como a lei de Nakayama e Koyama (1984),

a lei de Cruz e Silva Freire (1998) é bem mais sofisticada que a lei logaŕıtmica clássica,

por também ser senśıvel aos efeitos de gradientes adversos de pressão. Por outro lado,

também apresenta as desvantagens de tornar o cálculo mais instável numericamente e

aumentar a demanda computacional.

2.7 O modelo κ− ω de turbulência

O modelo κ − ω utilizado neste trabalho é a versão proposta por Bredberg (2002).

Esse modelo, idealizado por Wilcox (1983), é baseado na utilização da energia cinética

de turbulência κ e na taxa de dissipação espećıfica, ω, como parâmetros de definição das

escalas turbulentas de tempo e de comprimento para cálculo da viscosidade turbulenta.

Wilcox (1983), em seu modelo original, utilizou uma equação de transporte para ω

nos mesmos moldes da equação clássica para ε, propondo novas constantes e números de

Schmidt para κ e ω (σκ = σω = 2). Essa proposição é suficiente para escoamento de

canal, mas em escoamentos recirculantes os cálculos não são adequados, pois o tamanho

das zonas de recirculação são superestimados.

Sendo assim, Bredberg (2002) propôs um modelo deduzido a partir de equações de
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κ e ε para escoamentos não influenciados por gradientes de pressão. A metodologia de

Bredberg (2002), com base no modelo κ− ε, começa com a definição de ω:

ω =
ε

Cµκ
. (2.66)

A equação (2.25), que representa a equação de transporte da energia cinética de tur-

bulência do modelo κ − ε, pode ser reescrita com o termo de dissipação de turbulência

expresso em função de ω, resultando em:

∂κ

∂t
+ ui

∂κ

∂xi

=
∂

∂xi

[(

1

Re
+

1

Retσκ

)

∂κ

∂xi

]

+Π− Cµωκ. (2.67)

A partir da definição (2.66), e aplicando o operador derivada total, temos:

Dω

Dt
=

D

Dt

(

ε

Cµκ

)

=
1

Cµκ

Dε

Dt
− ω

κ

Dκ

Dt
. (2.68)

Ainda utilizando o conceito representado pela equação (2.66), a viscosidade turbulenta,

dada pelo inverso do número de Reynolds turbulento, Ret, também é redefinida como:

1

Ret
= fµ

κ

ω
, (2.69)

onde fµ é uma função de amortecimento, no caso do modelo ser implementado sobre a

metodologia de baixo número de Reynolds. Utilizando as equações (2.26), (2.67), (2.66)

e (2.69) na relação (2.68), a equação para ω é obtida, ainda em termos das constantes do

modelo κ− ε utilizado como base:

∂ω

∂t
+ ui

∂ω

∂xi

=
∂

∂xi

[(

1

Re
+

1

Retσε

)

∂ω

∂xi

]

+
ω

κ
(Cω1 − 1)Π

+
ω

κ

[

−(Cω2 − 1)Cµωκ+
ω

κ

] ∂

∂xi

[

1

Ret

(

1

σε

− 1

σκ

)

∂κ

∂xi

]

+
2

κ

(

1

Re
+

1

Retσε

)

∂κ

∂xi

∂ω

∂xi

. (2.70)

O modelo de Bredberg (2002) apresenta dois termos adicionais em relação ao de Wilcox

(1983), dados nas duas últimas linhas da equação (2.70) : o primeiro, proporcional a λ2κ,

representa uma difusão turbulenta adicional, e o segundo, proporcional à derivada cruzada

∂κ
∂xi

∂ω
∂xi

representa o que Bredberg (2002) denominou como difusão cruzada.
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Ainda vale ressaltar que este modelo é de baixo-Reynolds, portanto as condições de

contorno são especificadas, a menos da condição de contorno de ω, dada por uma relação

obtida diretamente da equação de transporte Sendo assim, é necessária a utilização de

pelo menos uma função de amortecimento na viscosidade turbulenta. Naturalmente, a

adoção de várias funções de amortecimento torna o cálculo mais instável, sendo desejável

o menor número posśıvel dessas funções quando o objetivo é um modelo numericamente

robusto. Dessa forma, foi adotada apenas uma função de amortecimento, que é a proposta

por Bredberg (2002), obtida a partir de dados de DNS. Finalmente, o sistema fechado em

sua forma final do modelo κ− ω proposto é:

∂ui

∂xi

= 0, (2.71)

∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj

= −1

ρ

∂p+

∂xi

∂

∂xj

[(

1

Re
+

1

Ret

)(

∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)]

, (2.72)

∂κ

∂t
+ ui

∂κ

∂xi

=
∂

∂xi

[(

1

Re
+

1

Retσκ

)

∂κ

∂xi

]

+Π− Cµωκ, (2.73)

∂ω

∂t
+ ui

∂ω

∂xi

=
∂

∂xi

[(

1

Re
+

1

Retσε

)

∂ω

∂xi

]

+
ω

κ
(Cω1 − 1)Π

+
ω

κ

[

−(Cω2 − 1)Cµωκ+
ω

κ

] ∂

∂xi

[

1

Ret

(

1

σε

− 1

σκ

)

∂κ

∂xi

]

+
2

κ

(

1

Re
+

1

Retσε

)

∂κ

∂xi

∂ω

∂xi

, (2.74)

onde

1

Ret
= fµ

κ

ω
, (2.75)

Π =

[(

1

Ret

)(

∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)

− 2

3
κδij

]

∂ui

∂xj

, (2.76)

p+ = p+
2

3
ρκ, (2.77)
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fµ = 0, 09 +

(

0, 91 +
1

(κ/(ων))3

)

{

1− exp

[

−
(

(κ/(ων))

25

)2,75
]}

, (2.78)

com as constantes dadas por

Cµ = 0, 09, Cω1 = 0, 49, Cω2 = 0, 072, σκ = 1, σω = 1, 8
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3 METODOLOGIA

Para todas as simulações realizadas neste trabalho, foi utilizado o Turbo2D, que con-

siste em um código acadêmico utilizado para simulações de escoamentos turbulentos pa-

rietais utilizando os modelos κ − ε e κ − ω de turbulência e capaz de implementar leis

de parede no cálculo. A técnica de resolução adotada, embora baseada em um algoŕıtmo

RANS (do inglês, Reynolds Average Navier-Stokes) trabalhando, portanto, com valores

médios ao longo do tempo, adota uma integração temporal destinada a eliminar a in-

fluência das condições iniciais. O pseudo-transiente assim criado permite a convergência

dos valores calculados aos padrões caracteŕısticos do regime permanente.

O acoplamento pressão-velocidade foi resolvido por meio do algoritmo de Uzawa. A

filtragem de rúıdos numéricos decorrentes do tratamento simétrico dado pelo método de

Galerkin dos fluxos convectivos foi feita via método de dissipação balanceada, proposto

por Huges e Brookes (1979) e Kelly et al. (1976). As não linearidades associadas ao

emprego expĺıcito de leis de parede no cálculo de condições de contorno são tratadas com

o método de minimização de erro proposto por Fontoura Rodrigues (1990).

3.1 Caso-teste do degrau de Le, Moin & Kim (1996)

3.1.1 Simulação direta

Na figura 1 é mostrada uma imagem esquemática do domı́nio do escoamento utilizado

para a simulação direta por Le et al. (1996). O comprimento do domı́nio do escoamento

é de Lx = 30h, onde a região anterior ao degrau Li = 10h, a altura Ly = 6h e espessura

Lz = 4h, onde h é a altura do degrau. A velocidade, U(y) apresenta perfil de escoamento

entre placas planas com camada limite turbulenta (Spalart 1988), onde U0 é a velocidade

máxima. O número de Reynolds no degrau é dado por Reh = U0h/ν e a razão de expansão

é ER = Ly/(Ly − h).

O escoamento foi considerado homogêneo na direção (x) e condições de contorno

periódicas foram utilizadas. Condições de contorno de não deslizamento foram utiliza-

das nas outras paredes. O perfil de velocidade, U(y) foi obtido da simulação de camada

limite de Spalart (1988) em Reθ = 670, onde θ é a espessura de momento. A espessura

da camada limite é δ99 = 1.2h e o número de Reynolds no degrau é Reh = 5100.
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Figura 3.1: Desenho esquemático do degrau, por Le et al. (1996)

Uma das condições de contorno da simulação direta escolhida foi que as tensões ci-

salhantes no limite superior do domı́nio computacional foram consideradas nulas. Sendo

assim, as velocidades nessa parede são:

υ = 0,
∂u

∂y
=

∂w

∂y
= 0 (3.1)

As linhas de correntes do escoamento obtidas por simulação direta podem ser obser-

vadas na Figura (3.2).

Figura 3.2: Linhas de corrente obtidas por Le et al. (1996)

3.1.2 Experimental

O experimento conduzido na NASA por Jovic e Driver (1994) para validar os dados

de simulação direta possúıa razão de expansão ER = 1.2, espessura de camada limite no

degrau δ99/h = 1.2 e número de Reynolds no degrau Reh = 5000, com altura do degrau

de 9, 6 mm. A velocidade de referência, U0, tem o valor de 7, 72m/s
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Figura 3.3: Aparato experimental utilizado por Jovic e Driver (1994)

3.1.3 Simulação por elementos finitos

Existe uma diferença fundamental entre a simulação apresentada neste trabalho e a

simulação direta feita por Le et al. (1996). No caso deste trabalho, o modelo utilizado

é bidimensional, assim como várias outras simulações feitas anteriormente (Armaly et al.

1983; Durst e Pereira 1988; Kaiktsis, Karniadakis e Orszag 1991), enquanto no caso da

simulação direta foi considerado o modelo 3-D.

Foram usadas duas malhas de cálculo para discretização espacial do domı́nio. Uma do

tipo P1 para o cálculo dos campos de pressão, composta por 1094 nós e 2004 elementos, e

outra para os demais campos, de tipo P1-isoP2, constitúıda por 4191 nós e 8016 elementos.

Figura 3.4: Malha de cálculo P1-isoP2, amplificada na região do degrau
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Para facilitar as atividades de análise de pós processamento e visualização dos resul-

tados, foram utilizados algoŕıtmos computacionais direcionados a caracterização gráfica

e digital do ńıvel de erro numérico das principais variáveis calculadas e para visualização

da evolução dos parâmetros de controle da convergência do cálculo ao longo do processo

de integração temporal.

A metodologia utilizada para o estudo comparativo consistiu primeiramente da ob-

tenção de uma massa de dados para cada uma das leis de parede através de simulação por

elementos finitos. Para cada 1000 iterações feitas, um arquivo de dados era salvo. Esses

dados incluem valores de posição, tempo, velocidade, energia cinética de turbulência, tem-

peratura e massa espećıfica. Para chegar a valores satisfatórios, variou-se os parâmetros

“passos de tempo”e “distância da parede” a cada 5000 iterações, até que se fosse obser-

vada a convergência dos resultados. Os critérios de convergência serão abordados mais

adiante.

Uma part́ıcula fluida demora, em média, 3, 88h segundos para atravessar o domı́nio do

escoamento, onde h é a altura do degrau e este tempo é calculado pela relação L0

U0
, onde

o comprimento do domı́nio tem relação direta com a altura do degrau. Na Figura (3.5),

pode ser observado o domı́nio do cálculo.

Um dos pontos cŕıticos dessa simulação é a determinação das condições de contorno,

já que elas influenciam diretamente nos dados obtidos. Foram feitos vários testes para

determinação das condições de contorno ideais para o caso estudado e, para esse caso-

teste, elas foram determinadas através de tentativa e erro. Foram testados diferentes

perfis de velocidade na entrada do domı́nio e diferentes velocidades de referência, sempre

mantendo o número de Reynolds constante. Só após a determinação dessas condições é

que foi posśıvel a continuação do estudo.

Feito isso, foram plotados os perfis de velocidade de cada lei de parede e comparados

com os dados de simulação direta e experimentais. Os pontos nos quais foram fornecidos

dados de perfis de velocidades foram em x/h = [0, 5, 1, 0, 2, 5, 4, 0, 5, 0, 6, 0, 7, 5, 10, 0,

12, 5, 15, 0, 17, 5, 19, 0], para simulação direta, e x/h = [−3, 0, 4, 0, 6, 0, 10, 0, 15, 0, 19, 0],

para dados experimentais, onde x/h = 0 é a posição do degrau. Sendo assim, decidiu-se

por plotar os gráficos comparativos para as posições x/h = [4, 0, 6, 0, 10, 0, 19, 0], porque

esses pontos já cobrem as zonas de recirculação e recolameto − x/h = [4, 0, 6, 0] − e de

recuperação − x/h = [10, 0, 19, 0], já que o ponto de recolamento de camada limite, Xr,
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para a simulação direta foi de 6, 28 e para o experimento conduzido por Javic e Driver

(1994) foi de 6, 0± 0, 15.

Figura 3.5: Domı́nio do cálculo para simulação do degrau de Le, Moin & Kim

Além disso, foram também plotados os campos de velocidade, de pressão, de ener-

gia cinética de turbulência e de dissipação de turbulência, para análise qualitativa do

escoamento.

Em seguida, foram tiradas imagens com as linhas de corrente no degrau para determi-

nar o ponto exato de recolamento da camada limite, para melhor visualização da bolha

de recirculação e para comparação com as linhas de corrente obtidas experimentalmente.

3.2 Caso-teste do canal divergente de Driver & Seegmiller (1985)

3.2.1 Experimental

O caso-teste do canal divergente é um caso de escoamento turbulento incompresśıvel

em um duto de perfil retangular, com razão de expansão 9:8, com a parede superior

(oposta ao degrau) inclinável a partir do ponto do degrau. Foi utilizado um tunel para

desenvolvimento do escoamento, com comprimento de 110 vezes a altura da seção de

entrada, e a região do teste do degrau, feita com expansão de 9:8 a fim de reduzir a

influência de variações no gradiente de pressão externo devido à expansão súbita, e largura

doze vezes o tamanho da altura do degrau, para diminuir os efeitos de tridimensionalidade.

O escoamento possui número de Reynolds de 36400, com altura do degrau de 12, 7

mm, velocidade de 44, 2 m/s e o fluido de trabalho utilizado foi o ar.

Os dados experimentais encontram-se dispońıveis no site da comunidade européia ER-

COFTAC (do inglês, European Research Community on Flow, Turbulence and Combus-

tion)
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3.2.2 Simulação por elementos finitos

Para a obtenção das condições de contorno ideais para a simulação por elementos finitos

utilizando o Turbo2D, foi utilizado um duto de entrada para simulação do escoamento a

ser desenvolvido. Como no caso experimental existia um túnel com 110 vezes a altura da

seção de entrada, foi criada uma malha com comprimento de 10h e altura h e simulada 11

vezes, para que fosse posśıvel a obtenção do perfil do escoamento totalmente desenvolvido

ao longo do duto de entrada. Foram inseridas as seguintes condições de contorno na

entrada do duto: perfil uniforme com u = 44, 2 m/s, v = 0, κ = 0, ε = 0 e ω = 0.

A cada convergência de simulação, foram retirados, na sáıda do domı́nio, os perfis de

velocidade, energia cinética de turbulência e dissipação de energia cinética de turbulência

(ε) ou dissipação espećıfica (ω), dependendo do modelo de turbulência utilizado. Esses

perfis foram utilizados como entrada na próxima simulação e isso foi feito sucessivamente

até que fossem finalizadas as 11 convergências. O perfil final foi retirado e colocado como

entrada da simulação para o degrau divergente.

Foram utilizadas duas malhas para a simulação do duto de entrada, sendo de 2525 nós

e 4800 elementos para os campos de pressão e 9849 nós e 19200 elementos para os demais

campos. Ambos os modelos foram simulados com a mesma malha.

Figura 3.6: Malha para simulação do desenvolvimento do escoamento de entrada

Foi plotado o desenvolvimento do campo de velocidades, para que fosse posśıvel ob-

servar o efeito da parede no perfil de velocidade do escoamento. A massa espećıfica e a

viscosidade do fluido foram tomadas como constantes, com valores tomados à temperatura

de referência de 293K.

Para o degrau divergente, também foram utilizadas duas malhas, uma de 3272 nós e

6267 elementos para os campos de pressão e outra 12810 nós e 25068 elementos para os
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demais campos. O canal possui este nome, pois é posśıvel angular a parede superior do

domı́nio, para provocar grandes gradientes de pressão, mas neste trabalho foi estudado

apenas o caso de ângulo de divergência nulo.

Figura 3.7: Malha para simulação do canal divergente

Assim como no caso-teste do degrau de Le, Moin & Kim, foram plotados os campos

de P, U, k e ω ou ε para cada uma das simulações, a fim de analisar os resultados

qualitativos. Para os resultados quantitativos, foram plotados os perfis de velocidades nos

pontos x/h = [−4, 0, −2, 0, 0, 0, 2, 0, 4, 0, 6, 0, 10, 0, 20, 0] e comparados com os dados

experimentais. Novamente, assim como no caso-teste anterior, esses pontos escolhidos

englobam as regiões de recirculação, recolamento e recuperação de camada limite, além

de uma região a montante do degrau. Finalmente, foram tiradas imagens das linhas de

corrente de cada uma das leis de parede utilizadas na simulação do modelo κ− ε e linhas

de corrente do modelo κ− ω.
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Figura 3.8: Domı́nio do cálculo para a simulação do canal divergente de Driver & Seeg-
miller

3.3 Critérios de convergência

Os critérios de convergência foram escolhidos de tal forma que foi posśıvel observar que

o pseudo-transiente havia de fato atingido regime permanente e fosse posśıvel confirmar

que, na faixa de operação calculada, a lei de parede escolhida seria capaz de se comportar

corretamente, sem apresentar erros grosseiros.

A melhor forma de determinar a convergência do campo é através da análise dos perfis

de velocidade. Quando um perfil não apresentasse alteração aos perfis anteriores, o campo

estava completamente convergido. Foram plotados dados de 5000 iterações para garantir

essa convergência, nas posições de x/h = 4 e x/h = 6, que compreendem as regiões de

recirculação e recolamento de camada limite, tanto no caso-teste do degrau de Le, Moin

& Kim (1996), quanto no caso-teste do canal divergente de Driver & Seegmiller (1985).

Ainda assim, existem parâmetros que colaboram para essa análise. O primeiro deles

é o parâmetro y+, que é a coordenada da parede, ou seja, a distância y da parede,

adimensionalizada pela velocidade de fricção, uτ , e pela viscosidade cinemática, ν. O y+

é um parâmetro adimensional similar com o número de Reynolds local e indica a região

da camada limite turbulenta.

As regiões cobertas pelos valores de y+ são as seguintes:

y+ < 5: subcamada laminar ou viscosa;

5 < y+ < 30: região de transição;

30 < y+ < 300: região completamente turbulenta.

Para qualquer uma das leis de parede, buscou-se um valor de y+ entre 1 e 5, que

compreende a região laminar da camada limite turbulenta. Existe também a possibilidade
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de obter y+ próximo de 30, na região completamente turbulenta, mas isso só é posśıvel

com a lei logaŕıtmica clássica, que é mais fácil de controlar com a variação da distância

da parede.

O segundo parâmetro é o erro. É recomendado que a norma do erro não ultrapasse

valores da ordem de 10−3. Naturalmente, quanto menor o erro, melhor o resultado da

simulação em questão.

Finalmente, o último parâmetro é a norma, que é um parâmetro que analisa se ainda

existe mudanças nos valores das variáveis.

Além disso, serão plotados os dados de tempo de escoamento simulado e tempo de CPU

utilizado para a simulação. Esses dados são extremamente importantes para a análise de

desempenho das leis de parede, pois eles que determinam quão caras, do ponto de vista

de custo computacional, as leis de parede serão.
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4 RESULTADOS E DISCUSSÕES

4.1 O degrau de Le, Moin e Kim (1996)

Inicialmente foram realizadas várias simulações, com diferentes condições de contorno,

pois a falta de informações detalhadas na publicação de Le, Moin e Kim (1996) tornou

necessário um estudo preliminar sobre os valores a serem empregados para a velocidade de

referência U0, comprimento de referência L0 e perfil de velocidade na entrada do domı́nio.

A única informação existente, usada para a determinação adequada das condições de

contorno, foi o número de Reynolds do escoamento baseado na altura do degrau Reh =

5100.

São apresentados nesta seção apenas os resultados finais relativos às condições de con-

torno adotadas. O detalhamento deste estudo está apresentado no Anexo I. As condições

de contorno resultantes deste estudo são: U0 = 7, 72m/s; L0 = 9, 25·10−3 m; ν = 1, 4·10−5

m2/s; perfil de velocidade turbulento na entrada do domı́nio do escoamento. Fizeram

parte deste estudo de condições de contorno tanto perfis de velocidade uniforme como

também perfis turbulentos. Os resultados do estudo sobre perfis de velocidade na entrada

do domı́nio de cálculo também podem ser vistos no Anexo I.

4.1.1 Critérios de convergência

O critério de convergência adotado, bastante conservador, foi a invariabilidade dos

perfis de velocidade durante pelo menos 5000 iterações, calculados nas seções onde são

conhecidos os valores experimentais medidos por Le, Moin e Kim (1996). Os resultados

apresentados nas Figuras (4.1), (4.2), (4.3) e (4.4), documentam os perfis de velocidade

convergidos, em duas seções, obtidos com as quatro leis de parede. Considerando o passo

de tempo adotado e a velocidade média do escoamento, as 5000 iterações escolhidas como

critério de convergência, correspondem a um comprimento percorrido pelo escoamento

equivalente a aproximadamente 6, 5 vezes o comprimento total do domı́nio de cálculo.

Os resultados ilustrados pelas Figuras (4.1), (4.2), (4.3) e (4.4) indicam que o critério de

convergência adotado nesta simulação é consistente.

Foram também calculados, como dados importantes para o desenvolvimento da si-

mulação numérica, os valores de y+, apresentados na Figura (4.5), o erro numérico defi-

nido pela diferença entre valores calculados em duas iterações sucessivas, para todas as
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variáveis, é apresentado na Figura (4.6) e a norma L2 de todos os campos é apresentada

pela Figura (4.7).

(a) Posição x/h = 4 (b) Posição x/h = 6

Figura 4.1: Perfis de velocidade das últimas 5000 iterações da lei logaritmica clássica

(a) Posição x/h = 4 (b) Posição x/h = 6

Figura 4.2: Perfis de velocidade das últimas 5000 iterações da lei de Mellor (1966)

(a) Posição x/h = 4 (b) Posição x/h = 6

Figura 4.3: Perfis de velocidade das últimas 5000 iterações da lei de Nakayama e Koyama
(1984)
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(a) Posição x/h = 4 (b) Posição x/h = 6

Figura 4.4: Perfis de velocidade das últimas 5000 iterações da lei de Cruz e Silva Freire
(1998)

Os resultados obtidos para o valor máximo de y+, apresentados na Figura (4.5), variam

entre 1 e 5, indicando que os cálculos de velocidade feitos pelas leis de parede correspondem

a fronteira do domı́nio de cálculo localizada na subcamada laminar. Este resultado é

coerente com a existência de descolamento da camada limite turbulenta. Para que a

simulação numérica possa capturar o descolamento de camada limite é necessário modelar

a região de proximidade imediata da parede, onde se inicia o processo de descolamento.

(a) Lei logaŕıtmica clássica (b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984) (d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura 4.5: Valores de y+
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(a) Lei logaŕıtmica clássica (b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984) (d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura 4.6: Valores de erro

(a) Lei logaŕıtmica clássica (b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984) (d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura 4.7: Valores de norma
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Os valores de y+ não são escolhidos de forma automática pelo algoritmo de cálculo.

Estes valores são impostos pelo analista que controla o trabalho de processamento, por

meio de um parâmetro que regula a distância entre a parede f́ısica e o ińıcio da malha

de cálculo. Em prinćıpio, na ausência de descolamento, a região ideal para o emprego

das leis de parede é o ińıcio da parcela turbulenta da região interna da camada limite

(30 < y+ < 50). Na presença de descolamento a simulação só converge se o emprego das

leis de parede ficar restrito a sub-camada laminar. As variações bruscas nestes gráficos

correspondem a alterações da distância entre a parede f́ısica e o ińıcio da malha de cálculo,

impostas pelo analista para evitar a divergência numérica da simulação.

4.1.2 Critérios de tempo

Para cada simulação feita com o emprego das quatro leis de paredes disponibilizadas

pelo algoŕıtmo Turbo2D, estão representados na Figura (4.8) três valores diferentes para

a passagem do tempo. O tempo total de escoamento simulado é representado pelas linhas

vermelhas. As linhas verdes representam o tempo de duração do cálculo para cada instante

simulado. As linhas azuis representam o tempo de CPU necessário para cada iteração.

A diferença entre os valores representados pelas linhas verde e azul é devido ao fato de

que algumas das atividades representadas pelas linhas azuis não são devidas a simulação

numérica. Podem ser observado nos gráficos contidos na Figura (4.8) picos de tempo

de CPU, que se repetem periodicamente, correspondente ao armazenamento dos campos

calculados nos arquivos de resultado.

Outra caracteŕıstica importante dos gráficos apresentados na Figura (4.8) são as va-

riações bruscas no tempo total de escoamento, representadas pelas linhas vermelhas.

Como o processo completo de simulação numérica é necessariamente composto por di-

versas etapas, cada qual caracterizada por diferentes passos de tempo e/ou diferentes

distâncias entre a parede f́ısica e o ińıcio da malha de cálculo, toda variação brusca na

inclinação da linha vermelha corresponde a um determinado passo de tempo, sendo esta

inclinação diretamente proporcional ao tamanho do passo de tempo imposto pelo analista.

O ińıcio da simulação é sempre uma etapa dif́ıcil, exigindo valores muito pequenos dos

passos de tempo e da distâncias entre a parede f́ısica e o ińıcio da malha de cálculo. Esta

condição é resultante da incompatibilidade entre as condições iniciais, sempre compostas

por valores mais ou menos arbitrários, e as condições do escoamento capazes de atender as
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imposições da formulação anaĺıtica. A medida que a simulação avança no tempo, se reduz

a diferença entre os valores calculados e os valores de equiĺıbrio para todas as variáveis,

permitindo que o analista aumente gradativamente o tamanho do passo de tempo.

(a) Lei logaŕıtmica clássica (b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984) (d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura 4.8: Valores de tempo de escoamento simulado e tempo de CPU

4.1.3 Resultados dos campos

São apresentados inicialmente os resultados qualitativos obtidos com o modelo de

turbulência κ− ε e com as quatro leis de parede, sempre obedecendo à mesma sequência:

lei de parede Logaŕıtmica Clássica, Mellor (1966), Nakayama e Koyama (1984) e Cruz e

Silva Freire (1998). Os resultados apresentados correspondem aos campos de velocidade,

pressão, energia cinética de turbulência e dissipação de energia cinética de turbulência

para as quatro leis de parede. Em geral os resultados finais obtidos com as quatro leis

de parede são muito semelhantes, sendo observadas diferenças senśıveis apenas durante o

pseudo-transiente numérico necessário à convergência dos resultados.

Os resultados da Figura (4.9) correspondem aos campos de pressão. Em todos eles

observam-se variações cont́ınuas e uniformes do campo, sendo o valor de maior depressão
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localizado na região da bolha de recirculação, como esperado.

(a) Lei logaŕıtmica clássica

(b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984)

(d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura 4.9: Campos de pressão para as quatro leis de parede

Em seguida são apresentados os campos de velocidade na Figura (4.10). A princi-

pal discrepância observada nestes resultados são os diferentes comprimentos da bolha de
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recirculação que se estabelece imediatamente após o degrau. Como esperado, a lei de

parede Logaŕıtmica Clássica, por ser a única incapaz de considerar o efeito dos gradientes

de pressão, apresenta a menor região de recirculação, como pode ser observado na Tabela

(4.1).

(a) Lei logaŕıtmica clássica

(b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984)

(d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura 4.10: Campos de velocidade para as quatro leis de parede
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Os campos de energia cinética de turbulência, κ, estão apresentados na Figura (4.11).

A pouca intensidade da energia cinética de turbulência calculada é coerente com o baixo

número de Reynolds do escoamento. Os valores mais elevados de κ estão localizados

na região da bolha de recirculação como esperado, já que esta região apresenta maior

turbulência e, portanto, maior produção de energia cinética.

(a) Lei logaŕıtmica clássica

(b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984)

(d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura 4.11: Campos de energia cinética de turbulência para as quatro leis de parede
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Os campos da taxa de dissipação de turbulência, ε, estão apresentados na Figura

(4.12) e são muito similares aos valores de κ uma vez que a equiĺıbrio entre produção

e dissipação é condição necessária ao escoamento para que possa ser representado pelo

modelo de turbulência κ− ε.

(a) Lei logaŕıtmica clássica

(b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984)

(d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura 4.12: Campos de taxa de dissipação de turbulência para as quatro leis de parede

Por fim, é posśıvel visualizar na Figura (4.13) as linhas de corrente do escoamento

correspondentes a região de recirculação. Estes resultados mostram de forma mais ńıtida
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as diferenças de tamanho e de forma das bolhas de recirculação bem como a localização

aproximada do ponto de recolamento Xr da camada limite. Outro detalhe importante

é a captura, pelas quatro leis de parede, da bolha de recirculação secundária que se

estabelece na base do degrau. Todos os levantamentos experimentais, inclusive o de Le,

Moin e Kim (1996), comprovam a existência desta estrutura. A detecção numérica desta

particularidade do escoamento sobre o degrau não é tarefa trivial.

(a) Lei logaŕıtmica clássica

(b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984)

(d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura 4.13: Linhas de corrente na região do degrau para as quatro leis de parede

A Figura (4.14) mostra, em detalhe, a estrutura da bolha de recirculação secundária

que se forma junto à base do degrau. Dentre os todos os resultados obtidos, a bolha
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secundária modelada com lei de parede de Cruz e Silva Freire (1998) é a que apresenta

maior tamanho e definição. No extremo oposto a menor estrutura secundária resulta

do emprego da lei de Mellor (1966). Apesar da existência de inúmeras referências bibli-

ográficas qualitativas, não foram encontrados referências numéricas e/ou experimentais

com resultados quantitativos sobre esta estrutura caracteŕıstica dos escoamentos sobre

degrau.

(a) Lei logaŕıtmica clássica (b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984) (d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura 4.14: Segunda bolha em ampliação na região do degrau para as quatro leis de
parede

4.1.4 Resultados quantitativos

Como o perfil de velocidade do escoamento na entrada do canal não é fornecido pelos

autores do experimento, foi necessário estimar um perfil de velocidade correspondente a

um escoamento turbulento totalmente desenvolvido. O perfil usado está apresentado na

Figura (4.15).
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Os resultados numéricos quantitativos apresentados são os perfis de velocidade obtidos

com cada uma das leis de parede, mostrados nas Figuras (4.16) e (4.17), e os comprimentos

da região de recirculação Xr obtidos com as quatro leis de parede, mostrados nas Figuras

(4.18) e (4.19). Os resultados numéricos apresentados estão confrontados, em todas as

figuras, com os resultados experimentais de Jovic e Driver (1994) e com os resultados de

de Le, Moin e Kim (1996), obtidos por simulação numérica direta - DNS.

Figura 4.15: Perfil de velocidade na entrada do domı́nio

A representação gráfica dos resultados quantitativos usa como domı́nio a região do

escoamento coberta pelos dados numéricos e experimentais de Le, Moin e Kim (1996) e

Jovic e Driver (1994), definida por eixos longitudinal e vertical medindo 6h e 3h, respec-

tivamente.

Os resultados dos perfis de velocidade cobrem a bolha de recirculação, gráficos (a) e

(b) da Figura (4.16), e a região de reestruturação da camada limite turbulenta, gráficos

(a) e (b) da Figura (4.17). O ińıcio da bolha de recirculação corresponde à coordenada

longitudinal x/h = 0 e seu fim, segundo os dados experimentais de Jovic e Driver (1994)
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e os dados numéricos de Le, Moin e Kim (1996), situa-se no entorno do ponto x/h = 6.

(a) x/h = 4

(b) x/h = 6

Figura 4.16: Perfis de velocidade nas regiões de recirculação e recolamento de camada
limite
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(a) x/h = 10

(b) x/h = 19

Figura 4.17: Perfis de velocidade nas regiões de recuperação

44



São pequenas as diferenças entre o resultados obtidos com leis de parede e os com

dados experimentais e de DNS. O gráfico (a) da Figura (4.16) mostra uma vantagem

discreta mas senśıvel da lei de parede de Cruz e Silva Freire. Nos demais resultados não

são percept́ıveis diferenças entre as leis de parede.

Nos gráficos (a) e (b) da Figura (4.17), que representam a região de reestruturação da

camada limite turbulenta, aparecem os pontos de maior discrepância, ainda que pequena,

entre as leis de parede e os resultados de referência numérica e experimental. Esta dife-

rença pode ser entendida como consequência da destruição da estrutura da camada limite

provocada, pela região de recirculação. Como os modelos de turbulência são baseados

na auto-similaridade dos perfis de velocidade da camada limite, é previśıvel a dificuldade

destes modelos em modelar a região de reestruturação da camada limite turbulenta. A

aproximação entre os resultados obtidos com as leis de parede e os resultados de referência

se acentua a medida que a camada limite se reestrutura como indicam os resultados (a)

e (b) da Figura (4.16) e (a) da Figura (4.16).

Para caracterizar de forma precisa o comprimento Xr da da região de recirculação as

Figuras (4.18) e (4.19) mostram a variação do sentido do escoamento na região de proxi-

midade imediata da parede inferior do degrau. Valores de velocidade positivos indicam

escoamento externo à bolha e valores negativos representam o contra-fluxo no interior da

bolha de recirculação. Como o ińıcio do domı́nio coincide com o ińıcio do degrau, somente

após o fim da bolha surgem valores positivos de velocidade, sendo o ponto de recolamento

da camada limite caracterizado por velocidade nula.

Os valores do ponto de recolamento da camada limite mostrados pelas Figuras (4.18)

e (4.19) são apresentados na Tabela (4.1).

Tabela 4.1: Pontos de recolamento de camada limite

Leis de parede Xr

Lei logaŕıtmica clássica Xr = 6, 09
Lei de Mellor (1966) Xr = 6, 19

Lei de Nakayama e Koyama (1984) Xr = 6, 19
Lei de Cruz e Silva Freire (1998) Xr = 6, 29

Experimental por Jovic e Driver (1994) Xr = 6, 0± 0, 15
Numérico por Le et. al (1996) Xr = 6, 28

Nas Figuras (4.18) e (4.19) a linha em azul se refere ao ponto de recolamento da

simulação pelo método DNS e a linha em vermelha se refere ao ponto de recolamento
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obtido experimentalmente. Para melhor visualização, foi feita uma aproximação da região

de recolamento de camada limite, apresentada pela Figura (4.19).

Figura 4.18: Pontos de recolamento de camada limite das leis de parede, experimental e
modelo DNS

Figura 4.19: Pontos de recolamento de camada limite das leis de parede, experimental e
modelo DNS vistos em aproximação
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4.2 O canal dirvergente de Driver e Seegmiller (1985)

Para a determinação das condições de contorno ideais para a simulação do escoamento

turbulento pelo canal divergente, realizou-se simulações em um duto para que pudesse se

observar o desenvolvimento do perfil de velocidades. Iniciou-se com um perfil constante

e simulou-se uma extensão de 110h, onde cada simulação realizada tinha o comprimento

de 10h. Logo, foram realizadas 11 simulações. A cada convergência obtida, o perfil era

inserido como condição de entrada na próxima simulação. Esse procedimento foi realizado

tanto para o modelo κ−ε quanto para o modelo κ−ω de turbulência. No caso do modelo

κ−ε, escolheu-se a lei logaŕıtmica clássica para cálculo do campo de velocidades na parede,

mas por não ser um escoamento recirculante, é esperado que todas as leis obtenham o

mesmo resultado.

Os perfis de velocidades finais obtidos podem ser observados na Figura (4.20). Estes

resultados foram utilizados como perfis de entrada do escoamento no canal divergente.

Figura 4.20: Perfis de velocidades a serem utilizados como condição de contorno na entrada
do domı́nio do canal divergente de Driver e Seegmiller (1985)

As simulações do canal divergente foram realizadas com condições de contorno de

perfil de u, v, κ e ω ou ε já determinadas. A velocidade de referência utilizada foi de

0, 56134 m/s e o comprimento de referência utilizado foi unitário, resultando em número
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de Reynolds de 36400.

(a) 0h a 10h

(b) 20h a 30h

(c) 40h a 50h

(d) 60h a 70h

(e) 80h a 90h

(f) 100h a 110h

Figura 4.21: Campos de velocidade desenvolvidos no duto de entrada para o modelo κ−ε
de turbulência
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(a) 0h a 10h

(b) 20h a 30h

(c) 40h a 50h

(d) 60h a 70h

(e) 80h a 90h

(f) 100h a 110h

Figura 4.22: Campos de velocidade desenvolvidos no duto de entrada para o modelo κ−ω
de turbulência
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É posśıvel observar, na Figura (4.21), o desenvolvimento do campo de velocidades para

o modelo κ − ε e, na Figura (4.22), o desenvolvimento do campo de velocidades para o

modelo κ− ω. Os campos de velocidades representados compreendem as regiões de 0h a

10h, 20h a 30h, 40h a 50h, 60h a 70h, 80h a 90h e 100h a 110h. Portanto, foram plotados

seis campos de velocidades para que fosse posśıvel observar o comportamento do perfil e

seu desenvolvimento ao longo do tempo.

4.2.1 Critérios de Convergência

Assim como foi feito para o degrau de Le et. al (1996), foram plotados dados de 5000

iterações, para determinar a convergência total das simulações. Considerando o passo de

tempo adotado e a velocidade média do escoamento, as 5000 iterações correspondem a

um comprimento de 1 vez o domı́nio total do cálculo. É posśıvel observar que os perfis

não apresentam variações, apontando para a convergência dos modelos κ− ε e κ− ω.

(a) Posição x/h = 4 (b) Posição x/h = 6

Figura 4.23: Perfis de velocidade das últimas 5000 iterações da lei logaritmica clássica

(a) Posição x/h = 4 (b) Posição x/h = 6

Figura 4.24: Perfis de velocidade das últimas 5000 iterações da lei de Mellor (1966)
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(a) Posição x/h = 4 (b) Posição x/h = 6

Figura 4.25: Perfis de velocidade das últimas 5000 iterações da lei de Nakayama e Koyama
(1984)

(a) Posição x/h = 4 (b) Posição x/h = 6

Figura 4.26: Perfis de velocidade das últimas 5000 iterações da lei de Cruz e Silva Freire
(1998)

(a) Posição x/h = 4 (b) Posição x/h = 6

Figura 4.27: Perfis de velocidade das últimas 5000 iterações do modelo κ− ω
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Os resultados obtidos para o valor máximo de y+ para o modelo κ− ε de turbulência,

apresentados nas Figuras (4.28), variam entre 1 e 5, indicando que os cálculos de veloci-

dade feitos pelas leis de parede correspondem a fronteira do domı́nio de cálculo localizada

na subcamada laminar. No caso do y+ do modelo κ − ω de turbulência, apresentado

na Figura (4.34), o valor máximo obtido foi menor que 1. Assim como apresentado no

caso-teste do degrau de Le, Moin e Kim (1996), este resultado é coerente com a existência

de descolamento da camada limite turbulenta.

(a) Lei logaŕıtmica clássica (b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984) (d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura 4.28: Valores de y+ para o modelo κ− ε de turbulência

Figura 4.29: Valores de y+ para o modelo κ− ω de turbulência
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(a) Lei logaŕıtmica clássica (b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984) (d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura 4.30: Valores de erro para o modelo κ− ε de turbulência

(a) Lei logaŕıtmica clássica (b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984) (d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura 4.31: Valores de norma para o modelo κ− ε de turbulência
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Assim como apresentado anteriormente, as variações no parâmetro y+ correspondem

às alterações da distância entre a parede f́ısica e o ińıcio da malha de cálculo, impostas

para evitar a divergência numérica da simulação.

(a) Erro (b) Norma

Figura 4.32: Valores de erro e norma para o modelo κ− ω de turbulência

4.2.2 Criterios de tempo

(a) Lei logaŕıtmica clássica (b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984) (d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura 4.33: Valores de tempo para o modelo κ− ε de turbulência
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Novamente, assim como para o caso-teste anterior, são apresentadas os três valores

diferentes para a passagem do tempo, representando o tempo total de escoamento simu-

lado nas linhas vermelhas, o tempo de duração do cálculo para cada instante simulado

nas linhas verdes e o tempo de CPU necessário para cada iteração nas linhas azuis. Como

apresentado anteriormente, as variações nas linhas vermelhas representam variações nos

passos de tempo, alterados buscando a convergência das simulações.

Figura 4.34: Valores de tempo para o modelo κ− ω de turbulência

4.2.3 Resultados dos campos

São apresentados nesta subseção os resultados qualitativos obtidos com os modelos

κ− ε e κ− ω de turbulência, ainda seguindo a ordem de apresentação das leis de parede

estabelecida anteriormente, adicionando ao final os resultados do modelo κ − ω. Nova-

mente, são apresentados resultados relativos aos campos de velocidade, pressão, energia

cinética de turbulência e dissipação de energia cinética de turbulência, para o modelo

κ − ε, ou dissipação espećıfica, para o modelo κ − ω. Como no caso-teste anterior, os

resultados apresentados são similares, apresentando diferenças senśıveis apenas durante o

pseudo-transiente numérico.

A Figura (4.35) corresponde aos campos de pressão, apresentando variação cont́ınua do

campo, com região de maior depressão na bolha de recirculação, onde existe um gradiente

de pressão adverso que irá provocar o descolamento da camada limite. Nota-se que os

cinco campos são similares, com o campo do modelo κ − ω apresentando uma pequena

diferença, com uma região de depressão um pouco maior do que as da quatro leis de

parede do modelo κ− ε.

Nos campos de velocidade apresentandos na Figura (4.36), pode ser observada a dis-
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crepância dos comprimentos da bolha de recirculação, assim como ocorreu no caso-teste

do degrau de Le, Moin e Kim (1996).

(a) Lei logaŕıtmica clássica

(b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984)

(d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

(e) Modelo κ− ω de turbulência

Figura 4.35: Campos de pressão para as quatro leis de parede do modelo κ − ε e para o
modelo κ− ω
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(a) Lei logaŕıtmica clássica

(b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984)

(d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

(e) Modelo κ− ω de turbulência

Figura 4.36: Campos de velocidade para as quatro leis de parede do modelo κ− ε e para
o modelo κ− ω
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(a) Lei logaŕıtmica clássica

(b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984)

(d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

(e) Modelo κ− ω de turbulência

Figura 4.37: Campos de energia cinética de turbulência para as quatro leis de parede do
modelo κ− ε e para o modelo κ− ω
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Os campos de energia cinética de turbulência, κ, estão apresentados na Figura (4.37).

Nota-se uma diferença entre os campos do modelo κ− ε e o campo do modelo κ− ω, já

que no modelo κ − ε existe um valor mais elevado de energia cinética de turbulência na

entrada do domı́nio, algo não observado no campo do modelo κ − ω. Ainda assim, para

todos os campos, os valores mais elevados de κ estão localizados na região da bolha de

recirculação como esperado.

(a) Lei logaŕıtmica clássica

(b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984)

(d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura 4.38: Campos de taxa de dissipação de energia cinética de turbulência para as
quatro leis de parede do modelo κ− ε
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Figura 4.39: Campo de dissipação espećıfica para o modelo κ− ω de turbulência

(a) Lei logaŕıtmica clássica

(b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984)

(d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

(e) Modelo κ− ω de turbulência

Figura 4.40: Linhas de corrente das quatro leis de parede do modelo κ − ε e do modelo
κ− ω
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Os campos da taxa de dissipação de turbulência, ε, estão apresentados na Figura

(4.38) e o campo de dissipação espećıfica, ω, está representado na Figura (4.39).

Por fim, é posśıvel observar na Figura (4.40) as linhas de corrente correspondentes a

região de recirculação. A diferença do tamanho das bolhas de recirculação para as quatro

leis de parede do modelo κ − ε e para o modelo κ − ω e ńıtida. Além disso, é posśıvel

observar a segunda bolha de recirculação na base do degrau, assim como no caso-teste

anterior.

(a) Lei logaŕıtmica clássica (b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama
(1984)

(d) Lei de Cruz e Silva Freire
(1998)

(e) Modelo κ− ω de turbulência

Figura 4.41: Bolha secundária em ampliação na região do degrau para as quatro leis de
parede do modelo κ− ε e do modelo κ− ω

A Figura (4.41) mostra, em detalhe, a estrutura da bolha de recirculação secundária
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que se forma junto à base do degrau. Dentre os todos os resultados obtidos, a bolha

secundária modelada com lei de parede logaŕıtmica clássica é a que apresenta maior ta-

manho. Por outro lado, a menor estrutura secundária resulta do emprego da lei de Cruz

e Silva Freire (1998). A bolha secundária do modelo κ − ω também se apresentou bem

reduzida, sendo a segunda menor estrutura observada dentre as cinco obtidas.

4.2.4 Resultados quantitativos

Os resultados quantitativos mostrados são os perfis de velocidade obtidos com cada

uma das leis de parede do modelo κ− ε e com o modelo κ−ω de turbulência e os compri-

mentos da região de recirculação, Xr. Os resultados numéricos obtidos são comparados

com resultados experimentais de Driver e Seegmiller (1985).

Os resultados dos perfis de velocidade cobrem a região não perturbada, localizada a

montante do degrau, a bolha de recirculação e a região de reestruturação de camada limite

turbulenta. A bolha de recirculação se inicia no ponto x/h = 0 e tem seu fim, segundo

dados experimentais de Driver e Seegmiler (1985), no ponto x/h = 6, 26.

Figura 4.42: Perfis de velocidade em x/h = −4
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Figura 4.43: Perfis de velocidade em x/h = −2

Figura 4.44: Perfis de velocidade em x/h = 0
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Figura 4.45: Perfis de velocidade em x/h = 2

Figura 4.46: Perfis de velocidade em x/h = 4

64



Figura 4.47: Perfis de velocidade em x/h = 6

Figura 4.48: Perfis de velocidade em x/h = 10
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Figura 4.49: Perfis de velocidade em x/h = 20

É senśıvel a diferença entre os dois modelos de turbullência. As curvas do modelo

κ − ω, apesar de apresentarem o mesmo desenho das curvas do modelo κ − ε, pode ser

notada diferença considerável dos dados. Como foram inseridos perfis diferentes para

cada um dos modelos, já que foram os perfis desenvolvidos nos dutos anteriores ao canal

divergente, essa pode ser a explicação para essa diferença. Nota-se também que diferenças

entre os resultados das leis de parede do modelo κ − ε são impercept́ıveis. Na região

do escoamento a montante do degrau, as quatro leis de parede apresentam resultados

próximos aos experimentais, apresentando mesmo desenho de curva. Já o modelo κ− ω,

apesar de também apresentar o mesmo desenho de curva, apresenta resultados um pouco

mais discrepantes dos experimentais, sendo observado uma discordância da ordem de 10

Na região da bolha de recirculação, ambos os modelos apresentam dados satisfatórios,

próximos aos experimentais, mas ainda apontando para uma leve vantagem do modelo

κ−ε. Na região de recolamento de camada limite, em x/h = 6, ocorre o mesmo problema

observado no caso-teste anterior. A camada limite e destrúıda na região de recirculação e

os modelos de turbulência têm dificuldade de modelar a região de reestruturação, por se

basearem na auto-similaridade dos perfis de velocidade na camada limite. Porém, diferen-
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temente do caso anterior, a reestruturação da camada limite não aproxima os resultados

numéricos dos experimentais. Ambos os modelos de turbulência apresentam uma demora

maior para a recuperação, quando comparados aos dados experimentais.

Para caracterizar de forma precisa o comprimento Xr da região de recirculação, nova-

mente mostra-se a variação do sentido do escoamento na região de proximidade imediata

da parede inferior do degrau. Valores positivos indicam escoamento externo à bolha e

valores negativos representam o contra-fluxo no interior da bolha de recirculação. Dessa

forma, determina-se o ponto de recolamento de camada limite como o ponto onde a velo-

cidade deixa de ser negativa e, exatamente neste ponto, é nula.

Figura 4.50: Pontos de recolamento de camada limite das leis de parede do modelo κ− ε,
do modelo κ− ω e experimental

Nas Figuras (4.50) e (4.51), a linha em vermelho se refere ao ponto de recolamento

obtido experimentalmente. A região foi ampliada na Figura (4.51) para melhor visua-

lização.
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Figura 4.51: Pontos de recolamento de camada limite das leis de parede do modelo κ− ε,
do modelo κ− ω e experimental vistos em aproximação

Os valores do ponto de recolamento da camada limite são apresentados na Tabela

(4.2):

Tabela 4.2: Pontos de recolamento de camada limite

Leis de parede Xr

Lei logaŕıtmica clássica Xr = 5, 58
Lei de Mellor (1966) Xr = 5, 60

Lei de Nakayama e Koyama (1984) Xr = 5, 60
Lei de Cruz e Silva Freire (1998) Xr = 5, 63

Modelo κ− ω Xr = 6, 50
Experimental por Driver e Seegmiller (1985) Xr = 6, 28
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5 CONCLUSÃO

O presente trabalho consistiu na simulação de dois casos-teste clássicos para o estudo

de turbulência parietal. Primeiramente, utilizou-se o modelo κ − ε de turbulência para

simular um escoamento em um domı́nio com um degrau não aquecido, que provoca des-

colamento de camada limite por inércia e, posteriormente, recolamento. Para o primeiro

caso-teste, foi utilizado o modelo de turbulência com o aux́ılio de leis de parede para

cálculos na região interna da camada limite turbulenta. Foram utilizadas as leis de pa-

rede logaŕıtmica clássica, Mellor (1966), Nakayama e Koyama (1984) e Cruz e Silva Freire

(1998).

Através da análise de convergência foi posśıvel determinar que os “passos de tempo”

são fundamentais, já que, se a simulação for iniciada com valores muito elevados de passos

de tempo, o procedimento computacional apresenta grande instabilidade numérica e não

é posśıvel o cálculo. É fortemente recomendado que se inicie as simulações com valores

pequenos de passos de tempo, até que o pseudo-transiente se aproxime da convergência,

e ir gradativamente aumentando esses valores. O outro parâmetro fundamental para a

convergência, a “distância da parede”, têm relação direta com o valor de y+. Quanto maior

a distância da parede, maior o valor desse parâmetro. Para escoamentos recirculantes

simulados com o modelo κ − ε, recomenda-se que esse parâmetro possua valor entre 1 e

5, compreendendo a região da subcamada laminar.

Foi posśıvel perceber que as condições de contorno devem ser minuciosamente escolhi-

das, já que a convergência correta do problema depende de vários parâmetros de entrada.

As condições que apresentaram melhores resultados foram as de velocidade de referência,

U0 = 7, 72 m/s, e comprimento de referência, L0 = 9, 25 · 10−3 m. O perfil turbulento

de velocidade na entrada do domı́nio foi o que apresentou os resultados mais próximos

dos experimentais e por simulação DNS. O perfil constante apresentou bons resultados,

mas ficou evidente a discrepância na região acima do degrau na análise quantitativa dos

resultados.

Um detalhe importante foi a captura da bolha de recirculação secundária que se esta-

belece na base do degrau. A detecção desta estrutura não é trivial, mas pode ser captada

por todas as leis de parede. A lei de Cruz e Silva Freire (1998) foi a que apresentou

o maior tamanho desta bolha secundária, enquanto a lei de Mellor (1966) apresentou o

menor.
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A lei de Cruz e Silva Freire (1998) foi a que apresentou o maior custo computacional

dentre as quatro, chegando a demandar de 10 a 100 vezes mais de tempo de CPU para

realizar as simulações do que as outras três leis, que apresentam tempos de CPU muito

similares, com uma ligeira vantagem da lei logaŕıtmica clássica, que foi a que apresentou

o menor custo computacional dentre as leis estudadas. Esse aumento do custo compu-

tacional se deve ao número extra de iterações do algoŕıtmo de minimização de erro de

Fontoura Rodrigues (1990) para estabilizar o cálculo com leis mais complexas.

Os resultados obtidos para o primeiro caso-teste foram muito satisfatórios, já que

foram obtidos campos de pressão, velocidade, energia cinética de turbulência e dissipação

de energia cinética de turbulência coerentes, além de excelentes resultados quantitativos,

como os perfis de velocidade nos pontos de recirculação, recolamento e recuperação de

camada limite e o comprimento da bolha de recirculação.

No primeiro caso-teste, a lei de Nakayama e Koyama (1984) foi a que apresentou o

melhor desempenho, já que, além de apresentar bons resultados qualitativos e quantitati-

vos, foi capaz de fazê-lo com baixo custo computacional. Algo importante a ser colocado

é que esta lei foi capaz de obter o comprimento da bolha de recirculação muito próximo

do experimental e do modelo DNS.

Para o segundo caso-teste, utilizou-se, além do modelo κ − ε, o modelo κ − ω. Foi

realizada a simulação de um escoamento em um domı́nio de um canal divergente com

ângulo de divergência nulo. As condições de contorno da simulação foram determinadas

utilizando um domı́nio para desenvolvimento dos perfis de velocidade, energia cinética de

turbulência, dissipação de energia cinética de turbulência e dissipação espećıfica.

Nesse segundo caso-teste os resultados foram mais discrepantes dos experimentais do

que no primeiro caso-teste. Ainda assim, as leis de parede do modelo κ− ε apresentaram

bons resultados qualitativos e quantitativos, sendo capazes de captar a região do desco-

lamento de camada limite por gradiente adverso de pressão. Os resultados qualitativos

apresentados pelo modelo κ − ω foram bons, com campos coerentes, mas os resultados

quantitativos apresentaram grande discrepância dos experimentais, com diferenças de até

20

Assim como no caso-teste anterior, todas as cinco simulações foram capazes de captar

a bolha secundária, onde a lei de Cruz e Silva Freire (1998) foi a que apresentou o menor

tamanho desta bolha, enquanto a lei logaŕıtmica clássica apresentou o maior.
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Ficou clara a dificuldade de simulação com o modelo κ−ω, já que pequenas variações

nos parâmetros do código provocam divergência da simulação numérica. Além disso, é

um modelo que demanda uma malha extremamente refinada, já que não utiliza aux́ılio

de leis de parede para os cálculos. O tempo de CPU utilizado foi apenas ligeiramente

superior ao dos outros modelos, mas a dificuldade de convergência da simulação encon-

trada e os resultados discrepantes apontaram para a não recomendação de utilização do

modelo para o caso-teste em estudo. Sobre o modelo κ − ε, a lei de parede logaŕıtmica

clássica continuou apresentando leve vantagem sobre as outras em relação ao custo com-

putacional, apresentando bons resultados qualitativos e quantitativos, pecando apenas na

determinação do comprimento da região de recirculação, o que era esperado, já que é a

única lei incapaz de considerar o efeito dos gradientes de pressão.

Novamente, através de análise dos resultados quantitativos e qualitativos para este

segundo caso-teste, pôde-se determinar que a lei de Nakayama e Koyama (1984) foi a que

apresentou o melhor desempenho, já que, a um baixo custo computacional, foi capaz de

gerar bons resultados, com pouca discrepância dos dados experimentais.

Este estudo é de grande importância para a área de turbulência parietal, pois a uti-

lização de modelos de turbulência torna os procedimentos computacionais bem mais bara-

tos do que a utilização da simulação numérica direta (DNS). Sendo assim, com resultados

condizentes através obtidos com os modelos, é posśıvel baratear o custo das simulações

numéricas e o tempo destas simulações.
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ANEXOS

I − Resultados relativos ao estudo das condições de contorno

ideais para o caso-teste do degrau de Le, Moin e Kim (1996)

Resultados obtidos com as seguintes condições de contorno: perfil turbulento na en-

trada do domı́nio; u0 = 0, 0714 m/s; L0 = 1 m.

(a) Posição x/h = 4 (b) Posição x/h = 6

Figura I.1: Perfis de velocidade das últimas 5000 iterações da lei logaritmica clássica

(a) Posição x/h = 4 (b) Posição x/h = 6

Figura I.2: Perfis de velocidade das últimas 5000 iterações da lei de Mellor (1966)
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(a) Posição x/h = 4 (b) Posição x/h = 6

Figura I.3: Perfis de velocidade das últimas 5000 iterações da lei de Nakayama e Koyama
(1984)

(a) Posição x/h = 4 (b) Posição x/h = 6

Figura I.4: Perfis de velocidade das últimas 5000 iterações da lei de Cruz e Silva Freire
(1998)
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(a) Lei logaŕıtmica clássica (b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984) (d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura I.5: Valores de y+

(a) Lei logaŕıtmica clássica (b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984) (d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura I.6: Valores de erro
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(a) Lei logaŕıtmica clássica (b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984) (d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura I.7: Valores de norma

(a) Lei logaŕıtmica clássica (b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984) (d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura I.8: Valores de tempo de escoamento simulado e tempo de CPU
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(a) Lei logaŕıtmica clássica

(b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984)

(d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura I.9: Campos de pressão para as quatro leis de parede
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(a) Lei logaŕıtmica clássica

(b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984)

(d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura I.10: Campos de velocidade para as quatro leis de parede
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(a) Lei logaŕıtmica clássica

(b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984)

(d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura I.11: Campos de energia cinética de turbulência para as quatro leis de parede
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(a) Lei logaŕıtmica clássica

(b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984)

(d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura I.12: Campos de taxa de dissipação de turbulência para as quatro leis de parede
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(a) x/h = 4

(b) x/h = 6

Figura I.13: Perfis de velocidade nas regiões de recirculação e recolamento de camada
limite
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(a) x/h = 10

(b) x/h = 19

Figura I.14: Perfis de velocidade nas regiões de recuperação
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Resultados obtidos com as seguintes condições de contorno: perfil turbulento na en-

trada do domı́nio (diferente do perfil que apresentou os melhores resultados); u0 = 7, 72

m/s; L0 = 9, 5 · 10−3 m.

(a) Posição x/h = 4 (b) Posição x/h = 6

Figura I.15: Perfis de velocidade das últimas 5000 iterações da lei logaritmica clássica

(a) Posição x/h = 4 (b) Posição x/h = 6

Figura I.16: Perfis de velocidade das últimas 5000 iterações da lei de Mellor (1966)

84



(a) Posição x/h = 4 (b) Posição x/h = 6

Figura I.17: Perfis de velocidade das últimas 5000 iterações da lei de Nakayama e Koyama
(1984)

(a) Posição x/h = 4 (b) Posição x/h = 6

Figura I.18: Perfis de velocidade das últimas 5000 iterações da lei de Cruz e Silva Freire
(1998)
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(a) Lei logaŕıtmica clássica (b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984) (d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura I.19: Valores de y+

(a) Lei logaŕıtmica clássica (b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984) (d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura I.20: Valores de erro
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(a) Lei logaŕıtmica clássica (b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984) (d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura I.21: Valores de norma

(a) Lei logaŕıtmica clássica (b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984) (d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura I.22: Valores de tempo de escoamento simulado e tempo de CPU
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(a) Lei logaŕıtmica clássica

(b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984)

(d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura I.23: Campos de pressão para as quatro leis de parede
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(a) Lei logaŕıtmica clássica

(b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984)

(d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura I.24: Campos de velocidade para as quatro leis de parede
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(a) Lei logaŕıtmica clássica

(b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984)

(d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura I.25: Campos de energia cinética de turbulência para as quatro leis de parede
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(a) Lei logaŕıtmica clássica

(b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984)

(d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura I.26: Campos de taxa de dissipação de turbulência para as quatro leis de parede
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(a) x/h = 4

(b) x/h = 6

Figura I.27: Perfis de velocidade nas regiões de recirculação e recolamento de camada
limite
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(a) x/h = 10

(b) x/h = 19

Figura I.28: Perfis de velocidade nas regiões de recuperação
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Resultados obtidos com as seguintes condições de contorno: perfil turbulento na en-

trada do domı́nio; u0 = 0, 0714 m/s; L0 = 1 m.

(a) Posição x/h = 4 (b) Posição x/h = 6

Figura I.29: Perfis de velocidade das últimas 5000 iterações da lei logaritmica clássica

(a) Posição x/h = 4 (b) Posição x/h = 6

Figura I.30: Perfis de velocidade das últimas 5000 iterações da lei de Mellor (1966)
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(a) Posição x/h = 4 (b) Posição x/h = 6

Figura I.31: Perfis de velocidade das últimas 5000 iterações da lei de Nakayama e Koyama
(1984)

(a) Posição x/h = 4 (b) Posição x/h = 6

Figura I.32: Perfis de velocidade das últimas 5000 iterações da lei de Cruz e Silva Freire
(1998)
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(a) Lei logaŕıtmica clássica (b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984) (d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura I.33: Valores de y+

(a) Lei logaŕıtmica clássica (b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984) (d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura I.34: Valores de erro
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(a) Lei logaŕıtmica clássica (b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984) (d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura I.35: Valores de norma

(a) Lei logaŕıtmica clássica (b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984) (d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura I.36: Valores de tempo de escoamento simulado e tempo de CPU
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(a) Lei logaŕıtmica clássica

(b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984)

(d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura I.37: Campos de pressão para as quatro leis de parede

98



(a) Lei logaŕıtmica clássica

(b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984)

(d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura I.38: Campos de velocidade para as quatro leis de parede
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(a) Lei logaŕıtmica clássica

(b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984)

(d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura I.39: Campos de energia cinética de turbulência para as quatro leis de parede
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(a) Lei logaŕıtmica clássica

(b) Lei de Mellor (1966)

(c) Lei de Nakayama e Koyama (1984)

(d) Lei de Cruz e Silva Freire (1998)

Figura I.40: Campos de taxa de dissipação de turbulência para as quatro leis de parede
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(a) x/h = 4

(b) x/h = 6

Figura I.41: Perfis de velocidade nas regiões de recirculação e recolamento de camada
limite
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(a) x/h = 10

(b) x/h = 19

Figura I.42: Perfis de velocidade nas regiões de recuperação
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