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RESUMO

O trabalho a seguir utiliza uma ferramenta computacional para modelar trincas em placas
metélicas, utilizando o Método dos Elementos de Contorno e o Método dos Elementos de
Contorno Dual. Inicialmente, sdo apresentados resultados para o fator de intensidade de
tensdo em modo de abertura usando a técnica da correlacdo de deslocamentos - fazendo uso
de elementos quadraticos padréo, elementos de ponto a um quarto e elementos de ponto a um
quarto com singularidade de tragdo - e a Integral J, comparando os resultados obtidos
numericamente com resultados analiticos. Em seguida, é utilizado um algoritmo de
propagacdo de trincas para simular exemplos para materiais isotrépicos que contemplam
carregamento em modo misto, usando os fatores de intensidade de tensdo em modo | e 1l para
calcular o angulo de propagacdo e o tamanho do incremento pelo Critério da Minima
Densidade de Energia de Deformacdo. A vida em fadiga é obtida através da integracdo da Lei
de Paris, modificada pelo modelo de fechamento de trinca induzido por plasticidade. Os
resultados numéricos sdo, por fim, comparados a dados experimentais disponiveis na
literatura, o que acaba por validar o modelo numérico correspondente.

Palavras chaves: Método dos Elementos de Contorno, Mecanica da Fratura, Fadiga.

ABSTRACT

This work uses a tool to model problems of crack propagation in metallic plates, using the
Boundary Element Method and its Dual form. On the first moment, the mode | stress intensity
factor results are presented using the correlation displacement method - by means of quadratic
element, quarter-point element and quarter-point element with traction singularity - and the J-
integral. Then, a crack propagation algorithm is used to simulate examples for isotropic
material under mixed fracture mode, using mode | and mode Il stress intensity factors to
calculate the propagation angle and the increment length using the Minimum Strain Energy
Density Criterion. The fatigue life is obtained through the Paris Law integration, modified
by the crack closure model. The numerical results are compared to the experimental data,
validating the algorithm used in this study.

Key words: Boundary Element Method, Fracture Mechanics, Fatigue.
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1 INTRODUGCAO

1.1 Motivagao

No principio do desenvolvimento tecnologico, as técnicas utilizadas e o conhecimento teoérico acerca
da fabricagdo de materiais metalicos eram rudimentares, o que contribuia para o encarecimento de
qualquer projeto que fizesse uso desses; no século XIII, por exemplo, as expensas de uma armadura
completa para cavalo e cavaleiro equiparava ao custo de uma unidade do blindado inglés Centurion,

usado na Segunda Guerra Mundial (Broek, 1982).

Conforme a tecnologia foi se desenvolvendo, a aplicabilidade na utilizagdo dos metais foi
crescendo e, com ela, surgiram inumeras falhas estruturais que tiveram de ser estudadas a fim de que a
vida desses materiais fosse prolongada ao maximo, ¢ o custo na respectiva reposi¢do dos mesmos,
reduzido. A utilizagdo teve seu auge com a Revolugdo Industrial, principalmente em sua fase
expansionista, no século XIX. Com a mudanca de paradigma que tornava quase extinta a produgdo
artesanal, houve a necessidade de se criar um novo modelo logistico que conseguisse escoar a
producdo em larga escala com eficiéncia. Foi entdo que as ferrovias comegaram a surgir. Na Gra
Bretanha, ber¢o da Revolugdo, inimeros acidentes relacionados a construgao de vias-férreas foram
registrados na época, visto que o conhecimento sobre Mecanica da Fratura era extremamente limitado.
Uma parcela desses acidentes era consequéncia de projetos falhos, mas algumas outras causas
consideram as imperfei¢cdes decorrentes dos processos de fabricagdo dos materiais utilizados no
passado, e o fato de tais defeitos estarem relacionados com o inicio de trincas e processos de fratura
em elementos mecanicos. Foi necessaria, entdo, uma melhoria nos processos de fabricagdo em
concomitincia com o desenvolvimento intelectual no sentido de compreender o comportamento dos

materiais, para que finalmente o nimero de desastres fosse reduzido para uma quantidade aceitavel.

Embora a presenga de trincas ndo seja algo que possa ser evitado, ha uma urgéncia cada vez
mais crescente de se projetar estruturas com fator de seguranga menor, ou seja, otimizadas (mais
baratas, mas, ainda sim, resistentes). Torna-se necessario, entdo, estudar como essas imperfeigoes
estruturais crescem, para que possamos intuir 0 momento exato de realizar a manutengdo necessaria da

peca trincada, evitando a falha estrutural € o desperdicio econdmico.
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1.2 Panorama histérico das falhas mecéanicas por fratura

As falhas devido a fratura tém sido um problema recorrente na historia da humanidade. Conforme
avancamos tecnologicamente, o fendmeno se faz ainda mais presente e perigoso — tendo em vista que
0s projetos de engenharia se tornam cada vez mais complexos. Antes mesmo das descobertas de
Poisson, Lamé, Saint-Venant e Navier no campo da resisténcia dos materiais, no inicio do século
XVIII, DaVinci e Galileu ja haviam conduzido experimentos responsaveis por investigar a resisténcia
mecanica de diferentes materiais, ainda no século XV, sendo que a este Gltimo atribui-se a autoria do
termo “resisténcia a fratura”. Isso demonstra a tentativa constante de compreender o que exatamente

leva um elemento mecéanico a falhar.

Formalmente, o projeto de engenharia preocupa-se em impedir falhas mecanicas por colapso
pléstico. Para um projeto estatico, o pard@metro que ira definir o fator de seguranga de projeto é o limite
de escoamento do material. Do ponto de vista de carregamento ciclico, faz-se necessario projetar
utilizando um dos trés Métodos da Vida sob Fadiga. O objetivo desses métodos é predizer a vida, em
namero de ciclos, até a ocorréncia da falha, considerando um carregamento especifico (Shigley,
Mischke e Budynas, 2005). Os dois primeiros — Fadiga em alto ciclo ou fadiga controlada por tensdes
ciclicas e a Fadiga em baixo ciclo ou fadiga controlada por deformagdes ciclicas — ndo consideram a
possibilidade de existir uma imperfeicdo no material, ou seja, uma trinca, que sob carregamentos
ciclicos, pode vir a se propagar continuamente; para esse caso, cabe a formulagdo de Propagacao de

trincas por fadiga avaliar a vida de pecas que ja possuem fissuras.

A fratura por fadiga ocorre quando um elemento é submetido a esforcos ciclicos, cuja
magnitude pode ser varidvel, e que levard a propagacdo de uma trinca ja pertencente, interna ou
externamente, a estrutura. A geometria e o carregamento influenciam de maneira significativa a
fadiga, sendo esses 0s principais parametros passiveis de serem manipulados em projeto. A
propagacdo de trincas por fadiga pode levar a falhas catastroficas em forma de fraturas subitas,
chamadas frageis. Cabe entdo a Mecénica da Fratura determinar se uma imperfeicao tipo trinca levara

um componente a fratura calamitosa, estando essa submetida a tensGes normais de servico.

Embora a fratura fragil ndo seja um fenémeno de falha tdo comum quanto a fadiga e a
flambagem, existem registros de falhas catastréficas a fratura fragil desde o século XX até os tempos
atuais. Fratura fragil é um tipo de falha mecénica que ocorre independentemente de deformacéo
pléastica prévia do material; é de natureza fulminatoria e caracteriza-se pela formagdo de uma

superficie de fratura plana (clivagem).

Shank (1953) e Parker (1957) publicaram uma série de registros de falhas estruturais por
fratura fragil no final do século XIX, quando membros da British Iron and Steel Institute reportaram

fraturas desse tipo no aco.
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Em Boston, 15 de janeiro de 1919, a estrutura de um tangque contendo mais de dois milhdes de

galdes de melago falhou, afogando 12 pessoas e ferindo outras 40 (Figura 1).

Figura 1. Falha de tanque em Boston, 1919. (<http://edp.org/molasses.htm>, acesso em 14/09/2012)

Uma nova era de acidentes veio com o advento da soldagem, no final da primeira metade do
século XX. Indmeras pontes falharam por fratura fragil naquele periodo. A natureza das falhas
estruturais contemplava um regime brando de carregamento, em baixas temperaturas, com falhas
stbitas cujo inicio se dava na parte soldada. Muitos estudos nessa area foram iniciados, embora ndo
houvesse grande preocupacgdo por parte da inddstria em entender o motivo desses acidentes até o
colapso da Ponte Pleasant em Point Pleasant, West Virginia, 15 de dezembro de 1967 (Barsom &
Rolfe, 1977), ilustrado na Fig. 2. As pesquisas indicaram que defeitos no material e concentradores de

tensdo eram alguns dos causadores das falhas.

Um registro mais recente de acidente por propagacao de trinca a fadiga que vale ser citado é
do voo 243 da Aloha Airlines em 1988, onde parte da fuselagem de um Boeing 737 se soltou em pleno

ar (Figura 3).

Em projetos modernos, a fratura junto a propagacdo de trincas por fadiga é comum em
elementos de maquina com geometria complexa, que inevitavelmente exibem concentradores de
tensdo e se encontram sob esforco ciclico intenso, como virabrequins, bielas de pistdo e outros tipos de

eixos motores e pinos.
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Figura 2. Colapso da Ponte Pleasant, Point Pleasant, 1967. (<http://www.herald-dispatch.com>, acesso em
14/09/2012)

Figura 3. Acidente com um Boeing 737 da Aloha Airlines, 1988. (<http://www.airdisaster.com>, acesso em
15/09/2012)

A Mecanica da Fratura tenta, portanto, prever quando que uma trinca pode vir a causar falhas
mecanicas, permitindo ao engenheiro projetar com mais seguranca e viabilidade econémica. O
presente trabalho tem por finalidade estudar a propagacao de trincas por fadiga fazendo uso das teorias
da Mecénica da Fratura Linear Elastica e Fadiga em conjunto com a formulagdo do Método dos

Elementos de Contorno, assuntos estes abordados ao longo do presente documento.
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2 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

2.1 Introducéao

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) se desenvolveu consideravelmente desde seu
surgimento, e hoje representa um substituto ideal ao Método dos Elementos Finitos (MEF) em
problemas que contemplam concentradores de tensdo ou dominios que se estendem ao infinito
(Brebbia & Dominguez, 1992), o primeiro comumente encontrado em analises de Mecéanica da
Fratura. Nesses exemplos, 0 MEC tem se mostrado superior, exibindo melhor precisdo aliado a um

menor custo computacional.

A principal diferenca acerca de ambas as formulacGes é que enquanto 0 MEF necessita de uma
discretizagdo de dominio — com elementos de volume no caso de problemas 3D — e com uma malha
ligeiramente mais refinada, 0 MEC exibe a mesma ordem de precisdo diante de uma discretizacdo
mais grosseira, tendo de considerar apenas o contorno, ou, no caso tridimensional, utilizar elementos
de superficie. Assim, implementar o cddigo de elementos de contorno em conjunto com geradores de
malha torna-se um exercicio mais simples, no qual corriqueiras mudancas na geometria do problema

ndo implicam em uma consequente remodelagem da malha.

O MEC utiliza em sua formulacdo os conceitos matematicos do delta de Dirac, o teorema de
Gauss-Green e o0 teorema da Divergéncia, com o intuito de manipular as equagdes diferenciais
governantes e converté-las em equacdes integrais equivalentes. O método necessita ainda das
chamadas solugbes fundamentais para converter as equagdes integrais em equagdes integrais de

contorno, bem como a precisa determinacgéo das condic¢des de contorno do problema.

2.2 Método dos Elementos de Contorno Dual

Em 1971, Cruse & Buren aplicaram pela primeira vez o Método dos Elementos de Contorno a
problemas de Mecénica da Fratura, obtendo resultados razoaveis no céalculo dos fatores de intensidade
de tensdo (Sato, 2009). Entrementes, os pesquisadores se depararam com uma degeneracdo
matematica da formulacdo para situagfes nas quais as faces da trinca jaziam em mesmo plano. Dessa
forma, as primeiras simulagdes contemplavam a modelagem de apenas uma parte do objeto trincado,

limitando a abordagem a problemas simétricos.
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Vérias alternativas foram propostas para resolver o problema das faces coplanares, mas foi
apenas em 1992 que Portela et al. desenvolveram o chamado Método dos Elementos de Contorno Dual
(MECD). Ao contrario das abordagens anteriores, que utilizavam a formulagdo de multi-regides, o
MECD utiliza uma Unica regido e aproveita a singular caracteristica do Método dos Elementos de
Contorno — a modelagem apenas do contorno; isso permite a insercdo de novos elementos na mesma
malha, conforme a trinca for se propagando, caracteristica essa ideal, tendo em vista a natureza dos
problemas de Fratura. A ndo obrigatoriedade no remodelamento da malha constitui uma grande
vantagem do MECD se comparado ao MEF.

Neste trabalho, a estratégia de modelar parte de um objeto trincado, aproveitando sua simetria,
sera estudada através do programa ElastQuadratico.m. A modelagem de toda a pega seguird a
formulacdo do MECD, sendo investigada através do algoritmo de propagagdo intitulado dual.m.
Ambos foram desenvolvidos em MatLab® e implementados pelo Professor Dr. Eder Lima de

Albuquerque.

2.3 Formulacgéo

A formulacdo do Método dos Elementos de Contorno aplicado a elasticidade plana deve inicialmente
definir a equacgdo para o equilibrio de forcas e momentos. A dedugdo das equagdes apresentadas a
seguir foi suprimida tendo em vista que uma demonstracdo mais aprofundada do MEC fugiria do
escopo deste trabalho, uma vez que a implementacdo do método ndo é o objetivo deste estudo. As
equacdes para o equilibrio de forcas e momentos, bem como a relag¢do constitutiva enunciada a seguir,
servem apenas como uma breve introducdo as relagGes dispostas nas Equaces (5) e (6). Informacdes
mais detalhadas sobre a formulacdo do MEC aplicado a elasticidade plana podem ser encontradas em
Brebbia (1992), Kane (1994) e Katsikadelis (2002).

Utilizando a notagdo indicial, o equilibrio de forcas de um elemento infinitesimal dentro de

um dominio Q pode ser expresso através da Eq. (1) (Brebbia, 1992).
O-ij,j + bi = 0, (1)

na qual i e j denotam as coordenadas cartesianas, o;; € 0 tensor de tensGes e b; € o vetor de forcas de

corpo. O equilibrio de momentos sera da forma:
oij = Oji. (2)

A sequéncia da formulacdo elastica linear define o vetor de forcas de superficie t;, bem como
o tensor de deformacdes, que originara uma relacdo com o tensor de tensdes em uma equacao

constitutiva (Equagéo 3).

O'ij = /15ij£kk + 2[18]1 (3)
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As chamadas constantes de Lamé, A e u, dependem do modulo de elasticidade E e da razdo de

Poisson v.

A formulacdo integral de contorno definird equagdes governantes com base numa fungdo
vetorial continua chamada fungdo peso residual (u;*), que representa o deslocamento de um estado

elastostatico em um dado dominio . Dessa forma, escrevemos (Brebbia, 1992):

f(o-ij'j + bi)uk*dQ = 0. (4)
Q

Manipulando a equacdo acima e finalmente utilizando o Teorema de Gauss-Green para
transformar integrais de dominio em integrais de contorno, temos a equacao integral de contorno para

deslocamentos e forcas de superficie, dados, respectivamente, por (Sato, 2009):

cij(x')uj(x')+ jt*ij(x',x)uj(x)dl“(x) = fu*ij(x',x)tj(x)dl“(x), (5

r r
N , : ,
360 (x) f Siij (%, X Jure (DAL (x) = my(x) f Dyij(x', 2)ti ()AL (), (6)
r r

nas quais I' corresponde ao contorno; c;; denota uma constante de integragéo proporcional ao angulo
entre duas superficies (com o valor de 1/2 d;; para contornos suaves, onde &;; € o delta de Kronecker);
u; e t; denotam deslocamentos e forcas de superficies nodais, respectivamente; t*;; e u*;; denotam as
solugBes fundamentais para tracdo e deslocamento para o ponto x, respectivamente; x e x’ sdo
denominados pontos campo e fonte, respectivamente (a distancia entre eles é denotado por r); n;
denota a normal unitaria externa ao contorno do ponto fonte; Sy;; € Dy;; representam as derivadas das

solugbes fundamentais (Sato, 2009). As expressdes para as solugBes fundamentais supracitadas

encontram-se abaixo (Sato, 2009):

- dr/d?’l [(1 - 21/)511 + 27’,17’,1] + (1 - ZV)(an'J - leT"l')

t*“ = )
Y 4r(1 — v)

()

3 —B = 4)§;iIn(r) + 77
i = 8nG(1— v) ’

(8)

na qual G é o médulo de elasticidade transversal (médulo de Coulomb).

As Equacdes (5) e (6) constituem a base da formulacdo do Método dos Elementos de
Contorno Dual. O MECD aplica cada uma dessas equagdes em uma superficie diferente da trinca;
embora 0 caminho de propagacdo permaneca o mesmo, a aplicacdo de duas equacdes integrais de
contorno distintas e linearmente independentes resolve o problema causado pelos pontos fonte com
coordenadas coincidentes nas faces da trinca. Tal estratégia constituird o procedimento para tratar o

problema de propagacao de trincas em um Unico dominio.
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3 MECANICA DA FRATURA

3.1 Introducéo

Objetivamente falando, a Fratura pode ser definida como um processo de formagdo de novas
superficies no material. Do ponto de vista microscopico, novas superficies sdo formadas devido a
quebra das ligagGes interatbmicas no solido, podendo ainda ser classificada em cinco tipos distintos:
clivagem, quase clivagem, alveolar, intergranular e de fadiga. Ja do ponto de vista macroscapico, a
Fratura pode ser vista como sendo a separacdo da superficie de um solido em uma ou mais partes
resultando no aparecimento de trincas que crescem diante de um carregamento, sendo classificada em

dactil, fragil ou ainda ductil-fragil.

Considere uma trinca se propagando em uma estrutura. Ela crescera com o tempo frente a
aplicacdo de cargas e diante de reacdes a fatores ambientais (Figura 4). Quanto maior a trinca, maior o
concentrador de tensao relacionado, o que implicara diretamente no aumento da taxa de propagacédo da

trinca, diminuindo, por consequéncia, a resisténcia mecanica do material em quest&o.

Tamanho da
trinca

—— ciclagem
— tempo

Figura 4. Curva de crescimento da trinca (Broek, 1982)
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Diante de tal problemética, a Mecénica da Fratura surge para responder questGes que
contemplam as implicacdes mecénicas desse tipo de falha estrutural; questionamentos do tipo (Broek,
1982):

a) Qual seria 0 tamanho critico de uma trinca submetida a cargas normais de servi¢o?
b) Quanto tempo leva para, uma vez aplicadas tais cargas, a trinca crescer até seu tamanho critico?
¢) Quantas vezes uma estrutura deve ser inspecionada para que a seguranca seja sempre mantida?

O inicio das pesquisas no campo da Fratura comegou com Leonardo da Vinci, ainda no século
XV, com investigagcbes que proporcionaram pistas sobre a causa primordial do problema de
propagacdo de trincas. Leonardo mediu a resisténcia de fios de ago e descobriu que tal propriedade
comportava-se de forma inversamente proporcional ao tamanho do fio - o chamado “efeito do
comprimento”, uma caracteristica importante em Fratura. Tais resultados, ainda que qualitativos,
implicaram na conclusdo de que fios maiores significavam uma maior probabilidade de conter uma

falha, ou seja, trincas no material se relacionam diretamente com a resisténcia mecanica do sélido.

Foi apenas cinco séculos depois que os primeiros resultados quantitativos surgiram. Em 1907,
Wieghardt' desenvolveu uma pesquisa responsavel pela deteccdo da existéncia de singularidade das
tensdes em problemas de propagacéo de trincas, fornecendo a solucdo para essa questdo (Sato, 2009).
Em 1913, Inglis determinou a magnitude do concentrador de tensGes em analise a entalhes elipticos
em placas planas. Finalmente em 1920, Griffith conduziu uma pesquisa na qual se aplicou uma anélise
de tensdo do mesmo furo eliptico (estudado por Inglis sete anos antes) a uma propagacéao instavel de
trinca. Usando a Primeira Lei da Termodindmica, Griffith foi capaz de formular uma teoria que

resolvia o problema ao fazer uso de um simples balango de energia — a base da teoria moderna.

Apo6s o término da Segunda Guerra Mundial, a teoria de Griffith foi expandida por outros
pesquisadores da area, entre eles, o lider do grupo de estudo de Mecénica da Fratura do Laboratério de
Pesquisa Naval americano, o Dr. G. R. Irwin. A primeira grande contribuicdo do pesquisador
americano foi aplicar a abordagem vista no Método de Griffith aos metais, incluindo a dissipagdo de
energia da deformacédo plastica local ao balanco energético proposto anteriormente. Nesse mesmo
periodo vale citar as contribui¢fes de outros pesquisadores, como Orowan e Mott, cujos trabalhos sdo

citados com mais detalhes em Anderson (1995).

Em 1956, Irwin apresentou outra alternativa ao modelo de Griffth utilizando uma abordagem
mais conveniente a analise de engenharia, a chamada taxa de alivio de energia potencial. No ano
seguinte, Irwin aproveitou um artigo publicado por Westergaard® em 1938 para mostrar que 0s
deslocamentos e as tenses proximas a ponta da trinca estavam relacionados por uma Unica constante;

tal pardmetro ficou conhecido posteriormente como fator de intensidade de tenséo.

1'Bearing pressures and cracks', Journal of Applied Mechanics, Trans. ASME 6, A.49-A.53.
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Assumindo que haja uma trinca no material - hipdtese primordial previamente estabelecida
pela Mecénica da Fratura - existem duas formas pelas quais uma estrutura pode vir a colapsar. A
primeira delas assume uma solicitacdo atipica e pontual; j& a outra hipGtese prevé a atuacdo de
esforgos ciclicos, cujas frequéncias e amplitudes podem ser varidveis, o que caracteriza o fenémeno de
Fadiga. A aplicacdo da metodologia de Mecénica da Fratura a problemas de fadiga foi desenvolvido
pela primeira vez em 1960, por Paris & Erdogan. Embora tenha sido apenas em 1961 que Paris et al.
conseguiram demonstrar que a constante fisica que controlava a propagacgdo de trincas era o fator de

intensidade de tensdes, proposto por Irwin cinco anos antes.

Os topicos que se seguem discorrem mais aprofundadamente sobre os trabalhos dos
pesquisadores supracitados, apresentando os fundamentos da Mecénica da Fratura. As descobertas de
Paris et al. serdo tratadas apenas na segunda parte deste trabalho, ap0s a apresentacdo das teorias que

tratam do fendmeno de Fadiga dos Materiais.

3.2 Mecanica da Fratura Linear Elastica

3.2.1 Concentracédo de Tensdes

Embora as pesquisas no campo da Mecanica da Fratura tenham comegado com alguns experimentos
realizados por Leonardo da Vinci no século XV, o primeiro pesquisador a propor um modelo
matematico consistente ao problema de propagacao de trincas foi Inglis, em 1913; e foi a partir dessa

pesquisa que tal disciplina se desenvolveu.

Inglis propds o estudo de uma placa que abriga um furo eliptico dentro de seus limites, cujas
dimensBes sdo infinitamente menores que as proprias dimensdes da placa. Um carregamento no

infinito no sentido de traciona-la é aplicado, como observado na Fig. 5.

B

bl

Figura 5. Entalhe eliptico em uma placa infinita (Sato, 2009)

21



A pesquisa revelou que nas extremidades do furo - onde o raio de curvatura é o menor
possivel - existe uma concentracdo de tens@es. Inglis traduziu tal conceito em uma equagdo para as
tensdes nessa extremidade (Equacéo 9).

oy=0 (1 + 27(1), €)

na qual o4 denota as tensdes no ponto A da Fig. 5.

Em analise a equacdo acima é possivel inferir que quanto maior for o pardmetro denotado pela
letra a em relagdo a altura b, mais proximo de uma trinca aguda a elipse se aproxima. Dessa forma, é

mais conveniente reescrevermos tal expressdo em funcgao do raio de curvatura.

a
ou=0|1+2 E, (10)

2 , R .
naqual p = b /a é o raio de curvatura da elipse.

Na situacdo especifica em que o raio de curvatura tender ao valor nulo, o furo representara
uma trinca cujas tensGes em suas extremidades tenderdo, por sua vez, a valores extremamente altos.
Nesse caso, é possivel concluir que tal modelo ndo representa de forma precisa 0 comportamento
fisico dos materiais, ja que, caso o fizesse, a simples presenga de trincas representariam a falha
mecanica em Gltima instancia, estabelecendo, inclusive, a condi¢do de sindnimos a tais termos. E
evidente que nenhum material suporta tensdes que tendem ao infinito, e foi exatamente sobre essa

discrepancia fisica que Griffith centrou sua pesquisa, a ser discorrida no topico seguinte.

3.2.2 O Critério da Energia de Griffith

O balanco energético realizado por Griffith é considerado por muitos autores o inicio dos estudos de
Mecénica da Fratura. A pesquisa trabalha sob a hipétese de que o crescimento de uma trinca ocorre
quando a energia disponivel para sua propagacdo € suficiente para superar a resisténcia do material
em analise. Tal resisténcia tem de incluir a energia para formar novas superficies, o trabalho plastico
relacionado ou qualquer outro tipo de dissipacdo associada com a propagacdo da respectiva trinca
(Anderson, 1995).

Em 1921, Griffith publicou seu trabalho pioneiro, intitulado “The Phenomena of Rupture and
Flow in Solids”, no qual foi proposto que a propagacdo de trincas, como qualquer fenémeno fisico, s6
poderia ocorrer se obedecesse a Primeira Lei da Termodinamica. Nesse artigo o pesquisador
conseguiu explicar o crescimento de uma trinca fazendo uso de um balango energético, cujas equacdes

demonstraram claramente o efeito do tamanho das trincas nos solidos.
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Utilizando a solugdo obtida por Inglis, Griffith conseguiu obter a tensdo de fratura de uma
placa trincada como sendo inversamente proporcional a raiz quadrada do comprimento da respectiva
trinca. Sendo assim, o pesquisador propds uma solucdo ao paradoxo da teoria anterior, que afirmava
que a resisténcia mecénica do corpo de prova independia do tamanho da trinca nele contida.

Griffith realizou diversos experimentos utilizando corpos de prova no formato de tubos
circulares e bulbos esféricos - ambos trincados e fabricados com fibra de vidro, um material fragil -
cuja trinca em seu dominio possuia 2a de comprimento por B de espessura, como ilustrado na Fig. 6
(para uma formulacg&o tedrica levemente destoante da préatica, embora ainda pertinente).

Figura 6. Modelo de placa utilizado por Griffith em seus estudos (Sato, 2009)

Os experimentos de Griffith seguiram a metodologia utilizada previamente pelo Laboratério
de Pesquisa Naval americano - responsavel por investigar a resisténcia mecéanica de corpos de prova
constituidos de fibra de vidro. Essa primeira pesquisa demonstrou o decrescimento do logaritmo da
resisténcia média do vidro como uma fungéo do logaritmo do comprimento do sélido (Figura 7), o que

acabou por corroborar com as pesquisas de Leonardo da Vinci séculos antes (Gdoutos, 2005).

No gréfico da Fig. 7, a curva superior representa os corpos de prova cuja fabricacdo foi mais
rigorosa, atentando para a prevengdo maxima de imperfeices em suas estruturas; a curva inferior
expressa 0s resultados de solidos que continham indmeras falhas. A explicacdo desse fendbmeno
advoga sob a tese de que todo o material possui imperfeicdes, e que essas Sa0 responsaveis
diretamente pela reducdo da resisténcia do material que as contém. Estatisticamente falando, hd mais
chances de um volume maior conter mais falhas desse tipo; muito embora tenha sido apenas com 0s
trabalhos de Griffith que o efeito de tamanho fora estudado de forma mais aprofundada, tendo sido

apresentado uma metodologia plausivel que explicasse tal efeito.
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Figura 7. Gréfico log x log da variacéo da resisténcia pelo comprimento de corpos de prova de fibra de vidro
(Gdoutos, 2005)

Motivado pelo fato de que os corpos de prova apresentavam a ruptura sob cargas nominais
muito menores que as previstas pela teoria, o pesquisador iniciou sua investigacdo. Segundo ele, em
materiais idealmente frageis, a trinca cresceria de forma instavel, caso a energia de deformacéo
liberada pelo proprio avango da fissura de um elemento infinitesimal de material fosse maior que a
energia de superficie absorvida para esse pequeno incremento (Sato, 2009). Finalmente, o balango
energético de Griffith considera a mesma placa infinita proposta por Inglis (Figura 6). Assim, para um

incremento de trinca dA, tem-se:

dEr dH+ dWS_O "
dA ~ dA dA an

na qual E; denota a energia total do sistema, I representa a energia potencial do corpo e W é a
energia de formacg&do de novas superficies.

Griffith ainda expressou as grandezas que equacionam a energia potencial e a energia de

formacdo, dispostas abaixo.

H=n no’a’B 12
na qual I, denota a energia potencial do sélido sem trinca.
Ws = 2(2aBys), (13)

na qual ys € a energia eléstica de superficie do material.

Substituindo as Equacdes (12) e (13) na Eg. (11), temos a tensdo de fratura para materiais

idealmente frageis:

1/2

- "

24



na qual o5 denota a tensao de fratura.

Embora a Eq. (14) constitua uma solucéo particular, Griffith ainda foi capaz de expandir seu
teorema de forma a contemplar o momento critico onde ocorre a fratura no sélido, generalizando sua
formulacédo (Gdoutos, 2005).

3.2.3 A Equacao de Griffith Modificada

Embora o Critério de Griffith discorrido do topico anterior tenha representado um grande salto na
formulagdo matematica de problemas de propagagéo de trincas, suas equagdes ainda atuavam sob uma
restricdo no que concerne o tipo de material. Considerando que 0s experimentos pensados para estudar
o fenémeno fisico em questdo tenha somente utilizado o vidro como material para a fabricacdo dos
corpos de prova, a teoria de Griffith, portanto, equacionava apenas 0 comportamento de materiais
idealmente frageis, subestimando assim, o fendmeno de fratura em materiais dlcteis. Foi apenas em
1948 que Irwin e Orowan modificaram a Eq. (14) atentando para a consideracdo de metais capazes de
realizar deformacdo plastica (Anderson, 1995). A expresséo supracitada é dada por:

(15)

<(ZEV5 + yp)>1/2
O-f =\ ,
mna

na qual y,, denota o trabalho plastico por unidade de area de superficie criada, e y, representa a energia

total responsavel por quebrar as ligagdes intermoleculares do solido.

A Eqg. (15) ainda pode ser generalizada para contemplar outros materiais, que ndo metais em

exclusivo. Assim, enuncia-se:

2Ewp\'/?
r :( na ) ’ (16)

na qual wy denota a energia de fratura, podendo incluir efeitos plasticos, viscoelasticos e

viscoplasticos, dependendo do material estudado.

Em seu trabalho de 1956, Irwin propds o conceito nomeado Taxa de Alivio de Energia
Potencial, G, um parametro mais conveniente para a analise de engenharia, e que representa 0
montante de energia necessario para a trinca crescer, sendo absorvida por ela para provocar tal

propagacao.
G=——. 17)
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Embora o parametro acima seja referenciado como “taxa”, é importante salientar que a
derivada ndo diz respeito a uma mudanga no tempo; dII varia com relacdo a &rea da trinca. Para a

placa ilustrada na Fig. 6, o parametro G pode ser reescrito na forma:

G=— . (18)

A equagdo anterior servird para a dedugdo do Fator de Intensidade de Tensbes, a ser

comentado posteriormente.
3.2.4 Modos de Carregamento

Dois anos mais tarde de Irwin apresentar sua equagdo para o pardmetro G (Equagao 18), o pesquisador
deduziu, fazendo uso da teoria da elasticidade, a distribui¢do de tensdes proxima a ponta da trinca,

associada com trés modos de carregamento distintos, apresentados a seguir.

Os modos de carregamento sdo classificados de acordo com o movimento exercido pela
superficie superior com relagdo & inferior, separadas pela trinca que tende a se propagar, dado o

movimento de ambas as faces, de acordo com a Fig. 8.

9 ' i)
\aj (k) (&)

Figura 8. Modos de Carregamento: (a) Modo I, (b) Modo Il e (c) Modo Ill. (Sato, 2009)

A Fig. 8 expressa um corpo com uma trinca plana e um sistema de coordenadas fixo
exatamente a ponta da trinca, na medida em que suas faces estejam sobre o plano x-z, sendo paralelas

ao eixo x e ortogonais a z.

No caso de uma carga ser aplicada paralelamente ao eixo y (Figura 8a), teremos o chamado
modo | (modo de abertura ou tracdo); O modo Il (modo de cisalhamento) é caracterizado por um
carregamento aplicado paralelamente ao eixo x (Figura 8b); ja& o modo Il (modo de torgdo) acontece

na situacdo em que o carregamento for aplicado paralelamente ao eixo z (Figura 8c).
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Observa-se que em modo I, a separacdo dos planos que contemplam a trinca (planos x-y e x-z)
acontece de forma simétrica. Em modo Il, a simetria s6 ocorre no deslizamento do plano x-y,
procedendo antissimetricamente frente a desunido do plano x-z. Finalmente em modo Ill, ambos os

planos supracitados separam-se de forma antissimétrica.

Diz-se que o problema é plano se as equagdes para o deslocamento e forcas de superficie
forem funcgdes apenas das direcdes x e y. Define-se modo misto a situacdo em que h& a combinacéao de
mais de um dos modos apresentados acima, na qual a solucéo final ser& dada através da superposicao
das solugdes particulares, constatada a linearidade das equacfes governantes do problema.

3.2.5 Fator de Intensidade de Tensao

Westergaard publicou um artigo em 1939 que continha uma expressao para 0 campo de tensdes na
vizinhanga de uma trinca de comprimento 2a, carregada em modo | puro, considerando um material

isotropico de comportamento linear elastico:

Ojj = U\/Zi:fij(@)' (19)

na qual f;;(#) € uma funcdo da coordenada polar 6. Aqui podemos observar que a Eq. (19) define o
campo de tensGes como sendo fungdo da tensdo o aplicada ao corpo, da dimensdo da trinca e das
coordenadas polares acima definidas (r e 8) em relacdo a dire¢éo da ponta da trinca, conforme ilustra a
Fig. 9.

¥

Figura 9. Sistemas de Coordenadas na Ponta da Trinca (Sato, 2009)
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Foi baseado no trabalho de Westergaard que Irwin, em 1957, identificou um fator de
proporcionalidade em associac¢do a cada modo de fratura: os entdo chamados fatores de intensidade de
tensdo, K;, K;; e K;;;, em relacdo aos modos I, 11 e I11, respectivamente. Assim, é possivel reescrever a
Eq. (19):

gij = \/%fij(e)- (20)

O fator de intensidade de tenséo pode ser interpretado fisicamente como um parametro que
define a intensidade do campo de tensdes e deslocamentos nas proximidades da ponta da trinca, de
forma a ndo depender das coordenadas polares definidas na Fig. 9. Desse modo, duas trincas
completamente distintas, submetidas a tensdes diferentes e com comprimentos diversos, apresentardo
a mesma distribuicdo de tensGes e deslocamentos uma vez que os respectivos fatores de intensidade de

tensdo forem idénticos (Sato, 2009).

Considerando o comprimento da trinca como sendo 2a (Figura 6) e a tensdo o, pode-se

escrever a expressao para o fator de intensidade de tensdo (Broek, 1982):
K; = Bova. (21)

Comparando as dimensdes das Equacdes (20) e (21), é possivel concluir que 8 = +/m, assim,

tem-se:
K; = ovma. (22)

Admite-se agora uma largura a placa da Fig. 6 denotada por W. Quanto menor for W, maior
sera a tensdo na ponta da trinca. Assim, sabemos que o fator de intensidade de tensdo K; €
inversamente proporcional & largura da placa W. Define-se, portanto, o fator adimensional g como

dependente de fatores geométricos do problema, ou seja:

p=—=+—-+ (23)

Te
ol
~ e

na qual D denota o comprimento e R a altura da placa. Substituindo a Eq. (23) em (21), ap6s algumas

manipulagdes algébricas, teremos:

K,=p (%)cr na, (24)

na qual L denota o pardmetro geométrico generalizado em que f é dependente. Conhecendo-se o fator
geométrico S, bastard inquirir o par@metro que define o comprimento da trinca a e a tenséo aplicada a

placa para que a Eq. (24) possa ser resolvida.
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Para uma trinca de tamanho 2a disposta no centro de uma placa considerada infinita, a
expressdo para o fator de intensidade de tensdo sera idéntica a Eqg. (22). No caso da mesma trinca
habitar uma placa cuja largura W é conhecida, e finita, a solugdo analitica para K, seré da forma:

K = = 25
| = ovma secW. (25)

No caso dessa mesma trinca situar-se na borda da placa, conforme a Fig. 10 abaixo, o fator de

intensidade de tensdo assumira a forma:

ma
K; = 1,120Vma secW. (26)

Ou ainda para uma placa de dimensdes infinitas:

K; = 1,120V ma. (27)

11111

e

-
% L

W

——

—

o

LHTT

Figura 10. Trinca de borda em uma placa de largura W e comprimento infinito

As soluces analiticas acima dispostas servirdo de guia para a validacdo do modelo numérico
do MEC usado neste trabalho.

Irwin mostrou ainda em 1957 que os fatores de intensidade de tensdo poderiam ser
relacionados com a taxa de alivio de energia potencial, deduzida por ele um ano antes. Assim, usando

a Eq. (18) e os conceitos dispostos acima, escreve-se, para um material sob regime linear elastico:

(28)
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G — 29
KIIIZ

Gy = , 30

111 2,“ ( )

naqual E' = E paratensdo planae E' = E/(1 — v?) para deformagéo plana.

Para o caso geral, temos (Sato, 2009):

2
G=—+—+ ——. (31)

3.2.6 Campos de Tensdes e Deslocamentos

Apos apresentar o conceito do fator de intensidade de tensdo e reescrever a expressao da taxa de alivio
de energia potencial, Irwin, em 1958, apresentou as equacdes para a distribuicdo de tensdo proxima a
ponta da trinca, juntamente associadas com cada um dos modos de fratura apresentados no topico

anterior. Assim, o campo de tensdes para modo | considerando o sistema de coordenadas apresentado

na Fig. 9 seréa:
o= i fos @) 150 () s (D)
Oyp = ;(;rr {cos (g) [1 + sen (g) sen (?)]} (33)
012 = \/%[cos (g) sen (g) cos (?)] (34)

Em que r e 8 se referem ao sistema de coordenadas polares com origem na ponta da trinca

conforme ilustrado na Fig. 9.

O respectivo campo de deslocamentos sera:

= g dzm s G- 1 zser () 5
u1—2‘u 27_[cosz K sen )| (35)
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= g Jzesen G+ 12005 ) 5
uz_Zy 27Tsenz K cos )| (36)

De forma semelhante, para um corpo carregado em modo Il (modo de cisalhamento), as
equac0es para o campo de tensdes serdo:

011 = 12{17; {—sen (g) [2 + cos (g) cos (?)]}, (37)
09y = 12{17; [sen (g) cos (g) cos (?)], (38)

012 =

@l @e ) o

Para o campo de deslocamentos, as expressdes possuem a forma:

5t s 12 () :

U = 20 \2m sen(z ||« cos™ (5| (40)
Ky 7 0 , (0

Uy = E e {—cos (E) [K — 1-—2sen (E)]} (41)

Em modo 111 (modo de torcao), as equacdes para 0 campo de tensdes tomam a forma:

013 = —ﬂ sen (€> (42)
13 \2mr 2/
K (9>

= — =. 43

023 >— 0513 (43)

O deslocamento é dado pela expressao:

_ Ky 7

0
Uz = p o sen (E) (44)

Nas equacOes acima, k representa a constante elastica do material, sendo 3 —4v para
~ 3- ~ . ~ . .
deformacdo plana e ﬁ para tensdo plana, na qual v é a razdo de Poisson; u denota o modulo de

cisalhamento e K;, K;; e K;; os fatores de intensidade de tensdo para os modos I, Il e IlI,

respectivamente.

Diz-se que o corpo esta carregado em modo misto quando ha solicitacdo de forma a exibir
mais de um modo de fratura; assim, as tensdes e deslocamentos podem ser facilmente obtidos através
do Principio da Superposicéo, dado a caracteristica linear de tais equac¢fes (Anderson, 1994). Assim,

temos:
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total _ I i i
o = oy + oy + oy . (45)

Dependendo da necessidade, a Eq. (37) pode ser aplicada para qualquer situagdo que

contemple 0 modo misto.

Faz-se necessario observar que as equagfes do campo de deslocamentos em todos os modos
de fratura acima apresentados sdo proporcionais a v/r, 0 que significa dizer que a tensdo proxima a
ponta da trinca varia com a raiz quadrada de r, independentemente da configuracdo do corpo trincado.

Tal fato motivou o desenvolvimento da estratégia denominada Elemento de Ponto a um
Quarto, aplicada ao codigo do MEC utilizado neste trabalho, que utiliza justamente v/r para realizar a
interpolacdo, ao invés de um polindbmio de segundo grau, obtendo, assim, resultados mais precisos. Tal
formulacdo seré apresentada no decorrer deste texto.

Caso queiramos fazer r tender a zero, as equag@es acima indicardo que o campo de tensdes
tendera, por sua vez, a infinito. Em problemas praticos, entretanto, o que de fato ocorre é um
escoamento na regido préxima a ponta da trinca, de forma que a tensdo, por conseguinte, ndo cresce
indefinidamente. Todavia, se a regido que sofreu o0 escoamento é suficientemente pequena, 0 campo de
tensbes proximo a extremidade da trinca é perfeitamente representado pelas equagBes anteriores;
essas, € também pertinente observar, sdo validas somente em regiGes proximas a ponta da trinca.
Longe da extremidade as equagOes indicardo que as tensdes se anulam, o que ndo ocorre de fato; na

verdade, as tensdes tendem a tensdo nominal aplicada a placa.

3.3 Mecanica da Fratura Elasto-Plastica

3.3.1 Plastificacdo da Ponta da Trinca

A formulacdo anteriormente apresentada destoa do que é observado na pratica uma vez que 0s
materiais utilizados para projetos de engenharia nem sempre tém comportamento perfeitamente
elastico; dessa forma, € preciso considerar o comportamento plastico inerente a tais materiais. A
grande maioria deles sofre deformacdo pléstica em regides proximas & ponta da trinca, contemplando,
assim, uma equivaléncia entre a tensdo atuante na pecga e o limite de escoamento do material durante

sua deformagéo.

A Mecénica da Fratura Linear Elastica, portanto, é valida apenas para materiais idealmente
elasticos, sendo que no caso de deformacdo pléstica far-se-4& necessario aplicar outro tipo de

formulacédo, a chamada Mecénica da Fratura Elasto-Plastica.
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Considerando o caso de tensdes muito préximas a ponta da trinca, ou seja, quando o raio
tender a zero, as equagOes apresentadas anteriormente preveem que a tensdo em tal regido tenderd a
infinito; entretanto, o que se forma é uma regido elasto-pléstica. Essa regido pode ser determinada ao
descrevermos a distancia da ponta da trinca até um ponto cuja tensdo atuante ndo exceda o limite de
escoamento do material, denotado por 7, que representa o raio da regido elasto-plastica. Para o caso

em que o0 plano de trabalho define 8 = 0, podemaos escrever, usando a formulacgdo de Irwin:

K;? o’a

© 2moyt 20y6°]

Ty (46)
na qual, g,s denota o limite de escoamento do material. A Fig. 11 apresenta o grafico do

comportamento da tensdo préxima a trinca, considerando a regido elasto-plastica descrita

anteriormente.

Ty A

Distribuicio de tensio| — Distribuicao elastica de tensao
apos escoamento N
local

---------

----------

Né da ponta da |
trinca 2ry

F
L 4

Figura 11. Regido elasto-pléstica proxima a ponta da trinca (Janssen et al, 2005)
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3.3.2 Alntegral J

Em 1961, Wells publicou um artigo? sobre a propagacéo instavel de trincas em metais. Ao testar tipos
diferentes de agos estruturais a fim de medir o fator de intensidade de tensdo em modo I, o pesquisador
descobriu que certos materiais se comportavam de forma a divergir da formulagdo original da
Mecénica da Fratura Linear Elastica. A descoberta revelou que a elevada dureza do material, embora
fosse extremamente desejavel em termos de projeto mecénico, implicava em um desajuste junto a
teoria vigente. Duas formulacBes foram propostas para contemplar ndo somente os materiais de
comportamento linear elastico como também os elasto-plasticos, o Deslocamento de Abertura da

Ponta da Trinca e a Integral J (Anderson, 1994).

Em 1968, Rice aplicou pela primeira vez uma integral independente do caminho - obtida
através do teorema da conservagdo da energia - a um problema de Mecénica da Fratura. A formulagéo

é conhecida como Integral J.

A Integral J é definida em relacdo a um sistema de coordenadas na ponta da trinca, como

ilustrado na Fig. 12, sendo descrita pela equagao (para o caso bidimensional):

_ auj
J= fr (Wn— tj 6_x1> ds, (47)

na qual W denota a densidade de energia de deformag&o, definida pela expressdo W = f‘g“ oijdeij, ¢

representa as forcas de superficie, n o vetor normal e I' um caminho arbitrario circundando a ponta da

trinca que deve ser percorrido no sentido anti-horario durante o processo de integracdo (Sato, 2009).

A relacdo entre J e o fator de intensidade de tensdo K; pode ser postulada uma vez que ja foi
anteriormente definido o pard@metro G (Equagdo 28), que representa a varia¢do da energia liberada na

ponta da trinca.

2 Wells, A.A., "Unstable Crack Propagation in Metals: Cleavage and Fast Fracture." Proceedings of the Crack

Propagation Symposium, Vol. 1, Paper 84. Cranfield. UK. 1961.
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e

Ponta da Trinca

"

Figura 12. Representacdo da Integral J (Sato, 2009)

Considerando que a Integral J denota a taxa de liberagdo de energia do material, igualando
ambos os parametros, € possivel escrever (para 0 modo de abertura):

K,?
E"

J= (48)

3.4 Métodos Numéricos para o Calculo do K,

Neste trabalho, obteremos o valor do fator de intensidade de tensdo em modo | fazendo uso de trés
métodos distintos. O primeiro deles, cuja metodologia sera explicitada no tpico a seguir, utilizara o
programa ElastQuadratico.m na sua forma original, com uma entrada de dados que devera contemplar
0 problema de uma trinca central em uma placa plana de comprimento tendendo a infinito. O
programa utilizado, como o proprio nome permite inferir, ndo foi implementado para resolver
problemas de Mecanica da Fratura, entretanto, podemos utilizar algumas variaveis de saida - como 0s

deslocamentos dos nds - para estimar o fator de intensidade de tens&o correspondente.

Em seguida, utilizando o mesmo programa, ser inserido ao codigo um comando que mudara a
posicdo do nd central do elemento quadratico imediatamente apds a ponta da trinca para um quarto do
comprimento original do elemento, na dire¢do da ponta da trinca — o chamado Elemento de Ponto a

um Quarto (Albuquerque, 1997); tal modificacdo leva em consideragdo o comportamento proporcional

a+/r do campo de deslocamento, incluindo novas fungdes de forma que assistem tal caracteristica.

Embora a formulacdo de Elemento de Ponto a um Quarto melhore consideravelmente o

resultado obtido por fungdes de forma quadratica, a estratégia ndo aproxima muito bem o campo de

tensdes, uma vez que as equagdes que o descrevem sdo proporcionais ao inverso da +/r. Assim, sera
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utilizado o chamado Elemento de Ponto a um Quarto com Singularidade de Tracdo junto ao programa
Elast_Qua.m, cujo cddigo ja contém as respectivas fungdes de forma, contemplando ndo s6 o campo
de deslocamentos como o campo de tensdes, aproximando a solucéo de forma completa.

Finalmente, sera utilizado outro programa nomeado de dual.m - contemplando a formulagéo
do Método dos Elementos de Contorno Dual, que utilizard a Integral J para calcular o fator de
intensidade de tensdes.

3.4.1 Elementos Quadraticos Padrao

O programa ElastQuadratico.m utiliza a formula¢do do Método dos Elementos de Contorno aplicado a
problemas Elastico Lineares. O método, implementado em linguagem MatLab®, utiliza functions
(programas que trabalham paralelamente ao programa mestre) distintas que deverdo operar em
sequéncia, realizando célculos definidos a fim de que o problema seja resolvido. O cédigo principal

compila as seguintes functions, respectivamente:

1) format_dad: function usada para formatar os dados iniciais do problema, devolvendo as
matrizes dos nds e elementos da geometria previamente definida, bem como a matriz com as
condicdes de contorno;

2) mostra_geo e mostra_cdc: functions responsaveis pela plotagem da geometria do problema,
bem como das condic¢Bes de contorno, respectivamente;

3) gera_pontos_internos: function responsavel pela criacdo dos pontos internos da geometria.
Retorna um vetor com a informacdo dos nimeros de pontos nas coordenadas cartesianas x e ;

4) monta_GeH: programa para as matrizes de influéncia [G] e [H];

5) aplica_CDC: function que aplica as condi¢des de contorno do problema, gerando a matriz
matA e o vetor b;

6) x = matA/b: linha de comando responsavel por calcular as variaveis desconhecidas do
problema;

7) reordena: function para separar os deslocamentos de forcas de superficie, segundo as
condicBes de contorno;

8) calc_desl_int: calcula os deslocamentos dos pontos internos;

9) calc_tens_cont: calcula as tensdes nos nos;

10) calcula_MatD_MatS: function responsavel por montar as matrizes necessarias ao calculo das
tensBes nos pontos internos. O programa calcula, dentre outras coisas, as derivadas da solucéo
fundamental, montando as matrizes com tais informacdes na sequéncia;

11) calcula_tens_pint: calcula as tensdes nos pontos internos;
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12) map_cor: gera um mapa de cor que mostra uma das seguintes variaveis: deslocamento total,
tensdo oy, tensdo o,, tensdo 7, Ou a tensdo equivalente de von Mises; para problemas de

Estado Plano de Tensdo ou Deformacéo.

O programa comeca com a leitura do arquivo de dados, que dependerd da natureza do

problema. Uma vez lidos, os dados séo formatados pela primeira function da lista acima.

A estratégia que serd utilizada para o obtencdo do K, utilizara a Eq. (36), que descreve o
deslocamento vertical para abertura em modo I. O programa utilizado retornara uma matriz com todas
as informagdes sobre o deslocamento dos nos, assim, basta localizarmos o primeiro n6 imediatamente
depois da ponta da trinca, informarmos o respectivo valor do deslocamento vertical, e calcularmos K;

através da Eq. (36), repetida propositalmente abaixo:

= g dze s G [+ 12005 ) &
uz—zu o senlz )|« cos™ (5| (49)

A Eqg. (49) possui trés variaveis que deverdo ser determinadas para o célculo do fator de
intensidade de tensdes, bem como duas constantes que dependem das propriedades do material. A
maioria desses parametros serad determinada automaticamente através da entrada de dados do problema
a ser simulado, entretanto, faz-se necessario explicitarmos como determinados o deslocamento vertical

u, € 0s parametros do sistema coordenado: a distancia r e o angulo 6.

3.4.2 Elementos de Ponto a um Quarto

As equacdes que descrevem o campo de deslocamentos perto da trinca demonstram possuir

um comportamento proporcional a +/r, o que nos faz concluir que caso as funcBes de forma
considerem tal caracteristica, o resultado terda uma melhor aproximacao que se usado elementos de

contorno quadraticos, o que dispensard, ainda, maiores refinamentos na malha.

As funces de forma para interpolacdo quadratica estdo dispostas a seguir:

1
b= 56 €1, (50)
¢2 =1- 521 (51)
1
b= SE(E+ 1) (52)

Considerando que a integracdo de Gauss € realizada no intervalo [-1, 1], faz-se necessario criar
funcBes que deverdo relacionar os pontos de integragdo inicial e final dos elementos de contorno com
0 respectivo intervalo de integracdo supracitado. Tais func¢bes sdo denominadas funcdes de forma, e,

nas equagOes acima, ¢ representa uma coordenada adimensional ao longo do elemento de contorno.
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Conhecendo a natureza das equacBes do campo de deslocamento, utilizar fungGes de forma que
possuem o comportamento +/r traz mais eficiéncia a analise numérica em questdo. Para tal, serd
provado gue bastara mudar a posi¢cdo do né central do elemento imediatamente apds a ponta da trinca

para um quarto do comprimento do elemento na direcdo dessa mesma extremidade.

O deslocamento € dado pela seguinte equacdo, em que n representa 0 nimero doné ey o

deslocamento:

Y= dn¥n. (53)
£ = —1
=0 £ =1
{a)
()£ (B) (€)
g
LR
I I ]
(b)

Figura 13. (a) elemento quadratico padrao e (b) elemento de ponto a um quarto (Albuquerque, 1997)

Considerando a Fig. 13 acima e a Eq. (53), é possivel descrever a posicdo r em relacdo a

variavel ¢ das Figuras 13b e 13a, respectivamente:

r= 1y + Py + P73, (54)
Em que:
r =0, (55)
r=1, (56)
ry =L (57)

Substituindo as equacdes (55), (56) e (57) junto as fun¢des de forma definidas anteriormente a
Eq. (54), encontraremos uma relacdo entre £ e r na medida em que o primeiro faz-se diretamente
proporcional a raiz quadrada do segundo, conforme era pretendido. Assim, as novas funcfes de forma

podem ser escritas.
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T r
¢1=27—3\E+1, (58)

r r
$r= —47+ 4\[7, (59)

Tr T
¢>3=—\f7+ 27 (60)

Podemos substituir ainda as equacdes (58), (59) e (60) em (54) e acharmos uma nova
expressao para o deslocamento.

Foi demonstrado, portanto, que uma simples mudanca de posi¢do do n6 para um quarto do

comprimento do elemento implica numa interpolagdo mais exata para as equacdes dos deslocamentos.

3.4.3 Elementos de Ponto a um Quarto com Singularidade de Tragéao

Muito embora o resultado para o fator de intensidade de tensdes anteriormente calculado tenha
se aproximado consideravelmente de seu valor analitico com a utilizagdo de Elementos de Ponto a um
Quarto, é interessante atentar que tal resultado ainda pode ser melhorado ao aproximarmos ndo s6 o
campo de deslocamentos, como o campo de tensdes (forcas de superficie), incluindo a singularidade
do tipo \/m as funcdes de forma. Para tal, devemos fazer algo semelhante a estratégia usada no

topico anterior. As novas fungdes de forma serdo (Albuquerque, 1997):
o Loz e |l 2 !
Pi= 1B [T B [T B [ (61)

- —(A - —(B - —(C
pi= 010 + G + Psp”, (62)

ou,

onde, ¢,, ¢, e ¢ denotam as fungBes de forma modificadas a incluir a singularidade do tipo /1/7;

p; representa a propria tragdo dividida pelo seu valor nodal de ¢; no nd, ou seja:

l
—_(A . _(A
P = limp; )ﬁ, (63)
~(B)
_ p;
= (64)
_(C _(C
5 = . (65)
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A Eq. (64) pode ser escrita na forma:

l l T
_a _(2 _(3
p = a” —+ a )ﬁ+a§ )\/;, (66)

onde,
at = p?, (67)
a? = —p+ 45® - 3pY, (68)
a® =2p" — 4p + 2pV . (69)

As fungdes de forma modificadas apresentadas acima foram implementadas ao codigo
Elast_Qua.m. Com a formulagdo de Elementos de Ponto a um Quarto com Singularidade de Trac&o,
conseguimos aproximar ndo s6 o campo de deslocamentos como o campo de tensdes, o0 que nos levara

a um resultado mais preciso.

A desvantagem de se usar elementos de ponto a um quarto é que o elemento tem de ser
quadratico continuo e a malha deve ser modificada. Para evitar estes impasses, o calculo do fator de
intensidade de tensdo pode ser realizado utilizando a integral J. Conforme sera mostrado, neste caso,
bastara calcularmos as tensdes e deslocamentos no interior do dominio, o que acaba sendo muito

adequado para o MEC.

3.4.4 Metodologia para a Determinacao do K,

Com o intuito de simplificarmos o célculo do fator de intensidade de tensdes podemos
reescrever a Eq. (49) de modo a isolar o termo cujo valor deseja-se obter. Faz-se interessante observar
que essa equacao trabalha apenas com o deslocamento vertical. Para trabalharmos com a abertura da

trinca, tomaremos a variacdo do deslocamento vertical u,, ou seja: u,(8 = m) —u, (0 = —mn).

(a) Determinacédo do deslocamento vertical u,

Apods rodar o programa ElastQuadratico.m com a entrada de dados correspondente ao
problema em questdo, que sera detalhada a frente, € possivel obter o vetor deslocamento de todos os
nos da placa ao escrevermos o comando desl no Command Window do Matlab. O software retornara

uma matriz como a ilustrada na Fig. 14.

Na Fig. 14, a primeira coluna corresponde ao nimero do nd, a segunda coluna indica o

deslocamento horizontal e a terceira o deslocamento vertical. Tomemos o valor de u, na Eq. (49) igual
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ao deslocamento no eixo y da segunda linha da matriz da Fig. 14, que corresponde ao segundo no

depois da ponta da trinca. O modelo da placa é dado pela Fig. 6.

Como a placa € retangular e a trinca é disposta no centro do corpo, podemos nos valer dos
beneficios da simetria e modelar apenas um quarto da placa de altura infinita com trinca central,

conforme mostrado na Fig. 20.

Para o caso em questéo, u, = 0, 5344.

-

4\ MATLAB 7.12.0 (R2011a)

File Edit Debug Parallel Desktop Window Help
DS % =l @y = e
Shortcuts (2] How to &dd (2] Wehat's MNew

> de=sl
de=sl =
X ¥
1.0000 1.5963 [u]
Z.00ao0 1.5969 D.5344|
3.0000 1.5634 o.7739
4., 0000 1.5372 O.9625
S5.00a0 1.5094 1.1137
&, 0000 1.4815 1.2445
7.00a0 1.4541 1.3609
g.0000 1.4265 1.4661
S.00a0 1.39885 1.5625
10.0000 1.3713 1.6515
11.0000 1.3437 1.7344
12 .0000 1.3162 1.8119

Figura 14. Vetor deslocamento fornecido pelo programa ElastQuadratico.m

Tal estratégia sera repetida para o célculo do fator de intensidade de tensdes usando Elementos

de Ponto a um Quiarto.

(b) Defini¢cdo do comprimento r

O comprimento r € definido como a distancia da ponta da trinca até o n6 em que se deseja

calcular o fator de intensidade de tensoes.

Para 0 no analisado (segundo né imediatamente apds a ponta da trinca), o valor de r é

expresso em funcéo do comprimento do elemento [ (Sato, 2009):
r=_. (70)
Ao utilizarmos elementos de ponto a um quarto, a Eq. (56) especifica r = ﬁ para o segundo no

do primeiro elemento, anteriormente o né do centro, conforme ilustra a Fig. 15.
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Dessa forma, podemos escrever a Eq. (49) de forma a depender apenas do comprimento do

elemento, que por sua vez tera seu valor relacionado a discretizacdo do problema.

‘Lu‘ r=1 Ponta da
D 'f trinca

A

r=1,

Figura 15. N6s na vizinhanga da ponta da trinca usando elementos de ponto a um quarto

O comprimento [ do elemento pode ser obtido através da diferenca da coordenada x do
primeiro e do terceiro n6d, uma vez que a trinca é horizontal. Inserindo a linha de codigo

correspondente, teremos:

comp=(NOS (3,2)-NOS (1,2));

Executando o comando acima, obteremos [ = 0,06. Outra forma de calcular o comprimento
do elemento seria simplesmente dividindo o comprimento da trinca, de 1,8, por 30 - que é a
guantidade de elementos de iguais comprimentos dispostos no primeiro segmento da placa, local que

contém a trinca. O resultado seria 0 mesmo, 0,06.

Para o caso de se querer trabalhar com o préprio valor de r a despeito do comprimento do
elemento, basta verificarmos a matriz [NOS] — que mostra a posicdo de todos os nés da placa,
atribuindo o comando, para 0s nés 2, 3 e 4 respectivamente:
r2=N0S (2, 2) -NOS (1, 2) ;

r3=NOS (3,2)-NOS (1,2);
r4=NOS (4,2)-NOS (1,2);

(c) Determinacéao do angulo 6

Considerando o sistema de coordenadas polares no qual o elemento de tensdo localizado nas
proximidades da ponta da trinca é descrito, repetido na Fig. 16 por conveniéncia, observa-se que, para
o0 problema simulado no programa supracitado, a diregdo x, é contréria a direcdo do modelo que exibe

o0 sistema coordenado abaixo.

A variacdo do deslocamento vertical que representa a abertura da trinca podera ser calculada

variando o angulo 6 de r a —m.
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Finalmente, podemos escrever:

k+ 1 T
2T
Isolando K;, teremos:
K =2 [ (0 = 1) — a0 = —m)] 72
I_K+1ru2 =m)—uy,(0 = —m). (72)

Uma vez que apenas 1/4 da placa foi modelada, e apenas uma das arestas da trinca foi
discretizada, a abertura da trinca sera igual a soma do deslocamentos verticais do nds da face superior
e inferior. Como o0 problema é simétrico, temos que: u,® = —u,(© e 4, = —u,® de acordo
com a Fig. 15, onde u, ®, u,© | u,®) e u,® denotam o deslocamento vertical do n6 B, C, D e E,

respectivamente.

SV

Figura 16. Sistemas de Coordenadas na Ponta da Trinca (Sato, 2009)

(d) Método da Correlacdo de Deslocamentos

A metodologia da correlagdo (ou extrapolacdo) de deslocamentos recorre a expressdes que
empregam valores de deslocamento em pontos localizados na face da trinca. As expressdes usando
elementos quadraticos padrdo e elementos de ponto a um quarto serdo deduzidos a seguir, com 0s
quais poderemos calcular o fator de intensidade de tensdo em modo de abertura com relativa
facilidade. As expressdes para K; apresentadas na sequéncia foram implementadas ao codigo principal
da andlise elastostatica feita com a formulagédo do MEC.
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A Eq. (72) apresentada anteriormente serd a base para a deducdo das expressdes finais
seguindo o método supracitado. Primeiramente utilizamos elementos quadraticos padrdo. Os n6s na

vizinhanca da ponta da trinca serdo distribuidos como na Fig. 17.

[ r=1
h\d Ponta da
D trinca
B !

A

r=1/

Figura 17. Nds na vizinhang¢a da ponta da trinca usando elementos quadraticos padrao

Para o n6 imediatamente ap6s a ponta da trinca, ou seja, 0 segundo nd, temos que r = 1/2 e,

para o terceiro no, r = [, como ja definido na Eq. (70). Assim, podemos escrever:

7 21
K, B0 = — ’T (uz(B) _ uz(C))’ (73)

u T
K0P = 5 [T 0® = 1), (74)

onde K, e K,®®) denotam os fatores de intensidade de tensdo para os nés BC e DE,
respectivamente, de acordo com a Fig. 17. Por meio de uma extrapolagdo linear dos n6s B, C e D, E

para a ponta da trinca, teremos:

2u
K= o (7@ - 0,0), 75

Cok+ 1

Analogamente, podemos deduzir a expressdo para K; usando elementos de ponto a um quarto,
cuja relagéo entre r e [ foi estabelecida na Fig. 15. Substituindo as fun¢des de forma (58), (59) e (60),
na Equacao (76) apresentada a seguir, onde y® denota o deslocamento, tracdo ou posic&o ao longo do
elemento, i é a direcdo, n é o nimero do n6 do elemento e ¢,, sdo as funcbes de forma (Albuquerque,
1997),

y(i) = ¢n(f)yn(i)r (76)

teremos,
T r
u; =@ + (—u© + 40, ® — 3ui(A))\/% + (2w, © — 4y, ® + Zui(A))T , (77)

44



onde A, B e C séo pontos definidos na Fig. 13.

Fazendo u;Y = 0 e igualando os coeficientes que multiplicam /r das Equacdes (77) e (72),

teremos, de forma analoga a obtida na Eq. (75) (Albuquerque, 1997):

2u 2w
K= 31T (4, — u, @), (78)

onde B e D s&o pontos definidos na Fig. 17.

As Equacbes (75) e (78) foram usadas para calcular os fatores de intensidade de tenséo, cujos

resultados serdo apresentados a frente.

E possivel calcular K; analiticamente através da Eq. (25) e comparar com o fator calculado
numericamente, a fim de validarmos o modelo. O erro relativo correspondente é dado pela equacgdo
abaixo:

5= |K, — 2,3780| 7

23780 (79)

onde 2,3780 é o valor para o K; calculado analiticamente no caso de uma trinca central em uma placa
infinita com os parametros definidos segundo os problemas simulados ao utilizarmos elementos

quadréticos padréo e elementos de ponto a um quarto.

3.4.5 Célculo da Integral J

O programa usado para calcular a Integral J é baseado na Eq. (80):

duy(r,9)
—ox ] (80)

s
J = rf [W(r, 6) cos(0) — Tk(r,0)

-1
Inicialmente devemos definir a trajetéria de integragdo para a Eg. (80). Como a Integral J
independe do caminho, a implementacdo do célculo da integral no programa dual.m contemplou uma
circunferéncia centrada no n6 mais proximo da ponta da trinca, e raio r conforme ilustrado na Fig. 18.
A escolha da magnitude do raio possui a Unica restricdo de ndo exceder os limites da placa. Desta

forma, definiu-se arbitrariamente seu valor como a distancia do primeiro ao quinto né.
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Figura 18. Distancia do raio adotado para o célculo da Integral J

A Integral J € resolvida numericamente através das Formulas de Newton-Cotes, cuja ideia
expressa um polindmio que aproxime a funcdo desejada ao interpolar essa fungdo em pontos
igualmente espacados. No programa dual.m foi escolhido utilizar a Regra 1/3 de Simpson Repetida,
que faz uso da férmula de Lagrange para interpolar a fungdo com um polinémio quadratico (Ruggieiro
& Lopez, 1996).

Inicialmente foi definido arbitrariamente o nimero de pontos para a interpolacdo igual a 31.

Assim, a distancia angular entre eles pode ser calculada através da expressao a seguir:

2w
7 )
numero de pontos

dpontos = (81)

onde o numerador na Eq. (81) representa 0 comprimento angular no intervalo de integracéo [—m, ].

Em seguida converteu-se o sistema de coordenadas cilindricas dos pontos no espago para o

sistema cartesiano através das expressoes:
Xponto = X1 + 7 cos(D), (82)
Yponto = Y1 + rsen(D). (83)

Nas Equacdes (82) e (83), X; e ¥; denotam as coordenadas do nd correspondente a ponta da

trinca e D é a distancia entre os pontos.

A densidade da energia de deformacdo W, que aparece nas Equaces (47) e (80), é calculada

segundo a seguinte equaco:

1 duq du, du, du,
Wi = 0jj&ij = O'ijz(ui,j + ujjl) = 0'115— O'lzd—y-l' O'lza-l' 0'22@ . (84)

46



O produto das forcas de superficie pelo diferencial do deslocamento é calculado pela
expressao:
T duy du, N du, o+ du, N du, p as
= (gt o) 05+ (ough+ ougl)send. (85)
Finalmente, substituindo as Equacdes (84) e (85) em (80) e discretizando essa ultima para ser
integrada numericamente — onde os pontos de integracdo sdo dados pelas EquacGes (82) e (83) —
temos:
) 1 duy duq du, du, du du,
](l) = —ET [(O’lla— O'lZE+ 0-12E+ 029 d_y) cosO + 2 (O'lla + (V) E) senG] (86)
O valor numérico da Integral J segundo a Regra 1/3 de Simpson Repetida é dada pela

expressao:

w| =

J=slUi+ )+ 401+ Jo+ ot Jno) + 202+ Jat oot Jno2)], (87)

onde n denota o nimero de pontos da integral e h é a distancia entre esses pontos. O algoritmo com a
formulacéo anteriormente apresentada encontra-se em anexo. A Fig. 19 abaixo apresenta 0os pontos

internos para calcular a Integral / em uma circunferéncia ao redor da ponta da trinca.

+ +

/4

Md intemo

+ +
~ (ponta da trinca
) A (p )
‘ / ‘ +
Mos nas superﬁc_Les
datnnca

‘ ‘ Centro da circurferéncia

«

Sentido de integragao / 4
/

+ +

Figura 19. Pontos internos para calcular a Integral J em uma circunferéncia ao redor da ponta da trinca (Sato,
2009)
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3.5 Resultados Numéricos para o Célculo do K;

3.5.1 Célculo do K; Usando Elementos Quadraticos Padrao

Como j& comentado no topico 3.4.1 deste texto, para calcularmos o fator de intensidade de tensdes
usando elementos quadraticos padrdo através do programa ElastQuadratico.m basta investigarmos o
vetor que informa os deslocamentos da placa que contém a trinca. Primeiramente, tratemos da

formulacéo inicial do problema.

O modelo contempla uma placa com 7,2 unidades de comprimento de largura e 21,6 de altura,
embora a entrada de dados expresse apenas metade da largura e comprimento da placa, uma vez que
discretizamos apenas um quarto da placa ao aproveitarmos sua simetria. A Fig. 20 ilustra o problema

tratado. A entrada de dados esta disposta em anexo.

Faz-se interessante observar que a malha possui 15 elementos na maioria dos segmentos,
entrementes, no primeiro e no ultimo — 0s segmentos da base da placa — ha 30 elementos, ou seja,
optou-se por um maior refinamento neste local uma vez que a trinca se abre exatamente na base do

corpo.

Outro ponto importante a ser observado no arquivo de entrada de dados e na Fig. 18 séo as
condi¢cBes de contorno. Para simularmos uma trinca fazendo uso de uma anélise elastostética,
modelamos inicialmente a placa com um comprimento muito maior que sua largura, fazendo com que
tal grandeza seja tratada como praticamente infinita. Em seguida, atribuimos uma condicdo de
contorno de tracdo nos segmentos superiores e condigdes de contorno de deslocamento normal ao
contorno conhecidos, e iguais a zero, sendo que a lateral direita e a extremidade esquerda da placa

possuem restricdo de movimento, conforme mostrado na Fig. 21.

Apos rodar o programa, o vetor desl conterd as informacdes acerca do deslocamento dos nds
no sentido de x e y. Com o comando mostra_nos podemos descobrir qual € o n6 imediatamente ap6s a
ponta da trinca, assim, sabemos que o deslocamento vertical que devemos procurar em tal vetor é o do
segundo e terceiro nos, como explicitado em 3.4.4 alinea (d). Os deslocamentos dos cinco primeiros

nos da placa encontram-se na Tab. 1.

Tabela 1. Deslocamentos dos seis primeiros nos da placa

NUmero do no Deslocamento em x Deslocamento emy
1 1,5963 0
2 1,5969 05344
3 1,5634 07799 |
4 1,5372 0,9625
5 1,5094 1,1137
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Podemos substituir as aberturas dos noés 2 e 3 em destaque na Tab. 1 na Eq. (75). Assim,

temos:
K; =1,5386
Com erro relativo de:
6§=353%

Usando ainda elementos quadréticos, podemos diminuir o erro refinando a malha cada vez
mais, entretanto, a convergéncia do modelo para a solucdo analitica ainda serd lenta. Para

melhorarmos o resultado, devemos seguir com a formulacdo de Elemento de Ponto a um Quarto.

3.5.2 Célculo do K; Usando Elementos de Ponto a um Quarto

Como demonstrado anteriormente, mudar de posic¢éo o no central do primeiro elemento imediatamente

apos a ponta da trinca para a posi¢cdo de um quarto de seu comprimento faz com que as fungdes de
forma considerem o comportamento +r das equacBes do campo de deslocamento. Para

implementarmos tal formulagao, seré inserida a seguinte linha de cédigo ao programa principal:

NOS (2,2)=(NOS(1,2)+ NOS(2,2))/2;
NOS (end, 2) = (NOS (end-1, 2) +NOS (end, 2) ) /2;

Assim, conseguimos mudar manualmente a posi¢do do n6 central. Rodando o programa com

tal modificaco, eis os valores dos deslocamentos dos seis primeiros nos:

Tabela 2. Deslocamento dos seis primeiros nds da placa (ponto a um quarto)

Numero do né Deslocamento em x Deslocamento emy
1 1,8240 0
2 1,7321 12095 |
3 1,6094 13380
4 1,5815 1,4436
5 1,5506 1,5463
6 1,5204 1,6430

Substituindo os valores em destaque na Tab. 2 na Eq. (78), teremos um novo valor para o fator

de intensidade de tensoes.

KI = 2, 14‘90
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Com erro relativo de:
5=9,6%

A modificacdo das funcdes de forma, conforme previsto, reduziu o erro consideravelmente.

3.5.3 Célculo do K; Usando Elementos de Ponto a um Quarto com

Singularidade de Tracao

Utilizando a mesma entrada de dados dos itens anteriores, simulamos a abertura de uma trinca central
em uma placa com as fungdes de forma modificadas para conter as singularidades das equag¢fes dos
campos de deslocamentos e tensdes. Tomando o segundo nd do segmento que contém a trinca,

calculamos o fator de intensidade de tensdes:
K, = 2,8193

Aqui, o erro relativo correspondente pode ser calculado através da equacdo abaixo (Martinez
& Dominguez, 1984):

5 |K, — 2,8298| -
B 2,8298 ' (88)

Assim, temos:
6=037%

Em anélise ao resultado anterior, fica claro que o cédigo utilizado aproxima de forma muito
satisfatdria o comportamento fisico de uma trinca central disposta em uma placa infinita com abertura
em modo I. A inclusdo da singularidade do tipo /1/r reduz o erro consideravelmente, ja que o

resultado obtido faz uso de uma discretizacdo grosseira de apenas dois elementos por segmento, ao

contrario dos trinta elementos usados nas simulagdes anteriores.

3.5.4 Caélculo do K; Usando a Integral J

Diferentemente do programa usado nos topicos anteriores, o codigo dual.m nos permite ndo somente
simular trincas centrais em placas infinitas, como o comportamento de trincas de borda e outros
problemas assimétricos. Para validarmos o modelo numérico, devemos usar da relacéo entre a Integral
J e o fator de intensidade de tensfes exposta na Eq. (48), comparando os valores obtidos com dados

encontrados na literatura.
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Todos os gréficos que se seguem apresentam a seguinte relagdo em sua ordenada:

K, = K (89
TlOT‘m_KO_O_O\/E' )

Assim, com a relagdo acima, podemos comparar os resultados numéricos com as solugoes ja
conhecidas disponiveis na literatura. Os resultados dispostos a seguir estdo subdivididos nas alineas
(a), com trincas centrais e (b), com trincas de borda.

(a) Resultados para a simulacdo de placas infinitas com trincas centrais

O problema resolvido pode ser visualizado através da Fig. 22 gerada pelo programa, que
mostra 0 modelo discretizado da placa contendo a trinca e a abertura da mesma depois de aplicadas as

tensOes de tracdo ilustradas na Fig. 22a.

A entrada de dados nomeada de trincacentral.m, disponivel em anexo, traz os parametros b, h
e a, fixando a largura e altura da placa e o comprimento da trinca, respectivamente. Arbitrariamente,
foi definida a largura da placa igual a uma unidade de comprimento. Como se deseja simular placas

infinitas estipulou-se que a altura da placa seria de cinco vezes sua largura.

Juntamente com o fator de intensidade de tensdes normalizado no eixo ordenado, escreveu-se
0 comprimento da trinca em fungdo de sua largura, utilizando em seguida o parametro adimensional

a/b para construir a curva encontrada na Fig. 23.

16~
SR,
LR
h H 4
1 -
h
Pontos usados no
05k calculo da Integral J
2a %‘\
?
X 0 sty /
[} h
b=05;
h=5.b;
bar 2b h
{ .
Ak
" Y
U
e AR AR AR AR AR AR | | | | |
-1 05 0 05 1 -1 05 i s 1
Eixo x Eixo x
(a) (b)

Figura 22. (a) Placa infinita com uma trinca central e (b) Abertura da trinca ap6s a simulagéo
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Figura 23. Gréfico de K,,,,-, para trinca central em uma placa infinita

No intuito de compararmos a solucdo obtida pelo Método dos Elementos de Contorno Dual
(MEC Dual) com as solugdes tedricas ja conhecidas, foram utilizadas a solugdo por aproximacao
assintotica de Koiter, publicada em 1965, e uma modificagdo dessa equagdo obtida por Tada em 1973
(Tada et al, 2000) — curvas vermelha e preta no grafico acima, respectivamente. Essas equagdes estdo

enunciadas a seguir.

1—0,5(a/b) + 0,370(a/b)? — 0,044(a/b)?

Knorm_Koiter = m (90)
mna
Knorm taaa = [1—10,025(a/b)? + 0,06(a/b)*] /sec 5" (91)

A Eq. (90) garante um erro relativo maximo igual a 1% para qualquer valor de a/b, enquanto

que a Eq. (91) garante um erro relativo méximo de 0,3% para qualquer valor de a/b.
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Os valores a/b usados comecaram em 0,1 e foram até 0,5, com incremento de 0,1. Dessa
forma, cinco pontos foram analisados. Infelizmente uma relagcdo a/b maior que 0,6 ndo pode ser
simulado pelo programa dual.m uma vez que os pontos de integracdo usados no calculo da Integral J
excederia os limites fisicos da placa, o que provocaria resultados incoerentes. A Fig. 24 abaixo mostra
a simulacdo e os pontos usados no célculo da Integral J.

Pontos usados no
calculo da Integral .J

02F  Tiinca aberta /
apos a simulacdo FIE R

+ +
T )A—i\\ §
+

01 F

Eixoy
[}
p =
q
w
+yp 4+t

0.2

|
03 02 01 0 0.1 0z 03 0.4
Eixo x

Figura 24. Abertura da trinca em detalhe (imagem gerada pelo programa dual.m)

E interessante observar que para a trinca simulada acima, a/b é igual a 0,4. Conforme
aumentamos essa relagdo, a trinca cresce, aproximando, por sua vez, as pontas A e B da borda da
placa. Quando a extremidade B fica prdxima o suficiente para que os pontos usados no calculo da
Integral J exceda a borda da placa, os resultados obtidos ndo podem ser considerados confidveis.

Assim, foi usada a razdo a/b variando de 0,1 a 0,5 para evitar produzir resultados inconsistentes.

A Tab. 3 apresenta os pontos usados para a construgdo das trés curvas da Fig. 23
anteriormente apresentada. As solugdes conhecidas descritas anteriormente foram implementadas em
linguagem Matlab e, utilizando os mesmo parametros dimensionais do programa dual.m, os pontos
para a construgdo dos graficos foram obtidos. O erro maximo fora calculado com relagdo a solugdo

tedrica que mais se distanciou dos resultados numéricos, neste caso, a solucdo de Koiter.

Tabela 3. Pontos usados para a construgdo dos graficos da Fig. 23

Razéo a/b Koiter (1965) Tada (1973) MEC Dual Erro Méximo (%)
0,1000 1,0052 1,0060 1,0075 0,2288
0,2000 1,0224 1,0245 1,0268 0,4304
0,3000 1,0543 1,0575 1,0614 0,6734
0,4000 1,1094 1,1090 1,1156 0,5589
0,5000 1,1837 1,1862 1,1975 1,1658
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(b) Resultados para simulacdo de placas com trincas de borda

Os parametros variados na simulacdo de placas com trincas de borda foram 0os mesmos que 0s
dispostos na alinea anterior. A Fig. 23 mostra o modelo discretizado da placa contendo a trinca. O

gréafico gerado nesta etapa esta disposto a seguir.

Considerando tratar-se de uma trinca de borda e que o ponto usado para o célculo da Integral J
é 0 ponto B da Fig. 25 acima, o pardmetro adimensional a/b p6de ser variado de 0,1 a 0,7 sem 0

problema de exceder os limites da placa como ocorria na alinea (a).

A solucdo obtida pelo programa dual.m foi comparada com as ja conhecidas solucdes de
Gross e Brown (1964 e 1966) e Tada (1973), cujas expressdes encontram-se enunciadas abaixo (Tada

et al, 2000):

4 0,857 + 0,265a/b
Knorm_cross = 0,265(1 —a/b)* + 3/ (92)
(1-a/byz
2b wa 0,752 + 2,02(a/b) + 0,37(1 — sinma/2b)?
Knorm_Tada = Ta tanﬁ- Ta . 93)
COS%
250 b=0,5:
h=2.b;

Eixoy

nst < > [ h

Figura 25. Placa contendo uma trinca de borda
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Figura 26. Gréfico de K,,,,., para trinca de borda em uma placa infinita

No gréafico acima, é possivel perceber que as trés curvas quase que se sobrepdem em todos os
pontos, excetuando quando a/b = 0,7. Isso acontece porque a solucdo de Gross e Brown garante erro
de até 0,5% para a/b < 0,6 e a solugdo de Tada garante erro inferior a 0,5% para a/b = 0,2. O erro
maximo calculado na Tab. 4 considera a solucdo de Gross & Brown, uma vez que a curva em preto
possui a discrepancia anteriormente descrita. Os pontos usados para a construgdo dos graficos se

encontram na Tab. 4 abaixo.

Tabela 4. Pontos usados para a construcéo dos graficos da Fig. 26

Razéo a/b Tada (1973) Gross (1964) MEC Dual Erro Maximo (%)
0,2000 1,3667 1,3727 1,3770 0,7536
0,3000 1,6551 1,6621 1,6930 2,2899
0,4000 2,1080 2,1059 2,1159 0,3748
0,5000 2,8266 2,8291 2,7767 1,7654
0,6000 4,0432 4,0295 4,0174 0,6381
0,7000 6,3755 5,9780 6,4340 7,6280
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4 FADIGA DOS MATERIAIS

4.1 Introducao

Um elemento de maquina pode estar submetido a dois tipos distintos de esforgos mecanicos. Quando a
tensdo aplicada a peca é constante e evolui de forma gradual, de modo que o sentido e a magnitude da
carga aplicada permanecam constantes, diz-se que o elemento esta sob regime estatico. Quando, por
algum motivo, existe uma condicdo que permite essas tensdes flutuarem, como no caso classico de um
eixo girante submetido a flex&o - que ora se sujeita a cargas de compressdo, ora de tragdo, para cada
revolucdo do eixo -, diz-se que o elemento esta sob esforgos dindmicos. Tanto o regime estatico

quanto o dindmico representam situacdes reais de engenharia.

Embora muitas vezes as tensdes flutuantes aplicadas em uma determinada peca estejam abaixo
do limite de resisténcia ao escoamento do material, é observada constantemente a ocorréncia do
colapso pléastico do elemento mecanico. A causa dessa falha é atribuida a repetitividade dessas tensdes,

0 que leva & atribuicdo do termo falha por fadiga.

O vocébulo fadiga é derivado do latim fatigare, que significa esgotar-se ou cansar-se, e
representa exatamente o que ocorre com um material submetido a esforgos ciclicos. Uma descricéo
especifica do fendmeno pode ser encontrada no relatério técnico intitulado General Principles for
Fatigue Testing of Metals, publicado pela ISO em 1964. O documento especifica que o fendmeno
“pode ocorrer em um material metalico devido a aplicacdo repetida de um esforco ou deformacio,
embora, usualmente, esse termo se aplique especificamente a flutuagfes que levam a formacéo de

trincas ou a falha mecanica” (Suresh, 1998).

Como ja foi comentado anteriormente na Introducdo do Capitulo 3 deste relatorio, existem
duas formas pelas quais uma estrutura trincada pode vir a colapsar. A primeira delas assume uma
solicitacdo pontual, aplicada de uma s6 vez e com uma magnitude pré-definida; a segunda compreende
a aplicacdo de uma tensdo ciclica, com frequéncia e amplitude que podem ser varidveis. Essa Ultima
forma caracteriza o fendbmeno de fadiga e, é exatamente sobre esse fendmeno que a segunda parte

deste trabalho se concentrara.

A fadiga em materiais metélicos ja vem sendo estudada desde o século XIX. O engenheiro
alemdo August Wholer foi um dos primeiros pesquisadores a se destacar nesse campo de estudo

(Bannantine et al., 1990). Ele obteve as chamadas Curvas S-N, também conhecidas como Curvas de
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Whéler, que continham a informacéo da tensdo no eixo ordenado e o nimero de ciclos até a ocorréncia

da falha no eixo x.

A metodologia da Mecanica da Fratura foi aplicada pela primeira vez a problemas de Fadiga
apenas em 1960 por Paris & Erdogan. Nessa época, foi provado que o problema de propagacédo de
trinca por fadiga era dominado pela variagdo do fator de intensidade de tensdo proposto por lrwin, e
ndo pelas tensGes hominais aplicadas ao corpo, muito embora tal abordagem ndo seja valida para todos

0s problemas dessa natureza (Sato, 2009).

Os topicos subsequentes apresentardo 0s conceitos basicos sobre propagacao de trincas por
fadiga, que servirdo de base para o entendimento e a formulacdo dos exemplos numéricos, a serem

apresentados no capitulo seguinte.

4.2 Curva S-N

O método S-N foi a primeira tentativa de compreender e quantificar de alguma forma a fadiga em
materiais metalicos, sendo o método padrdo de projeto por fadiga durante muito tempo. Sua
formulacéo ainda pode ser usada para problemas de fadiga em alto ciclo, quando as tensdes aplicadas
a peca produzem deformagdes cuja componente eléstica € muito maior que a componente pléstica —
esse tipo de carregamento aparece tipicamente em eixos de transmissdo de poténcia, por exemplo. Para
problemas de fadiga em baixo ciclo, quando as deformagbes possuem uma componente de deformacao
plastica significativa, 0 método da vida sob tensdo (S-N) ndo é o mais indicado, devendo ser usado o

método da vida sob deformacdo (Bannantine et al., 1990).

O exercicio de classificar entre alta e baixa ciclagem vai depender do material da peca a ser
estudada. Normalmente, fadiga de alto ciclo é empregada para uma ciclagem superior a 103 ciclos
(Shigley et al, 2003).

O procedimento mais comum para a construcdo da curva S-N é a realizacdo do ensaio de viga
rotativa pensado por R. R. Moore, que utiliza dois pontos de carregamento para aplicar um momento
fletor constante a um eixo rotativo, no qual uma vez aplicado o carregamento, o nimero de inversdes
de tensdo sdo registradas até a ocorréncia da falha. Para a realizacdo desse ensaio, 0 espécime deve ser

cuidadosamente usinado e polido uniaxialmente, de modo a evitar riscos em sua circunferéncia.

A tensdo utilizada no ensaio inicia sempre inferior a resisténcia Ultima do material e vai
decrescendo a medida que a ciclagem aumenta, até atingir-se a falha. A curva é entdo construida
geralmente em uma grade log-log ou semilog, a fim de enfatizar sua flexdo, dispondo a resisténcia a
fadiga no eixo y e o nimero de ciclos até a falha no eixo x, determinando, desta forma, o limite de
resisténcia a fadiga do material do corpo de prova. Um exemplo de curva S-N pode ser encontrado a
sequir.
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Figura 27. Curva S-N para 0 ago 1045 e Aluminio 2014-T6

Nem sempre é possivel determinar o limite de resisténcia a fadiga de um material.
Normalmente, metais cujo empacotamento é do tipo ctbico de corpo centrado possuem um limite de
resisténcia a fadiga. Tal grandeza é comunmente denotada por S, (para o caso acima, S, = 300 MPa),
e representa o nivel de tensdo que o corpo de prova fabricado com esse material é submetido até o
momento da falha, no limite para quando a vida do elemento é infinita — limite esse que, para termos
de engenharia, assume o valor de um milh&o de ciclos, como representado no gréfico da Fig. 27. Além

desse limite, a falha ndo ocorrerd, independentemente do nimero de ciclos.

Para metais ndo-ferrosos ou ligas, a curva S-N jamais se torna horizontal - caso do aluminio,
ilustrado na Fig. 27, de modo que a resisténcia a fadiga desses materiais ndo apresenta um limite

definido, sendo normalmente tomado para N = 5(108) ciclos.

E interessante observar que as curvas S-N s&o obtidas sob condicdes especificas, utilizando
corpos de prova com excelente acabamento superficial, 0 que nos leva a concluir que os dados obtidos
experimentalmente através dos ensaios de viga rotativa deverdo ser corrigidos para adaptar as
condicOes ideais do laboratério, no sentido de considerar as discrepancias correspondentes as
aplicacdes reais. Tais adaptacdes sao feitas através dos fatores de correcdo do limite de resisténcia a

fadiga, que leva em consideracao efeitos de geometria, carregamento, acabamento, entre outros.
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4.2.1 Limite de Resisténcia a Fadiga

Nem sempre € possivel realizar os ensaios necessarios para determinar o limite de resisténcia a fadiga.
E importante que consigamos, portanto, uma estimativa inicial para tal grandeza. Inimeros ensaios de
tracdo foram realizados utilizando a mesma geometria dos ensaios de viga rotativa. Dessa forma, é

possivel comparar 0s conjuntos de resultados a fim de correlacionar ambas as grandezas.
O limite de resisténcia a fadiga se relaciona com o limite de resisténcia a tragdo seguindo as
relagdes dispostas abaixo (Bannantine et al., 1990):

S, ~ 0,5S,,, para Sy, < 200 ksi. ~ Se, S,; > 200 kpsi, S, ~ 100 ksi. (94)

O nivel de tensdo alternada correspondente a 1000 ciclos de carregamento (S;g00) pPOde ser
estimado como sendo 90% da resisténcia a tracdo do material. Um gréafico contendo a relagdo entre

ambos os limites esté disposto a seguir.
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Figura 28. Relacdo entre resisténcia a fadiga e resisténcia a tracéo para agos forjados (Bannantine et al., 1990)

Eis as equagdes que descrevem o comportamento da curva acima:
S =10°NP, (para103 < N < 109), (95)

onde os expoentes C e b sdo determinados de acordo com dois pontos definidos na Fig. 29
(Bannantine et al., 1990).

1 S (51000)?
b= —510910%:(’ ;. C= loglo%. (96)
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Figura 29. Curva S-N para metais forjados em grade log-log (Bannantine et al., 1990)

Com as relagBes anteriores, podemos escrever uma equagdo para 0 ndmero de ciclos em

funcgéo da tenséo alternada S:
N =107¢/bs1/P (para 103 < N < 10°). (97)

Substituindo ainda as relagdes S;900 = 0,95, € S, = 0,55+, podemos escrever a equacdo da

curva S-N para 0 ago como sendo:
S =1,625,,N~%085 (98)

E importante observar que as relagdes aqui apresentadas sdo estimativas obtidas através de
uma analise empirica e estatistica e, dependendo da aplicacdo, testes experimentais deverdo ser
realizados. Outra caracteristica que vale destacar diz respeito a ciclagem; as equacfes anteriores ndo
aproximam de forma satisfatéria 0 comportamento de pegas com vida inferior a 1000 ciclos, devendo

ser usado outro método de analise em casos como esse.

4.3 Curva da/dN x AK

4.3.1 Leide Paris

Os primeiros estudos de fadiga ndo consideravam fatores como o modo de carregamento, comentado
no topico 3.2.4 deste trabalho, e imperfeicbes microscépicas que pudessem estar presentes no material
cuja peca havia sido carregada. Tentava-se determinar a vida em fadiga através de parametros globais,
como a tensdo e deformacdo (Gdoutos, 2005). Foi apenas na década de 60 que um grupo de
pesquisadores demonstrou que a Mecanica da Fratura era a ferramenta mais indicada para modelar a
propagacao de trincas por fadiga em materiais metalicos (Paris & Erdogan, 1960; Paris et al., 1961).
Tal problemética deixava de ser relacionada com aqueles fatores globais, passando a ser considerada a
variacdo do fator de intensidade de tensdo (AK), muito embora tal abordagem ainda tenha suas

limitacGes, ndo sendo valida a totalidade dos casos.
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O fenbmeno de fadiga passou a ser melhor compreendido, sendo modelado em dois momentos
distintos: no surgimento da trinca por fadiga e na propagacéo dessa trinca. O primeiro € analisado a
nivel microscopico, enquanto a mecanica do continuo é usada para o estudo de propagacao de trincas.
A necessidade de correlacionar essas duas abordagens aumentou na medida em que a teoria vigente

ndo conseguia explicar a discrepancia entre as falhas macroscdpicas e microscopicas (Gdoutos, 2005).

Normalmente, quando uma peca é submetida a esfor¢os ciclicos, energia é acumulada na
vizinhanca de falhas microscopicas provenientes, muitas vezes, dos processos de fabricagdo dos
materiais; essas falhas crescem e coalescem, formando trincas microscopicas. Eventualmente, essas
micro trincas crescem até que seja possivel descrever seu comportamento por meio dos principios da
mecanica do continuo. Tais falhas sdo chamadas, finalmente, de macro trincas ou, simplesmente,

trincas.

Apos o surgimento da trinca por fadiga, uma propagacgéo estavel se inicia, permanecendo até
que a trinca atinja um tamanho critico, levando a peca a falha catastrofica. Assim, podemos identificar
trés estagios distintos que compreendem a vida em fadiga do elemento, todos representados na Fig. 30:
a regido | € aquela onde a propagacdo é bem lenta, e se inicia apds o fator de intensidade de tensdo
ultrapassar um determinado limite inferior (AK,;); na regido Il acontece a propagagdo estavel da
trinca, na qual é utilizada a abordagem proposta por Paris & Erdogan (1960); na regido 1ll, a taxa de
propagacao cresce rapidamente, culminando na fratura do material, ou seja, o fator de intensidade de
tensdo ultrapassa um limite superior (K;.), chamado tenacidade a fratura.
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Figura 30. Comportamento tipico da propagacéo de trincas por fadiga em metais (Sato, 2009)

Neste ponto, é interessante lembrar que o fator de intensidade de tensdo se define como um
pardmetro capaz de definir o comportamento de trincas distintas, de modo que caso o fator de

intensidade de tensdo de duas trincas completamente diferentes seja 0 mesmo, ambas apresentardo a
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mesma distribuicdo de tensdo nas proximidades da ponta da trinca, independentemente de parametros
individuais como geometria e tensdo nominal aplicada. Tal caracteristica também estara presente no

estudo de propagacéo de trincas.

A abordagem representada pela Fig. 30 € baseada no conceito de similaridade (do inglés,
similitude), que, em termos de engenharia, € um conceito normalmente aplicado para estabelecer o elo
entre 0 modelo simulado em laboratério e o objeto real, em condi¢es normais de operacdo. Tal
hipotese, aplicada a propagacgdo de trincas, utiliza o fator de intensidade de tensdo como parametro de
similaridade, assim, duas trincas diferentes com o mesmo AK irdo se propagar na mesma velocidade
(Anderson, 1995). A hipdtese de similaridade permite utilizar os ensaios de laboratério para
determinar o comportamento dos materiais em condigdes de operagdo, entretanto, tal abordagem néo é
valida para todos os casos, tais como: regido | da curva da Fig. 30 e para propagacédo de trincas muito

pequenas (Jones et al., 2007). Nesses casos, faz-se necessario a aplicacdo de outros modelos.

Considerando valida a hipdtese da similaridade para uma situacdo em que uma trinca se
propaga devido a um carregamento ciclico, com variacdo de amplitude constante dos fatores de
intensidade de tenséo, Ky,in € Kmax, Sendo que as deformagdes plésticas nas proximidades da ponta da
trinca sdo despreziveis, pode-se afirmar que as condi¢des na ponta da trinca sao definidas apenas pelo
fator de intensidade de tensdo K, sendo a taxa de propagagéo da trinca caracterizada por K, € Knax
(Sato, 2009). Assim, podemos escrever uma equacdo para a propagacdo da trinca como sendo
(Anderson, 1995):

da
= 1K), (99)

onde AK = Kpax — Kmins R = Kmin/Kmax € da/dN é a propagacdo da trinca por ciclo.

As expressdes para f; foram obtidas por inUmeros pesquisadores por meio de observagdes
empiricas. Cada uma das variagdes da Eq. (99) tenta descrever o comportamento da curva da/dN vs.
AK, ilustrada na Fig. 30, utilizando pardmetros de ajuste anteriormente apresentados, como a
tenacidade a fratura, o limiar da amplitude do fator de intensidade de tensdo, K;. e AK,

respectivamente, e a razdo de carga R entre os fatores de intensidade de tensdo maximo e minimo.

Um dos primeiros modelos matematicos de propagacéao de trincas por fadiga foi proposto por
Head (1953). Ele trabalhou com o problema cléssico de placa plana infinita com uma trinca central,

chegando na seguinte equacéo (Gdoutos, 2005):
— = CK,3. (100)

Na equacdo anterior, C representa uma constante que depende das propriedades mecénicas do

material a ser determinado experimentalmente.
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Uma das expressGes mais utilizadas no estudo de propagacdo de trincas foi proposta em 1960

por Paris & Erdogan, comumente conhecida como “Lei de Paris

da m
-y = C-AK™, (101)

A expressdo acima é valida apenas para a regido Il do gréfico da Fig. 30, e ndo considera 0s
efeitos provenientes da razdo de carga R. Os fatores C e m sdo constantes obtidas experimentalmente,
0 primeiro representa o coeficiente linear do trecho reto da curva da Fig. 30, tendo o mesmo
significado que o da Eq. (101); j& o expoente m denota o coeficiente angular do mesmo trecho. Ambos
0s parametros dependem do material utilizado nos testes. Inicialmente fora proposto um valor
empirico para o expoente m como sendo igual a quatro, entretanto, pesquisas posteriores revelaram

que tal valor pode variar de dois a sete, dependendo do tipo de material.

Embora a Eq. (101) seja a primeira a modelar o comportamento da curva da Fig. 30 de forma
satisfatoria, muitas pesquisas posteriores se concentraram em propor novas solugdes que aproximem
ndo s6 a regido Il, como as demais regides da curva supracitada. O subitem seguinte apresenta

algumas dessas outras solucdes.

4.3.2 Solugdes Empiricas para Descrever o Crescimento de Trincas por
Fadiga

Uma vez que a Eq. (201) ndo considera o crescimento da trinca para valores altos e baixos de AK
(regido 1 e 11, respectivamente), Forman et al. (1967) propuseram uma expressdo para modelar o caso

em que K4, Se aproxima do limite superior K;. (regido I11):

da C(AK)™
dN  (1-R)K,.— AK’

(102)

onde R é a razdo de carga e C e n sao constantes que dependem do material. Uma forma mais

conveniente de escrever a equagdo acima vem a ser:

da  C(AK)"!
L =)

Kméx

(103)

Na expressdo anterior, fica claro que a taxa de propagacéo tende a infinito na medida em que

Knsx S€ aproxima de K., indicando o inicio da instabilidade.

Para baixos valores de AK (regido | da Figura 30), Donahue et al. (1972) trouxeram a seguinte
relacdo (Gdoutos, 2005):
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da
o = KK — AKg)™, (104)

onde AK,; denota um valor inicial de AK. De acordo com Klesnil & Lucas (1972):
AKpp = (1= R)Y MK 4, (105)
onde AKm(o) é o valor inicial para quando R = 0 e y é uma propriedade do material.

Walker (1970) também prop6s um modelo para tratar a regido Il, entretanto, sua solucéo ja
incorpora os efeitos da razdo de carga R , ao contrario do modelo original proposto por Paris &
Erdogan (Sato, 2009):

da map) (1 p

Na equagdo acima, além dos pardmetros originais C e m, ha a inclusdo de um parametro

adicional de corregéo p.

Walker deduziu, seis anos mais tarde, em um trabalho conjunto com Priddle (1976), uma
expressao para tratar todas as regides da Fig. 30, todavia sem considerar os efeitos da razdo de carga:

da (AK - AKth) (107

dN B KIC - Kméx .
Dowling et al. (1976), em uma completa analogia a Lei de Paris, incorporou o conceito da
Integral J na expressao original (Gdoutos, 2005):
da

- = c@n™. (108)

4.4 Modelo de Fechamento de Trinca Induzido por Plasticidade

O estudo de propagacao de trincas por fadiga realizado até o0 momento considerou apenas situacdes de
carregamento ciclico com amplitude constante. Ainda que esse tipo de carregamento ocorra em
ocasides préaticas, a grande maioria das estruturas submetidas a esforcos ciclicos estdo sob influéncia
de flutuagbes complexas de carregamento. Diferentemente do caso em que AK cresce gradualmente
conforme a trinca se propaga, mudangas bruscas no carregamento podem levar a efeitos mais
complexos no que concerne a propagacdo dessa trinca, devendo ser considerados a fim de que o

modelo se aproxime cada vez mais do fendmeno fisico em questéo.

No comeco da década de 1960, alguns experimentos demonstraram que a aplicacdo de uma
sobrecarga de tensdo sob um carregamento ciclico com amplitude constante levava a um retardamento
no crescimento da trinca presente naquele corpo de prova. A explicacdo para o fenémeno viria da
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analise do comportamento da zona de deformacdo plastica a frente da ponta da trinca. Apds a
aplicacdo da sobrecarga de tensdo, o material elastico (ndo deformado plasticamente) em torno da
zona plastica criava tensdes residuais compressivas, tendendo a fechar a trinca, retardando, assim, seu

crescimento.

J4 na década de 1970, Elber® publicou dois estudos nos quais um modelo mateméatico que
levava em consideracdo o efeito descrito acima fora proposto. O pesquisador mostrou que o
fechamento da trinca induzido por plasticidade era responséavel pela diminuigdo da propagacéo, e por
um consequente retardo na curva do nimero de ciclos por comprimento da trinca; as tensdes residuais
compressivas apareciam no momento do descarregamento, 0 que ocasionaria justamente uma reducéao

da severidade do processo.

Uma vez determinado que o efeito do fechamento da trinca era constante ao longo da

propagacéo, houve a introdugdo de um novo AK (Gdoutos, 2005):

AKerr = Kax — Kop » (109)

onde AK,sr € denominado fator de intensidade de tensdes efetivo, K, € 0 fator de intensidade de
tensGes devido a aplicagdo da maxima tensdo no corpo e K,,, denota o fator de intensidade de tensdes

necessario para provocar a abertura completa da trinca.

Utilizando a Eg. (109), pode-se adaptar a Lei de Paris ou qualquer outro modelo que
contabilize o fator de intensidade de tensGes para estimar a taxa de propagacéo da trinca por fadiga.
Modificando a Eq. (101), teremos:

4 _ cwnrym 110
= CUAK™, (110)
onde U = —mix Koo Ap— g K. (111)

max — Kmin

Inimeras relagcBes empiricas foram propostas para a determinacdo de U. Elber propds a

seguinte expressao:
U=05+04R, (112)

onde R = Kax/Kmin para—0,1 <R < 0,7.

Diferentemente da relacéo linear obtida por Elber, Schijve, em 1981, obteve uma expresséo
quadrética para U:

3 Elber, W. "Fatigue crack closure under cyclic tension", Engineering Fracture Mechanics 2, 1970, pp. 37-45.
Elber, W. "Equivalent constant-amplitude concept for crack growth under spectrum loading”, Fatigue Crack Growth Under
Spectrum Loads, ASTM STP 595, American Society for Testing and Materials, Philadelphia, 1976, pp. 236-250.
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U =0,55+0,33R + 0,12R?, (113)
sendo valida para —1,0 < R < 0,54.

O programa para simulacdo de propagacdo de trincas por fadiga utilizado neste trabalho fez
uso dos valores de U segundo as Equacfes (112) e (113) para o modelo de fechamento de trinca

induzido por plasticidade.

4.5 Estimativa de Vida em Fadiga

A questdo principal no estudo de propagacao de trincas, na qual a Regido Il representa a maior parte
da vida em fadiga da maioria dos materiais usados para compor estruturas, vem a ser a correta
determinagdo do nimero de ciclos N requeridos para que uma trinca com um tamanho inicial a,

cresga até um determinado tamanho critico a., na medida em que a = a(N).

Na Fig. 31, a; representa uma trinca grande o suficiente para a aplicacdo dos conceitos de
Mecénica da Fratura, mas muito pequena para ser detectada e a, representa o limite para a inspecéo
ndo destrutiva. A trinca cresce lentamente até o ponto a,, que representa o final de sua vida util; a
partir desse ponto, a trinca se propaga rapidamente até atingir o limite a;, onde a falha catastrofica se

inicia.

Vida em Fadiga |

o b Vida uatil -
Or
a
G
I -
Inspegio
N (ciclos)

Figura 31. Tamanho da trinca por nimero de ciclos para carregamento ciclico constante (Gdoutos, 2005)
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Uma trinca em um componente estrutural submetido a carregamento ciclico convergira a falha
catastrofica no momento em que essa trinca atingir seu comprimento critico as, diante de um
determinado nimero de ciclos. O objetivo do estudo de propagacdo de trincas por fadiga é a

determinagdo do tamanho critico da trinca a,, como funcao do nimero de ciclos N.

Quando a natureza das tensdes aplicadas e a expressao para o fator de intensidade de tensdo
sdo conhecidos, uma das solugdes empiricas apresentadas no tépico 4.3.2 deste relatério pode ser

aplicada para a determinacéo da vida em fadiga do componente estrutural (Gdoutos, 2005).

Consideremos uma placa plana infinita submetida a tensdes ciclicas com uma trinca de

comprimento 2a, em modo |. O fator de intensidade de tensdes sera:

K = f(a)ovra, (114)

onde f(a) é uma funcdo que depende da posicdo da trinca, sendo igual a unidade para trinca central e

1,12 para o caso de uma trinca de borda, ambas em uma placa infinita.

A estimativa da vida em fadiga é calculada integrando a Lei de Paris (Equagdo 101),

reproduzida abaixo por conveniéncia.

da m
Ty = C-AK™. (115)

A fim de obtermos o nimero de ciclos para a trinca se propagar até um determinado tamanho

a, fazemos:
dN = da 116
~ CAK™ (116)
Integrando a equacdo acima, obtemos:
N— Ny = f "_da 117
° ), CAk™ (117)

onde N, denota o nimero de ciclos de carregamento correspondente & metade do comprimento inicial

datrinca a,y. A Regra do Trapézio pode ser usada para integrar a equacao acima, desta forma, teremos:

N_N0=

(a— ao)l{[ 1 1 } (118)

_|_
2 C([AK(ap)]™ = [AK(a)]™
Na Eq. (109), (a — a,) representa o incremento pelo qual a trinca se propaga. AK(a,) e
AK(a) representam a magnitude dos fatores de intensidade de tensdo para quando a trinca possui
comprimento igual a a, € a, respectivamente. Um dos critérios para a determinacdo das amplitudes
dos fatores de intensidade de tenséo foi proposto por Tanaka (1974) e possui boa concordancia com

resultados experimentais (Sato, 2009). O critério adota um valor de K efetivo, denotado por K, :
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AKyp = /AK,Z + 2AK7 . (119)

Usando a defini¢ao anterior junto a Eq. (114), teremos:

N— Ny = 801 L (120)
P2 C|[aKeg(a)]" T [aK @]

4.6 Métodos para Determinar a Dire¢cdo da Propagacédo da Trinca

Embora tenhamos calculado, na primeira metade deste trabalho, o fator de intensidade de tensdo em
modo |, é muito comum que os carregamentos aplicados a estruturas ndo acontegam no plano normal.
Geralmente, o esforco ocorre em um plano intermediério, sendo dominado néo apenas pelos fatores de

intensidade de tensdo K;, K;; ou K;;; de forma independente, mas por uma combinag&o desses.

Existem varios métodos para determinar a direcdo de propagacao da trinca em uma simulacéo
numeérica. De todos, talvez os mais utilizados sejam o critério da Maxima Tensdo Circunferencial e o

critério da Minima Densidade de Energia de Deformagdo. Ambos sdo detalhados a seguir.

4.6.1 Critério da Maxima Tensao Circunferencial

Proposto por Erdogan & Sih em 1963, o critério da Maxima Tensdo Circunferencial (MTC) é baseado
na hipotese de que a propagacdo ocorre na dire¢do ortogonal a méxima tensdo principal na ponta da
trinca (Sato, 2009). Os campos de tensdo e deslocamento foram apresentados no tépico 3.2.6 deste
trabalho, entretanto, devemos definir a distribuicdo de tensfes para um carregamento misto em maodo |
e Il. Como ja foi comentado, a solucdo para 0 modo misto é obtida através do Principio da
Superposi¢cdo Linear (Anderson, 1995), ja definido pela Eq. (45) e reproduzida em seguida por

conveniéncia;

oot = gl 4 gll 4 gl (121)
— K 9\[1 = 9 36
011 = m{cos (2) [1 sen (2) sen (2 )]}’ (122)
K 0 7] 36
Oyp = —I{cos (—) [1 + sen (—) sen (—)]}, (123)
V27mr 2 2 2
K 0 0 36
O12 = ! [cos (—) sen (—) cos (—)], (124)
vanr 2 2 2
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Kll

et () eos (5) eos (T 125
O = I;;r [S“"” (;) cos @) cos (?)] (126)

o= i fos )1 () s (2]

011 =

s’
=
<

Usando as Equacdes (32), (33), (34), (37), (38) e (39), renumeradas acima, respectivamente,

obtemos a solugcdo em modo misto (I e II), expressa nas Equacdes (128), (129) e (130) dispostas a
seguir.

o1 = \/%{cos (g) 1—sen (g) sen (?)]} + (128)

-l eos ) eos (T

o= leos () [t () sen (T + s loen (G)eos () o0 (7

e G)ees (g) eos (7)) 029

2nr 2 2

o= f o @Ysen (€) os (] el r-se oo () s

Faz-se interessante reescrevermos as expressdes anteriores em coordenadas polares. Desta
forma, as Equacdes (128), (129) e (130) se tornam (Sato, 2009):

Opp = \/21? cos (g) {K, [1 + sen? (g) + ;K,,sen(ﬁ) — 2K;tg (g)]}, (131)
Ogg = \/Zl_nr cos (g) [K,cos2 (g) — ;K,,sen(H)], (132)

1

6
Org = \/ﬁ cos (E) {K;sen(6) + K;[3cos(6) — 1]}. (133)
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Para que a tensdo ggy Seja maxima, conforme a hipotese supracitada, o9 tem de ser nula.
Aplicando tal condicdo na Eq. (133), tem-se duas situa¢Ges que originam uma solucéo trivial e outra
ndo trivial, expressas a seguir, respectivamente.

A e 0
Solugéo trivial: cos (—) =0~ 6 =+4m, (134)

2 X

Solugéo no trivial: K;sen(0) + K;;[3cos(8) — 1] = 0. (135)

Analisemos agora a Eq. (134) para os modos | e Il em separado. Para 0 modo | puro, K;; = 0,

dai, decorre:
K;sen(6) =0 -~ 6 =0". (136)
Para o modo Il puro, K; = 0, portanto:
K;[3cos(@)— 11=0 ~ 8 = £70,54°. (137)

A solugdo para 0 modo misto, em analise a Eq. (135), esta expressa a seguir (Broek, 1986):

0 = 2arct 15,1 (K’)2+8 138
=2t g, T 1 |\, | (138)

A determinag&o do sinal de € na Eq. (138) depende diretamente do sinal de K;;, na medida em
gue (Sato, 2009):

1K, 1 |/K\?
0 = 2arctg ZK_,,_Z (K_”) + 8| » K;; >0, (139)
2
1K, 1 |[/K;
0 = 2arctg ZK_”+Z (K_”) + 8| » K; <0. (140)

E interessante observar que o angulo 6 é determinado segundo a orientagio do sistema de

coordenadas ilustrado na Fig. 9.

Como ja foi comentado no tdépico 3.3, para 0 caso em que ocorra elevada plasticidade na ponta
da trinca, a teoria prevista pela Mecénica da Fratura Linear Elastica ndo conseguird prever com
exatiddo o comportamento mecénico do material submetido a tais tensdes e, por conseguinte, as
expressdes descritas anteriormente ndo produzirdo resultados confiaveis. Deste modo, tais equagdes
devem ser usadas apenas para modelar trincas cujo tamanho, ou as tensfes nelas aplicadas, ndo

estejam associadas a alta plasticidade.
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4.6.2 Critério da Minima Densidade de Energia de Deformacéao

O critério da Minima Densidade de Energia de Deformagdo (Sih, 1973)* leva em consideragdo o
campo de energia ao redor da ponta da trinca e se define como sendo uma alternativa eficaz na
determinagéo da direcdo de propagacdo da trinca em problemas de propagacéo de trinca em duas e trés
dimensGes, trincas em materiais compositos, problemas dindmicos, entre outros (Gdoutos, 2005).

Essa andlise considera um pardmetro denominado Fator de Densidade de Energia de
Deformacdo S. Tal fator ndo considera apenas a magnitude das tensées distribuidas na ponta da trinca;
diferentemente no fator de intensidade de tensdo K, o pardmetro S possui sensibilidade direcional,
podendo ser comparado a uma grandeza vetorial, enquanto K, de forma analoga, seria um escalar
(Sato, 2009).

O conceito fundamental dessa anélise avalia o continuo como uma soma de volumes unitarios
de material, cada qual com a capacidade de armazenar uma determinada quantidade de energia em um
especifico instante de tempo. Essa quantidade diferencial de energia por unidade de volume é referida
como sendo a funcéo densidade de energia de deformagdo dW /dV, e varia de um local para outro em

todo o dominio do material.

aw

Eij
5 = f Uijdgij + f(AT, AC), (141)
av -~

onde AT e AC representam as flutuagdes de temperatura e concentracdo da mistura, respectivamente e
o;; € &; as componentes de tensdo e deformagdo, respectivamente. Em analise a Eq. (141) acima,
podemos perceber que caso a tensdo aplicada ao elemento seja nula, sua densidade de energia ainda é
diferente de zero; isso demonstra que um elemento material pode conter energia mesmo ndo havendo

qualquer tensdo aplicada.

Historicamente, a quantidade de energia foi utilizada para definir o momento da falha por
escoamento de um elemento material. Sob esse ponto de vista, a falha por escoamento ocorre quando a
energia total de deformacéo por unidade de volume absorvida se iguala a energia por unidade de
volume estocada pelo material carregado por tensdo uniaxial no momento do escoamento. Tal
quantidade corresponde a um limitante de energia de deformacéo, funcionando como uma constante
do material (Gdoutos, 2005).

Para um material linear elastico, a fungdo descrita anteriormente toma a forma:

aw 1 ) ) ) v
- 2E (oi1 + 032 + 033) — E(Unazz + 02,033 + 033011) + (142)

* Sih, G. "Energy-density concept in fracture mechanics". Engineering Fracture Mechanics, 1973, p. 1037 — 1040.
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1
2 2 2
+2— (01 + 033 + 031),
u
onde gy, 02, 033, 012, 023 € d31 SA0 componentes de tensdo, v a razdo de Poisson, E 0 Mdédulo de

Young e u € o Modulo de Elasticidade Transversal, no qual, E = 2u(1 +v).
Para problemas de elasticidade plana, a Eq. (142) pode ser reescrita como:

aw 1 k+1

- mlr (011 + 022)% = 2(011022 — J122)]' (143)

onde k = 3 — 4v para condic¢do de deformagdo planae k = (3 —v) / (1 + v) para tenséo plana.

O critério da Minima Densidade de Energia de Deformacédo (MDED) é apresentado mediante
trés hipoteses estabelecidas a seguir, e se aplica a todos os tipos de materiais (de comportamento
elastico ou plastico), carregamentos (constante ou ciclico) e geometrias, considerando ou nao falhas
iniciais pertencentes ao material. Tais hipéteses independem do tipo de material ou das restricdes
induzidas pelas equagfes constitutivas. A funcdo densidade de energia de deformacdo dW /dV decai
com a distancia r da ponta da trinca (Gdoutos, 2005). Assim, pode-se definir:

aw S 144
awv - r’ (144)
onde S ¢ o fator Densidade de Energia de Deformacdo e r é o raio medido a partir do local do provavel

inicio da falha.

O fator S pode ser escrito na forma S =r(dW /dV), podendo ser interpretado como a
liberacdo local de energia para um segmento de propagacgdo r. Para problemas de elasticidade plana
linear, podemos substituir as Equagdes (128), (129) e (130) na Eq. (143), obtendo, por conseguinte
(Sato, 2009):

S = a11K12 + ZalzKIKH + azzKIZI, (145)

onde os coeficientes a;; (i,j = 1,2) sdo dados por:

a;, = Ton [1 + cos (8)][x — cos ()], (146)
Ay = 1—2“sen(9)[2 cos(0) — (k — 1)], (147)
ayy = Fly{(’c + 1)[1 — cos(8)] + [1 + cos(8)][3 cos(B) — 1]3. (148)

As trés hipoteses relacionadas ao fator S estdo descritas abaixo:
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o Hipdtese I: A localizacdo da trinca coincide com a localizacdo da minima Densidade de
Energia de Deformacao relativa (dW /dV )i, € 0 escoamento, com a maxima (dW /dV),nax-
Para a simulacdo de propagacdo da trinca, considera-se que a dire¢do de propagacdo coincide
com a posi¢do, em uma regido circunferencial de raio r, onde S atinge o seu valor minimo, ou

seja, na ponta de trinca (Sato, 2009).

e Hipotese II: A falha por fratura ou escoamento ocorre quando (dW /dV)uin OU (AW /AV ) ax

atingem seus respectivos valores criticos.

e Hipdtese I1I: Os incrementos da propagacdo da trinca ry, 7y, ..., Teritico, dUrante a propagacao
estavel, satisfazem a equacdo:

(d_W) _S1_ %2 Sortico (149)
AV / critico n g Teritico

A fratura instavel ou escoamento acontecem quando o tamanho critico 7., € atingido
(Gdoutos, 2005). Nesse caso, S. itico COrresponde a uma propriedade do material que depende das

condicbes de carregamento, condicdes de teste, etc., denominada Tenacidade a Fratura (Sato, 2009).

Utilizando coordenadas polares e trabalhando com o campo de tensdes em duas dimensdes, a
Hipotese | pode ser expressa matematicamente como:

96 ) ( )
: >0 151

Usando a Eq. (141) nas duas expressdes enunciadas anteriormente (Equagdes 146 e 147), tem-

Se:

[2cosO — (k — 1)]senfK? + 2K,K;;[2 cos(20) — (k — 1)cos6] +

+KZ[(k — 1 — 6cosB)senB] = 0, (152)

K?[2cos (20) — (k — 1)cosB] + 2K, K;;[(k — 1)senf — 4sen(26)] +
+K2[(x — 1)cosO — 6¢cosB] > 0. (153)
A direcdo de propagacdo da trinca, por conseguinte, sera determinada através da Eq. (152)
solucionando para 8, obedecendo a condigdo descrita pela Eqg. (153). As expressdes anteriores utilizam

o Critério da Minima Densidade de Energia de Deformacéo para uma trinca em um campo de tensdes

bidimensional sob condigdes de carregamento em modo misto.
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Dentro do cddigo do MEC, foi utilizado o método da Bisseccdo para determinar a raiz da Eq.
(152) - tal método serve para encontrar raizes de equacfes nédo lineares em intervalos determinados.
Uma vez encontrada a raiz, a condi¢do descrita pela Eq. (153) é usada para verificar se o angulo é

realmente o procurado.

Usando agora a Hipdtese 111, pode-se escrever uma estimativa para o proximo incremento de
propagacao através da relacdo entre os fatores S dos incrementos atual e anterior (Sato, 2009):
S:
Aa;y, = L Aa, (154)
Si
onde, Aa € o incremento e i + 1 representa 0 incremento subsequente. Assim, o algoritmo segue em

um processo iterativo até que o valor de S se torne critico.

Tanto o Critério da Maxima Tensdo Circunferencial como o Critério da Minima Densidade de
Energia de Deformacéo foram utilizados para determinar o &ngulo de propagacao junto ao programa
de MEC, entretanto, é importante observar que 0 MDED possui a vantagem de possibilitar a avaliagdo
do tamanho do incremento do préximo avancgo a partir de informagdes do avancgo atual, o que permite

a utilizacdo de uma quantidade menor de incrementos até o comprimento final da trinca.
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5 PROPAGACAO DE TRINCAS POR FADIGA
COMPUTACIONAL

5.1 Introducéo

A primeira parte deste trabalho teve por objetivo calcular o fator de intensidade de tensdes em modo
de abertura, usando o Método dos Elementos de Contorno aplicado a elasticidade em dois movimentos
distintos. Primeiramente, foi utilizada a técnica de extrapolacdo de deslocamentos junto ao cédigo
supracitado, fazendo uso de elementos quadraticos padrdo, elementos de ponto a um quarto e
elementos de ponto a um quarto com singularidade de tracdo para compor as func¢bes de forma. Em
seguida, foi utilizado o Método dos Elementos de Contorno Dual junto a técnica da Integral J para
calcular K; ndo s6 para uma placa contendo uma trinca central, como também para a situacdo em que a

trinca se encontra fora de simetria.

O estudo de fadiga teve a pretensdo de gerar o conhecimento necessario para a analise da
propagacdo da trinca propriamente dita, que, como visto, tem no fator de intensidade de tensGes um
pardmetro fundamental para compor os modelos matematicos que descrevem o fendmeno. No
Capitulo 3, analisamos apenas trincas carregadas em modo de abertura, tendo que considerar apenas
K;. Nas paginas que se seguem, novos exemplos contemplando carregamento misto serdo formulados

cujos resultados serdo apresentados e comparados com dados experimentais disponiveis na literatura.

O algoritmo de propagacdo desenvolvido por Sato (2009) utiliza o método Dual dos
Elementos de Contorno para obter as tensdes e deslocamentos nos pontos do contorno e nos pontos
internos, utilizando para isso 0s mesmos programas descritos anteriormente no tépico 3.4.1 deste
texto. Essas informacdes alimentardo, como dados de entrada, o algoritmo de propagacao, que devera
calcular o angulo de propagacdo usando um dos métodos descritos em 4.6 (MTC ou MDED) e o
numero de ciclos até a ocorréncia da falha, usando a Lei de Paris e 0 Modelo de Fechamento de Trinca
Induzido por Plasticidade. Comentarios mais aprofundados a respeito do funcionamento do programa

encontram-se a seguir.
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5.2 Comentérios sobre o Algoritmo Utilizado

O programa para a modelagem da propagacdo de trincas (Sato, 2009) segue varias etapas em
sequéncia, que serdo especificadas e explicadas a seguir. Como ja mencionado, 0 primeiro passo sera
desempenhado pelo programa que utiliza o Método Dual dos Elementos de Contorno - ja utilizado
para calcular o fator de intensidade de tensdes em modo | em 3.5.4, junto a técnica da Integral J -
intitulado dual.m, implementado pelo Professor Dr. Eder Lima de Albuquerque. Desta forma, a
explicacdo acerca do funcionamento do programa seguiré a partir dos dados de saida desse codigo, de
acordo com a lista contida em 5.2.1.

5.2.1 Sobre o Codigo Principal do Algoritmo de Propagacao

O algoritmo de propagacéo utiliza o arquivo de entrada de dados (5.2.2) como os parametros de
entrada para a analise pelo MECD, que produzira resultados que serdo trabalhados e culminardo na
simulacdo da propagacgdo da trinca propriamente. As funcdes descritas abaixo estdo em ordem de

execucao.

1) dual.m: Anélise das tensdes e deslocamentos nos pontos internos e no contorno usando as

funcGes descritas em 3.5.4 para cada incremento, usando a formulacdo do MECD.

2) find_tips.m: Procedimento para identificar o numero de pontas de trincas presentes na
geometria. A funcdo fornece ndo s6 o numero de pontas, bem como 0s numeros dos
respectivos nos fisicos relacionados a essas pontas. O cédigo trabalha armazenando os nés e
elementos fisicos e geométricos presentes em toda a trinca em matrizes e vetores auxiliares,
identificando os extremos da trinca e armazenando o nimero de pontas em um vetor
temporario. Finalmente, o algoritmo encontra os nés fisicos e os pontos da geometria aos

quais as pontas da trinca pertencem.

3) integrall_MS.m: Apds identificadas as pontas, a técnica da Integral J é usada em cada ponta
de trinca a fim de obter os fatores de intensidade de tensdo em modo | e Il. A funcéo usada na
primeira parte desse trabalho foi revisada (Sato, 2009) de forma a evitar muitos dos problemas
encontrados no calculo dessa integral, além de possibilitar trabalhar com carregamentos
multiaxiais. Essa nova versdo permite modelar trincas inclinadas; apresenta uma correcdo
acerca do numero de pontos para calcular a Integral J, que prevé uma distancia minima entre o
ponto interno e o contorno como sendo igual a metade do comprimento do elemento de
contorno mais préximo a esse ponto; implementa o desacoplamento de modos e identifica os
sinais de K; e Kj;. Para aplicar a técnica da Integral J devem ser utilizados os valores para
tensBes em pontos internos pertencentes ao contorno onde é calculada a integral, assim,
utiliza-se os resultados obtidos pelo algoritmo de MECD, avaliados no sistema de
coordenadas local da ponta da trinca, como ja explicado em 3.3.2 e 3.4.5 (Sato, 2009).

77



4) max_tens_circ.m ou strain_energy_density.m: Os fatores de intensidade de tensdo K; e Kj;
alimentam a etapa seguinte, cuja analise segue com uma avaliagdo acerca do angulo de
propagacdo da trinca, usando o MTC (max_tens_circ.m, explicado em 4.6.1) ou 0 MDED
(strain_energy_density.m, explicado em 4.6.2). O usuéario deve escolher previamente qual
critério o programa devera utilizar. E interessante lembrar que o critério da Minima Densidade
de Energia de Deformacdo é capaz de avaliar o tamanho do préximo incremento utilizando
dados do incremento atual. Como dados de saida, ambas as fun¢bes devem fornecer o angulo
de propagacédo e o fator de intensidade de tensdes equivalente, sendo que a fungdo que utiliza
0 MDED fornece ainda o Fator Densidade de Energia de Deformacdo S. O incremento
seguinte pode ser calculado através da Eq. (154), que relaciona o incremento atual e os fatores

S atual e anterior.

5) fatigue_life_closure.m: Essa funcdo utiliza a Lei de Paris para avaliar o numero de ciclos
gastos para que ocorra a propagacao. O procedimento é realizado para todas as pontas de
trincas, sendo o célculo feito através da integracdo da Lei de Paris pela regra do trapézio para
cada incremento, na qual todas as contribui¢Ges sdo somadas para resultar na area total sob a
curva da/dN x AK. E possivel escolher diferentes valores para U, de acordo com as Equacdes
(112) e (113) de Elber e Schijve, respectivamente.

Finalmente, apds a execucdo de todas as etapas anteriormente descritas para todas as pontas de
trincas identificadas, realiza-se a inser¢do dos novos incrementos, de acordo com o tamanho e o

angulo de propagacdo ja calculados.

5.2.2 Sobre a Entrada de Dados

O arquivo de entrada de dados, se comparado aos programas utilizados na primeira parte desse
trabalho, sofreu modificacGes a fim de incluir informacGes necessarias a realizacdo da propagacao.
Além das propriedades elasticas do material, como médulo de elasticidade E e razéo de Poisson v, e
do tipo de problema a ser considerado (estado plano de tensdo ou deformacdo), a razdo de carga R e as
constantes da lei de Paris, C e m, bem como o comprimento do incremento inicial e 0 nimero de
incrementos a serem simulados também devem ser especificados nesse arquivo. O arquivo de entrada

de dados para esse algoritmo esta disponivel em anexo.

Os dados que descrevem as condigdes do problema a ser analisado s&o dispostos em matrizes,

cujas descricOes estdo disponiveis a seguir.
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1) [PONTO]: matriz que contém os pontos que definem a geometria. Geralmente sdo definidos
em funcdo dos parametros geométricos do problema, tais quais os comprimentos da trinca e da
placa, a largura da placa, entre outros. Deve incluir tanto 0s pontos que caracteriza os limites

da placa, como as dimens@es da trinca em si.

2) [LINHA]: matriz que contem as linhas que definem a geometria a partir dos pontos descritos
na etapa anterior. A primeira linha da matriz define o nimero da linha, em seguida define-se o
ponto inicial e final, o tipo de elemento usado (continuo ou descontinuo) e o tipo de equacao a
ser utilizada (deslocamento ou forcas de superficies).

3) [DISCRE]: matriz para a definicdo da malha, na qual deve ser informado o numero de

elementos usado em cada linha.

4) [DESLOC]: aqui devem ser informadas as linhas que sofrerdo as aplicagdes da condicdo de

contorno de restri¢cdo de deslocamento.

5) [TRAC]: informa-se as linhas que devem sofrer a aplicagéo da condi¢do de contorno de forgas

de superficie.

5.2.3 Sobre o Pés-processamento e os Resultados Fornecidos

O algoritmo deve fornecer a informagdo sobre os angulos de cada propagacdo, os fatores de
intensidade de tensdo em modo I e II e 0s ndmeros de ciclos e incrementos. Além desses dados, o
programa exibe alguns gréficos mostrando a geometria e as condi¢fes de contorno descritas pelo
usuario no arquivo de entrada de dados, bem como uma retificacdo para cada incremento, provendo

uma nova figura por propagacéo.

O pos-processamento dos resultados constréi alguns outros graficos com a funcdo
mostra_resultados.m. Uma figura mostrando a geometria com perfil de propagacdo interpolado é
exibida através da funcdo mostra_geo_interp.m; sdo fornecidas a curva da vida em fadiga, que mostra
0 aumento do comprimento da trinca pelo nimero de ciclos gastos na propagacdo, bem como a curva
da taxa de propagacédo da/dN x AK para as trincas analisadas, de acordo com a variagdo do fator de

intensidade de tensdes efetivo segundo o critério da Eq. (119).
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A Fig. 32 mostra um fluxograma que resume as etapas definidas anteriormente.
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Figura 32. Fluxograma para o algoritmo de propagacéo (Sato, 2009)

5.3 Resultados Numéricos

Serdo apresentados nesta etapa resultados numéricos obtidos por intermédio do algoritmo de
propagacdo para dois problemas distintos - a serem definidos na sequéncia. Esses resultados serdo
comparados com os dados experimentais obtidos por Marcel Sato (2009) na sua dissertagdo de

mestrado, cujo trabalho serviu de guia para este estudo.

Inicialmente serdo formulados os novos problemas a serem analisados, em seguida serdo
apresentados todos os resultados correspondentes a simulacdo numérica, sendo comparados, na
sequéncia, com dados experimentais disponiveis, a fim de salientar a confiabilidade do codigo

apresentado nas paginas anteriores.
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5.3.1 Chapa com Trinca Inclinada a 45°

A geometria apresentada na Fig. (33) a seguir representa um modelo simplificado do problema real,
entretanto, tal caracterizacao se define como suficiente e necessaria para a analise numérica realizada.
Do mesmo modo que nos exemplos apresentados em 3.5, a condigdo de contorno superior, como
ilustrada, representa uma condig¢do de deslocamento nulo; ja os no6s do contorno inferior estdo sendo
tracionados com uma tensdo de 92,63 MPa, como ¢ possivel conferir na entrada de dados para este
exemplo, disponivel no Anexo IV. O problema foi considerado em estado plano de tensdo, uma vez

que a chapa ¢ muito fina (Sato, 2009).

//—> Deslocamento nulo
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Figura 33. Geometria da chapa trincada (todas as dimensdes em mm)

A simulagdo numérica tera seus resultados comparados com dados experimentais, obtidos por
Marcel Sato (2009) em sua dissertacdo de mestrado, relativos ao ensaio de uma placa de aluminio Al
2024-T3 nas mesmas condi¢des descritas nos respectivos modelos tedricos. As propriedades desse
material, que deverdo ser usados no arquivos de entrada de dados do programa de propagacdo, estdo

disponiveis abaixo:
e Moddulo de Elasticidade (E) = 73,1 GPa,;

e Razdo de Poisson (v) = 0,33.
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A razdo de carga R para a simulacdo foi expressa como sendo igual a 0,0833 - decorrente da
variagdo da tensdo maxima ¢ minima dos corpos de prova cujos dados experimentais servem de
comparagdo a esse modelo numérico, 92,63 MPa ¢ 7,72 MPa, para a tensdo maxima € minima,
respectivamente; as constantes da Lei de Paris, C e m, foram fixadas em 1,42.107% e 3,59,
respectivamente (Sato, 2009). O critério utilizado para a determina¢do do dngulo de propagagdo da
trinca foi o da Minima Densidade de Energia de Deformacgdo, o que nos permitiu calcular os

incrementos seguintes através do parametro S na Eq. (154).

Para esta simulagdo, definimos o incremento inicial como tendo o comprimento de 1 mm e

uma propagacao total de 9 incrementos.

A Fig. (34) a seguir apresenta a geometria inicial e as condi¢des de contorno definidas pelo
programa, de acordo com os pardmetros descritos anteriormente, ja considerando o incremento inicial

de 1 mm nas pontas superior ¢ inferior, A ¢ B, respectivamente.
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Figura 34. Geometria e condi¢des de contorno do problema gerados pelo programa

As linhas perpendiculares ao entalhe dispostas em toda a extensdo da trinca ilustram os
elementos usados na analise numérica. Para este caso, foram utilizados 48 elementos quadraticos

continuos para modelar os contornos da geometria ¢ 70 elementos quadraticos descontinuos para
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modelar a trinca, sendo que 4 elementos quadraticos descontinuos foram empregados na insercao de

novos incrementos, como é possivel perceber em andlise a Fig. 34.

As Tabelas 5, 6, 7, 8 e 9 mostram todos os pardmetros calculados pelo algoritmo, dispondo os

valores correspondentes ao tamanho dos incrementos, K;, K;;, K., € 0 angulo de propagacéo para cada

uma das pontas A e B da trinca.

Os valores das tabelas a seguir podem ser obtidos por intermédio da fungéo increm_log.m, que

armazena os valores do comprimento dos incrementos durante a propagacao.

Tabela 5. Tamanho dos incrementos para as pontas A e B da trinca durante a propagacéao

NUmero do Incremento

Ponta A (mm)

Ponta B (mm)

1 1,0000 1,0000
2 1,2632 1,2478
3 1,5107 1,5054
4 1,7701 1,7616
5 2,0510 2,0417
6 2,3624 2,3550
7 2,7228 2,7089
8 3,1363 3,1242
9 3,6277 3,6093

Tabela 6. Valores de K; e K;;para a ponta A da trinca durante a propagacao

Numero do Incremento K; (MPaym) K, (MPaym)
1 19,0633 -0,7662
2 19,7049 -0,4312
3 20,5065 -0,3290
4 21,4808 -0,1614
5 22,5864 -0,1554
6 23,8139 -0,4719
7 25,2234 0,1460
8 26,7744 -0,3756
9 28,5413 0,1315

Tabela 7. Valores de K, e K;; para a ponta B da trinca durante a propagagéo

NuUmero do Incremento K, (MPa\/m) K, (MPa\/m)
1 19,1092 0,7323
2 19,5845 -1,3933
3 20,5200 0,2155
4 21,4779 -0,2985
5 22,5881 -0,1440
6 23,8361 0,1536
7 25,2148 -0,4222
8 26,7871 0,1467
9 28,5330 -0,3628
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Em andlise as Tabelas 6 ¢ 7, percebe-se que K; cresce a medida que o comprimento da trinca
aumenta, estabelecendo uma rela¢do direta com a propagacdo. Os valores de K;;, em contrapartida,
exibem um comportamento oscilante a medida que a trinca se propaga. Tal caracteristica se mantém
no exemplo seguinte (5.3.2), e demonstra a natureza dos fatores de intensidade de tensdo em modo / e
Il durante a propagacdo, reforcando o que cada um desses pardmetros representam para o
comportamento fisico do sélido. E interessante observar que a magnitude de Kj; tende praticamente
para zero logo na propagagdo do primeiro incremento, ou seja, o fator de intensidade de tensdo
referente a0 modo de abertura, K;, possui uma influéncia muito mais significativa apos a inser¢do do

primeiro incremento, ¢ durante toda a propagagdo da trinca.

Tabela 8. Valores de K, para as pontas A e B da trinca durante a propagagdo

Numero do Incremento Ponta A Ponta B
1 19,0787 19,1233
2 19,7096 19,6344
3 20,5091 20,5212
4 21,4814 21,4800
5 22,5869 22,5885
6 23,8186 23,8366
7 25,2238 25,2183
8 26,7770 26,7875
9 28,5416 28,5353

Tabela 9. Valores para os angulos de propagacdo 6 em graus

Numero do Incremento Ponta A Ponta B
1 4,5732 355,6370
2 357,4991 7,9396
3 1,8357 358,7977
4 0,8609 1,5905
5 359,2120 0,7303
6 2,2622 359,2619
7 359,3370 1,9130
8 1,6039 359,3728
9 3594721 1,4541

O angulo de propagagdo 0 ¢ definido de acordo com o sistema de coordenadas na ponta do
incremento de trinca, de acordo com a Fig. 16. Equivale ao angulo que a direcdo da propagagdo da

trinca faz com a horizontal, direcdo x; dessa mesma figura.

A Fig. (35) abaixo mostra o perfil interpolado apds a propagagdo com a trinca em detalhe. A

parte em vermelho na figura representa os incrementos de 2 a 9 para as duas pontas da trinca.
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Figura 35. Perfil interpolado para a trinca apds a propagacao

Os gréaficos de vida em fadiga para as pontas A e B da trinca serdo apresentados no intuito de

comparar os resultados numéricos com os dados experimentais conhecidos (Sato, 2009).

Para a simulagdo numérica, o nimero de ciclos gastos por incremento percorrido durante a
propagacao € calculado através da Lei de Paris, como ja fora explicado. Entretanto, as formulacdes de
fechamento de trinca induzido por plasticidade contendo as abordagens de Elber (1970) e Schijve
(1981) também podem ser usadas para aproximar os resultados numéricos dos dados de laboratério. O
grafico abaixo compara as trés abordagens e a curva de vida em fadiga obtida in loco para o ponta A
da trinca (Sato, 2009).
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Figura 36. Comparacdo dos resultados para vida em fadiga usando diferentes abordagens (Sato, 2009)

Em andlise a Fig. 36, é interessante notar que a Lei de Paris € o método mais conservador de
todos, prevendo uma vida mais curta que as demais metodologias. As abordagens de Elber e Schjive,
entretanto, ja preveem um retardo excessivo na propagacdo devido o mecanismo de fechamento de
trinca, de modo que nenhum dos métodos tedricos apresentados aproximam de maneira satisfatdria o
comportamento real da trinca. O modelo de Elber trabalha com U = 0,5333, ou seja, considera apenas

53,55% de AK atuando efetivamente, enquanto que Schjive define U = 0,5783.

No algoritmo de propagacdo, a fim de aproximar ao maximo a curva numérica do
comportamento experimental do problema, foi utilizado U = 0,69 - valor arbitrado por Sato (2007),
tendo em vista a maximizacdo do ajuste entre os dados experimentais e os resultados numéricos
obtidos por ele -, que considera 69% de AK atuando efetivamente. As Figuras 37 e 38 apresentam 0s
gréaficos da vida em fadiga para as pontas A e B, comparando a curva obtida pela andlise numérica e os

dados experimentais conhecidos.
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Figura 37. Comparagao entre o resultado numérico e experimental da vida em fadiga para a ponta A com trinca
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Figura 38. Comparagao entre o resultado numérico e experimental da vida em fadiga para a ponta B com trinca
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Uma comparacdo com a geometria interpolada pelo codigo numérico e o experimento
realizado com uma placa com as mesmas propriedades mecénicas que o exemplo simulado pode ser
visto na Fig. (39) a seguir. Analisando a figura, ¢ possivel concluir que o Critério da Minima
Densidade de Energia de Deformagio - que fornece as informagdes acerca do angulo de propagagao 9,
bem como permite calcular o comprimento dos incrementos durante a propagacao - produz resultados

compativeis com os dados experimentais.

Figura 39. Comparagao entre a geometria propagada obtida pela simulagdo e a geometria propagada do primeiro
corpo de prova testado com esta configuragdo (Sato, 2009)

5.3.2 Chapa com Duas Trincas Horizontais

O segundo exemplo simulado contempla uma placa plana nas mesmas condi¢des do problema
anterior, porém, com duas trincas carregadas em modo [. O algoritmo trabalhard, portanto,

considerando quatro pontas de trincas, denominadas A, B, C e D, como ilustrado na Fig. (39) abaixo.

Todos os parametros adotados em 5.3.1 foram utilizados nessa simulacdo, de modo que o
problema ainda ¢ considerado como em estado de tens2o plana, possuindo os mesmos valores para as
constantes da Lei de Paris e razdo de carga R. O critério da Minima Densidade de Energia de

Deformagao também foi usado nesta etapa. As propriedades geométricas estao definidas a seguir.

Para o problema em questdo, foram adotados 48 eclementos quadraticos continuos para
modelar os contornos da geometria ¢ 100 elementos quadraticos descontinuos para as trincas, sendo
usados quatro elementos quadraticos descontinuos para modelar os novos incrementos durante a
propagacgdo. O incremento inicial possui comprimento de 1 mm, sendo utilizados 7 incrementos no

total.
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A Fig. 40 a seguir apresenta a geometria com perfil de propagacdo interpolado apos a insergédo

de 7 incrementos cujos comprimentos estdo dispostos da Tab. 10. As Tabelas 11, 12, 13, 14, 15 ¢ 16

apresentam os valores calculados para K;, Kj;, K. € o 4ngulo de propagagdo para todas as pontas de

trinca.
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Figura 40. Caracteristicas geométricas do problema de duas trincas horizontais (todas as dimensdes em mm)
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Figura 41. Geometria com perfil interpolado apds propagacao
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Tabela 10. Tamanho dos incrementos para as pontas A, B, C e D das trincas durante a propagacdo

Incremento Ponta A Ponta B Ponta C Ponta D
1 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
2 1,3051 1,3580 1,3589 1,3062
3 1,6525 1,8371 1,8397 1,6548
4 2,1251 2,5475 2,5497 2,1291
5 2,8648 3,4031 3,4103 2,8713
6 3,9551 2,8319 2,8385 3,9670
7 5,0085 1,7491 1,7532 5,0270

Tabela 11. Valores de K, e K;; para a ponta A da trinca durante a propagacéo

Incremento K; (MPaym) K (MPa\Vm)
1 19,6080 -0,2567
2 20,5914 0,0851
3 22,0464 -0,1481
4 24,1920 0,1200
5 27,4367 0,2055
6 31,6612 0,9898
7 35,1591 0,4680

Tabela 12. Valores de K, e K;; para a ponta B da trinca durante a propagacao

Incremento K; (MPaym) K;; (MPa\Vm)
1 20,9715 -0,4976
2 22,4600 0,6388
3 24,8661 -0,2661
4 28,2124 2,6182
5 31,6907 4,3262
6 28,3387 4,3254
7 21,2434 -6,4214

Tabela 13. Valores de K, e K;; para a ponta C da trinca durante a propaga¢éo

Incremento K; (MPaym) K;; (MPa\m)
1 20,9475 -0,5514
2 22,4424 0,6659
3 24,8558 -0,3304
4 28,1834 2,7302
5 31,6845 4,3629
6 28,3391 4,3375
7 21,2498 -6,4074
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Tabela 14. Valores de K; e K;; para a ponta D da trinca durante a propagacéo

Incremento K, (MPaym) K;; (MPa\m)
1 19,5841 -0,3708
2 20,5765 0,1160
3 22,0376 -0,0556
4 24,1873 0,1030
5 27,4365 0,2591
6 31,6724 1,0146
7 35,1874 0,4950

Tabela 15. Valores de K., para as pontas A, B, C e D das trincas durante a propagagao

Incremento Ponta A Ponta B Ponta C Ponta D
1 19,6097 20,9774 20,9547 19,5876
2 20,5915 22,4691 22,4523 20,5769
3 22,0469 24,8675 24,8580 22,0376
4 24,1923 28,3349 28,3168 24,1875
5 27,4375 31,9901 31,9892 27,4377
6 31,6766 28,6737 28,6760 31,6887
7 35,1622 22,2285 22,2304 35,1909

Tabela 16. Valores para os angulos de propagagdo em graus de todas as pontas de trinca

Incremento Ponta A Ponta B Ponta C Ponta D
1 1,4990 2,7120 3,0069 2,1664
2 359,5262 356,7550 356,6162 359,3543
3 0,7697 1,2253 1,5216 0,2892
4 359,4318 349,9687 349,5784 359,5123
5 359,1420 346,2271 346,1326 358,9186
6 356,4501 354,1858 345,1550 356,3642
7 358,4774 22,6878 22,6555 358,3912

A vida em fadiga foi obtida utilizando o modelo de fechamento de trinca, entretanto, faz-se
importante destacar algumas peculiaridades do problema simulado. Observando a Fig. 40, podemos
definir duas situagdes distintas. A primeira situacdo ocorre com as pontas A e D, onde verificamos
uma propagacdo quase que completamente horizontal, exceto por uma inclinagdo provocada pela
presenca do modo 1 de deformagdo; a segunda situacéo diz respeito ao comportamento das pontas B e
C, que j& apresentam uma curvatura bem acentuada apds um percurso horizontal inicial. Neste caso, 0s
dados experimentais apontam para uma mudanga na curvatura do grafico de vida em fadiga quando a
trinca atinge 10 mm de comprimento - aproximadamente 40.000 ciclos (Sato, 2009). Tal fato indica
uma alteracdo no valor de U exatamente no momento em que a curva exibe essa mudanga, o0 que nos
leva a definir o valor desse pardmetro em momentos diferentes durante a propagacdo, de forma a

aproximar o comportamento da curva obtida numericamente dos dados experimentais.
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Para as pontas B e C, U = 0,66 para 0s quatro primeiros incrementos e U = 0,52 para 0s
incrementos restantes. Da mesma forma, para as pontas A e D, U = 0,64 para todos 0s incrementos da

trinca. As Figuras 41 e 42 apresentam a comparacao das curvas de vida experimentais e numéricas.

Observando os gréficos anteriores é possivel perceber que a simulagdo prové resultados
satisfatorios no que diz respeito a vida em fadiga para todas as pontas das trincas desse exemplo.

Analogamente ao primeiro exemplo, podemos comparar a geometria da trinca apés a
propagacdo numerica com a imagem da propagacao real feita em laboratério (Sato, 2009). Mais uma
vez, percebe-se que o critério MDED produz resultados satisfatorios para o sentido de propagacgdo da

trinca e para o tamanho dos incrementos.

Figura 44. Comparacao entre a geometria propagada: (a) geometria propagada do corpo de prova testado para
esta configuracdo e (b) geometria obtida pela simulacdo com interpolagéo (Sato, 2009)
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6 CONCLUSOES

Na primeira metade deste trabalho foram apresentados métodos para a determinacdo do fator de
intensidade de tensGes para uma trinca central em modo | disposta em uma placa infinita. Para tal, foi
usado inicialmente um programa de elastostatica com a formula¢do do MEC para simular a abertura
da trinca. Nesta primeira etapa, o resultado obtido para K, apresentou um erro relativo consideravel, o

gue ja era esperado, uma vez que utilizavamos um polindmio de grau dois para interpolar curvas com

comportamentos proporcionais avr e \/1/r.

Em seguida, utilizamos estratégias a fim de modificarmos as func6es de forma para conter as
singularidades supracitadas, o que nos levou a um erro relativo final de apenas 0,37% e demonstrou
que o modelo numérico era confiavel o bastante, com a solu¢do numérica convergindo mais

rapidamente para a solugdo analitica.

Finalmente, calculou-se o fator de intensidade de tens6es através da Integral J, simulando ndo
somente trincas centrais, como trincas de borda em placas infinitas, comparando as curvas obtidas
numericamente com os dados disponiveis na literatura especializada. Os resultados demonstraram
comportamento condizente com o que ja era esperado, uma vez que utilizamos o c6digo numérico que

possui a convergéncia mais rapida se comparado aos programas anteriormente utilizados.

A segunda parte deste trabalho teve por finalidade o estudo de Fadiga dos materiais —
aprofundando-se sobre 0 método para a determinacgdo da dire¢do de propagacédo da trinca e a vida em
fadiga, com o estudo de exemplos numéricos especificos. O Método dos Elementos de Contorno Dual
se mostrou como uma ferramenta versatil e poderosa na analise de propagacao de trincas, produzindo

resultados precisos se comparados com dados experimentais disponiveis em Sato (2009).

A funcéo responsavel por calcular o fator de intensidade de tensdo pela técnica da Integral J
possibilitou trabalhar com o modo misto de carregamento, indicando, pelos resultados subsequentes,
boa precisdo ao fazer uso do desacoplamento dos modos a partir da decomposi¢cdo do campo elastico

em suas componentes simétricas e antissimétricas.

O algoritmo permitiu usar dois critérios distintos para calcular o angulo de propagacéao 6: o
critério da Mé&xima Tensdo Circuferencial (MTC) e o critério da Minima Densidade de Energia de
Deformacgdo (MDED). Muito embora ambos os critérios produzam resultados precisos, 0 MDED fora
utilizado para calcular 8 e o comprimento dos incrementos durante a propagagdo, em ambos 0s
problemas, justamente por essa técnica possibilitar a avaliagdo do tamanho do préximo incremento
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através de informagoes do incremento atual, utilizando para isso o parametro Densidade de Energia de

Deformagao S.

A avaliacdo da vida em fadiga foi realizada utilizando a forma integral da Lei de Paris,
levando em consideracdo o fendmeno de fechamento de trinca induzido por plasticidade, através dos
modelos de Elber e Schijve. Vimos que a formulagdo original da Lei de Paris possui carater
conservador, distanciando a analise numérica do comportamento real do corpo de prova. Assim sendo,
a aplicagdo de diferentes abordagens do modelo de fechamento de trinca se mostrou eficiente ao
prever com relativa precisdo o comportamento da curva de vida em fadiga em ambos os exemplos

numericos.

As curvas de vida e os perfis interpolados apos a propagacdo foram comparados com dados
experimentais disponiveis na dissertacdo de Marcel Sato (2009), autor do algoritmo de propagagdo
usado neste estudo. Os modelos numéricos remontados neste trabalho demonstraram a mesma
confiabilidade dessa publicagdo, estabelecendo uma forte concordancia com os dados obtidos em

laboratdrio pelo pesquisador supracitado.

6.1 Sugestdes para Trabalhos Futuros

Uma vez que um dos focos deste trabalho foi a fixacao dos conceitos mais importantes de Mecanica
da Fratura e Fadiga dos materiais, a fim de que fosse possivel entender de maneira clara as operacdes
realizadas nas simulagdes numéricas apresentadas, através dos diferentes algoritmos utilizados, um
foco sobre 0 Método dos Elementos de Contorno se mostra como sendo um avango natural que podera
impulsionar complementagdes futuras ao presente estudo. Assim sendo, alguns pontos com relagdo a
este fato podem servir de guia para estes trabalhos. A lista a seguir sugere alguns destes possiveis

complementos.

e Modificagdo da funcdo original da Integral / para realizar as integracdes de forma analitica, o
que evitaria os problemas de discretizagdo encontrados em 3.5.4, bem como tornaria o

programa mais rapido e econdmico, uma vez que o tempo computacional seria reduzido.

e Implementar uma analise de forma a considerar problemas de propagacdo de trincas sob

carregamento variavel.

e Estudar o modelo de fechamento de trinca de forma mais completa, buscando compreender o

fendmeno melhor.
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Verificar o resultado do fator de intensidade de tensdo para diferentes nés ao longo das faces

da trinca, no intuito de verificar a relagdo entre o erro relativo e o comprimento 7.

Realizar ensaios experimentais a fim de comparar os dados produzidos em laboratorio com
outros exemplos numéricos passiveis de serem modelados com o algoritmo de propagacao

apresentado.
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ANEXO I: Arquivo de entrada de dados para os programas usados

oe

Arquivo de dados para andlise elastostéatica pelo
método dos elementos de contorno (elemento quadratico)

o0 o

oe

Autor: Frederico Lourenco
Data de criacdo outubro de 1999
Revisédo 0.0

o oe

oe

o)

% Matriz para definicdo de pontos da geometria

PONTOS = [1 0 0
2 1.8 0
3 1.8 1.8
4 1.8 10.8
5 -1.8 10.8
6 -1.8 1.8
7 -1.8 01

o)

% Matriz para definicdo de linhas

SEGMENTOS = [

o0 w N
o 0w N
R o 01 Wi
OO OO OO o

1

o)

% Matriz para definicdo da malha

ne=15;
MALHA = [1 2*ne
2 1l*ne
3 1*ne
4 1*ne
5 1*ne
6 1l*ne
7  2*nel;
NPX =12; % N. de pontos na horizontal
NPY =20; % N. de pontos na vertical

oe

Definicdo das condig¢des de contorno

o

Primeira coluna: numero do segmento
Segunda e terceira coluna: tipo e valor da C.C em x
Quarta e quinta coluna: tipo e valor da C.C em y
Tipo da C.C = 0 -> deslocamento é conhecido

1 -> carregamento é conhecido

o° P o

o

CCSeg = [

d o0 W N
PR R R OO
coooo oo
O R PP PP
coor ooo
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% Propriedades do Material

oe

Tipo de problema
tipo problema = 1 => Estado Plano de tenséo
tipo problema = 2 => Estado Plano de deformacéo

oe

oe

tipo problema=2;

oe

Definicdo da varidvel que serd mostrada no mapa de cor

% op = 'dt' => Mostra o deslocamento total

% op = 'sigx' => Mostra a tensdo sigmax

% op = 'sigy' => Mostra a tensdo sigmay

% op = 'tauxy' => Mostra a tensdo tauxy

% op = 'VM' => Mostra a tensdo equivalente de von Mises
op="'VM';
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ANEXO II: Codigo para o célculo da Integral J para o programa dual.m

% PROCEDIMENTO PARA CALCULO DOS PONTOS DA INTEGRAL J

clear PONTOS INTJ
clear IntJi

% tamanho da matriz NOS_FIS que contém informacdes sobre os ndés da malha

num nos = length(NOS FIS(:,1));

oe

npontos=31;

PONTOS INTJ (1,1
PONTOS INTJ (1,2
PONTOS INTJ (1,3

(1,4

)=
)=
)=
PONTOS INTJ(1,4)=

oe

x1 = NOS_FIS (1
x2 = NOS_FIS (2,
yl = NOS_FIS (1
y2 = NOS_FIS(2

tamanho elem=sqgrt( ((x2-x1)"2) +

((y2-yl)"2)

Procedimento que calcula o tamanho fisico do elemento

)

% Final do procedimento que calcula o tamanho fisico do elemento

Numero de pontos utilizados para integrar numericamente a integral J

% Procedimento que calcula o incremento utilizado no circulo da integral J

incremento=2*pi/ (npontos-1);

o)

)

comparando a % primeira e sétima colunas da matriz:

for 1 = l:num nos
Al NOS FIS(i,1);
A2 NOS FIS(i,7);
for j = i+l:num nos
Bl = NOS FIS(j,1);
B2 = NOS FIS(3,7);

if (A2-Al==1) & (Bl1-B2==

if Al==B2 & A2==B1l
% Procedimento
integral:

o)

inicio da trinca

X1 NOS FIS (A

o)

né a partir da trinca
X2
Y2

notrincal=A2+5;
notrinca2=A2-6;

)

2
Yl = NOS FIS(AZ,

)

que

% Estas variaveis

2);
3);

NOS_FIS((A2+5),
NOS_FIS ((A2+5)

gera

2);
;3)

+ ((Y2-Y1)"2));

alpha = -pit+incremento;

o

recebem as

vetor

coordenadas

de

pontos

% Férmula que calcula o raio de integracgdo r
R=sqrt ( ((X2-X1)"2)

para

calcular

% Procedimento que identifica o ndé da ponta da trinca através da matriz NOS FIS

a

geométricas do ndé do

% Estas varidveis recebem as coordenadas geométricas do quinto
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for i=l:npontos-2;
Xj X1 + R*cos (alpha);
Yj = Y1 + R*sin(alpha);

PONTOS INTJ(i+1,:)=[i+1,X]j,Yj,alphal;
alpha = alpha + incremento;

end

% Final procedimento que gera o vetor de pontos para calcular a

integral
end
end
end
end

PONTOS INTJ(1,2)=NOS FIS(notrincal,2);
PONTOS_INTJ(1,3):NOS_FIS(notrincal,3);

aux1=NOS FIS (notrinca2, 2);
aux2=NOS FIS (notrinca2, 3);

PONTOS INTJ
PONTOS_ INTJ
PONTOS INTJ
PONTOS INTJ

npontos, 1l)=npontos+1;
npontos, 2) =PONTOS INTJ(1,2);
npontos, 3) =PONTOS INTJ(1,3);
npontos, 4)=pi;

o)

% Procedimento que plota os pontos na figura
plot (PONTOS INTJ(:,2),PONTOS INTJ(:,3),'r+');
plot (X1,Y1,'kd");

% Fungdes que calculam a tensédo, deslocamento e derivada do deslocamento nos
pontos que
% serdo utilizadas para calcular a integral J

[tens_intj] = pin tens du(PONTOS INTJ,ELEM GEO,ELEM FIS,NOS GEO,NOS FIS,De,trac);
[u intj]= pin des du(PONTOS INTJ,ELEM GEO,ELEM FIS,NOS_GEO,NOS FIS,desl,trac);
[du_intj] = pin du du(PONTOS INTJ,ELEM GEO,ELEM FIS,NOS GEO,NOS FIS,De,trac);

tens_intj(1,2)=tens_cont (notrincal,2);
tens intj (1, 3)=tens_cont (notrincal, 3);
tens_intj (1, 4)=tens_cont (notrincal,4);

tens_intj (npontos, 2)=tens cont (notrinca2,?2);
tens intj (npontos, 3)=tens cont (notrinca2, 3);
tens_intj (npontos, 4)=tens cont (notrinca2, 4);

du intj(1,2)=def cont(notrincal,?2);
du_intj (1,3)=def cont(notrincal,3);
du intj(1,4)=0;
du intj (1,5)=0;

du_intj (npontos, 2)=def cont (notrincaz,2);
du intj (npontos, 3)=def cont (notrincaZz, 3);
du_intj (npontos, 4)=0;
)=0

’

o

Célculo da integral

for i=l:npontos
x=PONTOS INTJ i
y=PONTOS INTJ
duldx=du_intj
du2dy=du_intj
duldy=du_ intj
du2dx=du_intj

[

[

fun

fun

i
~
b w D wN

(
(
(
(
(
(

i
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sigll=tens intj(i,2);
sig22=tens_intj (i, 3);
sigl2=tens _intj(i,4);
theta=PONTOS INTJ (i, 4);

IntJi(i)=-(R* ((duldx*sigll-duldy*sigl2+du2dx*sigl2-
du2dy*sig22) *cos (theta) +2* (duldx*sigl2+du2dx*sig22) *sin (theta))) /2;

end

% Procedimento que calcula a integra J pela REGRA 1/3 SIMPSON

h = incremento;
inicio=1;
fim=length (IntJi);

Fl=(IntJi(inicio)+IntJi (fim));

F2=0;

for i=(inicio+1l) :2: (fim-2);
F2=F2+IntJi(i);

end

F2=4*F2;

F3=0;

for i=(inicio+2) :2: (fim-1);
F3=F3+IntJi (i) ;

end

F3=2*F3;

INTJ= (h/3) * (F1+F2+F3) ;

If (tipo_prob==1)
eta=1-ni"2; % estado plano de deformacéao
E or=E;
else
eta=1; % estado plano de tenséo
E or=E/(1-ni"2);
end;

KI=sqrt (E_or*INTJ/eta);
a=cracklength;

sig0=1;

KI norm=KI/ (sigO*sqgrt (pi*a))
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ANEXO llI: Arquivo de entrada de dados para o programa dual.m

oe

Arquivo de dados para andlise elastostédtica pelo
método dos elementos de contorno (elemento quadratico)

o0 o

o°

Autor: Frederico Lourenco
Data de criacdo outubro de 1999
Revisédo 0.0

o oo

o°

oe

Matriz para definicdo de pontos da geometria

b=.5;
h=5*Db;
a=.4*b;

cracklength=a;

PONTO = [1 -b -h/2
2 b -h/2
3 b h/2
4 -b h/2
5 -a 0
6 a 01;

o\

Matriz para definic¢&o de linhas
No da linha No pto inicial No do ponto final Tipo de Elemento Tipo de
equacao

o°

% Tipo de elemento: 1 - Elemento quadratico continuo
% 2 - Elemento quadratico descontinuo
% Tipo de equacdo: 1 - Equacdo de deslocamentos
% 2 - Equacdo de deslocamentos sem aplicacdo de corpo
rigido (superficie livre)
% 3 - Equacédo de forcgas de superficies
LINHA = [1 1 2

223

3 3 4

4 41

556

6 6 51;

o)

% Matriz para definicdo da malha

DISCRE = [1 16
2 16
3 16
4 16
5 4
6

4];

Definicdo das condig¢des de contorno

o

% Deslocamento
% DESLOC = [linha, valor , direcédo (x=1,y=2)]
DESLOC = [];

% Tracdo em cada linha
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% TRAC = [linha, valor, direcéo (x=1,y=2)]

TRAC = [1 -1 2;
3 1 21;

NOS RES=[17 1
49 2;
81 1;
113 21;

% Propriedades do material

% Médulo de elasticidade (mdédulo de Young)
E 100; $ [Pa]

Q

% Coeficiente de Poisson

ni = 0.3;

o\

ipo de problema (tipo prob)
estado plano de deformacdo
estado plano de tensao

o°

T
1
2

o°

tipo prob = 1;
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ANEXO IV: Arquivo de entrada de dados para o algoritmo de propagacéo

o°

Implementado por
Outubro de 2008

oe

o°

Matriz para defi

w = 127;
h = 209.1;
a = 22.6/2;

alfa = 0.7853982;

auxl = cos(alfa) *a
aux?2 = sin(alfa) *a
cracklength = a;
width = w;

Q

% Inserindo pré-tr
betal = -8.3832; %
beta2 2.98005; %
pre crack = 4;

ptlx = auxl + (pre
ptly = aux2 + (pre
pt2x = -—auxl + (pr
pt2y = —aux2 + (pr

-au

au
ptl
pt2

— 0 ~J oUW

~.

% Matriz para defi
No da linha No p
equacao

o°

oo oo

o

Tipo de equacgéo:

oe

rigido (superficie

o~ oy Ul o> WwWN R
O o Jo Uk b Wi
NN NNRERE R PR
W whNhdNRERE R PR

0582

— = O 00 JdJo0 Ul wN

~e

Tipo de elemento:

Marcel Sato em seu trabalho de mestrado

nicdo de pontos da geometria

% em graus
’

’

incas
em graus
em graus

’

_crack*cos (betal))
_crack*sin (betal))
)
)

e crack*cos (beta2));
e crack*sin (beta2));
-h
-h
h
h
x1 —-aux?2
x1 aux?2
x ptly
X ptly

nigcdo de linhas
to inicial No do ponto final Tipo de Elemento Tipo de

1 - Elemento quadrédtico continuo
2 - Elemento quadratico descontinuo
1 - Equacdo de deslocamentos
2 - Equacdo de deslocamentos sem aplicacdo de corpo
livre)
3 - Equagdo de forcgas de superficies
0
0
0
0
0
0
0
0
0
30
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[}

% Matriz para definicdo da malha

DISCRE = [
1 8
2 16
3 8
4 16
5 5
6 25
7 5
8 5
9 25
10 5
]

~e

Definicdo das condigdes de contorno

oe

% Deslocamento
% DESLOC = [linha, valor , direcéo(x=1l,y=2)]
DESLOC = [];

o\

Tracdo em cada linha

% TRAC = [linha, valor, direcéo(x=1l,y=2)]
TRAC = [
1 -92.63 2
% 3 120 2
1
nos = [49:65]"';
restl = ones(length(nos),1);
rest2 = 2*restl;
NOS RES = [

nos restl
nos rest2
91
33 2
57 1
81 2
17

o o° o©

o°

o\

Propriedades do material

oe

Médulo de elasticidade (mdédulo de Young)
= 72.4e3; % [Pal

3]

oe

Coeficiente de Poisson

ni = 0.32;

oe

Tipo de problema (tipo prob)
1. estado plano de deformacédo
2. estado plano de tenséo

oe

oe

tipo_prob = 2;

% Razdo de carregamento para calculo de fadiga.

tress ratio = .0833;

S
o
5

Constantes dependentes do material para utilizar a lei de Paris.
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C _paris 1.42e-8;
m paris = 3.59;

Q

% Tamanho do incremento para modelar a propagacgéo.

increm size = 1;
n _increm = 9; % Numero de incrementos que a trinca ira propagar.
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