Universidade de Brasilia

Instituto de Fisica

Marcos Vinicius Silva de Paula

Interacido Efetiva Atomo - Campo via Troca de

Trés Fotons no Regime Dispersivo

Brasilia

15 dezembro de 2023






Marcos Vinicius Silva de Paula

Interacdo Efetiva Atomo - Campo via Troca de Trés

Fotons no Regime Dispersivo

Monografia apresentada ao Instituto de Fi-
sica da Universidade de Brasilia como parte
dos requisitos necessarios a obtencao do ti-
tulo de Bacharel em Fisica.

Orientador: Alexandre Dodonov

Universidade de Brasilia — UnB

Instituto de Fisica

Brasilia

15 dezembro de 2023



Marcos Vinicius Silva de Paula

Interacdo Efetiva Atomo - Campo via Troca de Trés
Fotons no Regime Dispersivo

Monografia apresentada ao Instituto de Fi-
sica da Universidade de Brasilia como parte
dos requisitos necessarios a obtencao do ti-
tulo de Bacharel em Fisica.

Trabalho aprovado. Brasilia, 15 dezembro de 2023:

Alexandre Dodonov
Orientador

Professor
Convidado 1

Professor
Convidado 2

Brasilia
15 dezembro de 2023



FEste trabalho € dedicado a todas as pessoas da periferia que ndo tiveram as mesmas

oportunidades que eu.






Agradecimentos

Este trabalho é o resultado de muitas horas de estudo, célculos, erros, simulagoes

€ mais erros.

Inicialmente, expresso minha gratidao as politicas de agoes afirmativas e aos in-
centivos a educacao e a permanéncia universitaria, pois, sem elas, tanto eu quanto muitos
colegas nao teriamos a oportunidade de ingressar na universidade e concluir nossos estu-

dos.

Agradeco a minha familia pelo apoio e ajuda que tive até hoje, & minha mae
Marizete da Silva, minhas irmas Marisa Silva e Ana Clara da Silva e aos meus sobrinhos,

Alice Vitéria e Caio Heitor.

Meus agradecimentos vao ao Prof. Dr. Alexandre Dodonov, meu orientador deste
TCC, ou melhor, colaborador, pela paciéncia, disponibilidade e atencao nos dois anos de
trabalho arduo. Com ele, aprendi e evolui em nossas conversas e reunioes, seja para tratar

do trabalho em si ou para discussoes gerais sobre qualquer outra coisa.

Também agradeco a todos os meus professores da graduagao, em especial aos pro-
fessores Alexandra Mocellin, Nadia Maria de Liz Koche, José Leonardo Ferreira, Marcello
Ferreira e Paulo Sérgio da Silva Caldas. Obrigado por toda paciéncia e dedicagdo ao

ensino.

Ao PET Fisica, pois neste grupo foi uma das épocas mais marcantes de minha
graduacao. Os projetos desenvolvidos pelo programa enriqueceram-me muito, como aluno
e humano, além de que os amigos que fiz no tempo que estive no grupo levarei para a
vida. Ao tutor do PET, Bernardo Mello, fica a gratidao por tudo que fez e ainda fara pelo
PET.

Meus agradecimentos ao meu melhor amigo Alexandre Santana por todos os bons
anos de conversas, vivéncias compartilhadas, sejam elas boas ou ruins, e de acompanha-

mento e torcida mutua um pelo outro.

Agradego aos meus pilares da graduacao, pois sem eles ndo me sustentaria, seja
pela vida ou pelas idas ao Bar do Mendes, em muitos momentos William Wenner e Nicollas
Stefan.

Meus agradecimentos vao ao André Luis pelas muitas horas de conversas sobre
varios nada com nada e memes de gosto duvidoso, ao Israel Oliveira por nunca ter me
atrapalhado a realizar minha pesquisa, e a Laura Sousa por levar doce de leite para a sala

do Israel e sempre guardar pudim dos coffee breaks para mim.



Agradego aos amigos que a Fisica me trouxe: Amanda Freitas, Bruna Leal, Caio
Valadares, Carina Lyra, Gislene Vaz, Hausley Cassiano, Isabelle Castro, Igor Serejo, Joao

Gabriel, Joao Saboya e Pedro Elias.

Aos amigos da vida, obrigado pelos momentos passados e os que virao: Aissi Lima,
Amanda Silva, Ana Luisa Romero, Ana Luiza Santos, Bruna Borges, Dayana Vivian,
Deyvid André, Igor Felisberto, Isabel Venancio, Jéssica Cristina, Kevin Guedes, Luan
Lincoln, Mateus Motta, Melissa Rodrigues, Pedro Freitas, Rafael Ricardo, Rebeca Sula-
mita, Robert William, Stephanie de Paulo.



“Mas lembre-se: aconteca o que aconteca, nada como um dia apos outro dia.”

Racionais MC'’s.






Resumo

O modelo de Rabi, que descreve fenomenologicamente um atomo de dois niveis intera-
gindo com um campo, delineia as propriedades da transferéncia de energia entre suas
partes constituintes, juntamente com as emissoes e absorc¢oes de fétons. A representacao
desse sistema pode ser aproximada por diversos métodos, sejam eles ja estabelecidos na
literatura cientifica ou métodos inovadores desenvolvidos neste estudo. A introducao de
interacoes efetivas, propostas neste trabalho, é relevante para faixas especificas de frequén-
cia, préximas aos valores de geragao e absorcao de fotons pelo sistema. A descrigao do
modelo foi abordada tanto de forma quantica quanto no limite semiclassico, com diferenci-
acao baseada na origem do campo. Além disso, investigamos o sistema utilizando o estado
coerente associado ao nivel de energia do campo. Por fim, comparamos as probabilidades
de estados excitados nos dois formalismos. Além de caracterizar as equagoes que regem a
dindmica do sistema em ambos os formalismos, isso proporciona uma compreensao mais

aprofundada dos fenémenos relacionados a interagao entre luz e matéria.

Palavras-chaves: Modelo de Rabi. Acoplamento. Atomo-Cavidade. Estado Coerente.

Interagao Efetiva. Formalismo Classico. Formalismo Quantico.
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Introducao

Os estudos sobre a caracterizacao da luz datam de mais de 100 anos, que propici-
aram o que sabemos sobre os fotons até hoje, dos quais foram tratados como uma onda
que nao possuem massa, viajam na maior velocidade do universo e possuem interferéncia
mutua. O outro tratamento para os fétons é que sao particulas com valores de momento

e energia bem definidos, e até possuem spin como uma particula.

Contudo, os fétons, entdao, nao sdo ondas nem particulas, porque, seja o que for
que pensemos que seja, teriamos dificuldades para explicar a outra parte do seu compor-
tamento. Portanto, os fotons sdo particulas semelhantes a ondas e/ou ondas semelhantes
a particulas: um féton nunca pode ser dividido em partes, mas a interferéncia de um tinico

foton pode ser facilmente observada pelas tecnologias modernas.

O estudo da emissao espontanea de fétons revela que, na presenca de corpos ma-
croscopicos, a forca da interacdo entre os atomos e o campo de radiacdo pode mudar
significativamente em comparagao com o caso em que os atomos estao em um espaco livre

de interferéncias externas.

Particularmente, se esses corpos formarem um sistema ressonante, chamado cavi-
dade, com um acoplamento atomo-campo, torna-se possivel observar transicoes de energia

entre o atomo e o campo vinculado a cavidade.

Em termos gerais, um féton emitido por um atomo excitado nao escapa imedia-
tamente, mas ¢ capturado pela cavidade por algum tempo, podendo ser reabsorvido pelo

atomo.

No primeiro capitulo, abordamos a constru¢ao do Modelo de Rabi em suas versoes
quantica e semiclassica, esta ultima considerando o campo como cldssico. Apresentamos a
construcao individual dos operadores Hamiltonianos que constituem o sistema. Explicita-
mos o Modelo de Jaynes-Cummings derivado do Modelo de Rabi, além de discorrer sobre
caracteristicas fenomenoldgicas associadas ao sistema por meio de conceitos e ferramentas

pertinentes a descricao do modelo.

No segundo capitulo, caracterizamos as autoenergias e autoestados do sistema
utilizando diferentes métodos e destacamos as diferencas entre eles na busca pelo mais

adequado para a andlise, considerando as devidas aproximacgoes.

O terceiro capitulo estabelece as premissas das aproximacoes, abordando a intera-
cao efetiva pelo modelo de Jaynes-Cummings de 3 fétons. Caracterizamos a probabilidade
para o estado excitado, explicitamos as equagoes diferenciais da dinamica e definimos o

parametro () relacionado ao modelo.
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Por fim, o quarto capitulo trata do modelo semiclassico construido com o uso
do estado coerente, além da caracterizacao do operador densidade relacionado adjunto.
Exploramos a Equacao Mestra sem termos dissipativos, concluindo com a comparacao

dos formalismos quantico e semiclassico.
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1 Modelo de Rabi

1.1 Construcao do Modelo

A interacao do sistema atomo campo descrito pelo Modelo de Rabi (MR), do qual

consiste em um atomo interagente com o campo relacionado a uma cavidade Fig 1.

Figura 1 — Sistema dtomo cavidade proposto seguindo a construcdao do Modelo de Rabi.
Os parametros g e 7y correspondem a constante de acoplamento do sistema e
termo de relaxagao respectivamente. Adaptado de (PAULA; SINESIO; DO-
DONOV, 2023).

A descricao do sistema em termos de seus Hamiltonianos constituintes é visto pela

formulacao descrita pelo Hamiltoniano.

H=H,+ H,,. (1.1)

O termo H descreve o movimento livre do &tomo e do modo de radiagao do campo

e H;,; descreve o acoplamento do sistema atomo-campo.

O (MR) proporciona caracteristicas quanticas fundamentais na interagao luz-matéria,
com base em uma solu¢do de equagoes de movimento acopladas (VOGEL; WELSCH,
2006). Por exemplo, o (MR) é empregado com sucesso para estudar diversos problemas
em experimentos de micromaser, nos quais um dispositivo formado por um atomo de

frequéncia tnica na ordem de micro-ondas.

O atomo de dois niveis, ou sistema de dois niveis, por sua vez, ¢ elevado a um

nivel de energia superior e perde energia pela radiagao emitida em uma frequéncia espe-
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cifica, comparavel a frequéncia de um laser, em cavidades épticas (SCULLY; MEYER;
WALTHER, 1996; ZHANG et al., 1999).

1.2 Hamiltonianos do Atomo e Cavidade

1.2.1 Hamiltoniano do Atomo

O atomo utilizado apresenta dois estados possiveis: o estado fundamental |g) e o
estado excitado |e). Ele interage com um tinico modo de radiagdo do campo. Além disso,
os graus de liberdade do d4tomo podem ser descritos pelas matrizes de spin de Pauli (FOX,
2006; GRYNBERG et al., 2010).

Tratando de somente dois niveis de energia possiveis para o atomo, com E, = h{2,

para o estado excitado |e) do dtomo e E, = hf), para o estado fundamental |g).

O Hamiltoniano relacionado ao atomo ¢é descrito da seguinte forma:

H, = Ey|g) (g] + E.le) (e]. (1.2)

Tomando a notagao matricial obtemos,

R E, 0 1 1 0
H, — = ET+ -hQ2 : (1.3)
0 E, 27 \0 -1

Como notagdes, os termos E = 1 (E, + E,) e Q = Q. — Q, denotam a média dos

valores de energia e a transigao de frequéncia respectivamente (NEWELL, 2018).

Dado que a energia constante no Hamiltoniano nao desempenha um papel signifi-
cativo na caracterizacao do sistema, podemos eliminé-la visto, observando que %hQ&Z R

hQ6. e 6. — |e) (e| o operador de projecao do estado excitado.

A

H, = 1Q6.. (1.4)

1.2.2 Hamiltoniano do Campo

O formalismo a ser apresentado é uma adaptagao a quantizacao do campo eletro-
magnético confinado em um volume finito, tal qual uma cavidade, com paredes perfeita-

mente refletivas.

Em linhas gerais, a solucao da parte espacial das equagoes de Maxwell sob esta
condicao adjunto com o espaco de integracao, que é finito, cria autofungoes sao normali-

zaveis e suas expressoes analiticas, se forem viaveis, dependem da geometria da cavidade

(MEYSTRE; 111, 1999).
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Em geral, existem dois principios fundamentais que regem o processo fisico da radi-
agao e determinam as propriedades fisicas do campo de radiagdo. A equagao de Schrodin-
ger determina o nivel de energia atomica quantizada, e as equagoes de Maxwell governam

o comportamento do campo de radiagdo (NEWELL, 2018).

Na teoria quantica da luz, o campo de radiacao é tratado como um conjunto de
osciladores harmonicos. A energia de cada modo é quantizada de maneira semelhante a
de um oscilador harmoénico. Haja vista a quantizacao do campo, surge com a ligagao do

Hamiltoniano do campo eletromagnético livre a um oscilador harménico (SHIH, 2016).

Os resultados da mecanica quéantica para osciladores harmoénicos sdo, entdo, adap-
tados ao campo de radiagdo quantizado. O campo livre assume significado de nao haver
“fontes” ou “sumidores” do campo de radiacdo no volume escolhido de V' = L? que cobre
o campo de interesse (MEYSTRE; 111, 1999).

A energia do campo livre é dada,

N 1 A 1 -
Heampo — f/ [60E2 (7, t)+ —B*(7,t)| &7 (1.5)
2Jv Ho

Os campos eletromagnéticos sdo tratados como osciladores harmonicos indepen-

%
dentes e a (t), a* (t) amplitudes de modo normal relacionado ao campo com k um vetor

de onda e € vetor unitario onde v é a frequéncia angular do modo (VEDRAL, 2005).

B(7.1) = vA [m (1) e F T —ia* (1) e—i??] e (1.6)
BT, 0= A {m () e F T —ia* (1) ef?ﬂ (% x2). (1.7)

A energia do campo eletromagnético é tratada como um oscilador harmoénico
(MEYSTRE; III, 1999; RAND, 2010). Logo, o Hamiltoniano do campo eletromagnético
quantizado escrito em termos dos operadores de criagao e aniquilacao,

N h hQ2
Heampo — o [ad! +a'a] = =" [ +1]. (1.8)
2 2
Em suma, a contribuicao do Hamiltoniano do campo vinculado a cavidade, por

sua vez, surge com a energia dos campos elétricos e magnéticos.

A

H ompo = hvn. (1.9)
Este é um oscilador harménico que admite apenas energias quantizadas (VEDRAL,
2005).

Os Hamiltonianos obtidos até aqui, possibilitam a formulagdo do Hamiltoniano

que descreve o movimento livre do atomo e do modo de radiacao da cavidade.

Hy = hwi + hQ6.. (1.10)
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1.3 Hamiltoniano de Interacao

A interacao do sistema, formulada neste trabalho com o uso da interacgao de dipolo

(Wolfgang P. Schleich, 2015; VOGEL; WELSCH, 2006; ORSZAG, 2018).

Hoi = —eP E (2). (1.11)

A partir de |e) e |g) os estados excitado e fundamental do 4&tomo, partimos para a
utilizagao da relacao de completeza pelos estados do atomo, com isso podemos expressar
a posicao do operador 7 nas energias dos autoestados da funcao de onda ), (7) com

j ={e, g} e paridade bem definida.

A

Hin = e (I€) (el +19) (9) 7 (Ie) (el + 19} (o)) E (1),

2 . ~ . 7 . A ~ . . 7 .
|”, seja uma fungao simétrica e # como uma fungao antissimétrica, obtemos

desde que |1,
as relagoes.
ee[7]e) =e(g|7|g) =0,
el #lg) = e [ (7) 70y (7) = P,

Os termos P e P* sdo referentes ao elemento de momento de dipolo, enquanto

E (t) é o campo atuante no atomo.

Por conseguinte, o operador de dipolo er assume a forma.

ef = Po, + P*o_. (1.12)

A partir da reescrita do operador de dipolo, podemos definir os operadores 6, = |e) (g| e
_ =|g) (e|] que atuam como operadores de criagdo e aniquilagdo, respectivamente, para
os estados possiveis do atomo (Wolfgang P. Schleich, 2015; ORSZAG, 2018).

A

Hy — (Poy + P'6_) E (t). (1.13)

Por fim, a Eq.(1.13) caracteriza o Hamiltoniano de interacao entre as componentes
constituintes do sistema estudado, além de que a mesma pode ser adaptada para o tipo

de campo vinculado ao sistema, seja este classico ou quantico.

1.3.1 Interacdo Semiclassica

O formalismo semiclassico proposto consiste do tratamento do atomo e cavidade

tratados como sistemas quanticos, enquanto a interagao entre os mesmos ocorre mediante
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um campo eletromagnético classico (M. Suhail Zubairy, 1997). Portanto, retornando a

Eq.(1.13) com o campo eletromagnético E (t) utilizado assumido linearmente polarizado.

E (t) = ecos(vt). (1.14)

O termo ¢ é a amplitude de oscilagao e v = ck a frequéncia do campo,

A

Hine = gcos (vt) 6. (1.15)

A constante g de acoplamento, também chamada de frequéncia de Rabi, assume a forma,

A

P
g=-"—c¢. (1.16)

O Hamiltoniano Eq.(1.15) fornece uma base para a teoria semiclassica da radiagao,
na qual os atomos sao tratados segundo a teoria quantica, e o campo conforme as equagoes

classicas de Maxwell (MANDEL; WOLF, 1995).

A teoria semiclassica da radiacdo é uma abordagem 1util e adequada para a inte-

ragao da luz com a matéria.

A busca por um significado de um “limite classico” no (MR) pode se tornar ambi-
guo, uma vez que o sistema de dtomos (dois niveis) ndo tem uma contrapartida classica

conhecida.

O campo eletromagnético, por outro lado, tem um limite cldssico natural que

também pode ser escrito em termos de estados coerentes como visto na Subsecao 1.5.1.

1.3.2 Interacao Quantica

Analogamente ao caso semicldssico retornamos mais uma vez a Eq.(1.13) com o
campo eletromagnético E (t) como um campo quantico que surge da expansao do vetor

potencial em termos dos operadores de criagdo e aniquilagdo (ORSZAG, 2018),

E(7.1) = i& (7) (a+al), (1.17)

a quantidade &, possui dimensao de campo elétrico, algumas vezes referido como campo
elétrico por foton, ou campo elétrico de vacuo, enquanto o termo U éa funcao de modo

para o campo estudado (Wolfgang P. Schleich, 2015).

O uso das equagdes encontradas anteriormente do operador de dipolo e do campo

elétrico, quando combinadas, propiciam o Hamiltoniano de interacao,

Hy = i& [P - T (7) 65 + P~ (7)6_] (a+a'). (1.18)
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O produto escalar P (7) entre o elemento de matriz de momento de dipolo P

e a fungdo modo 0 produz um nimero complexo de fase ¢,

B (1) =|P - ()] exp (ig) (1.19)

Portanto, o Hamiltoniano de interagao reduzida,

it = ihglexp (i) 6 + exp (—ig) 6] (a + ). (1.20)

Logo, introduzindo a constante de acoplamento ou frequéncia de Rabi.

|Pme
g () T&]' (1.21)

Com fase de ¢ = 7, o Hamiltoniano de interacao torna-se

Hiw = hg o4 + 6] (a+al). (1.22)

A interacao proposta pelo momento de dipolo oscila com frequéncia Rabi entre os estados

|g) e |e) na presenga de um campo eletromagnético (M. Suhail Zubairy, 1997).

Como os sistemas atomicos e de campo sdo agora quantizados, os estados do
sistema combinado envolverao produtos de estados de ambos os sistemas (GRYNBERG
et al., 2010; KLAUDER,; SKAGERSTAM, 1985).

le,n) = [e) @1n),[g,n) = lg) @ In).

1.4 Hamiltoniano Total

A descricao total do sistema a partir das construcoes dos Hamiltonianos apresen-
tados nas Subsegoes 1.2.2, 1.3.1 e 1.3.2, possibilita a descricdo do (MR) com os seguintes

Hamiltonianos Semiclassico (F[ SC) e Quantico ([:[Q)

Hg — viv+ Q6 + g (a+a') 6. (1.23)
Hge — v+ Q6. + g cos (vt) 6,. (1.24)

Nota-se que as contribui¢oes v da cavidade e €26, correspondente aos também chamados
de estados internos do sistema, enquanto a interagao entre operador Hamiltoniano de
interacao dependente da frequéncia de Rabi g que traz as matrizes de spin de Pauli em
termos de 6_ e 6 e o operador de campo (d + dT) (ORSZAG, 2018; Wolfgang P. Schleich,
2015).
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As interagoes atomo-campo de particular interesse na optica quantica sao aquelas
nas quais as frequéncias de campo estao proximas das frequéncias de transicao atomica.
No exemplo mais simples, uma tunica frequéncia de campo esta préxima da ressonancia
com uma Unica transi¢cdo atomica, e apenas os dois estados excitado |e) e fundamental

|g) desta transigdo tém probabilidades de ocupagao significativas.

Entao, a interacao atomo-campo é bem descrita pela aproximagao no qual o atomo
é considerado um sistema de dois estados caracterizado completamente por uma frequéncia
de transi¢do e um elemento de matriz dipolo (BLAKELY, 2019).

O termo de interacao do Hamiltoniano vem da troca de energia entre o atomo e a
luz, mais especificamente, com afé_ corresponde & emissao de um féton do dtomo para o
campo vinculado a cavidade, e o termo ad, corresponde a absor¢ao de um féton gerado

pelo o campo para o dtomo (RYE; MD, 2019).

A descricao formalizada do sistema, nos permite a caracterizacao de fenémenos
fundamentais relacionados ao (MR), tais como os fenomenos de absor¢ao e emissao e a

propria oscilagao vinculada a dindmica do modelo.

1.4.0.1 Absorcao

A partir do &tomo em um estado |g) , na presenga de n fétons, como consequéncia

da aplicacao do operador de aniquilacao referente a expressao,

Desta forma, podemos caracterizar a transicao entre autoestados do Hamiltoniano
nao perturbado, construido com as contribui¢oes do 4tomo e da cavidade, ocorre somente
com probabilidade significativa entre dois estados de mesma energia. Esta condi¢ao diz

respeito ao sistema total, sendo expressa sob a forma,

E,+nhv = E. + (n—1) hv,
E, =FE, + hv.
O estado final do 4tomo tem uma energia maior que o estado inicial, e o processo

tem probabilidade maxima se a energia hr do féton que desaparece for exatamente igual
a energia ganha pelo dtomo (GRYNBERG et al., 2010; GERRY; KNIGHT, 2005).

1.4.0.2 Emissao

Analogamente, supondo que o 4tomo esteja inicialmente no estado |e€) , na presenca

de n fotons usamos a relacao vinculada a aplicacao do operador de criacao,

atle,n) =vn+1|e,n+1). (1.26)
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Por conseguinte, a conservagao de energia entre os estados inicial e final,

E,= B, —hv

O atomo passa do nivel |e) para o nivel |g) de menor energia, emitindo um féton
(GRYNBERG et al., 2010; GERRY; KNIGHT, 2005).

1.4.1 Oscilacoes de Rabi

A partir do sistema estiver inicialmente em um dos dois estados, a probabilidade
de encontra-lo no outro estado ¢ uma fung¢ao senoidal do tempo. Tal formulacao descreve
o fenémeno conhecido como oscilagdo Rabi (GRYNBERG et al., 2010).

Um atomo sofre oscilagdes de Rabi, sendo a frequéncia de Rabi que também pode
ser determinada pelo niimero médio de fétons (f), como visto em abordagens do caso

semiclassico.

O (MR) é visto historicamente como o primeiro modelo totalmente quantizado da
interacao entre um atomo de dois niveis, ou qualquer outro sistema de dois niveis, e um

campo eletromagnético monocromatico quantizado.

Como uma das vantagens de tratar o campo puramente quantico surge a emissao
espontanea que ocorre naturalmente e campos com baixo niimero de fétons podem ser

tratados.

O caso em que o campo excitante é estritamente senoidal, de modo que a amplitude
é constante. A solucao para o problema de como um dtomo responde ao campo foi dada
pela primeira vez por Rabi com o comportamento de um spin % em um campo magnético
(RABI, 1936; RABI, 1937).

Como compensacao por seus trabalhos em modelos de atomos de dois niveis, Isidor
Isaac Rabi foi laureado com o prémio Nobel pelo problema de um sistema de spin meio,

um sistema de dois niveis, interagindo com um campo magnético (VEDRAL, 2005).

1.5  Formalismo Semiclassico

1.5.1 Estado Coerente

Alusivo aos estados com nivel bem definido n, os estados coerentes podem ser
usados como base vetorial para caracterizar o campo de radiacao, exceto que os estados

coerentes sao vetores nao ortogonais, em geral.

A obtengao de uma expressao de |a) surge em termos do estado |n) (ROBERT;
COMBESCURE, 2021; HAUS, ; KLAUDER; SKAGERSTAM, 1985).



1.5. Formalismo Semicldssico 29

O estado coerente é definido como o autoestado do operador de aniquilagao,

ala) =ala), (1.27)

T Z a” ‘n (1.28)

Portanto, um estado coerente é visto como uma superposicao infinita de estados
In). O estado coerente descreve um estado que permanece inalterado (até um fator) sob
a agdo do operador aniquilacio (BACHOR, 2019; INTRODUCTION, 2009; KLAUDER,;
SKAGERSTAM, 1985).

Fenomenologicamente, estados coerentes |«) sao estados quanticos muito proximos

dos estados cléassicos.

As flutuagdes no campo eletromagnético e as variaveis sdo as mesmas que para o
vacuo, as flutuagoes na incerteza fracionaria para o ntimero de fétons diminuem com o
aumento do nimero médio de fétons e os estados tornam-se bem localizados em fase com
o aumento do nimero médio de fétons (LOUDON, 2000).

Como consideragoes, temos que o numero médio de fétons para o estado coerente

assume a forma,

7= (i) = (a|f]a) = |af?. (1.29)

Os valores esperados de operadores normalmente ordenados para o estado coerente

sao encontrados com uso de suas propriedades de autovalor (LOUDON;, 2000).

(#) = {al % a) = ()? + (7). (130
A probabilidade de encontrar n fétons em |a) é dada por uma distribuicao de
Poisson,
|04’2n —|af?
P(n)=(nla){a|n) = e (1.31)

A variancia correspondente para o estado coerente,
[An)? = <n2> — (n)* = (n). (1.32)

As flutuagoes relativas, on = =, tendem a zero no limite de grande amplitude. No
espaco de fase, um estado coerente é um gaussiano simétrico, que, além disso, é um estado
de incerteza minima, o que significa que é localizado ao maximo conforme o principio
da incerteza de Heisenberg (LARSON; MAVROGORDATOS, 2021; GERRY; KNIGHT,
2005).

O préprio termo “coerente” tem origem na terminologia usada na éptica quantica
I exem radiaca ren n ue emitem rm rente). nta -
or exemplo, radiacao coerente, fontes que emitem de forma coerente). Desde entao, esta

dos coerentes e suas diversas generalizagoes se espalharam pela fisica quantica e métodos
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matematicos relacionados, por exemplo, fisica nuclear, atomica e da matéria condensada,
teoria quantica de campos, problemas de quantizagao e desquantizacao, abordagens de in-
tegrais de caminho e também em sistemas de emaranhamento (INTRODUCTION, 2009).

1.5.2 Parametro @ de Mandel

O parametro () é uma medida natural do afastamento da variancia do nimero de

fétons n da varidncia de um processo de Poisson (MANDEL, 1979).

A varidncia no numero de fétons de tnico modo, correspondente na teoria do

campo quantizado ao operador nimero 7 = a'a,
2
[An]® = (afaa'a) — (afa)”,

O parametro () de Mandel é descrito,

[An? = {n)

0=

(1.33)

Como utilidade fornece uma medida simples do quao nao classico é o sistema
fisico estudado, sendo um () negativo associado a um campo considerado nao classico
(BLAKELY, 2019).

1.5.3 Consideracdes sobre o formalismo semiclassico

A teoria semiclassica da radiacdo nao consegue explicar todos os aspectos da inte-

racao da luz com a matéria.

A falha da teoria semiclassica é evidente no caso da emissao espontanea de fétons,
o processo no qual um atomo, sem qualquer causa externa, faz uma transicao para uma
energia mais baixa, e o campo eletromagnético ganha um nivel de energia (BLAKELY,
2019; VEDRAL, 2005).

1.6 Equacao Mestra

O formalismo da Equacao Mestra é construido com equagoes diferenciais usadas
para modelar a dinamica de sistemas que podem ser descritas como uma combinacao
probabilistica de alguns estados do sistema estudado (SHTYKOV; SMOLSKIY, 2020;
GARDINER; ZOLLER, 2004).

A equagao mestra serve para a caracterizacao da dindmica de sistemas quanticos
que podem entao, ser expressas empregando outra representacao do estado do sistema,

conhecida como operador de densidade p.
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O operador de densidade contém todas as informagoes relativas as probabilidades
(conhecidas como populacgoes) em cada estado |¢;) (CAMPAIOLI; COLE; HAPUARA-
CHCHI, 2023).

1.6.1 Operador Densidade

A matriz Densidade descreve o estado do sistema, normalmente usada para siste-
mas abertos e dissipativos (Robert W. Boyd, 2003). A matriz de densidade descreve uma
média estatistica de um conjunto de sistemas idénticos (CARMICHAEL, 1999).

Introduzimos o operador de densidade para especificar estatisticamente as proba-

bilidades dos estados relacionados,
J m n
o termo P; significa a probabilidade do sistema estar no estado [1);).

O operador densidade em sua forma matricial, os elementos diagonais p,., da
matriz de densidade sao conhecidos como populacoes e denotam as probabilidades de

encontrar o sistema nos respectivos estados de base |m), logo sao reais e nao negativos
(LAMBROPOULOS; PETROSYAN; ).

Evidenciando a propriedade que a matriz de densidade é hermitiana, logo ela pode

ser diagonalizada por uma transformacao unitaria.

Os elementos fora da diagonal p,,, sao conhecidos como coeréncias e fornecem
informagoes sobre a superposigao coerente dos estados de base |m) e |n) (CAMPAIOLI;
COLE; HAPUARACHCHI, 2023).

Os estados do nimero de fétons sdo os autoestados do Hamiltoniano. A evolugao
temporal dos estados do niimero de fétons envolve a propagacao de fase apenas em medi-
¢oes Opticas. Esta propriedade é 1til para a propagacao do estado ou do operador (Robert
W. Boyd, 2003).

1.6.2 Equacao de Von Neumann

O estudo da dinamica de sistemas quanticos usando a representacao do operador
de densidade (NEW, 2011).

N
plt)=—+% H.p(1)], (1.35)
com H o Hamiltoniano do sistema. A solugao para esta equacao é dada por algum operador

unitério U (t;t0) que propaga o estado do sistema de algum tempo inicial ¢, para algum
tempo t (KLAUDER; SUDARSHAN, 1968; Crispin Gardiner, 2004),

pt) = U (t:t0) p (o) UT (£ 10) (1.36)
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A equacao mestra do operador densidade possibilita o encontro da dinamica de

sistemas quanticos que interagem fracamente com o ambiente circundante (NEW, 2011;
Crispin Gardiner, 2004).

Originalmente desenvolvidos no campo da 6ptica quéantica para estudar interacoes
luz-matéria, eles sao usados para simular uma variedade de fenémenos da mecanica quan-
tica, como modelos de ruido para processamento de informagoes quanticas, espectros de
emissao e absor¢ao transientes de materiais opticamente ativos e espectros eletronicos e
experimentos de ressonancia de spin nuclear (CAMPAIOLI; COLE; HAPUARACHCHI,
2023).

1.6.3 Equacdo Mestra de Lindblad

A reformulacdo da Equacao de Von Neumann com termos dissipativos com ter-
mos envolvendo o operador de densidade é a equagao mestra de Gorini-Kossakowski-

Sudarshan-Lindblad, frequentemente conhecida como equagao mestra de Lindblad,

b= [ 0] + S (B (0 2 5 {ELL s (0)) (1.37)

O termo p(t) é o operador de densidade do sistema, H é o Hamiltoniano do
sistema e {ﬁk} sao os operadores de Lindblad representando processos nao unitarios,
como relaxamento ou decoeréncia, que ocorrem em algumas taxas {7y} , [.,.] ¢ {.,.}
denota o comutador e o anticomutador dos operandos (MILZ; POLLOCK; MODI, 2017).

A equacao mestra de Lindblad é desenvolvida com termos de dissipacao para perda
de energia e emissao espontdnea para ambas as partes constituintes do (MR) (WALLS;
MILBURN, 2012; GARDINER; ZOLLER, 2004).

1.6.4 Super Operador de Liouville

Torna-se conveniente expressar a equagao mestra em uma notagao simplificada,
p=Lp. (1.38)

O termo L é o superoperador associado ao operador p.

A construcao do superoperador utiliza a seguinte identidade de algebra linear para
a forma ordenada por colunas de vec (p) (BARNETT, 1990; WEEDBROOK et al., 2012).

vec (AXB) = (BT ® A) vec (X),

Procedemos inserindo o operador de identidade 1 na Eq.(1.37).
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A vantagem da forma do superoperador consiste em oferecer um caminho direto
para resolver a Eq.(1.37), baseado na solugdo de um sistema de equagoes diferenciais
ordindrias lineares (WALLS; MILBURN, 2012; GARDINER; ZOLLER, 2004).

1.7 Modelo de Jaynes—Cummings

O modelo de Jaynes-Cummings (MJC) consiste em um atomo de dois niveis que
interage com o campo de uma cavidade. O campo ¢ assumido como sendo de um tnico
modo com frequéncia v, de modo que cada féton tem uma energia de F = hAv, enquanto

os dois niveis de energia do dtomo sao separados por AE, = hy, (FOX, 2006).

O Modelo de Jaynes-Cummings (MJC) descreve um atomo de dois estados aco-
plado a apenas um modo de campo, e a interacao de dipolo é tratada com a aproximacao
da onda rotativa. Essa abordagem consegue eliminar os termos a6, e a6_ do Modelo de
Rabi (MR), conforme descrito pela Eq.(1.23) (THEODORIDIS; KRAEMER, ).

Novamente, o atomo utilizado no modelo constitui um sistema de dois niveis, e
as vezes também o citamos simplesmente como sistema de dois niveis (dois estados) e as
vezes também como qubit (LARSON; MAVROGORDATOS, 2021).

No (MJC), o dtomo troca excitagoes com o campo vinculado a cavidade de tal
forma que a absor¢ao de energia, reduz a energia do campo em um nivel enquanto o

atomo ¢é excitado de |g) para |e).

O campo e o atomo trocam energia através da absor¢ao e emissao de fotons.
Um atomo no estado fundamental pode absorver um féton e fazer a transicao para o
estado excitado, ou um atomo no estado de excitado pode emitir um féton para a energia

relacionada a cavidade, fazendo a transicao para o estado fundamental.

A taxa de troca féton-energia é refletida pelo coeficiente de acoplamento g (RYE;
MD, 2019; FOX, 2006)

No (MJC) a energia total é a soma de trés termos: a energia do campo vinculado

a cavidade, a energia do atomo de dois niveis e a energia de interagao entre o atomo e a
luz (VEDRAL, 2005; THEODORIDIS; KRAEMER, ; VOGEL; WELSCH, 2006). .
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Portanto, como operador, o Hamiltoniano do (MR) torna-se,

H =106, + hvi+ g (a6 +ac™), (1.40)

Os operadores de spin, 6, e 6_, aumentam e diminuem a energia do atomo. Os

operadores fotonicos de criacdo e aniquilacdo, a' e @, adicionam ou removem um féton do
campo vinculado a cavidade (BARNETT; RADMORE, 2002).

1.8 Colapso - Resurgimento

O comportamento de colapso-ressurgimento é caracterizado pela probabilidade de
ocupagao do estado atomico excitado no (MR) para o caso em que o campo da cavidade

estd inicialmente em um estado coerente |a).

Os fendmenos de colapso e ressurgimento podem ser compreendidos fisicamente a
partir da Eq.(1.31) com cada termo no somatério representa oscilagoes de Rabi para um

valor definido de n.

As oscilagoes de Rabi vinculadas as probabilidades dos estados do atomo diminui-
rao de fase e em seguida entrarao em colapso apds algum tempo t. As oscilagoes entram em
colapso apos alguns periodos especificos, permanecem constantes durante um intervalo de

tempo finito e entao as oscilagoes reaparecem novamente, caracterizando o ressurgimento.

A evolucao do tempo associada as oscilagoes de Rabi associadas a diferentes ex-
citagoes tém frequéncias diferentes e, portanto, tornam-se nao correlacionadas, levando a
um colapso da probabilidade. A medida que o tempo aumenta ainda mais, a correlacio
¢é restaurada e ocorre o ressurgimento. Esse comportamento continua e uma sequéncia

infinita de ressurgimentos é obtida.

O colapso é um efeito de interferéncia destrutiva das oscila¢oes quanticas de Rabi
em diferentes frequéncias (VOGEL; WELSCH, 2006; AGARWAL, 2013). Portanto, é re-

sultado de flutuacgoes quanticas do campo de radiacao.

O tempo de colapso da inversao populacional para grande (n). O nimero de oscila-
¢oes no envelope aumenta a medida que Arv aumenta, mas o tempo de colapso permanece o
mesmo (LARSON; MAVROGORDATOS, 2021; FICEK; WAHIDDIN, 2014). Observa-se
que o colapso ocorre apenas se o estado superior estiver ocupado, isto ¢, apenas se a emis-
sao espontanea puder ocorrer, indicando que o colapso pode estar associado a flutuagoes
quénticas do campo (BLAKELY, 2019; BACHOR, 2019).

O efeito de ressurgimento ocorre com a oscilagao de Rabi, que eventualmente
reaparece numa escala de tempo mais longa apds um colapso, visto que isto ocorre porque

o nimero de ondas senoidais que contribuem para a expressao, o qual é finito. Assim, o
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tempo necessario para que as diversas oscila¢des retornem a sua relagdo de fase inicial

também é finito.

O importante é que os ressurgimentos ocorram apenas devido a estrutura granular
da distribuicao dos fétons. O ressurgimento é, portanto, um fené6meno quantico puro. Uma
distribui¢ao continua de fétons (sem zeros) causaria um colapso, assim como um campo

classico, mas sem ressurgimento (M. Suhail Zubairy, 1997).
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2 Autoenergias e Autoestados

2.1 Teoria de Pertubacao Independente do Tempo

A partir do Hamiltoniano total encontrado na Secao 1.4 com a consideragao que
h = 1, podemos entao definir nosso sistema como um Hamiltoniano total igual ao enun-
ciado, contudo tomando a contribuicao de interacao do Hamiltoniano de interacao na

aproximacao de dipolo quantica como fator perturbativo.

H=Hy+V, 2.1
Hy = vi + Q6. 2.2
V:g(a—l—cﬁ)am (2.3)

Os operadores de criagdo e aniquilagdo descrevem a emissao e absor¢do de um

féton, enquanto para o operador 6,, muda o estado excitado vigente do atomo.

Suas respectivas autoenergias nao perturbadas, para os autoestados iniciais.

E, ,, = vn,com respectivo autoestado |g,n) .

E., = vn + Q, com respectivo autoestado |e,n) .

Com aplicacao da pertubagio nos autoestados iniciais, torna-se necessario a significagao

do processo.

As falhas da (TPNDIT), ocorrem com a degenerescéncia das autoenergias, das
quais propiciam termos no denominador da expansao que tendem a 0. Tais termos surgem

quando Q) ~ v e 2 =~ 3, como pode ser notado com a explicitagdo dos calculos no Anexo

A.

2.2 Solucao Numérica

Uma das formas possiveis de contornar o erro surgido com o uso da (TPNDIT)
decorre da utilizacao de métodos numéricos, tais métodos citados sdo descritos pelo ma-
nual (SOFTWARE, 2021) que nos permitem encontrar os autovalores e autovetores do

sistema estudado.

Portanto, utilizando o Hamiltoniano completo do sistema, contudo expandindo em

termos das bases |g,n) e |e,n) para o formato matricial,
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(g, m| H |n,g) = vndyu,
<€’ m| fi |’I’L, g> =49 (\/ﬁém,n—l +vn+ 15m,n+1) >
(g,m| H |n,e) = (e,m| H |n,g),
(e, m| H 1N, €) = VN .y + Q-

Para um valor N fixo, sendo este um estado de Fock (SHTYKOV; SMOLSKIY,
2020), a escrita da matriz resultante desta formulagdo, ocorre com as N primeiras linhas
e colunas relacionadas aos vetores de base |g,n) , enquanto os termos N +1 até 2 (N + 1)

sao relacionados aos vetores de base |e, n).

2.3 Base Especifica

A abordagem proposta neste método envolve a reformulacao do Hamiltoniano com-

pleto do sistema, utilizando uma base especifica {|g, N) , |e, N — 1), |g, N — 2) ,|e, N — 3)}.

Essa escolha de base, quando aplicada a expansao do Hamiltoniano total, abrange
as condigoes que levaram a inadequacao da (TPNDIT), conforme discutido na segao 2.1.

Por tanto, com o Hamiltoniano nao perturbado Hy,

Hy=via+ Q6.+ g|VN|g,N) (e, N —1|+VNl|e, N — 1) (g, N|
+VN—1le,N—1){g,N —2| ++v/N —1|g,N —2) (e, N — 1|
+vVN =2]|g,N—2) (e, N—=3|++vN —2]e, N —3) (g, N — 2| |.

(2.4)

A pertubacao atuante no sistema assume a forma,

A

V=g(a+a)o.—g|VNI|g,N)(e,N—1+VN|e,N—1)(g,N|
+VN—1le, N=1) (g, N =2[+ VN = 1|g, N = 2) (e, N — 1]
+VN—-2|g,N -2){e,N =3|+VN —-2|e, N —-3) (9, N — 2] |.

Definindo fatores que envolvam os precursores da falha da teoria de pertubacao,

Alzy—Q,Agz?)V—Q. (25)
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Para que assim, construir o Hamiltoniano total expandido na base especifica,

Hy=vN + M, (2.6)
0 gV N 0 0

gV N —A gV N —1 0
0 gvN-1 —2v gV N —2
0 0 gV N —2 —Aj

M= (2.7)

Portanto, os autovalores da matriz M propiciam na equagao caracteristica,
AN+ BAY;+ CA;+ DAn; + E = 0.
Os coeficientes da equacao caracteristica encontrada.

B =2v+ Ay + As,
C =2 (A +A3)+ A1 A3 —3¢* (N - 1),
D =2v <A1A3—92N> — > (2N —1) A3 — ¢* (N —2) Ay,
E=g¢’N[g* (N —2) - 2vA].

Logo, os autovalores encontrados da matriz M, com a resolucao da equacao carac-
teristica pelo método de Ferrari, deduzido no Apéndice B, temos que as respectivas raizes

do problema sao denotados como Ay ;, com i =1, ..., 4.

Aws ——f—S—;\/—4S2—2p+g, (2.8)
AN,22—5—5+N—452—2p+§, (2.9)
Ans = —f +S- ;\/—452 —op— %, (2.10)
AN74——f+S+;\/—4SQ—2p—g. (2.11)

Os termos auxiliares, por sua vez,

Qocosp —p B ([ B?
x> P pa 22
S =1 5 . q +to 7 —¢)

3

— 201 ) =0 B
© arccos (2 8) ,p=0C ;

8

Qo =V C? —3BD + 12F,

Q1 =2C* —9C (BD + 8E) + 27 (B’E + D?) .
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Para os autovalores relacionados as bases |g,n) e |e,n), fora dos limites da base

especifica escolhida.

lg,n) paran # N, N — 2 com autovalor £, y = VN,
le,n) paran # N —1, N — 3 com autovalor E, y = vN + 0.

Finalmente, os autovetores identificados mediante a utilizacao da base especifica

apresentam autovalores expressos como Ey; = vN + Ay;.

[sivi) = [880 19, N) + o) le, N = 1) + 6 19, N = 2) + 6Qs e, N = 3)] . (2.12)

Logo, os termos referentes ao fator de normalizacao e as amplitudes de probabili-

dade,

» O°N | F#(N-2) }_1/2

N,i A2 + 2 )
AN,i (As+ An)

o - IVN - ©

Ni =

(A1 + Ay - AN) i~ AN,z- !

Q%)i = CI)Nz‘@Nz’, ¢Ni = ®N,i7

¢(3)A gviv — a2
N A+ AN i

On; = {1+CI>§V,Z.+<I>

Seguindo com a comparacao dos resultados obtidos por cada método podemos
prosseguir com a analise do sistema proposto. Os parametros utilizados para as simulagoes
sao v = 1.0 e g = 0.001v.

Nesse contexto, investigamos o sistema considerando o estado de energia da cavi-
dade com n = 29, uma vez que, para valores de energia superiores, a capacidade compu-

tacional disponivel nao é suficiente para estudar niveis mais elevados.

As comparacoes realizadas focaram nas autoenergias e probabilidades dos estados,

obtidas tanto numericamente quanto pelo método da base especifica (MBE).

Os resultados obtidos com a base especifica foram também aproximados mediante

o uso da (TPNDIT), cujos resultados analiticos estao detalhados no Anexo C.

As autoenergias, ilustradas na Figura 2, foram determinadas pela comparacao
entre o método numérico (MN) (representado por trago continuo) e o uso da base es-
pecifica (representado por trago pontilhado). O grafico obtido caracteriza o fenémeno
de afastamento repentino, também conhecido como anti-crossing ou avoided crossing. O

comportamento de anti-crossing descreve a troca de energia entre o atomo e a cavidade

(BUSCH et al., 2011; GRIPP; MIELKE; OROZCO, 1997).
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2.2
.28
2.28
.27
9,27

€20

mm mm mm m

.26
n=29 €

1
[Z IR IR IR
PRt

Q

Figura 2 — Autoenergias obtidas numericamente e pelo (MBE) com o valor fixo de n = 29.

Os pontos com ocorréncia de anti-crossing identificados destacam os niveis de ener-

gia nos quais o sistema estudado possui energias proximas para suas partes constituintes.
A largura entre os niveis de energia é referente a diferenca dos niveis de energia,

ou seja, a descricao da diferenca entre os niveis de energia,

AE =E,, — E,,, (2.13)

Como exemplo para 2 ~ 0 a diferenca é na ordem de v.

Os valores de 2 que propiciam a ressonancia entre as partes constituintes do sis-

tema, ocorrem os fendmenos de absorcao e emissao citados nas subsecoes 1.4.0.1 e 1.4.0.2.

A diferenca de energia para os anti-crossing, no que lhe concerne, assume valor

proximo da constante de acoplamento, ou seja, AFE ~ g (SCALA et al., 2021).

O encontro das probabilidades para ambos os métodos, partimos para o autoestado
com melhor aproximacao, o estado com energia E, o3, entre o (MBE) e o (MN), para que

assim sejam feitas as devidas comparagoes.
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P(n=29)
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(a) Cruzamento de probabilidades para va- (b) Cruzamento de probabilidades para va-
lores de frequéncia na ordem de 2 ~ v. lores de frequéncia na ordem de 2 = 3v.
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0.003 — \ —

=29)
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0,002

2,989 299 2,991 2,992 2,993

(c) Cruzamento de probabilidades para va-
lores de frequéncia na ordem de €2 = 3v.
As probabilidades para este caso com
valores inferiores & 1% de ocorrer en-
contrando com o (MN).

Figura 3 — Probabilidades para o estado correspondente ao nivel de energia n = 29, com

énfase para as frequéncias de ressonancia do sistema responsavel pela emissao
e absorcao de fotons.

O grafico da Figura 3 trata das probabilidades para ambos os métodos referente
ao estado |g,28). As probabilidades Ps, (trago continuo) com i = 1,...,4 sdo originadas
do (MBE) para o estado citado referente as quatro probabilidades para o mesmo estado

|g, 28) provenientes das quatro Eqs.(2.12) de autoestados obtidas.

Como resultado, o (MBE) produz apenas dois cruzamentos ao variar os valores de

(), ao passo que numericamente identificamos todos os trés cruzamentos.

Embora haja concordancia no comportamento geral entre os resultados obtidos

pelo (MBE) e os resultados numéricos, observa-se na Figura 3 que os autoestados nao sao

equivalentes entre si.

A discrepancia é mais evidente no autoestado de melhor aproximacao, ja que

nenhuma das probabilidades associadas aos quatro autoestados identificados pelo (MBE)
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se aproxima das obtidas numericamente, comprometendo a validade do método para os

objetivos desta pesquisa.

Diante dessa disparidade nos resultados, optamos por abandonar a abordagem
inicial proposta com a base especifica, devido as limita¢oes encontradas na (TPNDIT).
Em vez disso, escolhemos uma abordagem alternativa para formalizar o estudo sobre o

problema em questao.

A terceira abordagem mencionada baseia-se na descri¢ao centralizada em um con-
junto de bases suficientes para explicar a geracao dos trés cruzamentos responsaveis pela
geracao de fétons. Isso nos permite aplicar métodos numéricos apropriados para caracte-

rizar os fendmenos fisicos observados.
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2.4 Meétodo Proposto

Em busca de uma aproximagao analitica para o sistema proposto, tomamos uma
terceira abordagem que consiste na expansao do Hamiltoniano do sistema Eq.(1.23) em
uma base ortonormal que envolva a geracao dos trés cruzamentos para fétons do sistema,
tal base fornece uma matriz 12 x 12 tridiagonal, do qual nos fornece 12 autovalores e

autovetores, para que assim possamos calcula-los numericamente.

Portanto, a expansao citada é em termos da base {|g,n + i) ,|e,n + j)} com k =

—6,1=4,2,....ke 7 =3,1,.... k — 1, nos fornece a matriz com elementos sob a forma.

(i,q| H|g,i) = vn,
(j,e| Hlg,i) =g (\/25N+4,i—1 +Vi+ 15N+4,¢+1) ,
(i 9| Hle,j) =g (\/352',]'—1 +/J+ 15i,j+1> ;

(j,e|ﬁ]e,j> =uvn+ Q.

Tomando o estado de Fock fixo em n = 100, os valores utilizados para as simulagoes

sao para a constante de acoplamento fixa em g = 0.001v e v = 1.0.

fundamentamos nossa busca para as autoenergias entre 99.7v e 100.3v, encontra-

mos os autoestados |g, 100) e |e,97) conforme explicitado na Figura 4.

100,05 F T T T T T ™

- Ec,w

— B

100~ -1

99.95 - —

991 . ! . 1 . 1 T
29 2,95 3 3.05
Q

Figura 4 — Autoenergias proporcionais ao estado de Fock n = 100.

O resultado obtido para as autoenergias propicia, como esperado, o comporta-
mento de anti-crossing encontrado nas formulacoes apresentadas anteriormente, tal que
¢ mantido o significado de troca de energias e de ressonancia das partes constituintes do

sistema.

A troca de energia nos estados identificados ocorre por meio da excitagao do atomo

e da desexcitagao do campo, que transita do estado |g, 100) para o estado |e, 97).
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Da mesma forma, para o estado |e, 97), ocorre a desexcita¢ao do d&tomo e excitagao

do campo, levando o sistema de volta ao estado |g, 100).

A partir das autoenergias encontradas, formulamos dois novos autoestados corres-

pondentes com probabilidades encontradas na Figura 4.

S,) = alg,n) + Ble,n —3), (2.14)
|An) ~ 0 lg,n) +vle,n —3). (2.15)

A prova da nossa aproximagao surge com a verificagdo da condigdo K;(n) = 0

para i =1,2,3,
K (n) =+ — o, (2.16)
Ky(n)=1-p3*—a? (2.17)
Ks(n)=1-6 -+~ (2.18)

4e-05 7 T T T T T T T T T T T T

0,00156 — =100 B
0=1000 L — 0=1000
00 A n=10000
3051 000 i 000154 — 0=100000 4
1=250000 1=250000

n=400000 L N n=400000

000152 -

K, () 2605 - B K,
00015

le-05 - - 0,00148

. “‘ ‘ L ‘ ‘ ‘ 0,00146 j ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
(a) A funcdo K; em funcado de 2 para (b) A fungao K3 em funcao de 2 para
diferentes valores de n. diferentes valores de n.

000156

000154

K,
000152

00015

| 1
298 299 3 301 3.02

(c) A fungao K3 em fungao de 2 para
diferentes valores de n.

Figura 5 — Comportamento das fungoes K; para a anélise da aproximacao proposta para
a formagao dos autoestados |S,) e |A4,).

Verifica-se que os valores da Figura 5 sdo préximos de zero, validando a aproxima-

¢ao utilizada.
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Além dos autoestados |g,n) e |e,n — 3), hd outros autoestados pertencentes ao
sistema, embora suas probabilidades de ocorréncia sejam inferiores a 1%, enfatizando a

aproximagao feita descrita pelas equagoes (2.15) e (2.14).

Estes comportamentos sao ressaltados para as probabilidades relacionadas aos

estados |Aigo) € |S100) como visto na Figura 6.

1 1

T =y » | ==

— P — P,
08} <9 - 081 ki -

=100)

Py(n=100)

PA(n

_

L
0.’,9 2,95

| | AA_J LL L |

I . 3 .
3 3.05 3.1 29 2.95 3 3.05 3.1
Q Q

(a) Probabilidades para o estado |Ay,). (b) Probabilidades para o estado |Sy,).

Figura 6 — Probabilidades de se encontrar os autoestados |g,100) e |e,97) utilizando os
autoestados |S,) e |A,) com n = 100.

O grafico representado na Figura 6b evidéncia a transi¢ao de deexcitagao do atomo

e excitagdo do campo para o autoestado |Ajgo).

Analogamente, o gréafico exibido na Figura 6a ilustra a excitacao do atomo e de-

excitacao do campo para o autoestado |Sioo)-
Como resultado, obtemos as relacoes,

a2+/82:1_617
’72+52:1—62.

As quais, os autoestados encontrados, adjunto de suas probabilidades, nos forne-

cem as seguintes relagoes com o~ v e § ~ 3.

Os valores de €; e €5 nos fornecem os valores de ressonancia do sistema, 2 ~ 3v,

para n fixo, como exemplo mostrado na Figura 7.
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00032 - S 1

0,00315 -

P(n=100)

0,0031 —

0,00305 —

| L | L 1 L 1 !
297 2,98 2,99 3
Q

Figura 7 — Valores de €; e €5 para n = 100.

Com a verificagdo numérica dos parametros «, 3, v e §, encontramos como valores

correspondentes para os autoestados.
[Sn) = an|g,n) +/1—afle,n—3), (2.19)
|An> = —\/1—04% |g7n>+an|ean_3>v (220)

A partir do encontro de diferentes valores de frequéncia de ressonancia em funcgao
do niimero de fétons n, obtemos a relacao da frequéncia do atomo em funcao do nivel de

energia n, visto na Figura 8.

2,986 T T T T T

2,985

Q2984

2,983

298 . I . I . | .
100 105 110 115 120
n

Figura 8 — Valores da frequéncia de ressonancia do sistema em func¢ao de n.

Assim, observa-se que a medida que o estado de Fock aumenta, a frequéncia para

a ressonancia do sistema atomo-cavidade diminui.

Além disso, o método sugerido para analisar o sistema é mais adequado a capaci-
dade computacional disponivel, permitindo o estudo de estados com n na ordem de 10°

para este trabalho.
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3 Interacao Efetiva

3.1 Aproximacio para o (MJC) de 3 fétons

Os resultados obtidos na Se¢ao 1.7 propiciam a descricdo do Hamiltoniano para o

(MJC) de trés fotons, descrito pelo Hamiltoniano,

Hyo =vi+ Q6. + x (%64 + a6 ). (3.1)

Os termos v e §2 sao as frequéncias da cavidade e do atomo de dois niveis, enquanto
fi, &, @' sdo os operadores niimero, criacdo e aniquilacdo de campo, os termos &., 6, e 6_

sao operadores referentes ao estado excitado, criagdo e aniquilacao de estados do atomo.

A aplicacao da relagao de completeza em termos dos estados |g,n) e |e,n — 3),

1=1g,n)(n,g|+|e,n—3)(n—3,el. (3.2)

Propicia na formulacdo do Hamiltoniano Efetivo,

dem
Hep= Y. Egulg.n)(n.gl+Eenle,n —3) (n—3,e[+& (lg.n) (n = 3,¢| +[e.n = 3) (n, g])
n=Nmin

(3.3)

Os valores FE.,, I,, e &, sao alusivas as energias para os estados excitado e
fundamental sistema, enquanto o termo £ é a constante de acoplamento do sistema. Os

temos Nyin € Npse sd0 os estados de Fock n para os quais a aproximagao é valida.

Os autoestados obtidos na Secao 2.4, apresentados como Egs. (3.4) e (3.5) sdo,

entao, autoestados do Hamiltoniano efetivo,

’An> :&n‘€7n_3> - \/1_04721 ’g7n>7 (34)
15, = anlg,m) + T a2 e,n = 3) (3.5)

Os termos o, e /1 — a2 sao as amplitudes de probabilidade para os estados |.S,,)

e |A,,) obtidos pela aproximagao do sistema.

Por conseguinte, ao aplicarmos na equacao de Schrodinger independente do tempo

obtemos o seguinte sistema de equagoes, para o estado |A,) com autoenergia A,,

Apay, = apBe — /1 — a2, (3.6)
V1—a2A, = —fa, +4/1—a2E,. (3.7)
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Analogamente, para o estado |\S,) com autoenergia S,

anSy, = an By + /1 — a2€, (3.8)
1—-a2s, = (\/ 1—-a2E. + an§> (3.9)

Obtemos a expressao em funcao de n, para a diferenca das autoenergias dada
pela Eq. (3.10), as relagdes para as constantes de interagao conforme Eq. (3.11), e o

acoplamento do Hamiltoniano efetivo como indicado pela Eq. (3.12).

A, =S, — Ay, (3.10)
0, =4, (1-202), (3.11)

Além disso, obtemos expressoes para as energias

E.=58,(1-0})+ Anal, (3.13)
Ey= Ay (1-02) + S.al. (3.14)

A reuniao das expressoes analiticas nesta secao permite a obtencao de diversas caracte-
risticas associadas ao sistema estudado, incluindo a probabilidade para o estado excitado

e os momentos do nimero de fétons.

Definimos a funcao R,,,

Ay
&n

a Eq.(3.15) caracteriza a diferenca de energias em termos da constante de acoplamento

R, =

(3.15)

para cada valor do estado de Fock. Para valores de ressonancia do sistema com v =
. 2
1.0 e variando {2, observamos o comportamento de V centrado no valor de |a|”. Como

probabilidade para o estado coerente,

’a|2n

P(a) = el oy

(3.16)

Esta probabilidade exibe uma distribui¢do de Poisson, caracteristica dos estados
coerentes. Em um estado coerente, a probabilidade de encontrar um ntimero especifico de

particulas segue essa distribuicao.

A . 2 , .
O parametro « afeta a amplitude e a fase do estado coerente e |a|” estd relacionado

ao numero médio de fétons no estado coerente.
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o1

Simultaneamente plotamos a probabilidade para o estado coerente Eq.(3.16) como

visto na Figura 9.
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pico ~ 4.0-1073.
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(e) Pardmetros: |a|®> = 250000, frequéncia
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(b) Parametros: |a|> = 1000, frequéncia de
ressonancia ) = 2.99265v e valor de
pico ~ 1.30 - 10~2.
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(d) Parametros: |a|* = 100000, frequéncia
de ressonancia 2 = 2.99264v e valor de
pico ~ 1,30 - 1073,
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ooo00ry
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(f) Pardmetros: |af* = 400000, frequéncia
de ressonancia 2 = 2.99264v e valor de
pico ~ 6,3 - 1074,

Figura 9 — Resultados referentes a probabilidade do estado coerente para diferentes va-
lores em comparacao com o parametro R, os valores de probabilidade foram

normalizados pelos seus respectivos valores de pico.

Além de que, as simulagoes realizadas que envolvem os estados |4,) e |S,), man-

temos v = 1.0, a constante de acoplamento g = 0.07/|a| e Q &~ 3v estd no respectivo

valor de ressonancia para o estado n escolhido.

Observa-se que a medida que o estado coerente aumenta, o valor de ressonancia

da frequéncia €2 possui variacao infima até tornar-se constante, e a quantidade de fétons

no estado coerente também aumenta. Ao mesmo tempo, a probabilidade de encontrar

esses fétons no mesmo estado diminui. Portanto, o nimero médio de fétons encontrados

no estado coerente é inversamente proporcional a probabilidade de encontra-los.
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3.1.1 Probabilidade do Estado Excitado e Parametro @ de Mandel

O encontro da probabilidade inicia-se com a inversao das bases constituintes de

|An) e |Sh).

le,n—3) = a, |[An) + /1 — a2 |Sy,) (3.17)
lg,n) = a, |S,) — /1 —a2|A,) (3.18)

Assumindo o estado inicial do sistema sob a forma,
o) = Y enlgin) = e, {an 1S, —/1— a2 |An>} . (3.19)

A evolugao temporal do sistema, descrita em termos das energias para os estados

_ Xn:cn { nay, |S,) — e itAn WM } (3.20)

O somatério da Eq. (3.20) percorre as probabilidades relevantes para o nimero de f6tons,

citados,

o termo ¢, é descrito pelo argumento um dado estado coerente do sistema.

cn=e 22 (3.21)

N

A excitacao atdmica média para o estado excitado do sistema descrito pela expressao,

Fe(t) = (b ()] e [v (1)), (3.22)
)=4 gx lea|® o2 (1—oz )Sln A2t (3.23)

Os termos Nyin € Nmax referem-se ao intervalo de valores para o ntimero de fétons

associado ao sistema, considerando a probabilidade do estado coerente.

(n (@) = (@ @Ol @), (3.24)

(n(t)) = —12Y e, )? l (1-a}) sin’ Aﬂ (3.25)

O valor (n (0)) é descrito sob a forma.
(n(0)) = (aldlala) = a® =7

Para (n? (t)), obtemos como resultado,
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(n* () = (& (1) A% v (1)), (3.26)
AV t
2(1)) = a7 402 (1 — 2
<n > < >+Z|c| a; ( oz)[ 61 + 9] sin? SN (3.27)
Ayt
2(t)) = P, —24 1 —a?)sin® —= 2
<n > < >+9 Zn|cn|a ( a)sm 5 (3.28)
(n? (t)) = (n*(0)) + 9P, + A, (3.29)
Com termo auxiliar,
- At
A=-24 n 1 —a?)sin® —-.
> nle *a? ( « ) sin” —
A variancia estatistica que descreve a incerteza associada ao estado n,
[An (6] = (n* (1)) — (n(£))*, (3.30)
[An ()] = (n? (0)) + 9P, + A= ((n(0))* = 6 (n (0)) P. + 9P?) . (3.31)
Portanto, o fator ) de Mandel para a indicagao de flutuac¢oes no sistema,
An (1)) - P.[6n+12—9P] + A

(n (1)) n— 3P,

A Figura 10 ilustra o comportamento da probabilidade obtida e do nimero médio

de fotons em duas faixas de valores distintas.

Essa representacao nos permite caracterizar o fendomeno de colapso nas oscilagoes

de Rabi, evidenciado nas variagoes de probabilidade.
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! ! ! ! ! ! !
— 1of*=1000 1 — 1of*=1000
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o 2e+05 4e+05 6e+05 8e+03 1e+06 “o 2e+05 4et+05 6e+05 8e+03 1e+06
t t

(a) Probabilidade de obtencdo do estado (b) Ntumero médio de fétons (n), para o es-
excitado para |a|? = 1000. tado excitado para |a|? = 1000.

(c) Probabilidade de obtencao do estado (d) Ntamero médio de fétons (n), para o es-
excitado para |a|* = 400000. tado excitado para |a|* = 400000.

Figura 10 — Caracterizacao da probabilidade do estado excitado com as relagoes obtidas
em termos dos autoestados |A4,) e |S,).

No entanto, o comportamento de ressurgimento nao pode ser observado devido a
limitagao computacional atual, uma vez que a evolugao temporal excede a capacidade de

processamento disponivel.

Além da auséncia do fendomeno de ressurgimento, observa-se que o colapso para o
estado coerente, na ordem de ~ 10, mantém a amplitude das oscilacoes de Rabi aproxi-

madamente constante.

Por fim, com o estado coerente |a) com 7 = a2,

Q(0) = = 0. (3.35)



3.2. Dindamica 55

3.2 Dinamica

Estendendo o tratamento do sistema com o uso do Hamiltoniano efetivo Eq. (3.3),
buscamos com a equacao de Schrodinger dependente do tempo, com A = 1, a descricao

da evolugao temporal do sistema atomo cavidade.

Portanto, com a funcao de onda [¢ (¢)) em termos das bases do Hamiltoniano

efetivo,

[ (1)) = A(t) lg,n) + B (t) le,n —3). (3.36)
Ao aplicarmos a Eq.(3.36) na Equacdo de Schrodinger,

) 2
i = HIY). (3.37)

Obtemos para suas respectivas amplitudes de probabilidade o sistema de equagoes dife-

renciais,

A= —iAE, —iB, (3.38)
B = —iBE, —ifA. (3.39)

Como solucao analitica para o sistema obtido,

it

At) = ¢ <5+ exp (ztﬁ) — J_exp <—22t€>) : (3.40)

0y —O_ 2
d10- ([t it
B(t) = €06, =) sin (29) exp <—2 (e + 7T)> : (3.41)
Como parametros auxiliares,
5.6 )2

(=) 3.42
= (e 42
¢=E,+E,, (3.43)
0y = B, — By £ /(E. — E,)? +4¢° (3.44)
0= \/(E. — E,)* +4¢2. (3.45)

O parametro 7, em particular, representa a amplitude da oscilagao de Rabi na pro-
babilidade para o estado |e,n — 3), enquanto a variavel n atravessa o valor de ressonancia

entre as frequéncias do atomo e do campo.

A partir das Eqgs (3.40) e (3.41), encontramos a probabilidade para os estados |g, n)

e le,n —3) com n = 100 como visto na Figura 11.
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Figura 11 — Probabilidades para o encontro dos estados |g, 100) e |e, 97).

As probabilidades desenvolvem oscilagdes de Rabi com seu formato sinusoidal como
descrito na Secao 1.4.1, as quais evidenciam a troca de energia coerente entre o campo e

0 atomo de dois niveis.
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Figura 12 — Amplitude da oscilagdo da probabilidade as oscilagoes de Rabi do estado
e, 97).

O comportamento da amplitude para o estado |e,97) com a frequéncia do atomo
Q) = 2.99272v descrito pela Figura 12, caracterizando o pico da oscilagdo, n = 100 con-
cordando com o resultado da simulagao para a solugao da equacao de Schrodinger Figura
11.
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4 Modelo Semiclassico

4.1 Formulacao semiclassica via Estado Coerente

Retornando ao modelo semiclassico, contudo com a formulagao via estado coerente,

iniciamos com o Hamiltoniano do (MR) quéntico,

A Q
H=vi+—6.+g,(a+al) (6, +5.). (4.1)

Na representagao da interagao do sistema atomo-campo no estado coerente |a),

realizamos a substituicao a — «.

N Q ) .

H= ?O&Z + g (ae™™ +ale™) (64 +6.), (4.2)
N Q ) )

H— 706',2 + g, (e"“’ + em’) (64++05-). (4.3)

Portanto, como resultado a constante de acoplamento,

g:g
T

Os termo g e g, sao constantes de acoplamento, para os regimes semiclassico e

quantico, respectivamente e 6, = |e) (e| — |g) (9| ¢ uma das matrizes de Pauli.

4.2 Equacao Mestra

A equacao mestra utilizada serve para a caracterizacdo da dinamica do sistema,

tratada com o Superoperador de Liouville,

p=—ilH, p|+7(5:p0. - p)

3 (n+1) (26-pos — 646 — poi) (4.4)
o (264 p5- — 6-G4p = 55

O termo n; ¢ o numero térmico de fétons e os fatores v e 4 sao termos de relaxa-
mento do sistema.
A solugao para esta equagao é para algum operador unitario U (t;to) que propaga

o estado do sistema como visto na Se¢do 1.6 para algum tempo posterior.
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p/\ _ e—iut&z/Qpleiut&z/Q. (45)

Reformulamos, entdo, a Eq. (4.4).

A

p1=— iﬁefﬁl + Zﬁlﬁif +19 (ﬁ16+€i2yt + ﬁ15—67i2yt)
— Zg (a.JreiZVt 4 a,iefi2ut> ﬁl 4 ’Y(z)a'zﬁla-z

o L L (4.6)
+ % (ne +1) (26-p164 — Gepr — p16e)

+ %nt (264p16— — Ggpr — P10y) -

O Hamiltoniano Efetivo para a interagao semicléssica,

N A_ . N )
H.p = —— 0 +g0 (64 +6-)— z%. (4.7)

O termo A_ ¢ a diferenca de frequéncias,

A_=v—Q. (4.8)

Como Autoestados do Hamiltoniano Efetivo,

600 = s |3 A 19+l (4.9
60 =\ s |5 B = A1) — )] (4.10)

As respectivas autoenergias para os novos estados |¢) e |¢-),

R v
Fi=4+——i— 4.11
+ 9 ? 27 ( )

O parametro R ¢ definido sob a forma,

R = /4¢3 + A2.

4.2.1 Formulacdo do Operador Densidade
A expansao do operador densidade p; em termos das bases |¢4) e [p_),
pr = [MF D Alg) (64] + P PIB 6 ) (.|
+ "ETEIC |9 ) (o] + e ETEICT o) (o]

pr=e"[Algy) (4| + Blo-) (o]
+eTC gy ) (6| + T o) (4] -
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Utilizando a propriedade do traco da matriz densidade, conseguimos reescrever a

amplitude B em termos da amplitude A,

Tripml=1=B= (et%ﬁ - A) : (4.16)

Portanto, a reescrita do operador densidade,

1= [Aloy) (4] + (€ = A) o) (6-| + e M RC|g1) (0| + €O o) (04]] . (4.17)

4.3 Dinamica dos estados

Nossa analise concentra-se na descri¢ao da dindmica do sistema para os autoesta-
dos |¢) e |¢—). No caso atual, desconsideramos qualquer efeito de dissipac¢ao proveniente

dos termos ny, v, € V4.

Reorganizando os termos da Eq. (4.4) e derivando o operador p; conforme apre-
sentado na Eq. (4.15), obtemos o sistema de equagoes diferenciais que descrevem as am-

plitudes A e C.

A 2R [((R A ) —it(2v+R) (R—l—A ) it(2v— R)>C (418)
((R+A) —it(2v—R) (R A ) zt2u+R)C*}'

C = ;gfoi KQA tw) ((R— ALY et 2B (R ALY et R)) _ 8900005(21/15)} '
(4.19)

As equagoes Eqs.(4.18) e (4.19) foram obtidas com o auxilio de relagoes encontra-

das no Anexo B.

As simulagoes para a dinamica sao feitas com o uso das condig¢des iniciais,

C(0) = (6-1l9) (gl lé+) = . (4:20)
(R+A-)
A0) = (4.21)

Os parametros para go = 0.07/y/a, v = 1.0 e Q =~ 3v.

4.4 Probabilidade de obtencao do estado excitado

Utilizamos a propriedade de calculo da probabilidade associada ao operador den-
sidade, obtendo-a como o traco do produto entre o operador densidade p; e o operador

de proje¢ao no estado excitado ..
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P, =Tr[p6.]. (4.22)
Portanto,
- 292 2g2 » : 9o
Po—etw |40 e _ A) 290 (TR pitRom) 20 4.23
¢ l R(R+A_)+(e )R(R—A_) (o + e ) T (429)
B 292 e e —itR
P = RR—- A -5 [AA_ + 2goRe (e C’)} ) (4.24)

Continuando com as simulagdes, comparamos tanto a probabilidade de encontrar o es-
tado excitado de forma quantica quanto semiclassica, conforme ilustrado na Figura 13,
considerando n = 200000 e 2 = 2.9964v.

04 1

0 2e+05 4e+05 6e+05 8e+05 1e+06
t

Figura 13 — Probabilidades de obtencao do estado excitado do sistema nas abordagens
quantica e semiclassica.

As oscilagoes de Rabi surgidas da probabilidade do estado excitado para o caso
quéntico (@) diminuem em amplitude, caracterizando o comportamento de colapso, en-
quanto para o caso semiclassico (SC) a amplitude de oscilagdo permanece estavel em
torno de 100% de obtencao do estado.
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Consideracoes Finais

Ao longo deste trabalho, exploramos em detalhes os diferentes aspectos do Mo-
delo de Rabi, investigando suas implicagoes tanto na perspectiva quantica quanto na
semiclassica. As conclusoes derivadas de cada capitulo proporcionam uma compreensao

abrangente das complexidades envolvidas na descri¢ao deste sistema quantico.

A construgao do Modelo de Rabi em suas formas quéntica e semiclassica nos for-
neceu uma base solida para compreender a interagao entre um atomo de dois niveis e
um campo. A caracterizacdo das as autoenergias e autoestados do sistema permitiu a
exploracao de diferentes métodos com a caracterizacao dos anti-crossing e o cruzamen-
tos de probabilidades, devido a ressonancia do sistema, das transi¢oes de estado para a

ressonancia das partes constituintes.

A interagao efetiva abordada pelo modelo de Jaynes-Cummings de 3 fotons ad-
junto da probabilidade para o estado excitado e a explicitagdo das equacgoes diferenciais
da dinamica forneceram percepgoes sobre a evolug¢ao temporal do sistema, enquanto a
definicao do parametro () acrescentou a descricdo quantitativa a nossa compreensao do
quao nao classico é o sistema. A abordagem do modelo semicldssico, destacou a relevancia
do estado coerente e a caracterizagao da Equacao Mestra com auséncia de dissipacoes e

relaxamentos.

Este trabalho permitiu aprofundar a compreensao de modelos e conceitos nao
estudados nos cursos de Mecanica Quéantica da graduacao. Além da explanacao de fend-
menos associados a interagao entre luz e matéria. As conclusoes obtidas fornecem uma
base solida para futuras investigagoes e descrigdes alternativas do sistema, seja com mais
componentes ou outros tipos de alteracao e com fatores dissipativos condizentes com o

modelo.
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APENDICE A — Teoria de Pertubacio Nio

Degenerada Independente do Tempo

Em diversas circunstancias que o estudo e consequentemente, a pesquisa em me-
canica quantica nos leva até fungoes Hamiltonianas das quais nao conseguimos resolvé-las
com solucao exata, contudo o advento da teoria de pertubacao nos permite o encontro da

melhor solugado com uma acurdcia condizente (SAKURAI, 1993).

Logo, o uso dos autovetores e autovalores de um Hamiltoniano nao perturbado Hy,

podemos caracterizar o sistema pela equagao de Schrodinger.

Hy|n) = E, |n). (A.1)

O conjunto de bases {|n)} ,é completo, isto é a relagao de fechamento é satisfeita.

Utilizando agora um Hamiltoniano H , independente do tempo, tal que a mesma

é constituida de um Hamiltoniano Hy bem definido e um termo perturbativo V.

O sistema total formado é descrito com o auxilio de um pardmetro A real e continuo
que serve para contabilizar o nimero de vezes que a pertubacao V ¢ utilizada para os

calculos.

O método explicado nesta secdo se baseia na expansiao dos autovalores e autove-

tores em poténcias de A,

(Ho+AV) |n®) = EN [n™). (A.2)

A expansao dos autovalores de energia F,, cria uma diferenca de energia do valor
nio perturbado E(?) logo surge um desvio de energia caracteristico para cada n nivel de
energia(COHEN-TANNOUDJI; DIU; LALOE, 1977).

A,=E,—EY, (A.3)
A expansao dos autovetores |n) e seus respectivos desvios de energia A,, em poténcias de

A,

n

AD = (nO|V]n=0) i =1, N, (A.4)
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O ©y _ Vin [£2) ViaVin |6*) VanVin
o) = [n )+ A YK N D T o e o, e
k#n n k k#n l#n (En - E; ) (En - E; ) k#n (Efl) — E,(C >)

(A.5)

Nao obstante, este trabalho utilizara apenas a expansao até terceira ordem, tanto

para os desvios de energia quanto para os autovetores,

AD = (nO|V[nti=D) i =1,..,3. (A.6)
%(0)\ /.(0)
) = 2 (59 >_< £0) V[n®) (A7)
LO) ( (0 R
) - £ (7 - a0 ) a9

) (s

n®) =3 (20— £P)

k#n

(v

A®) AP ()~ AP [10Y). (A9)

A teoria Perturbativa enunciada nesta secao, trata do caso nao degenerado de suas

autoenergias para os autoestados nao perturbados, ou seja, £ E,go).

O caso com degenerescéncia o método serd invalido para tais condigoes, contudo
ha formas de se contornar este tipo de situacdo, em que pode-ser utilizada a Teoria de

Pertubacao Independente do Tempo Degenerada.
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APENDICE B - Método de Ferrari para o

encontro de raizes de Equacoes de 4°

Nosso problema inicia com um polinémio de 4°, para que assim encontremos as
raizes relacionadas ao polinémio citado. Logo, tomemos o polinémio de quarto grau em
sua forma mais geral (KUROS, 1980).

az* 4+ bax® 4 ca® +dr +e =0, Va # 0.

Manipulamos a equacao inicial, com a, b, ¢,d, e € R para a forma,

2+ A+ B>+ Cx+ D = 0.

O =

SHISH

Os novos termos sao, respectivamente: A = g, B= ,D =

ISHe}
SHIY

Formula Reduzida

Nesta etapa buscamos a eliminagao do termo de terceiro grau, para que assim seja
possivel o encontro da solugao por métodos previamente conhecidos.

A
40

AN? AN? AN? A
(v-3) +alv-5) +8(v-7) +clv-7)+0-0

3 1 AB A2B 3 AC
4 B—AQ) 2 (A3— ) D 229
y+< g > T v 75 TP 36 A 0,

Por tanto, com a substituicdo r =y —

Syt pt+qu+r=0.

A equagao obtida, permite que continuemos a deducao do método com p = B —

342 ., _ 143 _ AB _ A’B _ 3 A4 _ AC
A =34 ; tCer=52+D—55A 4

Formula de Ferrari

O produto final do método ¢ a transformacao da equagao obtida anteriormente de

tal forma que seja possivel fatora-la e resolvé-la por meio de equacoes de segundo grau.
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v eyt tay+r=0=yt +py’ +r=—qy,

Somamos o fator uy? + w em ambos os lados,

y'+ (p+u) Y+t w = —qy +uy® + w, (%)

Com ambos os lados fatoraveis, podemos transforma-los em quadrados perfeitos.

Por conseguinte, os discriminantes dos polinomios de ambos os lados devem ser nulos.

(p+u)2—4(r+w)20,
¢* — 4uw = 0,

Portanto, com as equacoes obtidas, temos que w = %. A partir do uso das devidas

manipulacoes encontramos a equacao de terceiro grau auxiliar,

u3+2pu2+(p2—4r)u—q2:0.

A equacao obtida, serve como base para a o encontro das raizes da equacao inicial

proposta, contudo a equagao atual é resolvida pelo método de Tartaglia-Cadarno.

A continuacao da dedugao do método de Ferrari depende que das solugoes obtidas

ao menos uma seja real, em especial utilizaremos a que é real e positiva.

Tomemos entao a raiz positiva, u,, logo podemos enfim transformar os termos da

equacao B em quadrados perfeitos.

2 2

q q
Y+ p+u) P +r+—— = —qu+uyt + —,

4u,, 4uy,

Logo, podemos escrever sob a forma,

(2+p+“p>2: N 2
y 2 py 2\/U_p I

P+ up q
£ P _ 4 .t
2 <V“”y 2@)’

Desta ultima equacao, encontramos duas equacgoes de segundo grau, tais que:

y* +

+u
yg—,/uperp 5 LINE q =0,
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2 ptuy, g
_ =0
v = e =0,

Resolvendo as equacoes de segundo grau obtidas, obtemos como solugao para vy,

U 1 2
Y12 = P4 - —Up—2p— q,
2 2 Uy

AU 1 2
Ysa = —Y— = —Up—2p+7q,
2 2 VUp

Por fim, a solugao em x,ocorre subtraindo % das solucoes em y.

A Ju 1 2
Tig=——+ YS ko [ —upy—2p— q’
4 2 2 Uy
A JJu 1 2
T34 — —— — p:l:* —up—2p+—q
4 2 2 VUp

Prova de que sempre havera ao menos uma raiz real positiva na equacao

auxiliar

Seja a nossa funcao auxiliar sob a forma,

u3+2pu2+(p2—4r>u—q2:0,

O termo —g? sempre serd netativo, portanto com ¢ # 0 e aplicando as relacdes de
Gerard para equagoes de terceiro grau, em especial a que diz que o termo independente

¢é igual ao oposto das raizes da equagcao.

Logo, com uy, us, u3 as respectivas raizes, temos

g7 = Uy Uy - U3.

Portanto, existe ao menos uma raiz u; > 0, além de que as possibilidades sao: As
trés raizes sao reais e distintas, uma raiz ¢é real e as outras sao complexas conjudadas, tres

raizes reais com duas iguais.
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Férmula de Tartaglia-Cardano (1526)

Seja o polindmio de terceiro grau em sua forma mais geral.

ar® +bx? +éx+d=0, Va #0.

Manipulamos a equagao incial, com @, b, ¢,d € R para a forma,

2+ Az? + Bx +C = 0.

o

B-i0-

ISHISW

Os novos termos sao respectivamente: A =

Buscamos aqui, retirar o segundo termo de maior ordem, isto ¢, o termo de segundo
grau.

Realizamos a substituicao, r =y — g,

A2 23
3
— ey S 4By -4 C=0
Yy YT o TOY T ot ;
Y Py +a=0,

= p_ A2~ AB | 243
Com termos p=B — 5 eq=C— 57+ 5.

Rescrevendo y = u + w, temos entao.

(u+w)” +p(utw)+q=0,
u? +v® 4+ (3uv +p) (u+v) +q=0,

St 0P+ g = — (Buv+p) (u+v),
Para que ambos os lados sejam fatoraveis, obtemos
p = —3uv,
=)

Com as devidas manipulagoes encontramos os termos,
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3
3.3 p
uvt = ——.
27

Novamente, pelas relacoes de Gerard temos que em uma equacao de segundo grau,
a soma das raizes é igual ao negativo do coeficiente do termo de grau 1 dividido pelo

coeficiente do termo de grau 2, e o produto das raizes é igual ao coeficiente do termo de

grau 0 dividido pelo coeficiente do termo de grau 2.

Portanto,

=3
= —2—7’

Logo, podemos montar uma equacao de segundo grau auxiliar sob a forma:

s? — (u3 + v3> s+ (u3v3) =0,

~3
2 | = p
- = O
s°+qs 97 ,
g 1. P q ¢ | p
=—+/FP+4 == ==+ =+ =.
2T Ty E Ty T E Ty Ty
Atribuindo cada solugao temos, entao
s_ 4, ¢, P
et T
~ ~2 3
g d_ @ P
2 4 27
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Comoy:u—l—v,ecome%:—%—i-ifee%:—%—i?
8 q @ P8 d ¢ P
yl_J 2" 4+27+J > V4 T
Lo V3[4 q @ PP 8 g ¢ P
b2 (‘z“g) (Jﬁ T N2 VT )
LoV3\ (4 a & P a4 a [|¢ P
s (2 2>(J 2 VT TN VT T
De maneira equivalente,
, 0
y = 29/pcos (5]
0+ 2
y2:2\3/ﬁcos< —;W>,
0+4
y3:2€/ﬁcos< +37T)
Com@zarccos(—%)ep: %—1— %4-%_
Por fim,
0 A
=28 - -=
1 \/ﬁcos<3> 3
0+2 A
x2:2\3/ﬁcos< i W>—3,
0+ 4 A
x3:2\3/_pcos< +3W>—3.
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ANEXO A - Resultado Analitico TPNDIT

A aplicacao da teoria de pertubacao enunciada e explicitada no Apéndice A, ob-

temos entao as respectivas corregoes das autoenergias e autoestados, para os estados
fundamental e excitado.

A.1 Correcoes até Terceira Ordem

Estado |g,n) e autoenergia A,

eyn —10) v”:Ql
14

gyn(1)>: < \/EQ
I/—

e,n—+ 1(0)>) ,

V(n+2) (n+1)
2v(v+Q)

g,n — 2(0)> +

) , (yn(n—1)
g,n()>:g (QV(I/—Q)

g,n+ 2(0)>) ,

, ,/n(n—1)(n—2) ;
g.n%) =g 20(v — Q)(3v — Q) e;n—37)

n+1 n-—1 n NLD
+g3<y+Q+ 2v _V—Q> (v —Q)2
s/ n n+1l n+2\ vVn+l
9 (V—Q_V+Q+ 2v )(V+Q)2
A/ +3)(n+2)(n+1)
2v(v+Q)(3v + Q)

e,n — 1(0)>

’e,n—i— 1(0)>

e,n+ 3(0)> ,

Autoestado |g,n) e autoenergia E,,, corrigidos com as contribuicoes até terceira
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ordem.

lg,n) =

g m _3(0)> ¢ /nn—1)

2v (v — Q) (3v —Q 2w (v — )

gvn_2(0)>

nE n_l— z 1 1) vn 10
e [(V+Q+ 2 VQ)VQ"‘QQ}V e,n—1 >
(n+2)(n+1) o
2v (v +Q) gim+2 > (A1)
_ 43 i n _n+1 n+2 1 m "
g |:gz+<y—Q v+ Q 2w >V+Q:| 1O e,n—+1 >
$*V(n+3)(n+2)(n+1) o
- 2v(v+Q)(Br+Q) ,n+3 >
: +1
Bin = 2( S )' A2
g,n I/n+g o Q V_|_Q ( )
Estado |e,n) e autoenergia A, ,
My — \/ﬁ _1(0) n+1 ©)
e,n > g(Q—'— g,n 1 >+ Q_ g)n—i—l > )
n(n—1) \/(n+2)(n+1)
Y=o 20 2(0)
e,n > 9 <2V(Q+y) e,n > Q=) e,n + > ’

e,n! > \/n )(n—2)

_ 300)
2WQ+VMQ+&09" 3)

s(ontl  m ”—1> Vn (0)
- - —1
s an e (Q+u)2’g’" )

3(n+1 n n—i—2) Jn+1
-9
(

Q—V+Q+V+ 2 O —v)>

A +3) (n+2) (n+1)
20 (Q—v)(Q—3v)

9,n+3(°)>,

Al =0,

+1 n
A= (G )
=9 g, T ary)

AP =0.
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Autoestado |e,n) e autoenergia E,,, corrigidos com as contribuigdes até terceira

ordem.

g’Vn(n—1)(n—2) g,n—3(°> g*y/n(n—1) ’en_ (0)>

20 (Q+4v) (Q+3v) 21/(Q+
9 {( 2u Q—v Q+1/> (Q—l—y)Jr 21 (Q+v) gim—1 >
1 n+1 n n+2 1 vn—+1
3| - (0)
+yg {92 (Q—V+Q+u+ o ) V] " Jgn+10) (A.3)

(n+2)(n+1)
20 (Q—v) ent 2(0)>

@#Vn+3)(n+2)(n+1)
20 (= 1) (2 — 3v) jg.m+37).

le,n) =

E®) =un+Q+ g2 (

e,n

n+1 n )

A4
Q—V+Q+V (A4)

Em maos das autoenergias e dos autoestados corrigidos, nota-se que o compor-
tamento em geral das fungoes encontradas sdo bem definidos para valores, dos quais a
frequéncia do atomo €2, seja diferente de v e 3v, visto que nestes valores a teoria de per-
tubacao ira falhar, invalidando o método para estes intervalos propiciando a imprecisao

dos resultados pela teoria de pertubacao aplicada.
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ANEXO B - Relacoes Uteis

B.0.1 Operadores de Pauli

(R+A )

5 =1e) el = o2 16,y 6l = L) o) — Lo (ou + 62) (6.
(B.1)
oo =19y (el = T2 10 ) (0l = L1o) (oo + L 1o (0n]— T2, (o
(B.2)
5 =16y ol = T2 0 (o4 Lo (on — L1ooy (ool - TR0 ) (o),
(B3)
= 10461 = e 16-H 0=+ 160} 6l + 16 (0| + o 102) (0]
(B.4)
. AL 29 29 A_
b= =S 100 04~ D16 (61 - Llg  toul+ S0 61 (B
B.0.2 Acédo dos Operadores em p
oy = |4 (ad - PR e 1o, o,
(R=A2) g _ur
+ (A 'R R C) ¢4) (-] B6)
(oo - BB oy o
(R=A-) wpw 9
# (e - 45) |¢_><¢_|}
pro_ =e e A% + (R ;RA_)e_“RC’> |6+) (¢4
(R+A2) g _ur
# (Al 2 - g eunc) o) o
(B.7)

2R

R S ene - 5 ) 0 4}

(
# (Gemer s BEZED) 16y
(
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9 itR v

e RO 4 2B> |p4) (P

(B.9)

itR vk g
(g e+ 54) 100 o
2g°

9 it
+(Re RC+R<R+A_>B> |¢_><¢_|]

pr1oe = e e

Ay c) 64) (6]
|

)
)it
)

R + A —ztR ¢+

N 9y
R
(B.10)
g
R

ztRcv*

_|_

R + A ztRc*

e

(
("o
(%
B2 416 0rl — LA160) (04

2R
+B<—g!¢+><¢!+(R+A V6. (6 \)

p— ((RA) 6. (6-1 = L10-) <¢|)

L GtRE (_g|¢+> 6o+ BB 15 6 |)]

A A —t
Gepr =€ ¢

(B.11)
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6.p16, = e (+29RA (O +e7C) + B (25) +A (AR)) [61) (04
((A—B) QQRAQ_ N (2;)%#30* B (%):imc) 6) (6| ( |
, B.12

. <<2£>QeitRC_ (%) (RO 4 (A — B) 2gRA2_> 6. (6]

(A <2}§>2+ (AR;)QB— Q%AQ_ (eitRC*+€itRc)> I6_) <¢‘]

B.1 Demais Relacoes utilizadas

s (1),
o -2 (4 11

g
R
[(RJrA—)r _(BR+A) (2)2. (B.15)
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ANEXO C - Teoria de Perturbacao

nao-degenerada Independente do Tempo

Aplicada a Base Especifica

As corregoes para as autofungoes |sy ;) com suas respectivas corregoes de energia,
através do uso da TPNDIT,

gV N +1 3) gV IV
1 _
‘ > (bNZANz_Q_ |7N+ >+¢N1A _,_4 ‘gN 4>7
T, 1 Onaons (N +1) | oNigR,; (N —3)
’SNZ> - Z A A A Q + A |3N7j>
7 Avi = Any Ni— 1=V N, +4v
, OV/(N =3) (N —4) , O/ (N+1) (N +2)

le, N —5) + lg, N + 2)

T (Ani+ 50— Q) (An + 4v) T (Ani—20) (Ays — Q—v)

3

g
! ji AN,i - AN,j

oo (N +1) .\ SN (N — 3)
ANJ'—Q—V AN71—|—4V ’

’(3>>{ PN/ W -HNF

SN,L AN1+5I/_Q) (AN77,+41/) (AN71—|—6y)
PO N - VN =3) SNARE -
(AN,z +5v—Q) (AN,i + 41/)2 + Ani+4v ’
PO/ (N + 1) (N +2) (N +3)
(An; —2v) (AN, —Q—v) (AN, —3v — Q)

+
SVNVNHT g0 (N +2) /(N +1)
+ FU —— 5 | le
AN,Z v—Q (ANJ — 2V) (AN,,‘ -0 - V)

_ sz 53,)1'2(N+1)+ 5\?;,)1'2(]\[*3) o) gvN +1 +o® gvN -3 5 )
g ANz_AN}g A]\m‘-Q—l/ 2 N,k

+

le, N +3)

AN,i+4V N’lA —Q NZAN}i—‘r4V
1 > 0
ANy = (snal V |s0) = 0,

0)2 3)2
WEN+1) 602 (N -3)
Av, —Q—v Ay +4v

2
AEV)'L =g

Y

Ag\?)z = (snl 1% ‘853)1> = 0.
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Nota-se, entao, que com a especificacdo de base utilizada no método, conseguimos
contornar a falha da TPNDIT surgida do método convencional, possibilitando entao a

caracterizacao da dinamica do sistema de forma analitica.

Tal afirmacao decorre ao confirmarmos que os autovalores Ay ; tornam a equagao

caracteristica valida, isto é, encontramos a igualdade de ambos os lados da equacao.
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