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Resumo
O modelo de Rabi, que descreve fenomenologicamente um átomo de dois níveis intera-
gindo com um campo, delineia as propriedades da transferência de energia entre suas
partes constituintes, juntamente com as emissões e absorções de fótons. A representação
desse sistema pode ser aproximada por diversos métodos, sejam eles já estabelecidos na
literatura científica ou métodos inovadores desenvolvidos neste estudo. A introdução de
interações efetivas, propostas neste trabalho, é relevante para faixas específicas de frequên-
cia, próximas aos valores de geração e absorção de fótons pelo sistema. A descrição do
modelo foi abordada tanto de forma quântica quanto no limite semiclássico, com diferenci-
ação baseada na origem do campo. Além disso, investigamos o sistema utilizando o estado
coerente associado ao nível de energia do campo. Por fim, comparamos as probabilidades
de estados excitados nos dois formalismos. Além de caracterizar as equações que regem a
dinâmica do sistema em ambos os formalismos, isso proporciona uma compreensão mais
aprofundada dos fenômenos relacionados à interação entre luz e matéria.

Palavras-chaves: Modelo de Rabi. Acoplamento. Átomo-Cavidade. Estado Coerente.
Interação Efetiva. Formalismo Clássico. Formalismo Quântico.
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Introdução

Os estudos sobre a caracterização da luz datam de mais de 100 anos, que propici-
aram o que sabemos sobre os fótons até hoje, dos quais foram tratados como uma onda
que não possuem massa, viajam na maior velocidade do universo e possuem interferência
mútua. O outro tratamento para os fótons é que são partículas com valores de momento
e energia bem definidos, e até possuem spin como uma partícula.

Contudo, os fótons, então, não são ondas nem partículas, porque, seja o que for
que pensemos que seja, teríamos dificuldades para explicar a outra parte do seu compor-
tamento. Portanto, os fótons são partículas semelhantes a ondas e/ou ondas semelhantes
a partículas: um fóton nunca pode ser dividido em partes, mas a interferência de um único
fóton pode ser facilmente observada pelas tecnologias modernas.

O estudo da emissão espontânea de fótons revela que, na presença de corpos ma-
croscópicos, a força da interação entre os átomos e o campo de radiação pode mudar
significativamente em comparação com o caso em que os átomos estão em um espaço livre
de interferências externas.

Particularmente, se esses corpos formarem um sistema ressonante, chamado cavi-
dade, com um acoplamento átomo-campo, torna-se possível observar transições de energia
entre o átomo e o campo vinculado a cavidade.

Em termos gerais, um fóton emitido por um átomo excitado não escapa imedia-
tamente, mas é capturado pela cavidade por algum tempo, podendo ser reabsorvido pelo
átomo.

No primeiro capítulo, abordamos a construção do Modelo de Rabi em suas versões
quântica e semiclássica, esta última considerando o campo como clássico. Apresentamos a
construção individual dos operadores Hamiltonianos que constituem o sistema. Explicita-
mos o Modelo de Jaynes-Cummings derivado do Modelo de Rabi, além de discorrer sobre
características fenomenológicas associadas ao sistema por meio de conceitos e ferramentas
pertinentes à descrição do modelo.

No segundo capítulo, caracterizamos as autoenergias e autoestados do sistema
utilizando diferentes métodos e destacamos as diferenças entre eles na busca pelo mais
adequado para a análise, considerando as devidas aproximações.

O terceiro capítulo estabelece as premissas das aproximações, abordando a intera-
ção efetiva pelo modelo de Jaynes-Cummings de 3 fótons. Caracterizamos a probabilidade
para o estado excitado, explicitamos as equações diferenciais da dinâmica e definimos o
parâmetro 𝑄 relacionado ao modelo.
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Por fim, o quarto capítulo trata do modelo semiclássico construído com o uso
do estado coerente, além da caracterização do operador densidade relacionado adjunto.
Exploramos a Equação Mestra sem termos dissipativos, concluindo com a comparação
dos formalismos quântico e semiclássico.
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1 Modelo de Rabi

1.1 Construção do Modelo
A interação do sistema átomo campo descrito pelo Modelo de Rabi (MR), do qual

consiste em um átomo interagente com o campo relacionado a uma cavidade Fig 1.

Figura 1 – Sistema átomo cavidade proposto seguindo a construção do Modelo de Rabi.
Os parâmetros 𝑔 e 𝛾 correspondem a constante de acoplamento do sistema e
termo de relaxação respectivamente. Adaptado de (PAULA; SINESIO; DO-
DONOV, 2023).

A descrição do sistema em termos de seus Hamiltonianos constituintes é visto pela
formulação descrita pelo Hamiltoniano.

𝐻̂ = 𝐻̂0 + 𝐻̂𝑖𝑛𝑡. (1.1)

O termo 𝐻̂0 descreve o movimento livre do átomo e do modo de radiação do campo
e 𝐻̂𝑖𝑛𝑡 descreve o acoplamento do sistema átomo-campo.

O (MR) proporciona características quânticas fundamentais na interação luz-matéria,
com base em uma solução de equações de movimento acopladas (VOGEL; WELSCH,
2006). Por exemplo, o (MR) é empregado com sucesso para estudar diversos problemas
em experimentos de micromaser, nos quais um dispositivo formado por um átomo de
frequência única na ordem de micro-ondas.

O átomo de dois níveis, ou sistema de dois níveis, por sua vez, é elevado a um
nível de energia superior e perde energia pela radiação emitida em uma frequência espe-
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cífica, comparável à frequência de um laser, em cavidades ópticas (SCULLY; MEYER;
WALTHER, 1996; ZHANG et al., 1999).

1.2 Hamiltonianos do Átomo e Cavidade

1.2.1 Hamiltoniano do Átomo

O átomo utilizado apresenta dois estados possíveis: o estado fundamental |𝑔⟩ e o
estado excitado |𝑒⟩. Ele interage com um único modo de radiação do campo. Além disso,
os graus de liberdade do átomo podem ser descritos pelas matrizes de spin de Pauli (FOX,
2006; GRYNBERG et al., 2010).

Tratando de somente dois níveis de energia possíveis para o átomo, com 𝐸𝑒 ≡ ℏΩ𝑒

para o estado excitado |𝑒⟩ do átomo e 𝐸𝑔 ≡ ℏΩ𝑔 para o estado fundamental |𝑔⟩.

O Hamiltoniano relacionado ao átomo é descrito da seguinte forma:

𝐻̂𝑎 → 𝐸𝑔 |𝑔⟩ ⟨𝑔| + 𝐸𝑒 |𝑒⟩ ⟨𝑒| . (1.2)

Tomando a notação matricial obtemos,

𝐻̂𝑎 →

⎛⎝𝐸𝑒 0
0 𝐸𝑔

⎞⎠ = 𝐸I + 1
2ℏΩ

⎛⎝1 0
0 −1

⎞⎠ . (1.3)

Como notações, os termos 𝐸 ≡ 1
2 (𝐸𝑒 + 𝐸𝑔) e Ω ≡ Ω𝑒 − Ω𝑔 denotam a média dos

valores de energia e a transição de frequência respectivamente (NEWELL, 2018).

Dado que a energia constante no Hamiltoniano não desempenha um papel signifi-
cativo na caracterização do sistema, podemos eliminá-la visto, observando que 1

2ℏΩ𝜎̂𝑧 ≈
ℏΩ𝜎̂𝑒 e 𝜎̂𝑒 → |𝑒⟩ ⟨𝑒| o operador de projeção do estado excitado.

𝐻̂𝑎 = ℏΩ𝜎̂𝑒. (1.4)

1.2.2 Hamiltoniano do Campo

O formalismo a ser apresentado é uma adaptação à quantização do campo eletro-
magnético confinado em um volume finito, tal qual uma cavidade, com paredes perfeita-
mente refletivas.

Em linhas gerais, a solução da parte espacial das equações de Maxwell sob esta
condição adjunto com o espaço de integração, que é finito, cria autofunções são normali-
záveis e suas expressões analíticas, se forem viáveis, dependem da geometria da cavidade
(MEYSTRE; III, 1999).
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Em geral, existem dois princípios fundamentais que regem o processo físico da radi-
ação e determinam as propriedades físicas do campo de radiação. A equação de Schrödin-
ger determina o nível de energia atômica quantizada, e as equações de Maxwell governam
o comportamento do campo de radiação (NEWELL, 2018).

Na teoria quântica da luz, o campo de radiação é tratado como um conjunto de
osciladores harmônicos. A energia de cada modo é quantizada de maneira semelhante à
de um oscilador harmônico. Haja vista a quantização do campo, surge com à ligação do
Hamiltoniano do campo eletromagnético livre a um oscilador harmônico (SHIH, 2016).

Os resultados da mecânica quântica para osciladores harmônicos são, então, adap-
tados ao campo de radiação quantizado. O campo livre assume significado de não haver
“fontes” ou “sumidores” do campo de radiação no volume escolhido de 𝑉 = 𝐿3 que cobre
o campo de interesse (MEYSTRE; III, 1999).

A energia do campo livre é dada,

𝐻̂𝑐𝑎𝑚𝑝𝑜 → 1
2

∫︁
𝑉

[︃
𝜖0𝐸̂

2 (−→𝑟 , 𝑡) + 1
𝜇0
𝐵̂2 (−→𝑟 , 𝑡)

]︃
𝑑3−→𝑟 . (1.5)

Os campos eletromagnéticos são tratados como osciladores harmônicos indepen-
dentes e 𝑎 (𝑡), 𝑎* (𝑡) amplitudes de modo normal relacionado ao campo com −→

𝑘 um vetor
de onda e −→𝑒 vetor unitário onde 𝜈 é a frequência angular do modo (VEDRAL, 2005).

𝐸̂ (−→𝑟 , 𝑡) = 𝜈𝐴
[︂
𝑖𝑎 (𝑡) 𝑒𝑖

−→
𝑘 ·−→𝑟 − 𝑖𝑎* (𝑡) 𝑒−𝑖

−→
𝑘 ·−→𝑟

]︂
−→𝑒 , (1.6)

𝐵̂ (−→𝑟 , 𝑡) = 𝐴
[︂
𝑖𝑎 (𝑡) 𝑒𝑖

−→
𝑘 ·−→𝑟 − 𝑖𝑎* (𝑡) 𝑒−𝑖

−→
𝑘 ·−→𝑟

]︂ (︁−→
𝑘 × −→𝑒

)︁
. (1.7)

A energia do campo eletromagnético é tratada como um oscilador harmônico
(MEYSTRE; III, 1999; RAND, 2010). Logo, o Hamiltoniano do campo eletromagnético
quantizado escrito em termos dos operadores de criação e aniquilação,

𝐻̂𝑐𝑎𝑚𝑝𝑜 → ℏ𝜈
2
[︁
𝑎̂𝑎̂† + 𝑎̂†𝑎̂

]︁
= ℏΩ

2 [𝑛̂+ 1] . (1.8)

Em suma, a contribuição do Hamiltoniano do campo vinculado à cavidade, por
sua vez, surge com a energia dos campos elétricos e magnéticos.

𝐻̂𝑐𝑎𝑚𝑝𝑜 = ℏ𝜈𝑛̂. (1.9)

Este é um oscilador harmônico que admite apenas energias quantizadas (VEDRAL,
2005).

Os Hamiltonianos obtidos até aqui, possibilitam a formulação do Hamiltoniano
que descreve o movimento livre do átomo e do modo de radiação da cavidade.

𝐻̂0 = ℏ𝜈𝑛̂+ ℏΩ𝜎̂𝑒. (1.10)
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1.3 Hamiltoniano de Interação
A interação do sistema, formulada neste trabalho com o uso da interação de dipolo

(Wolfgang P. Schleich, 2015; VOGEL; WELSCH, 2006; ORSZAG, 2018).

𝐻̂𝑖𝑛𝑡 = −𝑒𝑟
−→
𝐸 (𝑡) . (1.11)

A partir de |𝑒⟩ e |𝑔⟩ os estados excitado e fundamental do átomo, partimos para a
utilização da relação de completeza pelos estados do átomo, com isso podemos expressar
a posição do operador 𝑟 nas energias dos autoestados da função de onda 𝜓𝑗 (−→𝑟 ) com
𝑗 = {𝑒, 𝑔} e paridade bem definida.

𝐻̂𝑖𝑛𝑡 = −𝑒 (|𝑒⟩ ⟨𝑒| + |𝑔⟩ ⟨𝑔|) 𝑟 (|𝑒⟩ ⟨𝑒| + |𝑔⟩ ⟨𝑔|) −→
𝐸 (𝑡) ,

desde que |𝜓𝑗|2, seja uma função simétrica e 𝑟 como uma função antissimétrica, obtemos
as relações.

𝑒 ⟨𝑒| 𝑟 |𝑒⟩ = 𝑒 ⟨𝑔| 𝑟 |𝑔⟩ = 0,

𝑒 ⟨𝑒| 𝑟 |𝑔⟩ = 𝑒
∫︁
𝜓*

𝑒 (−→𝑟 ) 𝑟𝜓𝑔 (−→𝑟 ) ≡ 𝑃 ,

𝑒 ⟨𝑔| 𝑟 |𝑒⟩ = 𝑒
∫︁
𝜓*

𝑔 (−→𝑟 ) 𝑟𝜓𝑒 (−→𝑟 ) ≡ 𝑃 *.

Os termos 𝑃 e 𝑃 * são referentes ao elemento de momento de dipolo, enquanto
−→
𝐸 (𝑡) é o campo atuante no átomo.

Por conseguinte, o operador de dipolo 𝑒𝑟 assume a forma.

𝑒𝑟 = 𝑃𝜎̂+ + 𝑃 *𝜎̂−. (1.12)

A partir da reescrita do operador de dipolo, podemos definir os operadores 𝜎̂+ = |𝑒⟩ ⟨𝑔| e
𝜎̂− = |𝑔⟩ ⟨𝑒| que atuam como operadores de criação e aniquilação, respectivamente, para
os estados possíveis do átomo (Wolfgang P. Schleich, 2015; ORSZAG, 2018).

𝐻̂𝑖𝑛𝑡 →
(︁
𝑃𝜎̂+ + 𝑃 *𝜎̂−

)︁−→
𝐸 (𝑡) . (1.13)

Por fim, a Eq.(1.13) caracteriza o Hamiltoniano de interação entre as componentes
constituintes do sistema estudado, além de que a mesma pode ser adaptada para o tipo
de campo vinculado ao sistema, seja este clássico ou quântico.

1.3.1 Interação Semiclássica

O formalismo semiclássico proposto consiste do tratamento do átomo e cavidade
tratados como sistemas quânticos, enquanto a interação entre os mesmos ocorre mediante
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um campo eletromagnético clássico (M. Suhail Zubairy, 1997). Portanto, retornando a
Eq.(1.13) com o campo eletromagnético −→

𝐸 (𝑡) utilizado assumido linearmente polarizado.

−→
𝐸 (𝑡) = 𝜀 cos (𝜈𝑡) . (1.14)

O termo 𝜀 é a amplitude de oscilação e 𝜈 = 𝑐𝑘 a frequência do campo,

𝐻̂𝑖𝑛𝑡 = 𝑔 cos (𝜈𝑡) 𝜎̂𝑥. (1.15)

A constante 𝑔 de acoplamento, também chamada de frequência de Rabi, assume a forma,

𝑔 =

⃒⃒⃒
𝑃
⃒⃒⃒

ℏ
𝜀. (1.16)

O Hamiltoniano Eq.(1.15) fornece uma base para a teoria semiclássica da radiação,
na qual os átomos são tratados segundo a teoria quântica, e o campo conforme as equações
clássicas de Maxwell (MANDEL; WOLF, 1995).

A teoria semiclássica da radiação é uma abordagem útil e adequada para a inte-
ração da luz com a matéria.

A busca por um significado de um “limite clássico” no (MR) pode se tornar ambí-
guo, uma vez que o sistema de átomos (dois níveis) não tem uma contrapartida clássica
conhecida.

O campo eletromagnético, por outro lado, tem um limite clássico natural que
também pode ser escrito em termos de estados coerentes como visto na Subseção 1.5.1.

1.3.2 Interação Quântica

Analogamente ao caso semiclássico retornamos mais uma vez a Eq.(1.13) com o
campo eletromagnético −→

𝐸 (𝑡) como um campo quântico que surge da expansão do vetor
potencial em termos dos operadores de criação e aniquilação (ORSZAG, 2018),

−→
𝐸 (−→𝑟 , 𝑡) = 𝑖𝜉0

−→𝑢 (𝑟)
(︁
𝑎̂+ 𝑎̂†

)︁
, (1.17)

a quantidade 𝜉0 possui dimensão de campo elétrico, algumas vezes referido como campo
elétrico por fóton, ou campo elétrico de vácuo, enquanto o termo −→𝑢 é a função de modo
para o campo estudado (Wolfgang P. Schleich, 2015).

O uso das equações encontradas anteriormente do operador de dipolo e do campo
elétrico, quando combinadas, propiciam o Hamiltoniano de interação,

𝐻̂𝑖𝑛𝑡 = 𝑖𝜉0
[︁−→
𝑃 · −→𝑢 (𝑟) 𝜎̂+ + −→

𝑃 * · −→𝑢 (𝑟) 𝜎̂−
]︁ (︁
𝑎̂+ 𝑎̂†

)︁
. (1.18)
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O produto escalar −→
𝑃 · −→𝑢 (𝑟) entre o elemento de matriz de momento de dipolo −→

𝑃

e a função modo −→𝑢 produz um número complexo de fase 𝜙,

−→
𝑃 · −→𝑢 (𝑟) =

⃒⃒⃒−→
𝑃 · −→𝑢 (𝑟)

⃒⃒⃒
exp (𝑖𝜙) . (1.19)

Portanto, o Hamiltoniano de interação reduzida,

𝐻̂𝑖𝑛𝑡 = 𝑖ℏ𝑔 [exp (𝑖𝜙) 𝜎̂+ + exp (−𝑖𝜙) 𝜎̂−]
(︁
𝑎̂+ 𝑎̂†

)︁
. (1.20)

Logo, introduzindo a constante de acoplamento ou frequência de Rabi.

𝑔 (𝑟) ≡

⃒⃒⃒−→
𝑃 · −→𝑢 (𝑟)

⃒⃒⃒
ℏ

𝜉0. (1.21)

Com fase de 𝜙 = 𝜋
2 , o Hamiltoniano de interação torna-se

𝐻̂𝑖𝑛𝑡 = ℏ𝑔 [𝜎̂+ + 𝜎̂−]
(︁
𝑎̂+ 𝑎̂†

)︁
. (1.22)

A interação proposta pelo momento de dipolo oscila com frequência Rabi entre os estados
|𝑔⟩ e |𝑒⟩ na presença de um campo eletromagnético (M. Suhail Zubairy, 1997).

Como os sistemas atômicos e de campo são agora quantizados, os estados do
sistema combinado envolverão produtos de estados de ambos os sistemas (GRYNBERG
et al., 2010; KLAUDER; SKAGERSTAM, 1985).

|𝑒, 𝑛⟩ = |𝑒⟩ ⊗ |𝑛⟩ , |𝑔, 𝑛⟩ = |𝑔⟩ ⊗ |𝑛⟩ .

1.4 Hamiltoniano Total
A descrição total do sistema a partir das construções dos Hamiltonianos apresen-

tados nas Subseções 1.2.2, 1.3.1 e 1.3.2, possibilita a descrição do (MR) com os seguintes
Hamiltonianos Semiclássico

(︁
𝐻̂𝑆𝐶

)︁
e Quântico

(︁
𝐻̂𝑄

)︁
.

𝐻̂𝑄 → 𝜈𝑛̂+ Ω𝜎̂𝑒 + 𝑔
(︁
𝑎̂+ 𝑎̂†

)︁
𝜎̂𝑥. (1.23)

𝐻̂𝑆𝐶 → 𝜈𝑛̂+ Ω𝜎̂𝑒 + 𝑔 cos (𝜈𝑡) 𝜎̂𝑥. (1.24)

Nota-se que as contribuições 𝜈𝑛̂ da cavidade e Ω𝜎̂𝑒 correspondente aos também chamados
de estados internos do sistema, enquanto a interação entre operador Hamiltoniano de
interação dependente da frequência de Rabi 𝑔 que traz as matrizes de spin de Pauli em
termos de 𝜎̂− e 𝜎̂+ e o operador de campo

(︁
𝑎̂+ 𝑎̂†

)︁
(ORSZAG, 2018; Wolfgang P. Schleich,

2015).
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As interações átomo-campo de particular interesse na óptica quântica são aquelas
nas quais as frequências de campo estão próximas das frequências de transição atômica.
No exemplo mais simples, uma única frequência de campo está próxima da ressonância
com uma única transição atômica, e apenas os dois estados excitado |𝑒⟩ e fundamental
|𝑔⟩ desta transição têm probabilidades de ocupação significativas.

Então, a interação átomo-campo é bem descrita pela aproximação no qual o átomo
é considerado um sistema de dois estados caracterizado completamente por uma frequência
de transição e um elemento de matriz dipolo (BLAKELY, 2019).

O termo de interação do Hamiltoniano vem da troca de energia entre o átomo e a
luz, mais especificamente, com 𝑎̂†𝜎̂− corresponde à emissão de um fóton do átomo para o
campo vinculado à cavidade, e o termo 𝑎̂𝜎̂+ corresponde à absorção de um fóton gerado
pelo o campo para o átomo (RYE; MD, 2019).

A descrição formalizada do sistema, nos permite a caracterização de fenômenos
fundamentais relacionados ao (MR), tais como os fenômenos de absorção e emissão e a
própria oscilação vinculada a dinâmica do modelo.

1.4.0.1 Absorção

A partir do átomo em um estado |𝑔⟩ , na presença de 𝑛 fótons, como consequência
da aplicação do operador de aniquilação referente a expressão,

𝑎̂ |𝑔, 𝑛⟩ =
√
𝑛 |𝑔, 𝑛− 1⟩ . (1.25)

Desta forma, podemos caracterizar a transição entre autoestados do Hamiltoniano
não perturbado, construído com as contribuições do átomo e da cavidade, ocorre somente
com probabilidade significativa entre dois estados de mesma energia. Esta condição diz
respeito ao sistema total, sendo expressa sob a forma,

𝐸𝑔 + 𝑛ℏ𝜈 = 𝐸𝑒 + (𝑛− 1) ℏ𝜈,

𝐸𝑒 = 𝐸𝑔 + ℏ𝜈.

O estado final do átomo tem uma energia maior que o estado inicial, e o processo
tem probabilidade máxima se a energia ℏ𝜈 do fóton que desaparece for exatamente igual
à energia ganha pelo átomo (GRYNBERG et al., 2010; GERRY; KNIGHT, 2005).

1.4.0.2 Emissão

Analogamente, supondo que o átomo esteja inicialmente no estado |𝑒⟩ , na presença
de 𝑛 fótons usamos a relação vinculada à aplicação do operador de criação,

𝑎̂† |𝑒, 𝑛⟩ =
√
𝑛+ 1 |𝑒, 𝑛+ 1⟩ . (1.26)
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Por conseguinte, a conservação de energia entre os estados inicial e final,

𝐸𝑔 = 𝐸𝑒 − ℏ𝜈

O átomo passa do nível |𝑒⟩ para o nível |𝑔⟩ de menor energia, emitindo um fóton
(GRYNBERG et al., 2010; GERRY; KNIGHT, 2005).

1.4.1 Oscilações de Rabi

A partir do sistema estiver inicialmente em um dos dois estados, a probabilidade
de encontrá-lo no outro estado é uma função senoidal do tempo. Tal formulação descreve
o fenômeno conhecido como oscilação Rabi (GRYNBERG et al., 2010).

Um átomo sofre oscilações de Rabi, sendo a frequência de Rabi que também pode
ser determinada pelo número médio de fótons ⟨𝑛̂⟩, como visto em abordagens do caso
semiclássico.

O (MR) é visto historicamente como o primeiro modelo totalmente quantizado da
interação entre um átomo de dois níveis, ou qualquer outro sistema de dois níveis, e um
campo eletromagnético monocromático quantizado.

Como uma das vantagens de tratar o campo puramente quântico surge a emissão
espontânea que ocorre naturalmente e campos com baixo número de fótons podem ser
tratados.

O caso em que o campo excitante é estritamente senoidal, de modo que a amplitude
é constante. A solução para o problema de como um átomo responde ao campo foi dada
pela primeira vez por Rabi com o comportamento de um spin 1

2 em um campo magnético
(RABI, 1936; RABI, 1937).

Como compensação por seus trabalhos em modelos de átomos de dois níveis, Isidor
Isaac Rabi foi laureado com o prêmio Nobel pelo problema de um sistema de spin meio,
um sistema de dois níveis, interagindo com um campo magnético (VEDRAL, 2005).

1.5 Formalismo Semiclássico

1.5.1 Estado Coerente

Alusivo aos estados com nível bem definido 𝑛, os estados coerentes podem ser
usados como base vetorial para caracterizar o campo de radiação, exceto que os estados
coerentes são vetores não ortogonais, em geral.

A obtenção de uma expressão de |𝛼⟩ surge em termos do estado |𝑛⟩ (ROBERT;
COMBESCURE, 2021; HAUS, ; KLAUDER; SKAGERSTAM, 1985).
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O estado coerente é definido como o autoestado do operador de aniquilação,

𝑎̂ |𝛼⟩ = 𝛼 |𝛼⟩ , (1.27)

|𝛼⟩ = 𝑒− |𝛼|
2

2 ∞∑︁
𝑛=0

𝛼𝑛

√
𝑛

|𝑛⟩ . (1.28)

Portanto, um estado coerente é visto como uma superposição infinita de estados
|𝑛⟩. O estado coerente descreve um estado que permanece inalterado (até um fator) sob
a ação do operador aniquilação (BACHOR, 2019; INTRODUCTION, 2009; KLAUDER;
SKAGERSTAM, 1985).

Fenomenologicamente, estados coerentes |𝛼⟩ são estados quânticos muito próximos
dos estados clássicos.

As flutuações no campo eletromagnético e as variáveis são as mesmas que para o
vácuo, as flutuações na incerteza fracionária para o número de fótons diminuem com o
aumento do número médio de fótons e os estados tornam-se bem localizados em fase com
o aumento do número médio de fótons (LOUDON, 2000).

Como considerações, temos que o número médio de fótons para o estado coerente
assume a forma,

𝑛 = ⟨𝑛̂⟩ = ⟨𝛼| 𝑛̂ |𝛼⟩ = |𝛼|2 . (1.29)

Os valores esperados de operadores normalmente ordenados para o estado coerente
são encontrados com uso de suas propriedades de autovalor (LOUDON, 2000).

⟨
𝑛̂2
⟩

= ⟨𝛼| 𝑛̂2 |𝛼⟩ = ⟨𝑛̂⟩2 + ⟨𝑛̂⟩ . (1.30)

A probabilidade de encontrar 𝑛 fótons em |𝛼⟩ é dada por uma distribuição de
Poisson,

𝑃 (𝑛) = ⟨𝑛 |𝛼⟩ ⟨𝛼 |𝑛⟩ = |𝛼|2𝑛

𝑛! 𝑒−|𝛼|2 . (1.31)

A variância correspondente para o estado coerente,

[Δ𝑛]2 =
⟨
𝑛2
⟩

− ⟨𝑛⟩2 = ⟨𝑛⟩ . (1.32)

As flutuações relativas, 𝛿𝑛 ≡ 1
𝑛
, tendem a zero no limite de grande amplitude. No

espaço de fase, um estado coerente é um gaussiano simétrico, que, além disso, é um estado
de incerteza mínima, o que significa que é localizado ao máximo conforme o princípio
da incerteza de Heisenberg (LARSON; MAVROGORDATOS, 2021; GERRY; KNIGHT,
2005).

O próprio termo “coerente” tem origem na terminologia usada na óptica quântica
(por exemplo, radiação coerente, fontes que emitem de forma coerente). Desde então, esta-
dos coerentes e suas diversas generalizações se espalharam pela física quântica e métodos
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matemáticos relacionados, por exemplo, física nuclear, atômica e da matéria condensada,
teoria quântica de campos, problemas de quantização e desquantização, abordagens de in-
tegrais de caminho e também em sistemas de emaranhamento (INTRODUCTION, 2009).

1.5.2 Parâmetro Q de Mandel

O parâmetro Q é uma medida natural do afastamento da variância do número de
fótons 𝑛 da variância de um processo de Poisson (MANDEL, 1979).

A variância no número de fótons de único modo, correspondente na teoria do
campo quantizado ao operador número 𝑛̂ = 𝑎̂†𝑎̂,

[Δ𝑛]2 =
⟨
𝑎̂†𝑎̂𝑎̂†𝑎̂

⟩
−
⟨
𝑎̂†𝑎̂

⟩2
,

O parâmetro 𝑄 de Mandel é descrito,

𝑄 = [Δ𝑛]2 − ⟨𝑛⟩
⟨𝑛⟩

. (1.33)

Como utilidade fornece uma medida simples do quão não clássico é o sistema
físico estudado, sendo um 𝑄 negativo associado a um campo considerado não clássico
(BLAKELY, 2019).

1.5.3 Considerações sobre o formalismo semiclássico

A teoria semiclássica da radiação não consegue explicar todos os aspectos da inte-
ração da luz com a matéria.

A falha da teoria semiclássica é evidente no caso da emissão espontânea de fótons,
o processo no qual um átomo, sem qualquer causa externa, faz uma transição para uma
energia mais baixa, e o campo eletromagnético ganha um nível de energia (BLAKELY,
2019; VEDRAL, 2005).

1.6 Equação Mestra
O formalismo da Equação Mestra é construído com equações diferenciais usadas

para modelar a dinâmica de sistemas que podem ser descritas como uma combinação
probabilística de alguns estados do sistema estudado (SHTYKOV; SMOLSKIY, 2020;
GARDINER; ZOLLER, 2004).

A equação mestra serve para a caracterização da dinâmica de sistemas quânticos
que podem então, ser expressas empregando outra representação do estado do sistema,
conhecida como operador de densidade 𝜌.
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O operador de densidade contém todas as informações relativas às probabilidades
(conhecidas como populações) em cada estado |𝜓𝑗⟩ (CAMPAIOLI; COLE; HAPUARA-
CHCHI, 2023).

1.6.1 Operador Densidade

A matriz Densidade descreve o estado do sistema, normalmente usada para siste-
mas abertos e dissipativos (Robert W. Boyd, 2003). A matriz de densidade descreve uma
média estatística de um conjunto de sistemas idênticos (CARMICHAEL, 1999).

Introduzimos o operador de densidade para especificar estatisticamente as proba-
bilidades dos estados relacionados,

𝜌 =
∑︁

𝑗

𝑃𝑗 |𝜓𝑗⟩ ⟨𝜓𝑗| =
∑︁
𝑚

∑︁
𝑛

𝜌𝑚𝑛 |𝑚⟩ ⟨𝑛| , (1.34)

o termo 𝑃𝑗 significa a probabilidade do sistema estar no estado |𝜓𝑗⟩.

O operador densidade em sua forma matricial, os elementos diagonais 𝜌𝑚𝑚 da
matriz de densidade são conhecidos como populações e denotam as probabilidades de
encontrar o sistema nos respectivos estados de base |𝑚⟩, logo são reais e não negativos
(LAMBROPOULOS; PETROSYAN, ).

Evidenciando a propriedade que a matriz de densidade é hermitiana, logo ela pode
ser diagonalizada por uma transformação unitária.

Os elementos fora da diagonal 𝜌𝑚𝑛 são conhecidos como coerências e fornecem
informações sobre a superposição coerente dos estados de base |𝑚⟩ e |𝑛⟩ (CAMPAIOLI;
COLE; HAPUARACHCHI, 2023).

Os estados do número de fótons são os autoestados do Hamiltoniano. A evolução
temporal dos estados do número de fótons envolve a propagação de fase apenas em medi-
ções ópticas. Esta propriedade é útil para a propagação do estado ou do operador (Robert
W. Boyd, 2003).

1.6.2 Equação de Von Neumann

O estudo da dinâmica de sistemas quânticos usando a representação do operador
de densidade (NEW, 2011).

˙̂𝜌 (𝑡) = − 𝑖

ℏ
[︁
𝐻̂, 𝜌 (𝑡)

]︁
, (1.35)

com 𝐻̂ o Hamiltoniano do sistema. A solução para esta equação é dada por algum operador
unitário 𝑈̂ (𝑡; 𝑡0) que propaga o estado do sistema de algum tempo inicial 𝑡0 para algum
tempo 𝑡 (KLAUDER; SUDARSHAN, 1968; Crispin Gardiner, 2004),

𝜌 (𝑡) = 𝑈̂ (𝑡; 𝑡0) 𝜌 (𝑡0) 𝑈̂ † (𝑡; 𝑡0) . (1.36)
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A equação mestra do operador densidade possibilita o encontro da dinâmica de
sistemas quânticos que interagem fracamente com o ambiente circundante (NEW, 2011;
Crispin Gardiner, 2004).

Originalmente desenvolvidos no campo da óptica quântica para estudar interações
luz-matéria, eles são usados para simular uma variedade de fenômenos da mecânica quân-
tica, como modelos de ruído para processamento de informações quânticas, espectros de
emissão e absorção transientes de materiais opticamente ativos e espectros eletrônicos e
experimentos de ressonância de spin nuclear (CAMPAIOLI; COLE; HAPUARACHCHI,
2023).

1.6.3 Equação Mestra de Lindblad

A reformulação da Equação de Von Neumann com termos dissipativos com ter-
mos envolvendo o operador de densidade é a equação mestra de Gorini-Kossakowski-
Sudarshan-Lindblad, frequentemente conhecida como equação mestra de Lindblad,

˙̂𝜌 (𝑡) = − 𝑖

ℏ
[︁
𝐻̂, 𝜌 (𝑡)

]︁
+
∑︁

𝑘

𝛾𝑘

(︂
𝐿̂𝑘𝜌 (𝑡) 𝐿̂†

𝑘 − 1
2
{︁
𝐿̂†

𝑘𝐿̂𝑘, 𝜌 (𝑡)
}︁)︂

(1.37)

O termo 𝜌 (𝑡) é o operador de densidade do sistema, 𝐻̂ é o Hamiltoniano do
sistema e

{︁
𝐿̂𝑘

}︁
são os operadores de Lindblad representando processos não unitários,

como relaxamento ou decoerência, que ocorrem em algumas taxas {𝛾𝑘} , [., .] e {., .}
denota o comutador e o anticomutador dos operandos (MILZ; POLLOCK; MODI, 2017).

A equação mestra de Lindblad é desenvolvida com termos de dissipação para perda
de energia e emissão espontânea para ambas as partes constituintes do (MR) (WALLS;
MILBURN, 2012; GARDINER; ZOLLER, 2004).

1.6.4 Super Operador de Liouville

Torna-se conveniente expressar a equação mestra em uma notação simplificada,

˙̂𝜌 = ℒ̂𝜌. (1.38)

O termo ℒ̂ é o superoperador associado ao operador 𝜌.

A construção do superoperador utiliza a seguinte identidade de álgebra linear para
a forma ordenada por colunas de 𝑣𝑒𝑐 (𝜌) (BARNETT, 1990; WEEDBROOK et al., 2012).

𝑣𝑒𝑐 (𝐴𝑋𝐵) =
(︁
𝐵𝑇 ⊗ 𝐴

)︁
𝑣𝑒𝑐 (𝑋) ,

Procedemos inserindo o operador de identidade 1̂ na Eq.(1.37).
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1̂ ˙̂𝜌1̂ = − 𝑖

ℏ
(︁
𝐻̂𝜌1̂ − 1̂𝜌𝐻̂

)︁
+
∑︁

𝑘

𝛾𝑘

(︂
𝐿̂𝑘𝜌 (𝑡) 𝐿̂†

𝑘 − 1
2
(︁
𝐿̂†

𝑘𝐿̂𝑘𝜌1̂ + 1̂𝜌 (𝑡) 𝐿̂†
𝑘𝐿̂𝑘

)︁)︂
, (1.39)

como resultado para o superoperador

ℒ̂ = − 𝑖

ℏ
(︁
1̂ ⊗ 𝐻̂ − 𝐻̂𝑇 ⊗ 1̂

)︁
+
∑︁

𝑘

𝛾𝑘

(︂
𝐿̂*

𝑘 ⊗ 𝐿̂𝑘 − 1
2
(︁
1̂ ⊗ 𝐿̂†

𝑘𝐿̂𝑘1̂ + 𝐿̂𝑇
𝑘 𝐿̂

*
𝑘 ⊗ 1̂

)︁)︂
.

A vantagem da forma do superoperador consiste em oferecer um caminho direto
para resolver a Eq.(1.37), baseado na solução de um sistema de equações diferenciais
ordinárias lineares (WALLS; MILBURN, 2012; GARDINER; ZOLLER, 2004).

1.7 Modelo de Jaynes–Cummings
O modelo de Jaynes-Cummings (MJC) consiste em um átomo de dois níveis que

interage com o campo de uma cavidade. O campo é assumido como sendo de um único
modo com frequência 𝜈, de modo que cada fóton tem uma energia de 𝐸 = ℏ𝜈, enquanto
os dois níveis de energia do átomo são separados por Δ𝐸𝑎 = ℏ𝜈𝑎 (FOX, 2006).

O Modelo de Jaynes-Cummings (MJC) descreve um átomo de dois estados aco-
plado a apenas um modo de campo, e a interação de dipolo é tratada com a aproximação
da onda rotativa. Essa abordagem consegue eliminar os termos 𝑎̂†𝜎̂+ e 𝑎̂𝜎̂− do Modelo de
Rabi (MR), conforme descrito pela Eq.(1.23) (THEODORIDIS; KRAEMER, ).

Novamente, o átomo utilizado no modelo constitui um sistema de dois níveis, e
às vezes também o citamos simplesmente como sistema de dois níveis (dois estados) e às
vezes também como qubit (LARSON; MAVROGORDATOS, 2021).

No (MJC), o átomo troca excitações com o campo vinculado a cavidade de tal
forma que a absorção de energia, reduz a energia do campo em um nível enquanto o
átomo é excitado de |𝑔⟩ para |𝑒⟩.

O campo e o átomo trocam energia através da absorção e emissão de fótons.
Um átomo no estado fundamental pode absorver um fóton e fazer a transição para o
estado excitado, ou um átomo no estado de excitado pode emitir um fóton para a energia
relacionada a cavidade, fazendo a transição para o estado fundamental.

A taxa de troca fóton-energia é refletida pelo coeficiente de acoplamento 𝑔 (RYE;
MD, 2019; FOX, 2006)

No (MJC) a energia total é a soma de três termos: a energia do campo vinculado
a cavidade, a energia do átomo de dois níveis e a energia de interação entre o átomo e a
luz (VEDRAL, 2005; THEODORIDIS; KRAEMER, ; VOGEL; WELSCH, 2006). .
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Portanto, como operador, o Hamiltoniano do (MR) torna-se,

𝐻̂ = ℏΩ𝜎̂𝑒 + ℏ𝜈𝑛̂+ ℏ𝑔
(︁
𝑎̂†𝜎̂− + 𝑎̂𝜎̂+

−

)︁
, (1.40)

Os operadores de spin, 𝜎̂+ e 𝜎̂−, aumentam e diminuem a energia do átomo. Os
operadores fotônicos de criação e aniquilação, 𝑎̂† e 𝑎̂, adicionam ou removem um fóton do
campo vinculado à cavidade (BARNETT; RADMORE, 2002).

1.8 Colapso - Resurgimento
O comportamento de colapso-ressurgimento é caracterizado pela probabilidade de

ocupação do estado atômico excitado no (MR) para o caso em que o campo da cavidade
está inicialmente em um estado coerente |𝛼⟩.

Os fenômenos de colapso e ressurgimento podem ser compreendidos fisicamente a
partir da Eq.(1.31) com cada termo no somatório representa oscilações de Rabi para um
valor definido de 𝑛.

As oscilações de Rabi vinculadas as probabilidades dos estados do átomo diminui-
rão de fase e em seguida entrarão em colapso após algum tempo 𝑡. As oscilações entram em
colapso após alguns períodos específicos, permanecem constantes durante um intervalo de
tempo finito e então as oscilações reaparecem novamente, caracterizando o ressurgimento.

A evolução do tempo associada as oscilações de Rabi associadas a diferentes ex-
citações têm frequências diferentes e, portanto, tornam-se não correlacionadas, levando a
um colapso da probabilidade. À medida que o tempo aumenta ainda mais, a correlação
é restaurada e ocorre o ressurgimento. Esse comportamento continua e uma sequência
infinita de ressurgimentos é obtida.

O colapso é um efeito de interferência destrutiva das oscilações quânticas de Rabi
em diferentes frequências (VOGEL; WELSCH, 2006; AGARWAL, 2013). Portanto, é re-
sultado de flutuações quânticas do campo de radiação.

O tempo de colapso da inversão populacional para grande ⟨𝑛⟩. O número de oscila-
ções no envelope aumenta à medida que ℏ𝜈 aumenta, mas o tempo de colapso permanece o
mesmo (LARSON; MAVROGORDATOS, 2021; FICEK; WAHIDDIN, 2014). Observa-se
que o colapso ocorre apenas se o estado superior estiver ocupado, isto é, apenas se a emis-
são espontânea puder ocorrer, indicando que o colapso pode estar associado a flutuações
quânticas do campo (BLAKELY, 2019; BACHOR, 2019).

O efeito de ressurgimento ocorre com a oscilação de Rabi, que eventualmente
reaparece numa escala de tempo mais longa após um colapso, visto que isto ocorre porque
o número de ondas senoidais que contribuem para a expressão, o qual é finito. Assim, o
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tempo necessário para que as diversas oscilações retornem à sua relação de fase inicial
também é finito.

O importante é que os ressurgimentos ocorram apenas devido à estrutura granular
da distribuição dos fótons. O ressurgimento é, portanto, um fenômeno quântico puro. Uma
distribuição contínua de fótons (sem zeros) causaria um colapso, assim como um campo
clássico, mas sem ressurgimento (M. Suhail Zubairy, 1997).
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2 Autoenergias e Autoestados

2.1 Teoria de Pertubação Independente do Tempo

A partir do Hamiltoniano total encontrado na Seção 1.4 com a consideração que
ℏ = 1, podemos então definir nosso sistema como um Hamiltoniano total igual ao enun-
ciado, contudo tomando a contribuição de interação do Hamiltoniano de interação na
aproximação de dipolo quântica como fator perturbativo.

𝐻̂ = 𝐻̂0 + 𝑉 , (2.1)

𝐻̂0 = 𝜈𝑛̂+ Ω𝜎̂𝑒, (2.2)

𝑉 = 𝑔
(︁
𝑎+ 𝑎†

)︁
𝜎̂𝑥. (2.3)

Os operadores de criação e aniquilação descrevem a emissão e absorção de um
fóton, enquanto para o operador 𝜎̂𝑥, muda o estado excitado vigente do átomo.

Suas respectivas autoenergias não perturbadas, para os autoestados iniciais.

𝐸𝑔,𝑛 = 𝜈𝑛, com respectivo autoestado |𝑔, 𝑛⟩ .

𝐸𝑒,𝑛 = 𝜈𝑛+ Ω, com respectivo autoestado |𝑒, 𝑛⟩ .

Com aplicação da pertubação nos autoestados iniciais, torna-se necessário a significação
do processo.

As falhas da (TPNDIT), ocorrem com a degenerescência das autoenergias, das
quais propiciam termos no denominador da expansão que tendem a 0. Tais termos surgem
quando Ω ≈ 𝜈 e Ω ≈ 3𝜈, como pode ser notado com a explicitação dos cálculos no Anexo
A.

2.2 Solução Numérica

Uma das formas possíveis de contornar o erro surgido com o uso da (TPNDIT)
decorre da utilização de métodos numéricos, tais métodos citados são descritos pelo ma-
nual (SOFTWARE, 2021) que nos permitem encontrar os autovalores e autovetores do
sistema estudado.

Portanto, utilizando o Hamiltoniano completo do sistema, contudo expandindo em
termos das bases |𝑔, 𝑛⟩ e |𝑒, 𝑛⟩ para o formato matricial,
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⟨𝑔,𝑚| 𝐻̂ |𝑛, 𝑔⟩ = 𝜈𝑛𝛿𝑚,𝑛,

⟨𝑒,𝑚| 𝐻̂ |𝑛, 𝑔⟩ = 𝑔
(︁√

𝑛𝛿𝑚,𝑛−1 +
√
𝑛+ 1𝛿𝑚,𝑛+1

)︁
,

⟨𝑔,𝑚| 𝐻̂ |𝑛, 𝑒⟩ = ⟨𝑒,𝑚| 𝐻̂ |𝑛, 𝑔⟩ ,

⟨𝑒,𝑚| 𝐻̂ |𝑛, 𝑒⟩ = 𝜈𝑛𝛿𝑚,𝑛 + Ω𝛿𝑚,𝑛.

Para um valor 𝑁 fixo, sendo este um estado de Fock (SHTYKOV; SMOLSKIY,
2020), a escrita da matriz resultante desta formulação, ocorre com as 𝑁 primeiras linhas
e colunas relacionadas aos vetores de base |𝑔, 𝑛⟩ , enquanto os termos 𝑁 + 1 até 2 (𝑁 + 1)
são relacionados aos vetores de base |𝑒, 𝑛⟩.

2.3 Base Específica
A abordagem proposta neste método envolve a reformulação do Hamiltoniano com-

pleto do sistema, utilizando uma base específica {|𝑔,𝑁⟩ , |𝑒,𝑁 − 1⟩ , |𝑔,𝑁 − 2⟩ , |𝑒,𝑁 − 3⟩}.

Essa escolha de base, quando aplicada à expansão do Hamiltoniano total, abrange
as condições que levaram à inadequação da (TPNDIT), conforme discutido na seção 2.1.
Por tanto, com o Hamiltoniano não perturbado 𝐻̂0,

𝐻̂0 = 𝜈𝑛̂+ Ω𝜎̂𝑒 + 𝑔

⎡⎣√
𝑁 |𝑔,𝑁⟩ ⟨𝑒,𝑁 − 1| +

√
𝑁 |𝑒,𝑁 − 1⟩ ⟨𝑔,𝑁 |

+
√
𝑁 − 1 |𝑒,𝑁 − 1⟩ ⟨𝑔,𝑁 − 2| +

√
𝑁 − 1 |𝑔,𝑁 − 2⟩ ⟨𝑒,𝑁 − 1|

+
√
𝑁 − 2 |𝑔,𝑁 − 2⟩ ⟨𝑒,𝑁 − 3| +

√
𝑁 − 2 |𝑒,𝑁 − 3⟩ ⟨𝑔,𝑁 − 2|

⎤⎦.
(2.4)

A pertubação atuante no sistema assume a forma,

𝑉 = 𝑔
(︁
𝑎̂+ 𝑎̂†

)︁
𝜎̂𝑥 − 𝑔

⎡⎣√
𝑁 |𝑔,𝑁⟩ ⟨𝑒,𝑁 − 1| +

√
𝑁 |𝑒,𝑁 − 1⟩ ⟨𝑔,𝑁 |

+
√
𝑁 − 1 |𝑒,𝑁 − 1⟩ ⟨𝑔,𝑁 − 2| +

√
𝑁 − 1 |𝑔,𝑁 − 2⟩ ⟨𝑒,𝑁 − 1|

+
√
𝑁 − 2 |𝑔,𝑁 − 2⟩ ⟨𝑒,𝑁 − 3| +

√
𝑁 − 2 |𝑒,𝑁 − 3⟩ ⟨𝑔,𝑁 − 2|

⎤⎦.
Definindo fatores que envolvam os precursores da falha da teoria de pertubação,

Δ1 ≡ 𝜈 − Ω,Δ3 ≡ 3𝜈 − Ω. (2.5)
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Para que assim, construir o Hamiltoniano total expandido na base específica,

𝐻̂0 = 𝜈𝑁 +𝑀, (2.6)

𝑀 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 𝑔

√
𝑁 0 0

𝑔
√
𝑁 −Δ1 𝑔

√
𝑁 − 1 0

0 𝑔
√
𝑁 − 1 −2𝜈 𝑔

√
𝑁 − 2

0 0 𝑔
√
𝑁 − 2 −Δ3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (2.7)

Portanto, os autovalores da matriz M propiciam na equação característica,

Λ4
𝑁,𝑖 +𝐵Λ3

𝑁,𝑖 + 𝐶Λ2
𝑁,𝑖 +𝐷Λ𝑁,𝑖 + 𝐸 = 0.

Os coeficientes da equação característica encontrada.

𝐵 = 2𝜈 + Δ1 + Δ3,

𝐶 = 2𝜈 (Δ1 + Δ3) + Δ1Δ3 − 3𝑔2 (𝑁 − 1) ,

𝐷 = 2𝜈
(︁
Δ1Δ3 − 𝑔2𝑁

)︁
− 𝑔2 (2𝑁 − 1) Δ3 − 𝑔2 (𝑁 − 2) Δ1,

𝐸 = 𝑔2𝑁
[︁
𝑔2 (𝑁 − 2) − 2𝜈Δ3

]︁
.

Logo, os autovalores encontrados da matriz 𝑀 , com a resolução da equação carac-
terística pelo método de Ferrari, deduzido no Apêndice B, temos que as respectivas raízes
do problema são denotados como Λ𝑁,𝑖, com 𝑖 = 1, ..., 4.

Λ𝑁,1 = −𝐵

4 − 𝑆 − 1
2

√︂
−4𝑆2 − 2𝑝+ 𝑞

𝑆
, (2.8)

Λ𝑁,2 = −𝐵

4 − 𝑆 + 1
2

√︂
−4𝑆2 − 2𝑝+ 𝑞

𝑆
, (2.9)

Λ𝑁,3 = −𝐵

4 + 𝑆 − 1
2

√︂
−4𝑆2 − 2𝑝− 𝑞

𝑆
, (2.10)

Λ𝑁,4 = −𝐵

4 + 𝑆 + 1
2

√︂
−4𝑆2 − 2𝑝− 𝑞

𝑆
. (2.11)

Os termos auxiliares, por sua vez,

𝑆 =
√︃
𝑄0 cos𝜙− 𝑝

6 , 𝑞 = 𝐷 + 𝐵

2

(︃
𝐵2

4 − 𝐶

)︃
,

𝜙 = 1
3 arccos

(︃
𝑄1

2𝑄3
0

)︃
, 𝑝 = 𝐶 − 3

8𝐵
2,

𝑄0 =
√
𝐶2 − 3𝐵𝐷 + 12𝐸,

𝑄1 = 2𝐶3 − 9𝐶 (𝐵𝐷 + 8𝐸) + 27
(︁
𝐵2𝐸 +𝐷2

)︁
.
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Para os autovalores relacionados as bases |𝑔, 𝑛⟩ e |𝑒, 𝑛⟩, fora dos limites da base
específica escolhida.

|𝑔, 𝑛⟩ para 𝑛 ̸= 𝑁,𝑁 − 2 com autovalor 𝐸𝑔,𝑁 = 𝜈𝑁,

|𝑒, 𝑛⟩ para 𝑛 ̸= 𝑁 − 1, 𝑁 − 3 com autovalor 𝐸𝑒,𝑁 = 𝜈𝑁 + Ω.

Finalmente, os autovetores identificados mediante a utilização da base específica
apresentam autovalores expressos como 𝐸𝑁,𝑖 = 𝜈𝑁 + Λ𝑁,𝑖.

⃒⃒⃒
𝑠

(0)
𝑁,𝑖

⟩
=
[︁
𝜑

(0)
𝑁,𝑖 |𝑔,𝑁⟩ + 𝜑

(1)
𝑁,𝑖 |𝑒,𝑁 − 1⟩ + 𝜑

(2)
𝑁,𝑖 |𝑔,𝑁 − 2⟩ + 𝜑

(3)
𝑁,𝑖 |𝑒,𝑁 − 3⟩

]︁
. (2.12)

Logo, os termos referentes ao fator de normalização e as amplitudes de probabili-
dade,

Θ𝑁,𝑖 =
{︃

1 + Φ2
𝑁,𝑖 + Φ2

𝑁,𝑖

𝑔2𝑁

Λ2
𝑁,𝑖

+ 𝑔2 (𝑁 − 2)
(Δ3 + Λ𝑁,𝑖)2

}︃−1/2

,

Φ𝑁,𝑖 = 𝑔
√
𝑁 − 1(︁

Δ1 + Λ𝑁,𝑖 − 𝑔2𝑁
Λ𝑁,𝑖

)︁ , 𝜑(0)
𝑁,𝑖 = Φ𝑁,𝑖𝑔

√
𝑁

Λ𝑁,𝑖

Θ𝑁,𝑖,

𝜑
(1)
𝑁,𝑖 = Φ𝑁,𝑖Θ𝑁,𝑖, 𝜑

(2)
𝑁,𝑖 = Θ𝑁,𝑖,

𝜑
(3)
𝑁,𝑖 = 𝑔

√
𝑁 − 2

Δ3 + Λ𝑁,𝑖

Θ𝑁,𝑖.

Seguindo com a comparação dos resultados obtidos por cada método podemos
prosseguir com a análise do sistema proposto. Os parâmetros utilizados para as simulações
são 𝜈 = 1.0 e 𝑔 = 0.001𝜈.

Nesse contexto, investigamos o sistema considerando o estado de energia da cavi-
dade com 𝑛 = 29, uma vez que, para valores de energia superiores, a capacidade compu-
tacional disponível não é suficiente para estudar níveis mais elevados.

As comparações realizadas focaram nas autoenergias e probabilidades dos estados,
obtidas tanto numericamente quanto pelo método da base específica (MBE).

Os resultados obtidos com a base específica foram também aproximados mediante
o uso da (TPNDIT), cujos resultados analíticos estão detalhados no Anexo C.

As autoenergias, ilustradas na Figura 2, foram determinadas pela comparação
entre o método numérico (MN) (representado por traço contínuo) e o uso da base es-
pecífica (representado por traço pontilhado). O gráfico obtido caracteriza o fenômeno
de afastamento repentino, também conhecido como anti-crossing ou avoided crossing. O
comportamento de anti-crossing descreve a troca de energia entre o átomo e a cavidade
(BUSCH et al., 2011; GRIPP; MIELKE; OROZCO, 1997).
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Figura 2 – Autoenergias obtidas numericamente e pelo (MBE) com o valor fixo de 𝑛 = 29.

Os pontos com ocorrência de anti-crossing identificados destacam os níveis de ener-
gia nos quais o sistema estudado possui energias próximas para suas partes constituintes.

A largura entre os níveis de energia é referente à diferença dos níveis de energia,
ou seja, a descrição da diferença entre os níveis de energia,

Δ𝐸 = 𝐸𝑒,𝑛 − 𝐸𝑔,𝑛, (2.13)

Como exemplo para Ω ≈ 0 a diferença é na ordem de 𝜈.

Os valores de Ω que propiciam a ressonância entre as partes constituintes do sis-
tema, ocorrem os fenômenos de absorção e emissão citados nas subseções 1.4.0.1 e 1.4.0.2.

A diferença de energia para os anti-crossing, no que lhe concerne, assume valor
próximo da constante de acoplamento, ou seja, Δ𝐸 ≈ 𝑔 (SCALA et al., 2021).

O encontro das probabilidades para ambos os métodos, partimos para o autoestado
com melhor aproximação, o estado com energia 𝐸𝑔,28, entre o (MBE) e o (MN), para que
assim sejam feitas as devidas comparações.
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(a) Cruzamento de probabilidades para va-
lores de frequência na ordem de Ω ≈ 𝜈.

(b) Cruzamento de probabilidades para va-
lores de frequência na ordem de Ω ≈ 3𝜈.

(c) Cruzamento de probabilidades para va-
lores de frequência na ordem de Ω ≈ 3𝜈.
As probabilidades para este caso com
valores inferiores à 1% de ocorrer en-
contrando com o (MN).

Figura 3 – Probabilidades para o estado correspondente ao nível de energia 𝑛 = 29, com
ênfase para as frequências de ressonância do sistema responsável pela emissão
e absorção de fótons.

O gráfico da Figura 3 trata das probabilidades para ambos os métodos referente
ao estado |𝑔, 28⟩. As probabilidades 𝑃𝑠𝑖

(traço contínuo) com 𝑖 = 1, ..., 4 são originadas
do (MBE) para o estado citado referente as quatro probabilidades para o mesmo estado
|𝑔, 28⟩ provenientes das quatro Eqs.(2.12) de autoestados obtidas.

Como resultado, o (MBE) produz apenas dois cruzamentos ao variar os valores de
Ω, ao passo que numericamente identificamos todos os três cruzamentos.

Embora haja concordância no comportamento geral entre os resultados obtidos
pelo (MBE) e os resultados numéricos, observa-se na Figura 3 que os autoestados não são
equivalentes entre si.

A discrepância é mais evidente no autoestado de melhor aproximação, já que
nenhuma das probabilidades associadas aos quatro autoestados identificados pelo (MBE)
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se aproxima das obtidas numericamente, comprometendo a validade do método para os
objetivos desta pesquisa.

Diante dessa disparidade nos resultados, optamos por abandonar a abordagem
inicial proposta com a base específica, devido às limitações encontradas na (TPNDIT).
Em vez disso, escolhemos uma abordagem alternativa para formalizar o estudo sobre o
problema em questão.

A terceira abordagem mencionada baseia-se na descrição centralizada em um con-
junto de bases suficientes para explicar a geração dos três cruzamentos responsáveis pela
geração de fótons. Isso nos permite aplicar métodos numéricos apropriados para caracte-
rizar os fenômenos físicos observados.
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2.4 Método Proposto
Em busca de uma aproximação analítica para o sistema proposto, tomamos uma

terceira abordagem que consiste na expansão do Hamiltoniano do sistema Eq.(1.23) em
uma base ortonormal que envolva a geração dos três cruzamentos para fótons do sistema,
tal base fornece uma matriz 12 × 12 tridiagonal, do qual nos fornece 12 autovalores e
autovetores, para que assim possamos calculá-los numericamente.

Portanto, a expansão citada é em termos da base {|𝑔, 𝑛+ 𝑖⟩ , |𝑒, 𝑛+ 𝑗⟩} com 𝑘 =
−6, 𝑖 = 4, 2, ..., 𝑘e 𝑗 = 3, 1, ..., 𝑘 − 1, nos fornece a matriz com elementos sob a forma.

⟨𝑖, 𝑔| 𝐻̂ |𝑔, 𝑖⟩ = 𝜈𝑛,

⟨𝑗, 𝑒| 𝐻̂ |𝑔, 𝑖⟩ = 𝑔
(︁√

𝑖𝛿𝑁+4,𝑖−1 +
√
𝑖+ 1𝛿𝑁+4,𝑖+1

)︁
,

⟨𝑖, 𝑔| 𝐻̂ |𝑒, 𝑗⟩ = 𝑔
(︂√︁

𝑗𝛿𝑖,𝑗−1 +
√︁
𝑗 + 1𝛿𝑖,𝑗+1

)︂
,

⟨𝑗, 𝑒| 𝐻̂ |𝑒, 𝑗⟩ = 𝜈𝑛+ Ω.

Tomando o estado de Fock fixo em 𝑛 = 100, os valores utilizados para as simulações
são para a constante de acoplamento fixa em 𝑔 = 0.001𝜈 e 𝜈 = 1.0.

fundamentamos nossa busca para as autoenergias entre 99.7𝜈 e 100.3𝜈, encontra-
mos os autoestados |𝑔, 100⟩ e |𝑒, 97⟩ conforme explicitado na Figura 4.

Figura 4 – Autoenergias proporcionais ao estado de Fock 𝑛 = 100.

O resultado obtido para as autoenergias propicia, como esperado, o comporta-
mento de anti-crossing encontrado nas formulações apresentadas anteriormente, tal que
é mantido o significado de troca de energias e de ressonância das partes constituintes do
sistema.

A troca de energia nos estados identificados ocorre por meio da excitação do átomo
e da desexcitação do campo, que transita do estado |𝑔, 100⟩ para o estado |𝑒, 97⟩.
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Da mesma forma, para o estado |𝑒, 97⟩, ocorre a desexcitação do átomo e excitação
do campo, levando o sistema de volta ao estado |𝑔, 100⟩.

A partir das autoenergias encontradas, formulamos dois novos autoestados corres-
pondentes com probabilidades encontradas na Figura 4.

|𝑆𝑛⟩ ≈ 𝛼 |𝑔, 𝑛⟩ + 𝛽 |𝑒, 𝑛− 3⟩ , (2.14)

|𝐴𝑛⟩ ≈ 𝛿 |𝑔, 𝑛⟩ + 𝛾 |𝑒, 𝑛− 3⟩ . (2.15)

A prova da nossa aproximação surge com a verificação da condição 𝐾𝑖 (𝑛) = 0
para 𝑖 = 1, 2, 3,

𝐾1 (𝑛) = 𝛾2 − 𝛼2, (2.16)

𝐾2 (𝑛) = 1 − 𝛽2 − 𝛼2, (2.17)

𝐾3 (𝑛) = 1 − 𝛿2 − 𝛾2. (2.18)
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(a) A função 𝐾1 em função de Ω para
diferentes valores de 𝑛.
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(c) A função 𝐾3 em função de Ω para
diferentes valores de 𝑛.

Figura 5 – Comportamento das funções 𝐾𝑖 para a análise da aproximação proposta para
a formação dos autoestados |𝑆𝑛⟩ e |𝐴𝑛⟩.

Verifica-se que os valores da Figura 5 são próximos de zero, validando a aproxima-
ção utilizada.
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Além dos autoestados |𝑔, 𝑛⟩ e |𝑒, 𝑛− 3⟩, há outros autoestados pertencentes ao
sistema, embora suas probabilidades de ocorrência sejam inferiores a 1%, enfatizando a
aproximação feita descrita pelas equações (2.15) e (2.14).

Estes comportamentos são ressaltados para as probabilidades relacionadas aos
estados |𝐴100⟩ e |𝑆100⟩ como visto na Figura 6.

(a) Probabilidades para o estado |𝐴𝑛⟩. (b) Probabilidades para o estado |𝑆𝑛⟩.

Figura 6 – Probabilidades de se encontrar os autoestados |𝑔, 100⟩ e |𝑒, 97⟩ utilizando os
autoestados |𝑆𝑛⟩ e |𝐴𝑛⟩ com 𝑛 = 100.

O gráfico representado na Figura 6b evidência a transição de deexcitação do átomo
e excitação do campo para o autoestado |𝐴100⟩.

Analogamente, o gráfico exibido na Figura 6a ilustra a excitação do átomo e de-
excitação do campo para o autoestado |𝑆100⟩.

Como resultado, obtemos as relações,

𝛼2 + 𝛽2 = 1 − 𝜖1,

𝛾2 + 𝛿2 = 1 − 𝜖2.

As quais, os autoestados encontrados, adjunto de suas probabilidades, nos forne-
cem as seguintes relações com 𝛼 ≈ 𝛾 e 𝛿 ≈ 𝛽.

Os valores de 𝜖1 e 𝜖2 nos fornecem os valores de ressonância do sistema, Ω ≈ 3𝜈,
para 𝑛 fixo, como exemplo mostrado na Figura 7.
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Figura 7 – Valores de 𝜖1 e 𝜖2 para 𝑛 = 100.

Com a verificação numérica dos parâmetros 𝛼, 𝛽, 𝛾 e 𝛿, encontramos como valores
correspondentes para os autoestados.

|𝑆𝑛⟩ = 𝛼𝑛 |𝑔, 𝑛⟩ +
√︁

1 − 𝛼2
𝑛 |𝑒, 𝑛− 3⟩ , (2.19)

|𝐴𝑛⟩ = −
√︁

1 − 𝛼2
𝑛 |𝑔, 𝑛⟩ + 𝛼𝑛 |𝑒, 𝑛− 3⟩ , (2.20)

A partir do encontro de diferentes valores de frequência de ressonância em função
do número de fótons 𝑛, obtemos a relação da frequência do átomo em função do nível de
energia 𝑛, visto na Figura 8.

Figura 8 – Valores da frequência de ressonância do sistema em função de 𝑛.

Assim, observa-se que à medida que o estado de Fock aumenta, a frequência para
a ressonância do sistema átomo-cavidade diminui.

Além disso, o método sugerido para analisar o sistema é mais adequado à capaci-
dade computacional disponível, permitindo o estudo de estados com 𝑛 na ordem de 105

para este trabalho.
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3 Interação Efetiva

3.1 Aproximação para o (MJC) de 3 fótons
Os resultados obtidos na Seção 1.7 propiciam a descrição do Hamiltoniano para o

(MJC) de três fótons, descrito pelo Hamiltoniano,

𝐻̂𝐽𝐶 = 𝜈𝑛̂+ Ω𝜎̂𝑒 + 𝜒
(︁
𝑎̂3𝜎̂+ + 𝑎̂†3𝜎̂−

)︁
. (3.1)

Os termos 𝜈 e Ω são as frequências da cavidade e do átomo de dois níveis, enquanto
𝑛̂, 𝑎̂, 𝑎̂† são os operadores número, criação e aniquilação de campo, os termos 𝜎̂𝑒, 𝜎̂+ e 𝜎̂−

são operadores referentes ao estado excitado, criação e aniquilação de estados do átomo.

A aplicação da relação de completeza em termos dos estados |𝑔, 𝑛⟩ e |𝑒, 𝑛− 3⟩,

1̂ = |𝑔, 𝑛⟩ ⟨𝑛, 𝑔| + |𝑒, 𝑛− 3⟩ ⟨𝑛− 3, 𝑒| . (3.2)

Propicia na formulação do Hamiltoniano Efetivo,

𝐻̂𝑒𝑓 =
𝑁𝑚𝑎́𝑥∑︁

𝑛=𝑁𝑚𝑖𝑛

𝐸𝑔,𝑛 |𝑔, 𝑛⟩ ⟨𝑛, 𝑔|+𝐸𝑒,𝑛 |𝑒, 𝑛− 3⟩ ⟨𝑛− 3, 𝑒|+𝜉𝑛 (|𝑔, 𝑛⟩ ⟨𝑛− 3, 𝑒| + |𝑒, 𝑛− 3⟩ ⟨𝑛, 𝑔|)

(3.3)

Os valores 𝐸𝑒,𝑛, 𝐸𝑔,𝑛 e 𝜉𝑛 são alusivas as energias para os estados excitado e
fundamental sistema, enquanto o termo 𝜉 é a constante de acoplamento do sistema. Os
temos 𝑁𝑚𝑖𝑛 e 𝑁𝑚á𝑥 são os estados de Fock 𝑛 para os quais a aproximação é válida.

Os autoestados obtidos na Seção 2.4, apresentados como Eqs. (3.4) e (3.5) são,
então, autoestados do Hamiltoniano efetivo,

|𝐴𝑛⟩ = 𝛼𝑛 |𝑒, 𝑛− 3⟩ −
√︁

1 − 𝛼2
𝑛 |𝑔, 𝑛⟩ , (3.4)

|𝑆𝑛⟩ = 𝛼𝑛 |𝑔, 𝑛⟩ +
√︁

1 − 𝛼2
𝑛 |𝑒, 𝑛− 3⟩ . (3.5)

Os termos 𝛼𝑛 e
√︁

1 − 𝛼2
𝑛 são as amplitudes de probabilidade para os estados |𝑆𝑛⟩

e |𝐴𝑛⟩ obtidos pela aproximação do sistema.

Por conseguinte, ao aplicarmos na equação de Schrödinger independente do tempo
obtemos o seguinte sistema de equações, para o estado |𝐴𝑛⟩ com autoenergia 𝐴𝑛,

𝐴𝑛𝛼𝑛 = 𝛼𝑛𝐸𝑒 −
√︁

1 − 𝛼2
𝑛𝜉, (3.6)√︁

1 − 𝛼2
𝑛𝐴𝑛 = −𝜉𝛼𝑛 +

√︁
1 − 𝛼2

𝑛𝐸𝑔. (3.7)
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Analogamente, para o estado |𝑆𝑛⟩ com autoenergia 𝑆𝑛,

𝛼𝑛𝑆𝑛 = 𝛼𝑛𝐸𝑔 +
√︁

1 − 𝛼2
𝑛𝜉, (3.8)√︁

1 − 𝛼2
𝑛𝑆𝑛 =

(︂√︁
1 − 𝛼2

𝑛𝐸𝑒 + 𝛼𝑛𝜉
)︂

(3.9)

Obtemos a expressão em função de 𝑛, para a diferença das autoenergias dada
pela Eq. (3.10), as relações para as constantes de interação conforme Eq. (3.11), e o
acoplamento do Hamiltoniano efetivo como indicado pela Eq. (3.12).

Δ𝑛 = 𝑆𝑛 − 𝐴𝑛, (3.10)

Θ𝑛 = Δ𝑛

(︁
1 − 2𝛼2

𝑛

)︁
, (3.11)

𝜉𝑛 = Δ𝑛𝛼𝑛

√︁
1 − 𝛼2

𝑛. (3.12)

Além disso, obtemos expressões para as energias

𝐸𝑒 = 𝑆𝑛

(︁
1 − 𝛼2

𝑛

)︁
+ 𝐴𝑛𝛼

2
𝑛, (3.13)

𝐸𝑔 = 𝐴𝑛

(︁
1 − 𝛼2

𝑛

)︁
+ 𝑆𝑛𝛼

2
𝑛. (3.14)

A reunião das expressões analíticas nesta seção permite a obtenção de diversas caracte-
rísticas associadas ao sistema estudado, incluindo a probabilidade para o estado excitado
e os momentos do número de fótons.

Definimos a função 𝑅𝑛,
𝑅𝑛 = |Δ𝑛|

𝜉𝑛

, (3.15)

a Eq.(3.15) caracteriza a diferença de energias em termos da constante de acoplamento
para cada valor do estado de Fock. Para valores de ressonância do sistema com 𝜈 =
1.0 e variando Ω, observamos o comportamento de V centrado no valor de |𝛼|2. Como
probabilidade para o estado coerente,

𝑃 (𝛼) = 𝑒−|𝛼|2 |𝛼|2𝑛

𝑛! . (3.16)

Esta probabilidade exibe uma distribuição de Poisson, característica dos estados
coerentes. Em um estado coerente, a probabilidade de encontrar um número específico de
partículas segue essa distribuição.

O parâmetro 𝛼 afeta a amplitude e a fase do estado coerente e |𝛼|2 está relacionado
ao número médio de fótons no estado coerente.
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Simultaneamente plotamos a probabilidade para o estado coerente Eq.(3.16) como
visto na Figura 9.
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(b) Parâmetros: |𝛼|2 = 1000, frequência de
ressonância Ω = 2.99265𝜈 e valor de
pico ≈ 1.30 · 10−2.
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(c) Parâmetros: |𝛼|2 = 10000, frequência
de ressonância Ω = 2.99264𝜈 e valor de
pico ≈ 4.0 · 10−3.
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(d) Parâmetros: |𝛼|2 = 100000, frequência
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(f) Parâmetros: |𝛼|2 = 400000, frequência
de ressonância Ω = 2.99264𝜈 e valor de
pico ≈ 6, 3 · 10−4.

Figura 9 – Resultados referentes à probabilidade do estado coerente para diferentes va-
lores em comparação com o parâmetro 𝑅𝑛, os valores de probabilidade foram
normalizados pelos seus respectivos valores de pico.

Além de que, as simulações realizadas que envolvem os estados |𝐴𝑛⟩ e |𝑆𝑛⟩, man-
temos 𝜈 = 1.0, a constante de acoplamento 𝑔 = 0.07/ |𝛼| e Ω ≈ 3𝜈 está no respectivo
valor de ressonância para o estado 𝑛 escolhido.

Observa-se que à medida que o estado coerente aumenta, o valor de ressonância
da frequência Ω possui variação ínfima até tornar-se constante, e a quantidade de fótons
no estado coerente também aumenta. Ao mesmo tempo, a probabilidade de encontrar
esses fótons no mesmo estado diminui. Portanto, o número médio de fótons encontrados
no estado coerente é inversamente proporcional à probabilidade de encontrá-los.
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3.1.1 Probabilidade do Estado Excitado e Parâmetro Q de Mandel

O encontro da probabilidade inicia-se com a inversão das bases constituintes de
|𝐴𝑛⟩ e |𝑆𝑛⟩.

|𝑒, 𝑛− 3⟩ = 𝛼𝑛 |𝐴𝑛⟩ +
√︁

1 − 𝛼2
𝑛 |𝑆𝑛⟩ , (3.17)

|𝑔, 𝑛⟩ = 𝛼𝑛 |𝑆𝑛⟩ −
√︁

1 − 𝛼2
𝑛 |𝐴𝑛⟩ . (3.18)

Assumindo o estado inicial do sistema sob a forma,

|𝜓0⟩ =
∑︁

𝑛

𝑐𝑛 |𝑔, 𝑛⟩ =
∑︁

𝑛

𝑐𝑛

[︂
𝛼𝑛 |𝑆𝑛⟩ −

√︁
1 − 𝛼2

𝑛 |𝐴𝑛⟩
]︂
. (3.19)

A evolução temporal do sistema, descrita em termos das energias para os estados
citados,

|𝜓 (𝑡)⟩ =
∑︁

𝑛

𝑐𝑛

[︂
𝑒−𝑖𝑡𝑆𝑛𝛼𝑛 |𝑆𝑛⟩ − 𝑒−𝑖𝑡𝐴𝑛

√︁
1 − 𝛼2

𝑛 |𝐴𝑛⟩
]︂
. (3.20)

O somatório da Eq. (3.20) percorre as probabilidades relevantes para o número de fótons,
o termo 𝑐𝑛 é descrito pelo argumento um dado estado coerente do sistema.

𝑐𝑛 = 𝑒−𝑛̄/2 𝛼
𝑛

√
𝑛!
. (3.21)

A excitação atômica média para o estado excitado do sistema descrito pela expressão,

𝑃𝑒 (𝑡) = ⟨𝜓 (𝑡)| 𝜎̂𝑒 |𝜓 (𝑡)⟩ , (3.22)

𝑃𝑒 (𝑡) = 4
𝑁máx∑︁

𝑛=𝑁min

|𝑐𝑛|2 𝛼2
𝑛

(︁
1 − 𝛼2

𝑛

)︁
sin2 Δ𝑛𝑡

2 . (3.23)

Os termos 𝑁min e 𝑁máx referem-se ao intervalo de valores para o número de fótons
associado ao sistema, considerando a probabilidade do estado coerente.

⟨𝑛 (𝑡)⟩ = ⟨𝜓 (𝑡)| 𝑛̂ |𝜓 (𝑡)⟩ , (3.24)

⟨𝑛 (𝑡)⟩ = ⟨𝑛 (0)⟩ − 12
∑︁

|𝑐𝑛|2
[︃
𝛼2

𝑛

(︁
1 − 𝛼2

𝑛

)︁
sin2 Δ𝑛𝑡

2

]︃
. (3.25)

O valor ⟨𝑛 (0)⟩ é descrito sob a forma.

⟨𝑛 (0)⟩ = ⟨𝛼| 𝑎†𝑎 |𝛼⟩ = 𝛼2 = 𝑛̄

Para ⟨𝑛2 (𝑡)⟩, obtemos como resultado,
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⟨
𝑛2 (𝑡)

⟩
= ⟨𝜓 (𝑡)| 𝑛̂2 |𝜓 (𝑡)⟩ , (3.26)⟨

𝑛2 (𝑡)
⟩

=
⟨
𝑛2 (0)

⟩
+
∑︁

|𝑐𝑛|2 4𝛼2
𝑛

(︁
1 − 𝛼2

𝑛

)︁
[−6𝑛+ 9] sin2 Δ𝑛𝑡

2 , (3.27)⟨
𝑛2 (𝑡)

⟩
=
⟨
𝑛2 (0)

⟩
+ 9𝑃𝑒 − 24

∑︁
𝑛 |𝑐𝑛|2 𝛼2

𝑛

(︁
1 − 𝛼2

𝑛

)︁
sin2 Δ𝑛𝑡

2 , (3.28)⟨
𝑛2 (𝑡)

⟩
=
⟨
𝑛2 (0)

⟩
+ 9𝑃𝑒 + 𝐴. (3.29)

Com termo auxiliar,

𝐴 ≡ −24
∑︁

𝑛 |𝑐𝑛|2 𝛼2
𝑛

(︁
1 − 𝛼2

𝑛

)︁
sin2 Δ𝑛𝑡

2 .

A variância estatística que descreve a incerteza associada ao estado 𝑛,

[Δ𝑛 (𝑡)]2 =
⟨
𝑛2 (𝑡)

⟩
− ⟨𝑛 (𝑡)⟩2 , (3.30)

[Δ𝑛 (𝑡)]2 =
⟨
𝑛2 (0)

⟩
+ 9𝑃𝑒 + 𝐴−

(︁
⟨𝑛 (0)⟩2 − 6 ⟨𝑛 (0)⟩𝑃𝑒 + 9𝑃 2

𝑒

)︁
. (3.31)

Portanto, o fator Q de Mandel para a indicação de flutuações no sistema,

𝑄 = [Δ𝑛 (𝑡)]2 − ⟨𝑛 (𝑡)⟩
⟨𝑛 (𝑡)⟩ = 𝑃𝑒 [6𝑛̄+ 12 − 9𝑃𝑒] + 𝐴

𝑛̄− 3𝑃𝑒

. (3.32)

A Figura 10 ilustra o comportamento da probabilidade obtida e do número médio
de fótons em duas faixas de valores distintas.

Essa representação nos permite caracterizar o fenômeno de colapso nas oscilações
de Rabi, evidenciado nas variações de probabilidade.
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(a) Probabilidade de obtenção do estado
excitado para |𝛼|2 = 1000.

(b) Número médio de fótons ⟨𝑛⟩, para o es-
tado excitado para |𝛼|2 = 1000.

(c) Probabilidade de obtenção do estado
excitado para |𝛼|2 = 400000.

(d) Número médio de fótons ⟨𝑛⟩, para o es-
tado excitado para |𝛼|2 = 400000.

Figura 10 – Caracterização da probabilidade do estado excitado com as relações obtidas
em termos dos autoestados |𝐴𝑛⟩ e |𝑆𝑛⟩.

No entanto, o comportamento de ressurgimento não pôde ser observado devido à
limitação computacional atual, uma vez que a evolução temporal excede a capacidade de
processamento disponível.

Além da ausência do fenômeno de ressurgimento, observa-se que o colapso para o
estado coerente, na ordem de ∼ 103, mantém a amplitude das oscilações de Rabi aproxi-
madamente constante.

Por fim, com o estado coerente |𝛼⟩ com 𝑛̄ = 𝛼2,

⟨
𝑛2 (0)

⟩
=
⟨
𝑎†𝑎𝑎†𝑎

⟩
= 𝛼2

⟨
𝑎†𝑎+ 1

⟩
= 𝛼2

(︁
𝛼2 + 1

)︁
= 𝑛̄ (𝑛̄+ 1) , (3.33)

[Δ𝑛 (0)]2 =
⟨
𝑛2 (0)

⟩
− ⟨𝑛 (0)⟩2 = 𝑛̄ = ⟨𝑛 (0)⟩ . (3.34)

e o respectivo fator 𝑄,

𝑄 (0) = [Δ𝑛 (0)]2 − ⟨𝑛 (0)⟩
⟨𝑛 (0)⟩ = 0. (3.35)
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3.2 Dinâmica
Estendendo o tratamento do sistema com o uso do Hamiltoniano efetivo Eq. (3.3),

buscamos com a equação de Schrödinger dependente do tempo, com ℏ = 1, a descrição
da evolução temporal do sistema átomo cavidade.

Portanto, com a função de onda |𝜓 (𝑡)⟩ em termos das bases do Hamiltoniano
efetivo,

|𝜓 (𝑡)⟩ = 𝐴 (𝑡) |𝑔, 𝑛⟩ +𝐵 (𝑡) |𝑒, 𝑛− 3⟩ . (3.36)

Ao aplicarmos a Eq.(3.36) na Equação de Schrödinger,

𝑖
𝜕 |𝜓⟩
𝜕𝑡

= 𝐻̂ |𝜓⟩ . (3.37)

Obtemos para suas respectivas amplitudes de probabilidade o sistema de equações dife-
renciais,

𝐴̇ = −𝑖𝐴𝐸𝑔 − 𝑖𝜉𝐵, (3.38)

𝐵̇ = −𝑖𝐵𝐸𝑒 − 𝑖𝜉𝐴. (3.39)

Como solução analítica para o sistema obtido,

𝐴 (𝑡) = 𝑒− 𝑖𝑡
2 𝜖

𝛿+ − 𝛿−

(︂
𝛿+ exp

(︂
𝑖𝑡

2 𝜃
)︂

− 𝛿− exp
(︂

−𝑖𝑡

2 𝜃
)︂)︂

, (3.40)

𝐵 (𝑡) = 𝛿+𝛿−

𝜉 (𝛿+ − 𝛿−) sin
(︂
𝑡

2𝜃
)︂

exp
(︂

−𝑖𝑡

2 (𝜖+ 𝜋)
)︂
. (3.41)

Como parâmetros auxiliares,

𝜂 =
(︃

𝛿+𝛿−

𝜉 (𝛿+ − 𝛿−)

)︃2

, (3.42)

𝜖 = 𝐸𝑒 + 𝐸𝑔, (3.43)

𝛿± = 𝐸𝑒 − 𝐸𝑔 ±
√︁

(𝐸𝑒 − 𝐸𝑔)2 + 4𝜉2 (3.44)

𝜃 =
√︁

(𝐸𝑒 − 𝐸𝑔)2 + 4𝜉2. (3.45)

O parâmetro 𝜂, em particular, representa a amplitude da oscilação de Rabi na pro-
babilidade para o estado |𝑒, 𝑛− 3⟩, enquanto a variável 𝑛 atravessa o valor de ressonância
entre as frequências do átomo e do campo.

A partir das Eqs (3.40) e (3.41), encontramos a probabilidade para os estados |𝑔, 𝑛⟩
e |𝑒, 𝑛− 3⟩ com 𝑛 = 100 como visto na Figura 11.
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Figura 11 – Probabilidades para o encontro dos estados |𝑔, 100⟩ e |𝑒, 97⟩.

As probabilidades desenvolvem oscilações de Rabi com seu formato sinusoidal como
descrito na Seção 1.4.1, as quais evidenciam a troca de energia coerente entre o campo e
o átomo de dois níveis.

Figura 12 – Amplitude da oscilação da probabilidade as oscilações de Rabi do estado
|𝑒, 97⟩.

O comportamento da amplitude para o estado |𝑒, 97⟩ com a frequência do átomo
Ω = 2.99272𝜈 descrito pela Figura 12, caracterizando o pico da oscilação, 𝑛 = 100 con-
cordando com o resultado da simulação para a solução da equação de Schrödinger Figura
11.
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4 Modelo Semiclássico

4.1 Formulação semiclássica via Estado Coerente
Retornando ao modelo semiclássico, contudo com a formulação via estado coerente,

iniciamos com o Hamiltoniano do (MR) quântico,

𝐻̂ = 𝜈𝑛̂+ Ω0

2 𝜎̂𝑧 + 𝑔𝑞

(︁
𝑎̂+ 𝑎̂†

)︁
(𝜎̂+ + 𝜎̂−) . (4.1)

Na representação da interação do sistema átomo-campo no estado coerente |𝛼⟩,
realizamos a substituição 𝑎̂ → 𝛼.

𝐻̂ = Ω0

2 𝜎̂𝑧 + 𝑔𝑞

(︁
𝑎̂𝑒−𝑖𝑡𝜈 + 𝑎̂†𝑒𝑖𝑡𝜈

)︁
(𝜎̂+ + 𝜎̂−) , (4.2)

𝐻̂ → Ω0

2 𝜎̂𝑧 + 𝑔𝑞𝛼
(︁
𝑒−𝑖𝑡𝜈 + 𝑒𝑖𝑡𝜈

)︁
(𝜎̂+ + 𝜎̂−) . (4.3)

Portanto, como resultado a constante de acoplamento,

𝑔𝑞 = 𝑔

𝛼
.

Os termo 𝑔 e 𝑔𝑞 são constantes de acoplamento, para os regimes semiclássico e
quântico, respectivamente e 𝜎̂𝑧 = |𝑒⟩ ⟨𝑒| − |𝑔⟩ ⟨𝑔| é uma das matrizes de Pauli.

4.2 Equação Mestra
A equação mestra utilizada serve para a caracterização da dinâmica do sistema,

tratada com o Superoperador de Liouville,

˙̂𝜌 = − 𝑖
[︁
𝐻̂, 𝜌

]︁
+ 𝛾𝜑 (𝜎̂𝑧𝜌𝜎̂𝑧 − 𝜌)

+ 𝛾

2 (𝑛𝑡 + 1) (2𝜎̂−𝜌𝜎̂+ − 𝜎̂+𝜎̂−𝜌− 𝜌𝜎̂+𝜎̂−)

+ 𝛾

2𝑛𝑡 (2𝜎̂+𝜌𝜎̂− − 𝜎̂−𝜎̂+𝜌− 𝜌𝜎̂−𝜎̂+) .

(4.4)

O termo 𝑛𝑡 é o número térmico de fótons e os fatores 𝛾 e 𝛾𝜑 são termos de relaxa-
mento do sistema.

A solução para esta equação é para algum operador unitário 𝑈̂ (𝑡; 𝑡0) que propaga
o estado do sistema como visto na Seção 1.6 para algum tempo posterior.
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𝜌 = 𝑒−𝑖𝜈𝑡𝜎̂𝑧/2𝜌1𝑒
𝑖𝜈𝑡𝜎̂𝑧/2. (4.5)

Reformulamos, então, a Eq. (4.4).

𝜌1 = − 𝑖𝐻̂𝑒𝑓𝜌1 + 𝑖𝜌1𝐻̂
†
𝑒𝑓 + 𝑖𝑔

(︁
𝜌1𝜎̂+𝑒

𝑖2𝜈𝑡 + 𝜌1𝜎̂−𝑒
−𝑖2𝜈𝑡

)︁
− 𝑖𝑔

(︁
𝜎̂+𝑒

𝑖2𝜈𝑡 + 𝜎̂−𝑒
−𝑖2𝜈𝑡

)︁
𝜌1 + 𝛾𝜑𝜎̂𝑧𝜌1𝜎̂𝑧

+ 𝛾

2 (𝑛𝑡 + 1) (2𝜎̂−𝜌1𝜎̂+ − 𝜎̂𝑒𝜌1 − 𝜌1𝜎̂𝑒)

+ 𝛾

2𝑛𝑡 (2𝜎̂+𝜌1𝜎̂− − 𝜎̂𝑔𝜌1 − 𝜌1𝜎̂𝑔) .

(4.6)

O Hamiltoniano Efetivo para a interação semiclássica,

𝐻̂𝑒𝑓 = −Δ−

2 𝜎̂𝑧 + 𝑔0 (𝜎̂+ + 𝜎̂−) − 𝑖
𝛾𝜑

2 . (4.7)

O termo Δ− é a diferença de frequências,

Δ− = 𝜈 − Ω. (4.8)

Como Autoestados do Hamiltoniano Efetivo,

|𝜑+⟩ =
√︃

2
𝑅 (𝑅 + Δ−)

[︂1
2 (𝑅 + Δ−) |𝑔⟩ + 𝑔0 |𝑒⟩

]︂
, (4.9)

|𝜑−⟩ =
√︃

2
𝑅 (𝑅 − Δ−)

[︂1
2 (𝑅 − Δ−) |𝑔⟩ − 𝑔0 |𝑒⟩

]︂
(4.10)

As respectivas autoenergias para os novos estados |𝜑+⟩ e |𝜑−⟩,

𝐸± = ±𝑅

2 − 𝑖
𝛾𝜑

2 , (4.11)

O parâmetro 𝑅 é definido sob a forma,

𝑅 =
√︁

4𝑔2
0 + Δ2

−.

4.2.1 Formulação do Operador Densidade

A expansão do operador densidade 𝜌1 em termos das bases |𝜑+⟩ e |𝜑−⟩,

𝜌1 =
[︁
𝑒𝑖𝑡(𝐸*

+−𝐸+)𝐴 |𝜑+⟩ ⟨𝜑+| + 𝑒𝑖𝑡(𝐸*
−−𝐸−)𝐵 |𝜑−⟩ ⟨𝜑−| (4.12)

+ 𝑒𝑖𝑡(𝐸*
−−𝐸+)𝐶 |𝜑+⟩ ⟨𝜑−| + 𝑒𝑖𝑡(𝐸*

+−𝐸−)𝐶* |𝜑−⟩ ⟨𝜑+|
]︁
, (4.13)

𝜌1 = 𝑒−𝑡𝛾𝜑 [𝐴 |𝜑+⟩ ⟨𝜑+| +𝐵 |𝜑−⟩ ⟨𝜑−| (4.14)

+ 𝑒−𝑖𝑡𝑅𝐶 |𝜑+⟩ ⟨𝜑−| + 𝑒𝑖𝑡𝑅𝐶* |𝜑−⟩ ⟨𝜑+|
]︁
. (4.15)
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Utilizando a propriedade do traço da matriz densidade, conseguimos reescrever a
amplitude 𝐵 em termos da amplitude 𝐴,

𝑇𝑟 [𝜌1] = 1 ⇒ 𝐵 =
(︁
𝑒𝑡𝛾𝜑 − 𝐴

)︁
. (4.16)

Portanto, a reescrita do operador densidade,

𝜌1 = 𝑒−𝑡𝛾𝜑

[︁
𝐴 |𝜑+⟩ ⟨𝜑+| +

(︁
𝑒𝑡𝛾𝜑 − 𝐴

)︁
|𝜑−⟩ ⟨𝜑−| + 𝑒−𝑖𝑡𝑅𝐶 |𝜑+⟩ ⟨𝜑−| + 𝑒𝑖𝑡𝑅𝐶* |𝜑−⟩ ⟨𝜑+|

]︁
. (4.17)

4.3 Dinâmica dos estados
Nossa análise concentra-se na descrição da dinâmica do sistema para os autoesta-

dos |𝜑+⟩ e |𝜑−⟩. No caso atual, desconsideramos qualquer efeito de dissipação proveniente
dos termos 𝑛𝑡, 𝛾, e 𝛾𝜑.

Reorganizando os termos da Eq. (4.4) e derivando o operador 𝜌1 conforme apre-
sentado na Eq. (4.15), obtemos o sistema de equações diferenciais que descrevem as am-
plitudes 𝐴 e 𝐶.

𝐴̇ = 𝑖
𝑔0

2𝑅
[︁(︁

(𝑅 − Δ−) 𝑒−𝑖𝑡(2𝜈+𝑅) − (𝑅 + Δ−) 𝑒𝑖𝑡(2𝜈−𝑅)
)︁
𝐶

+
(︁
(𝑅 + Δ−) 𝑒−𝑖𝑡(2𝜈−𝑅) − (𝑅 − Δ−) 𝑒𝑖𝑡(2𝜈+𝑅)

)︁
𝐶*
]︁
.

(4.18)

𝐶̇ = 𝑖𝑔0

2𝑅
[︁(︁

2𝐴− 𝑒𝑡𝛾𝜑

)︁ (︁
(𝑅 − Δ−) 𝑒𝑖𝑡(2𝜈+𝑅) − (𝑅 + Δ−) 𝑒−𝑖𝑡(2𝜈−𝑅)

)︁
− 8𝑔0𝐶 cos(2𝜈𝑡)

]︁
.

(4.19)

As equações Eqs.(4.18) e (4.19) foram obtidas com o auxílio de relações encontra-
das no Anexo B.

As simulações para a dinâmica são feitas com o uso das condições iniciais,

𝐶 (0) = ⟨𝜑−| |𝑔⟩ ⟨𝑔| |𝜑+⟩ = 𝑔0

𝑅
, (4.20)

𝐴 (0) = (𝑅 + Δ−)
2𝑅 . (4.21)

Os parâmetros para 𝑔0 = 0.07/
√
𝛼, 𝜈 = 1.0 e Ω ≈ 3𝜈.

4.4 Probabilidade de obtenção do estado excitado
Utilizamos a propriedade de cálculo da probabilidade associada ao operador den-

sidade, obtendo-a como o traço do produto entre o operador densidade 𝜌1 e o operador
de projeção no estado excitado 𝜎̂𝑒.
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𝑃𝑒 = Tr [𝜌1𝜎̂𝑒] . (4.22)

Portanto,

𝑃𝑒 = 𝑒−𝑡𝛾𝜑

[︃
𝐴

2𝑔2
0

𝑅 (𝑅 + Δ−) +
(︁
𝑒𝑡𝛾𝜑 − 𝐴

)︁ 2𝑔2
0

𝑅 (𝑅 − Δ−) −
(︁
𝑒−𝑖𝑡𝑅𝐶 + 𝑒𝑖𝑡𝑅𝐶*

)︁ 𝑔0

𝑅

]︃
, (4.23)

𝑃𝑒 = 2𝑔2
0

𝑅 (𝑅 − Δ−) − 𝑒−𝑡𝛾𝜑

𝑅

[︁
𝐴Δ− + 2𝑔0𝑅𝑒

(︁
𝑒−𝑖𝑡𝑅𝐶

)︁]︁
. (4.24)

Continuando com as simulações, comparamos tanto a probabilidade de encontrar o es-
tado excitado de forma quântica quanto semiclássica, conforme ilustrado na Figura 13,
considerando 𝑛 = 200000 e Ω = 2.9964𝜈.
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Figura 13 – Probabilidades de obtenção do estado excitado do sistema nas abordagens
quântica e semiclássica.

As oscilações de Rabi surgidas da probabilidade do estado excitado para o caso
quântico (Q) diminuem em amplitude, caracterizando o comportamento de colapso, en-
quanto para o caso semiclássico (SC ) a amplitude de oscilação permanece estável em
torno de 100% de obtenção do estado.
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Considerações Finais

Ao longo deste trabalho, exploramos em detalhes os diferentes aspectos do Mo-
delo de Rabi, investigando suas implicações tanto na perspectiva quântica quanto na
semiclássica. As conclusões derivadas de cada capítulo proporcionam uma compreensão
abrangente das complexidades envolvidas na descrição deste sistema quântico.

A construção do Modelo de Rabi em suas formas quântica e semiclássica nos for-
neceu uma base sólida para compreender a interação entre um átomo de dois níveis e
um campo. A caracterização das as autoenergias e autoestados do sistema permitiu a
exploração de diferentes métodos com a caracterização dos anti-crossing e o cruzamen-
tos de probabilidades, devido à ressonância do sistema, das transições de estado para a
ressonância das partes constituintes.

A interação efetiva abordada pelo modelo de Jaynes-Cummings de 3 fótons ad-
junto da probabilidade para o estado excitado e a explicitação das equações diferenciais
da dinâmica forneceram percepções sobre a evolução temporal do sistema, enquanto a
definição do parâmetro 𝑄 acrescentou a descrição quantitativa à nossa compreensão do
quão não clássico é o sistema. A abordagem do modelo semiclássico, destacou a relevância
do estado coerente e a caracterização da Equação Mestra com ausência de dissipações e
relaxamentos.

Este trabalho permitiu aprofundar a compreensão de modelos e conceitos não
estudados nos cursos de Mecânica Quântica da graduação. Além da explanação de fenô-
menos associados à interação entre luz e matéria. As conclusões obtidas fornecem uma
base sólida para futuras investigações e descrições alternativas do sistema, seja com mais
componentes ou outros tipos de alteração e com fatores dissipativos condizentes com o
modelo.
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APÊNDICE A – Teoria de Pertubação Não
Degenerada Independente do Tempo

Em diversas circunstâncias que o estudo e consequentemente, a pesquisa em me-
cânica quântica nos leva até funções Hamiltonianas das quais não conseguimos resolvê-las
com solução exata, contudo o advento da teoria de pertubação nos permite o encontro da
melhor solução com uma acurácia condizente (SAKURAI, 1993).

Logo, o uso dos autovetores e autovalores de um Hamiltoniano não perturbado 𝐻̂0,
podemos caracterizar o sistema pela equação de Schrödinger.

𝐻̂0 |𝑛⟩ = 𝐸𝑛 |𝑛⟩ . (A.1)

O conjunto de bases {|𝑛⟩} ,é completo, isto é a relação de fechamento é satisfeita.

Utilizando agora um Hamiltoniano 𝐻̂, independente do tempo, tal que a mesma
é constituída de um Hamiltoniano 𝐻̂0 bem definido e um termo perturbativo 𝑉 .

O sistema total formado é descrito com o auxílio de um parâmetro 𝜆 real e contínuo
que serve para contabilizar o número de vezes que a pertubação 𝑉 é utilizada para os
cálculos.

O método explicado nesta seção se baseia na expansão dos autovalores e autove-
tores em potências de 𝜆,

(︁
𝐻̂0 + 𝜆𝑉

)︁ ⃒⃒⃒
𝑛(𝜆)

⟩
= 𝐸(𝜆)

𝑛

⃒⃒⃒
𝑛(𝜆)

⟩
. (A.2)

A expansão dos autovalores de energia 𝐸𝑛, cria uma diferença de energia do valor
não perturbado 𝐸(0)

𝑛 , logo surge um desvio de energia característico para cada 𝑛 nível de
energia(COHEN-TANNOUDJI; DIU; LALOË, 1977).

Δ𝑛 ≡ 𝐸𝑛 − 𝐸(0)
𝑛 . (A.3)

A expansão dos autovetores |𝑛⟩ e seus respectivos desvios de energia Δ𝑛 em potências de
𝜆,

Δ(𝑖)
𝑛 =

⟨
𝑛(0)

⃒⃒⃒
𝑉
⃒⃒⃒
𝑛(𝑖−1)

⟩
𝑖 = 1, ..., 𝑁. (A.4)
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|𝑛⟩ =
⃒⃒
𝑛(0)⟩︀+ 𝜆

∑︁
𝑘 ̸=𝑛

⃒⃒
𝑘(0)⟩︀ 𝑉𝑘𝑛

𝐸
(0)
𝑛 − 𝐸

(0)
𝑘

+ 𝜆2

⎛⎜⎝∑︁
𝑘 ̸=𝑛

∑︁
𝑙 ̸=𝑛

⃒⃒
𝑘(0)⟩︀𝑉𝑘𝑙𝑉𝑙𝑛(︁

𝐸
(0)
𝑛 − 𝐸

(0)
𝑘

)︁(︁
𝐸

(0)
𝑛 − 𝐸

(0)
𝑙

)︁ −
∑︁
𝑘 ̸=𝑛

⃒⃒
𝑘(0)⟩︀𝑉𝑛𝑛𝑉𝑘𝑛(︁
𝐸

(0)
𝑛 − 𝐸

(0)
𝑘

)︁2

⎞⎟⎠ .

(A.5)

Não obstante, este trabalho utilizará apenas a expansão até terceira ordem, tanto
para os desvios de energia quanto para os autovetores,

Δ(𝑖)
𝑛 =

⟨
𝑛(0)

⃒⃒⃒
𝑉
⃒⃒⃒
𝑛(𝑖−1)

⟩
𝑖 = 1, ..., 3. (A.6)

⃒⃒⃒
𝑛(1)

⟩
=
∑︁
𝑘 ̸=𝑛

⃒⃒⃒
𝑘(0)

⟩ ⟨
𝑘(0)

⃒⃒⃒
(︁
𝐸

(0)
𝑛 − 𝐸

(0)
𝑘

)︁𝑉 ⃒⃒⃒𝑛(0)
⟩
. (A.7)

⃒⃒⃒
𝑛(2)

⟩
=
∑︁
𝑘 ̸=𝑛

⃒⃒⃒
𝑘(0)

⟩ ⟨
𝑘(0)

⃒⃒⃒
(︁
𝐸

(0)
𝑛 − 𝐸

(0)
𝑘

)︁ (︁𝑉 ⃒⃒⃒𝑛(1)
⟩

− Δ(1)
𝑛

⃒⃒⃒
𝑛(1)

⟩)︁
. (A.8)

⃒⃒⃒
𝑛(3)

⟩
=
∑︁
𝑘 ̸=𝑛

⃒⃒⃒
𝑘(0)

⟩ ⟨
𝑘(0)

⃒⃒⃒
(︁
𝐸

(0)
𝑛 − 𝐸

(0)
𝑘

)︁ (︁𝑉 ⃒⃒⃒𝑛(2)
⟩

− Δ(1)
𝑛

⃒⃒⃒
𝑛(2)

⟩
− Δ(2)

𝑛

⃒⃒⃒
𝑛(1)

⟩)︁
. (A.9)

A teoria Perturbativa enunciada nesta seção, trata do caso não degenerado de suas
autoenergias para os autoestados não perturbados, ou seja, 𝐸(0)

𝑛 ̸= 𝐸
(0)
𝑘 .

O caso com degenerescência o método será inválido para tais condições, contudo
há formas de se contornar este tipo de situação, em que pode-ser utilizada a Teoria de
Pertubação Independente do Tempo Degenerada.
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APÊNDICE B – Método de Ferrari para o
encontro de raízes de Equações de 4°

Nosso problema inicia com um polinômio de 4∘, para que assim encontremos as
raízes relacionadas ao polinômio citado. Logo, tomemos o polinômio de quarto grau em
sua forma mais geral (KUROŠ, 1980).

𝑎𝑥4 + 𝑏𝑥3 + 𝑐𝑥2 + 𝑑𝑥+ 𝑒 = 0, ∀𝑎 ̸= 0.

Manipulamos a equação inicial, com 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒 ∈ R para a forma,

𝑥4 + 𝐴𝑥3 +𝐵𝑥2 + 𝐶𝑥+𝐷 = 0.

Os novos termos são, respectivamente: 𝐴 = 𝑏
𝑎
, 𝐵 = 𝑐

𝑎
, 𝐶 = 𝑑

𝑎
, 𝐷 = 𝑒

𝑎
.

Fórmula Reduzida
Nesta etapa buscamos a eliminação do termo de terceiro grau, para que assim seja

possível o encontro da solução por métodos previamente conhecidos.

Por tanto, com a substituição 𝑥 = 𝑦 − 𝐴
4 ,

(︂
𝑦 − 𝐴

4

)︂4
+ 𝐴

(︂
𝑦 − 𝐴

4

)︂3
+𝐵

(︂
𝑦 − 𝐴

4

)︂2
+ 𝐶

(︂
𝑦 − 𝐴

4

)︂
+𝐷 = 0,

𝑦4 +
(︂
𝐵 − 3

8𝐴
2
)︂
𝑦2 +

(︂1
8𝐴

3 − 𝐴𝐵

2 + 𝐶
)︂
𝑦 +

(︃
𝐴2𝐵

16 +𝐷 − 3
256𝐴

4 − 𝐴𝐶

4

)︃
= 0,

∴ 𝑦4 + 𝑝𝑦2 + 𝑞𝑦 + 𝑟 = 0.

A equação obtida, permite que continuemos a dedução do método com 𝑝 = 𝐵 −
3
8𝐴

2, 𝑞 = 1
8𝐴

3 − 𝐴𝐵
2 + 𝐶 e 𝑟 = 𝐴2𝐵

16 +𝐷 − 3
256𝐴

4 − 𝐴𝐶
4 .

Fórmula de Ferrari
O produto final do método é a transformação da equação obtida anteriormente de

tal forma que seja possível fatorá-la e resolvê-la por meio de equações de segundo grau.
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𝑦4 + 𝑝𝑦2 + 𝑞𝑦 + 𝑟 = 0 ⇒ 𝑦4 + 𝑝𝑦2 + 𝑟 = −𝑞𝑦,

Somamos o fator 𝑢𝑦2 + 𝑤 em ambos os lados,

𝑦4 + (𝑝+ 𝑢) 𝑦2 + 𝑟 + 𝑤 = −𝑞𝑦 + 𝑢𝑦2 + 𝑤, (*)

Com ambos os lados fatoráveis, podemos transformá-los em quadrados perfeitos.
Por conseguinte, os discriminantes dos polinômios de ambos os lados devem ser nulos.

(𝑝+ 𝑢)2 − 4 (𝑟 + 𝑤) = 0,
𝑞2 − 4𝑢𝑤 = 0,

Portanto, com as equações obtidas, temos que 𝑤 = 𝑞2

4𝑢
. A partir do uso das devidas

manipulações encontramos a equação de terceiro grau auxiliar,

𝑢3 + 2𝑝𝑢2 +
(︁
𝑝2 − 4𝑟

)︁
𝑢− 𝑞2 = 0.

A equação obtida, serve como base para a o encontro das raízes da equação inicial
proposta, contudo a equação atual é resolvida pelo método de Tartaglia-Cadarno.

A continuação da dedução do método de Ferrari depende que das soluções obtidas
ao menos uma seja real, em especial utilizaremos a que é real e positiva.

Tomemos então a raíz positiva, 𝑢𝑝, logo podemos enfim transformar os termos da
equação B em quadrados perfeitos.

𝑦4 + (𝑝+ 𝑢𝑝) 𝑦2 + 𝑟 + 𝑞2

4𝑢𝑝

= −𝑞𝑦 + 𝑢𝑝𝑦
2 + 𝑞2

4𝑢𝑝

,

Logo, podemos escrever sob a forma,

(︂
𝑦2 + 𝑝+ 𝑢𝑝

2

)︂2
=
(︃

√
𝑢𝑝𝑦 − 𝑞

2√
𝑢𝑝

)︃2

,

𝑦2 + 𝑝+ 𝑢𝑝

2 = ±
(︃

√
𝑢𝑝𝑦 − 𝑞

2√
𝑢𝑝

)︃
,

Desta última equação, encontramos duas equações de segundo grau, tais que:

𝑦2 − √
𝑢𝑝𝑦 + 𝑝+ 𝑢𝑝

2 + 𝑞

2√
𝑢𝑝

= 0,
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𝑦2 + √
𝑢𝑝𝑦 + 𝑝+ 𝑢𝑝

2 − 𝑞

2√
𝑢𝑝

= 0,

Resolvendo as equações de segundo grau obtidas, obtemos como solução para 𝑦,

𝑦1.2 =
√
𝑢𝑝

2 ± 1
2

⎯⎸⎸⎷−𝑢𝑝 − 2𝑝− 2𝑞
√
𝑢𝑝

,

𝑦3.4 = −
√
𝑢𝑝

2 ± 1
2

⎯⎸⎸⎷−𝑢𝑝 − 2𝑝+ 2𝑞
√
𝑢𝑝

,

Por fim, a solução em 𝑥,ocorre subtraindo 𝐴
4 das soluções em 𝑦.

𝑥1.2 = −𝐴

4 +
√
𝑢𝑝

2 ± 1
2

⎯⎸⎸⎷−𝑢𝑝 − 2𝑝− 2𝑞
√
𝑢𝑝

,

𝑥3.4 = −𝐴

4 −
√
𝑢𝑝

2 ± 1
2

⎯⎸⎸⎷−𝑢𝑝 − 2𝑝+ 2𝑞
√
𝑢𝑝

.

Prova de que sempre haverá ao menos uma raíz real positiva na equação
auxiliar

Seja a nossa função auxíliar sob a forma,

𝑢3 + 2𝑝𝑢2 +
(︁
𝑝2 − 4𝑟

)︁
𝑢− 𝑞2 = 0,

O termo −𝑞2 sempre será netativo, portanto com 𝑞 ̸= 0 e aplicando as relações de
Gerard para equações de terceiro grau, em especial a que diz que o termo independente
é igual ao oposto das raízes da equação.

Logo, com 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 as respectivas raízes, temos

−𝑞2 = −𝑢1 · 𝑢2 · 𝑢3,

∴ 𝑞2 = 𝑢1 · 𝑢2 · 𝑢3.

Portanto, existe ao menos uma raíz 𝑢𝑖 > 0, além de que as possibilidades são: As
três raízes são reais e distintas, uma raíz é real e as outras são complexas conjudadas, tres
ráizes reais com duas iguais.
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Fórmula de Tartaglia-Cardano (1526)
Seja o polinômio de terceiro grau em sua forma mais geral.

𝑎̃𝑥3 + 𝑏̃𝑥2 + 𝑐𝑥+ 𝑑 = 0, ∀𝑎̃ ̸= 0.

Manipulamos a equação incial, com 𝑎̃, 𝑏̃, 𝑐, 𝑑 ∈ R para a forma,

𝑥3 + 𝐴𝑥2 + 𝐵̃𝑥+ 𝐶 = 0.

Os novos termos são respectivamente: 𝐴 = 𝑏̃
𝑎̃
, 𝐵̃ = 𝑐

𝑎̃
, 𝐶 = 𝑑

𝑎̃
.

Buscamos aqui, retirar o segundo termo de maior ordem, isto é, o termo de segundo
grau.

Realizamos a substituição, 𝑥 = 𝑦 − 𝐴
3 ,

(︃
𝑦 − 𝐴

3

)︃3

+ 𝐴

(︃
𝑦 − 𝐴

3

)︃2

+ 𝐵̃

(︃
𝑦 − 𝐴

3

)︃
+ 𝐶 = 0,

𝑦3 − 𝐴2

3 𝑦 + 2𝐴3

27 + 𝐵̃𝑦 − 𝐵𝐴

3 + 𝐶 = 0,

∴ 𝑦3 + 𝑝𝑦 + 𝑞 = 0,

Com termos 𝑝 = 𝐵̃ − 𝐴2

3 e 𝑞 = 𝐶 − 𝐴𝐵̃
3 + 2𝐴3

27 .

Rescrevendo 𝑦 = 𝑢+ 𝑤, temos então.

(𝑢+ 𝑤)3 + 𝑝 (𝑢+ 𝑣) + 𝑞 = 0,

𝑢3 + 𝑣3 + (3𝑢𝑣 + 𝑝) (𝑢+ 𝑣) + 𝑞 = 0,

∴ 𝑢3 + 𝑣3 + 𝑞 = − (3𝑢𝑣 + 𝑝) (𝑢+ 𝑣) ,

Para que ambos os lados sejam fatoráveis, obtemos

𝑝 = −3𝑢𝑣,

𝑞 = −
(︁
𝑢3 + 𝑣3

)︁
Com às devidas manipulações encontramos os termos,
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𝑢3𝑣3 = −𝑝3

27 .

Novamente, pelas relações de Gerard temos que em uma equação de segundo grau,
a soma das raízes é igual ao negativo do coeficiente do termo de grau 1 dividido pelo
coeficiente do termo de grau 2, e o produto das raízes é igual ao coeficiente do termo de
grau 0 dividido pelo coeficiente do termo de grau 2.

Portanto,

𝑢3 + 𝑣3 = −𝑞,

𝑢3𝑣3 = −𝑝3

27 ,

Logo, podemos montar uma equação de segundo grau auxiliar sob a forma:

𝑠2 −
(︁
𝑢3 + 𝑣3

)︁
𝑠+

(︁
𝑢3𝑣3

)︁
= 0,

𝑠2 + 𝑞𝑠− 𝑝3

27 = 0,

𝑠1,2 = −𝑞

2 ± 1
2

√︃
𝑞2 + 4 · 𝑝

3

27 ⇒ 𝑠1,2 = −𝑞

2 ±
√︃
𝑞2

4 + 𝑝3

27 .

Atribuindo cada solução temos, então

𝑢3 = −𝑞

2 +
√︃
𝑞2

4 + 𝑝3

27 ,

𝑣3 = −𝑞

2 −
√︃
𝑞2

4 + 𝑝3

27 .

Soluções para 𝑢 e 𝑣 com a fórmula de Moivre:

𝑢 =

⎧⎪⎨⎪⎩ 3

⎯⎸⎸⎷−𝑞

2 +
√︃
𝑞2

4 + 𝑝3

27 , 𝑒
2𝜋𝑖

3 · 3

⎯⎸⎸⎷−𝑞

2 +
√︃
𝑞2

4 + 𝑝3

27 , 𝑒
4𝜋𝑖

3 · 3

⎯⎸⎸⎷−𝑞

2 +
√︃
𝑞2

4 + 𝑝3

27

⎫⎪⎬⎪⎭ .

𝑢 =

⎧⎪⎨⎪⎩ 3

⎯⎸⎸⎷−𝑞

2 −
√︃
𝑞2

4 + 𝑝3

27 , 𝑒
2𝜋𝑖

3 · 3

⎯⎸⎸⎷−𝑞

2 −
√︃
𝑞2

4 + 𝑝3

27 , 𝑒
4𝜋𝑖

3 · 3

⎯⎸⎸⎷−𝑞

2 −
√︃
𝑞2

4 + 𝑝3

27

⎫⎪⎬⎪⎭ .
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Como 𝑦 = 𝑢+ 𝑣, e com 𝑒
2𝜋𝑖

3 = −1
2 + 𝑖

√
3

2 e 𝑒 4𝜋𝑖
3 = −1

2 − 𝑖
√

3
2

𝑦1 = 3

⎯⎸⎸⎷−𝑞

2 +
√︃
𝑞2

4 + 𝑝3

27 + 3

⎯⎸⎸⎷−𝑞

2 −
√︃
𝑞2

4 + 𝑝3

27 ,

𝑦2 =
(︃

−1
2 + 𝑖

√
3

2

)︃⎛⎜⎝ 3

⎯⎸⎸⎷−𝑞

2 +
√︃
𝑞2

4 + 𝑝3

27 + 3

⎯⎸⎸⎷−𝑞

2 −
√︃
𝑞2

4 + 𝑝3

27

⎞⎟⎠ ,

𝑦3 =
(︃

−1
2 − 𝑖

√
3

2

)︃⎛⎜⎝ 3

⎯⎸⎸⎷−𝑞

2 +
√︃
𝑞2

4 + 𝑝3

27 + 3

⎯⎸⎸⎷−𝑞

2 −
√︃
𝑞2

4 + 𝑝3

27 .

⎞⎟⎠
De maneira equivalente,

𝑦1 = 2 3
√
𝜌 cos

(︃
𝜃

3

)︃
,

𝑦2 = 2 3
√
𝜌 cos

(︃
𝜃 + 2𝜋

3

)︃
,

𝑦3 = 2 3
√
𝜌 cos

(︃
𝜃 + 4𝜋

3

)︃
.

Com 𝜃 = arccos
(︁
− 𝑞

2𝜌

)︁
e 𝜌 =

√︂
𝑞
4 +

√︁
𝑞2

4 + 𝑝3

27 .

Por fim,

𝑥1 = 2 3
√
𝜌 cos

(︃
𝜃

3

)︃
− 𝐴

3 ,

𝑥2 = 2 3
√
𝜌 cos

(︃
𝜃 + 2𝜋

3

)︃
− 𝐴

3 ,

𝑥3 = 2 3
√
𝜌 cos

(︃
𝜃 + 4𝜋

3

)︃
− 𝐴

3 .
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ANEXO A – Resultado Analítico TPNDIT

A aplicação da teoria de pertubação enunciada e explicitada no Apêndice A, ob-
temos então as respectivas correções das autoenergias e autoestados, para os estados
fundamental e excitado.

A.1 Correções até Terceira Ordem

Estado |𝑔, 𝑛⟩ e autoenergia Δ𝑔,𝑛

⃒⃒⃒
𝑔, 𝑛(1)

⟩
= 𝑔

(︃ √
𝑛

𝜈 − Ω
⃒⃒⃒
𝑒, 𝑛− 1(0)

⟩
−

√
𝑛+ 1
𝜈 + Ω

⃒⃒⃒
𝑒, 𝑛+ 1(0)

⟩)︃
,

⃒⃒⃒
𝑔, 𝑛(2)

⟩
= 𝑔2

⎛⎝
√︁
𝑛 (𝑛− 1)

2𝜈 (𝜈 − Ω)
⃒⃒⃒
𝑔, 𝑛− 2(0)

⟩
+

√︁
(𝑛+ 2) (𝑛+ 1)
2𝜈 (𝜈 + Ω)

⃒⃒⃒
𝑔, 𝑛+ 2(0)

⟩⎞⎠ ,

⃒⃒⃒
𝑔, 𝑛(3)

⟩
=𝑔3

√︁
𝑛(𝑛− 1)(𝑛− 2)

2𝜈(𝜈 − Ω)(3𝜈 − Ω)
⃒⃒⃒
𝑒, 𝑛− 3(0)

⟩
+ 𝑔3

(︂
𝑛+ 1
𝜈 + Ω + 𝑛− 1

2𝜈 − 𝑛

𝜈 − Ω

)︂ √
𝑛

(𝜈 − Ω)2

⃒⃒⃒
𝑒, 𝑛− 1(0)

⟩
− 𝑔3

(︂
𝑛

𝜈 − Ω − 𝑛+ 1
𝜈 + Ω + 𝑛+ 2

2𝜈

)︂ √
𝑛+ 1

(𝜈 + Ω)2

⃒⃒⃒
𝑒, 𝑛+ 1(0)

⟩

− 𝑔3

√︁
(𝑛+ 3)(𝑛+ 2)(𝑛+ 1)
2𝜈(𝜈 + Ω)(3𝜈 + Ω)

⃒⃒⃒
𝑒, 𝑛+ 3(0)

⟩
,

Δ(1)
𝑔 = 0,

Δ(2)
𝑔 = 𝑔2

(︂
𝑛

𝜈 − Ω − 𝑛+ 1
𝜈 + Ω

)︂
,

Δ(3)
𝑔 = 0,

Autoestado |𝑔, 𝑛⟩ e autoenergia 𝐸𝑔,𝑛 corrigidos com as contribuições até terceira
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ordem.

|𝑔, 𝑛⟩ =
𝑔3
√︀

𝑛 (𝑛 − 1) (𝑛 − 2)
2𝜈 (𝜈 − Ω) (3𝜈 − Ω)

⃒⃒⃒
𝑒, 𝑛 − 3(0)

⟩
+

𝑔2
√︀

𝑛 (𝑛 − 1)
2𝜈 (𝜈 − Ω)

⃒⃒⃒
𝑔, 𝑛 − 2(0)

⟩
+ 𝑔3

[︂(︂
𝑛 + 1
𝜈 + Ω + 𝑛 − 1

2𝜈
− 𝑛

𝜈 − Ω

)︂
1

𝜈 − Ω + 1
𝑔2

]︂ √
𝑛

𝜈 − Ω

⃒⃒⃒
𝑒, 𝑛 − 1(0)

⟩
+

𝑔2
√︀

(𝑛 + 2) (𝑛 + 1)
2𝜈 (𝜈 + Ω)

⃒⃒⃒
𝑔, 𝑛 + 2(0)

⟩
− 𝑔3

[︂
1
𝑔2 +

(︂
𝑛

𝜈 − Ω − 𝑛 + 1
𝜈 + Ω + 𝑛 + 2

2𝜈

)︂
1

𝜈 + Ω

]︂ √
𝑛 + 1

𝜈 + Ω

⃒⃒⃒
𝑒, 𝑛 + 1(0)

⟩
−

𝑔3
√︀

(𝑛 + 3) (𝑛 + 2) (𝑛 + 1)
2𝜈 (𝜈 + Ω) (3𝜈 + Ω)

⃒⃒⃒
𝑒, 𝑛 + 3(0)

⟩

(A.1)

𝐸(3)
𝑔,𝑛 = 𝜈𝑛+ 𝑔2

(︂
𝑛

𝜈 − Ω − 𝑛+ 1
𝜈 + Ω

)︂
. (A.2)

Estado |𝑒, 𝑛⟩ e autoenergia Δ𝑒,𝑛

⃒⃒⃒
𝑒, 𝑛(1)

⟩
= 𝑔

(︃ √
𝑛

Ω + 𝜈

⃒⃒⃒
𝑔, 𝑛− 1(0)

⟩
+

√
𝑛+ 1

Ω − 𝜈

⃒⃒⃒
𝑔, 𝑛+ 1(0)

⟩)︃
,

⃒⃒⃒
𝑒, 𝑛(2)

⟩
= 𝑔2

⎛⎝
√︁
𝑛 (𝑛− 1)

2𝜈 (Ω + 𝜈)
⃒⃒⃒
𝑒, 𝑛− 2(0)

⟩
−

√︁
(𝑛+ 2) (𝑛+ 1)
2𝜈 (Ω − 𝜈)

⃒⃒⃒
𝑒, 𝑛+ 2(0)

⟩⎞⎠ ,

⃒⃒⃒
𝑒, 𝑛(3)

⟩
=𝑔3

√︁
𝑛 (𝑛− 1) (𝑛− 2)

2𝜈 (Ω + 𝜈) (Ω + 3𝜈)
⃒⃒⃒
𝑔, 𝑛− 3(0)

⟩
+ 𝑔3

(︂
− 𝑛+ 1

Ω − 𝜈
− 𝑛

Ω + 𝜈
+ 𝑛− 1

2𝜈

)︂ √
𝑛

(Ω + 𝜈)2

⃒⃒⃒
𝑔, 𝑛− 1(0)

⟩
− 𝑔3

(︂
𝑛+ 1
Ω − 𝜈

+ 𝑛

Ω + 𝜈
+ 𝑛+ 2

2𝜈

)︂ √
𝑛+ 1

(Ω − 𝜈)2

⃒⃒⃒
𝑔, 𝑛+ 1(0)

⟩

− 𝑔3

√︁
(𝑛+ 3) (𝑛+ 2) (𝑛+ 1)
2𝜈 (Ω − 𝜈) (Ω − 3𝜈)

⃒⃒⃒
𝑔, 𝑛+ 3(0)

⟩
,

Δ(1)
𝑒 = 0,

Δ(2)
𝑒 = 𝑔2

(︂
𝑛+ 1
Ω − 𝜈

+ 𝑛

Ω + 𝜈

)︂
,

Δ(3)
𝑒 = 0.
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Autoestado |𝑒, 𝑛⟩ e autoenergia 𝐸𝑒,𝑛 corrigidos com as contribuições até terceira
ordem.

|𝑒, 𝑛⟩ =
𝑔3
√︀

𝑛 (𝑛 − 1) (𝑛 − 2)
2𝜈 (Ω + 𝜈) (Ω + 3𝜈)

⃒⃒⃒
𝑔, 𝑛 − 3(0)

⟩
+

𝑔2
√︀

𝑛 (𝑛 − 1)
2𝜈 (Ω + 𝜈)

⃒⃒⃒
𝑒, 𝑛 − 2(0)

⟩
+ 𝑔3

[︂(︂
𝑛 − 1

2𝜈
− 𝑛 + 1

Ω − 𝜈
− 𝑛

Ω + 𝜈

)︂
1

(Ω + 𝜈) + 1
𝑔2

]︂ √
𝑛

(Ω + 𝜈)

⃒⃒⃒
𝑔, 𝑛 − 1(0)

⟩
+ 𝑔3

[︂
1
𝑔2 −

(︂
𝑛 + 1
Ω − 𝜈

+ 𝑛

Ω + 𝜈
+ 𝑛 + 2

2𝜈

)︂
1

Ω − 𝜈

]︂ √
𝑛 + 1

Ω − 𝜈

⃒⃒⃒
𝑔, 𝑛 + 1(0)

⟩
−

𝑔2
√︀

(𝑛 + 2) (𝑛 + 1)
2𝜈 (Ω − 𝜈)

⃒⃒⃒
𝑒, 𝑛 + 2(0)

⟩
−

𝑔3
√︀

(𝑛 + 3) (𝑛 + 2) (𝑛 + 1)
2𝜈 (Ω − 𝜈) (Ω − 3𝜈)

⃒⃒⃒
𝑔, 𝑛 + 3(0)

⟩
,

(A.3)

𝐸(3)
𝑒,𝑛 = 𝜈𝑛+ Ω + 𝑔2

(︂
𝑛+ 1
Ω − 𝜈

+ 𝑛

Ω + 𝜈

)︂
. (A.4)

Em mãos das autoenergias e dos autoestados corrigidos, nota-se que o compor-
tamento em geral das funções encontradas são bem definidos para valores, dos quais a
frequência do átomo Ω, seja diferente de 𝜈 e 3𝜈, visto que nestes valores a teoria de per-
tubação irá falhar, invalidando o método para estes intervalos propiciando a imprecisão
dos resultados pela teoria de pertubação aplicada.
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ANEXO B – Relações Uteis

B.0.1 Operadores de Pauli

𝜎̂𝑒 = |𝑒⟩ ⟨𝑒| = (𝑅 − Δ−)
2𝑅 |𝜑+⟩ ⟨𝜑+| − 𝑔

𝑅
|𝜑+⟩ ⟨𝜑−| − 𝑔

𝑅
|𝜑−⟩ ⟨𝜑+| + (𝑅 + Δ−)

2𝑅 |𝜑−⟩ ⟨𝜑−| ,

(B.1)

𝜎̂− = |𝑔⟩ ⟨𝑒| = (𝑅 − Δ−)
2𝑅 |𝜑−⟩ ⟨𝜑+| − 𝑔

𝑅
|𝜑−⟩ ⟨𝜑−| + 𝑔

𝑅
|𝜑+⟩ ⟨𝜑+| − (𝑅 + Δ−)

2𝑅 |𝜑+⟩ ⟨𝜑−| ,

(B.2)

𝜎̂+ = |𝑒⟩ ⟨𝑔| = (𝑅 − Δ−)
2𝑅 |𝜑+⟩ ⟨𝜑−| + 𝑔

𝑅
|𝜑+⟩ ⟨𝜑+| − 𝑔

𝑅
|𝜑−⟩ ⟨𝜑−| − (𝑅 + Δ−)

2𝑅 |𝜑−⟩ ⟨𝜑+| ,

(B.3)

𝜎̂𝑔 = |𝑔⟩ ⟨𝑔| = 2𝑔2

𝑅 (𝑅 + Δ−) |𝜑−⟩ ⟨𝜑−| + 𝑔

𝑅
|𝜑−⟩ ⟨𝜑+| + 𝑔

𝑅
|𝜑+⟩ ⟨𝜑−| + 2𝑔2

𝑅 (𝑅 − Δ−) |𝜑+⟩ ⟨𝜑+| ,

(B.4)

𝜎̂𝑧 = −Δ−

𝑅
|𝜑+⟩ ⟨𝜑+| − 2𝑔

𝑅
|𝜑+⟩ ⟨𝜑−| − 2𝑔

𝑅
|𝜑−⟩ ⟨𝜑+| + Δ−

𝑅
|𝜑−⟩ ⟨𝜑−| . (B.5)

B.0.2 Ação dos Operadores em 𝜌1

𝜌1𝜎̂+ = 𝑒−𝑡𝛾𝜑

⎡⎣+
(︃
𝐴
𝑔

𝑅
− (𝑅 + Δ−)

2𝑅 𝑒−𝑖𝑡𝑅𝐶

)︃
|𝜑+⟩ ⟨𝜑+|

+
(︃
𝐴

(𝑅 − Δ−)
2𝑅 − 𝑔

𝑅
𝑒−𝑖𝑡𝑅𝐶

)︃
|𝜑+⟩ ⟨𝜑−|

+
(︃
𝑔

𝑅
𝑒𝑖𝑡𝑅𝐶* − (𝑅 + Δ−)

2𝑅 𝐵

)︃
|𝜑−⟩ ⟨𝜑+|

+
(︃

(𝑅 − Δ−)
2𝑅 𝑒𝑖𝑡𝑅𝐶* − 𝑔

𝑅
𝐵

)︃
|𝜑−⟩ ⟨𝜑−|

⎤⎦

(B.6)

𝜌1𝜎̂− = 𝑒−𝑡𝛾𝜑

⎡⎣(︃𝐴 𝑔

𝑅
+ (𝑅 − Δ−)

2𝑅 𝑒−𝑖𝑡𝑅𝐶

)︃
|𝜑+⟩ ⟨𝜑+|

+
(︃

−𝐴(𝑅 + Δ−)
2𝑅 − 𝑔

𝑅
𝑒−𝑖𝑡𝑅𝐶

)︃
|𝜑+⟩ ⟨𝜑−|

+
(︃
𝑔

𝑅
𝑒𝑖𝑡𝑅𝐶* +𝐵

(𝑅 − Δ−)
2𝑅

)︃
|𝜑−⟩ ⟨𝜑+|

+
(︃

−(𝑅 + Δ−)
2𝑅 𝑒𝑖𝑡𝑅𝐶* −𝐵

𝑔

𝑅

)︃
|𝜑−⟩ ⟨𝜑−|

⎤⎦

(B.7)
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𝜌1𝜎̂𝑔 = 𝑒−𝑡𝛾𝜑

⎡⎣(︃+ 𝑔

𝑅
𝑒−𝑖𝑡𝑅𝐶 + 𝐴

2𝑔2

𝑅 (𝑅 − Δ−)

)︃
|𝜑+⟩ ⟨𝜑+|

+
(︃
𝐴
𝑔

𝑅
+ 2𝑔2

𝑅 (𝑅 + Δ−)𝑒
−𝑖𝑡𝑅𝐶

)︃
|𝜑+⟩ ⟨𝜑−|

+
(︃

+𝐵 𝑔

𝑅
+ 2𝑔2

𝑅 (𝑅 − Δ−) + 𝑒𝑖𝑡𝑅𝐶*
)︃

|𝜑−⟩ ⟨𝜑+|

+
(︃
𝑔

𝑅
𝑒𝑖𝑡𝑅𝐶* +𝐵

2𝑔2

𝑅 (𝑅 + Δ−)

)︃
|𝜑−⟩ ⟨𝜑−|

⎤⎦

(B.8)

𝜎̂𝑔𝜌1 = 𝑒−𝑡𝛾𝜑

⎡⎣(︃+ 2𝑔2

𝑅 (𝑅 − Δ−)𝐴+ 𝑔

𝑅
𝑒𝑖𝑡𝑅𝐶*

)︃
|𝜑+⟩ ⟨𝜑+|

+
(︃

2𝑔2

𝑅 (𝑅 − Δ−)𝑒
−𝑖𝑡𝑅𝐶 + 𝑔

𝑅
𝐵

)︃
|𝜑+⟩ ⟨𝜑−|

+
(︃

2𝑔2

𝑅 (𝑅 + Δ−)𝑒
𝑖𝑡𝑅𝐶* + 𝑔

𝑅
𝐴

)︃
|𝜑−⟩ ⟨𝜑+|

+
(︃
𝑔

𝑅
𝑒−𝑖𝑡𝑅𝐶 + 2𝑔2

𝑅 (𝑅 + Δ−)𝐵
)︃

|𝜑−⟩ ⟨𝜑−|

⎤⎦

(B.9)

𝜌1𝜎̂𝑒 = 𝑒−𝑡𝛾𝜑

⎡⎣(︃(𝑅 − Δ−)
2𝑅 𝐴− 𝑔

𝑅
𝑒−𝑖𝑡𝑅𝐶

)︃
|𝜑+⟩ ⟨𝜑+|

+
(︃

(𝑅 + Δ−)
2𝑅 𝑒−𝑖𝑡𝑅𝐶 − 𝑔

𝑅
𝐴

)︃
|𝜑+⟩ ⟨𝜑−|

+
(︃

(𝑅 − Δ−)
2𝑅 𝑒𝑖𝑡𝑅𝐶* − 𝑔

𝑅
𝐵

)︃
|𝜑−⟩ ⟨𝜑+|

+
(︃

(𝑅 + Δ−)
2𝑅 𝐵 − 𝑔

𝑅
𝑒𝑖𝑡𝑅𝐶*

)︃
|𝜑−⟩ ⟨𝜑−|

⎤⎦

(B.10)

𝜎̂𝑒𝜌1 = 𝑒−𝑡𝛾𝜑

⎡⎣(𝑅 − Δ−)
2𝑅 𝐴 |𝜑+⟩ ⟨𝜑+| − 𝑔

𝑅
𝐴 |𝜑−⟩ ⟨𝜑+|

+𝐵

(︃
− 𝑔

𝑅
|𝜑+⟩ ⟨𝜑−| + (𝑅 + Δ−)

2𝑅 |𝜑−⟩ ⟨𝜑−|
)︃

+ 𝑒−𝑖𝑡𝑅𝐶

(︃
(𝑅 − Δ−)

2𝑅 |𝜑+⟩ ⟨𝜑−| − 𝑔

𝑅
|𝜑−⟩ ⟨𝜑−|

)︃

+ 𝑒𝑖𝑡𝑅𝐶*
(︃

− 𝑔

𝑅
|𝜑+⟩ ⟨𝜑+| + (𝑅 + Δ−)

2𝑅 |𝜑−⟩ ⟨𝜑+|
)︃⎤⎦

(B.11)
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𝜎̂𝑧𝜌1𝜎̂𝑧 = 𝑒−𝑡𝛾𝜑

⎡⎣⎛⎝+2𝑔Δ−

𝑅2

(︁
𝑒𝑖𝑡𝑅𝐶* + 𝑒−𝑖𝑡𝑅𝐶

)︁
+𝐵

(︂2𝑔
𝑅

)︂2
+ 𝐴

(︃
Δ−

𝑅

)︃2
⎞⎠ |𝜑+⟩ ⟨𝜑+|

⎛⎝(𝐴−𝐵) 2𝑔Δ−

𝑅2 +
(︂2𝑔
𝑅

)︂2
𝑒𝑖𝑡𝑅𝐶* −

(︃
Δ−

𝑅

)︃2

𝑒−𝑖𝑡𝑅𝐶

⎞⎠ |𝜑+⟩ ⟨𝜑−|

+
⎛⎝(︂2𝑔

𝑅

)︂2
𝑒−𝑖𝑡𝑅𝐶 −

(︃
Δ−

𝑅

)︃2

𝑒𝑖𝑡𝑅𝐶* + (𝐴−𝐵) 2𝑔Δ−

𝑅2

⎞⎠ |𝜑−⟩ ⟨𝜑+|
⎛⎝𝐴(︂2𝑔

𝑅

)︂2
+
(︃

Δ−

𝑅

)︃2

𝐵 − 2𝑔Δ−

𝑅2

(︁
𝑒𝑖𝑡𝑅𝐶* + 𝑒−𝑖𝑡𝑅𝐶

)︁⎞⎠ |𝜑−⟩ ⟨𝜑−|

⎤⎦

(B.12)

B.1 Demais Relações utilizadas

(𝑅 − Δ−)
2𝑅

(𝑅 + Δ−)
2𝑅 =

(︂
𝑔

𝑅

)︂2
, (B.13)[︃

(𝑅 − Δ−)
2𝑅

]︃2

= (𝑅 − Δ−)
2𝑅 −

(︂
𝑔

𝑅

)︂2
, (B.14)[︃

(𝑅 + Δ−)
2𝑅

]︃2

= (𝑅 + Δ−)
2𝑅 −

(︂
𝑔

𝑅

)︂2
. (B.15)
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ANEXO C – Teoria de Perturbação
não-degenerada Independente do Tempo

Aplicada à Base Específica

As correções para as autofunções |𝑠𝑁,𝑖⟩ com suas respectivas correções de energia,
através do uso da TPNDIT,

⃒⃒⃒
𝑠

(1)
𝑁,𝑖

⟩
= 𝜑

(0)
𝑁,𝑖

𝑔
√
𝑁 + 1

Λ𝑁,𝑖 − Ω − 𝜈
|𝑒,𝑁 + 1⟩ + 𝜑

(3)
𝑁,𝑖

𝑔
√
𝑁 − 3

Λ𝑁,𝑖 + 4𝜈 |𝑔,𝑁 − 4⟩ ,

⃒⃒⃒
𝑠

(2)
𝑁,𝑖

⟩
=
⎡⎣𝑔2∑︁

𝑗 ̸=𝑖

1
Λ𝑁,𝑖 − Λ𝑁,𝑗

⎡⎣𝜑(0)
𝑁,𝑖𝜑

(0)
𝑁,𝑗 (𝑁 + 1)

Λ𝑁,𝑖 − Ω − 𝜈
+
𝜑

(3)
𝑁,𝑖𝜑

(3)
𝑁,𝑗 (𝑁 − 3)

Λ𝑁,𝑖 + 4𝜈

⎤⎦ |𝑠𝑁,𝑗⟩

+ 𝑔2 𝜑
(3)
𝑁,𝑖

√︁
(𝑁 − 3) (𝑁 − 4)

(Λ𝑁,𝑖 + 5𝜈 − Ω) (Λ𝑁,𝑖 + 4𝜈) |𝑒,𝑁 − 5⟩ + 𝑔2 𝜑
(0)
𝑁,𝑖

√︁
(𝑁 + 1) (𝑁 + 2)

(Λ𝑁,𝑖 − 2𝜈) (Λ𝑁,𝑖 − Ω − 𝜈) |𝑔,𝑁 + 2⟩

⎤⎦

Γ𝑖𝑗 ≡
∑︁
𝑗 ̸=𝑖

𝑔3

Λ𝑁,𝑖 − Λ𝑁,𝑗

⎡⎣𝜑(0)
𝑁,𝑖𝜑

(0)
𝑁,𝑗 (𝑁 + 1)

Λ𝑁,𝑖 − Ω − 𝜈
+
𝜑

(3)
𝑁,𝑖𝜑

(3)
𝑁,𝑗 (𝑁 − 3)

Λ𝑁,𝑖 + 4𝜈

⎤⎦ ,
⃒⃒⃒
𝑠

(3)
𝑁,𝑖

⟩
=
{︃

+
𝑔3𝜑

(3)
𝑁,𝑖

√︀
(𝑁 − 3) (𝑁 − 4) (𝑁 − 5)

(Λ𝑁,𝑖 + 5𝜈 − Ω) (Λ𝑁,𝑖 + 4𝜈) (Λ𝑁,𝑖 + 6𝜈) |𝑔, 𝑁 − 6⟩

+
(︃

𝑔3𝜑
(3)
𝑁,𝑖 (𝑁 − 4)

√︀
(𝑁 − 3)

(Λ𝑁,𝑖 + 5𝜈 − Ω) (Λ𝑁,𝑖 + 4𝜈)2 + Γ𝑖𝑗

𝜑
(3)
𝑁,𝑗

√
𝑁 − 3

Λ𝑁,𝑖 + 4𝜈

)︃
|𝑔, 𝑁 − 4⟩

+
𝑔3𝜑

(0)
𝑁,𝑖

√︀
(𝑁 + 1) (𝑁 + 2) (𝑁 + 3)

(Λ𝑁,𝑖 − 2𝜈) (Λ𝑁,𝑖 − Ω − 𝜈) (Λ𝑁,𝑖 − 3𝜈 − Ω) |𝑒, 𝑁 + 3⟩

+
(︃

Γ𝑖𝑗

𝜑
(0)
𝑁,𝑗

√
𝑁 + 1

Λ𝑁,𝑖 − 𝜈 − Ω +
𝑔3𝜑

(0)
𝑁,𝑖 (𝑁 + 2)

√︀
(𝑁 + 1)

(Λ𝑁,𝑖 − 2𝜈) (Λ𝑁,𝑖 − Ω − 𝜈)2

)︃
|𝑒, 𝑁 + 1⟩

− 𝑔3
∑︁
𝑘 ̸=𝑖

1
Λ𝑁,𝑖 − Λ𝑁,𝑘

(︃
𝜑

(0)2
𝑁,𝑖 (𝑁 + 1)

Λ𝑁,𝑖 − Ω − 𝜈
+

𝜑
(3)2
𝑁,𝑖 (𝑁 − 3)
Λ𝑁,𝑖 + 4𝜈

)︃(︂
𝜑

(0)
𝑁,𝑖

𝑔
√

𝑁 + 1
Λ𝑁,𝑖 − Ω − 𝜈

+ 𝜑
(3)
𝑁,𝑖

𝑔
√

𝑁 − 3
Λ𝑁,𝑖 + 4𝜈

)︂
|𝑠𝑁,𝑘⟩

}︃

Δ(1)
𝑁,𝑖 = ⟨𝑠𝑁,𝑖|𝑉

⃒⃒⃒
𝑠

(0)
𝑁,𝑖

⟩
= 0,

Δ(2)
𝑁,𝑖 = 𝑔2

⎡⎣𝜑(0)2
𝑁,𝑖 (𝑁 + 1)

Λ𝑁,𝑖 − Ω − 𝜈
+
𝜑

(3)2
𝑁,𝑖 (𝑁 − 3)
Λ𝑁,𝑖 + 4𝜈

⎤⎦ ,

Δ(3)
𝑁,𝑖 = ⟨𝑠𝑁,𝑖|𝑉

⃒⃒⃒
𝑠

(2)
𝑁,𝑖

⟩
= 0.
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Nota-se, então, que com a especificação de base utilizada no método, conseguimos
contornar a falha da TPNDIT surgida do método convencional, possibilitando então a
caracterização da dinâmica do sistema de forma analítica.

Tal afirmação decorre ao confirmarmos que os autovalores Λ𝑁,𝑖 tornam a equação
característica válida, isto é, encontramos a igualdade de ambos os lados da equação.
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