Universidade de Brasilia

Instituto de Ciéncias Exatas
Departamento de Estatistica

UM ESTUDO DA DISTRIBUICAO BETA WEIBULL
MODIFICADA: MODELANDO A FUNCAO DE TAXA DE FALHA NAO
MONOTONA

LARISSA FERREIRA SOARES ALMEIDA
ALAN CAIRO FERREIRA ROSA

Brasilia
2011



LARISSA FERREIRA SOARES ALMEIDA

ALAN CAIRO FERREIRA ROSA

UM ESTUDO DA DISTRIBUICAO BETA WEIBULL MODIFICADA:
MODELANDO A FUNCAO DE TAXA DE FALHA NAO MONOTONA

Monografia apresentada junto ao

Curso de Estatistica da Universidade de Brasilia,
na area de concentracdo de Ciéncias Exatas,

como requisito parcial a obtencdo do titulo de
Bacharel.

Orientador: Prof. Démerson André Polli

Brasilia

2011



DEDICATORIA

A minha mae, Maria Elizabeth Malaquias Ferreira,

pelo amor, confianca e dedicacéo infinita.

Aos meus familiares, que sdo essenciais a minha vida.

Aos amigos que caminham comigo e alegram a jornada.

Ao meu grande companheiro, Alan, pela paciéncia e compromisso.

Larissa F. S. Almeida

A minha mée, Lucivane Rosa Pereira, & minha irma, Lais Roberta
Rosa Patricio, e ao meu padrasto, Carlos Roberto,

tudo o que eu produzir com algum valor.

A minha amiga, Larissa, pela paciéncia e compromisso.

Alan C. F. Rosa



RESUMO

Em alguns modelos de sobrevivéncia, a suposicdo de que a funcéo de taxa
de falhas tem um crescimento ou decrescimento monoétono pode ndo ser adequado.
A proposta deste trabalho € estudar os resultados obtidos por Silva (2008) para as
distribuicbes Beta Weibull Modificada e Weibull Modificada na modelagem de dados
com funcdo de taxa de falha ndo mondtona — em especial aquelas em formato de
banheira (bathtub shape). O uso do modelo Weibull Modificado apresentou uma
melhora consideravel no ajuste aos conjuntos de dados analisados de sobrevivéncia

guando comparado a modelos usuais da teoria de sobrevivéncia.

ABSTRACT

In some survival analysis models, the assumption that the hazard fuction is
monotonic may not be appropriate. The Beta Weibull and Weibull Modified
distributions — studied by Silva (2008) - are capable of adjust survival data, especially
those in which the hazard function is bathtub shaped. The Weibull Modified model
showed better fit for the analised data sets if compared to the results obtained with

the usual models.
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1 INTRODUCAO

Em alguns modelos de sobrevivéncia a suposi¢cao de que a funcdo de taxa de
falha tem um crescimento ou decrescimento monétono pode néo ser adequado, pelo
fato do risco ter a chamada forma de banheira (bathtub shape). Exemplos de
cenarios nos quais a funcéo de risco apresenta tal formato sdo dados de tratamento
cirdrgico para tumores, no qual ocorre a recidiva — o risco de 6ébito no pos-operatorio
imediato € alto, sofre um rapido decréscimo e, na recidiva, o risco de 6bito sobe
rapidamente — e confiabilidade de equipamentos eletrénicos — 0s equipamentos
tendem a falhar nos primeiros dias de uso, e caso ndo falhem neste periodo
somente terdo um risco consideravel apds algum tempo de uso. Nos dois cenarios

apresentados a funcao taxa da falha apresenta o chamado formato de banheira.

Uma alternativa para modelar o risco de falha com comportamento similar ao
exposto acima séo as chamadas distribuicdes Beta Generalizadas que tem recebido
consideravel atencdo nos ultimos anos, em particular depois dos recentes trabalhos
de Eugene et al. (2002) e Jones (2004). A proposta deste trabalho € estudar os
resultados obtidos por Silva (2008) para as distribuicbes Beta Weibull Modificada e
Weibull Modificada na modelagem de dados com funcgéo taxa de risco ndo monotona
— em especial aquelas com formato de banheira (bathtub shape). Esta distribuicdo
apresenta funcdo de sobrevivéncia e funcdo de taxa de falha analiticamente
explicitas, o que favorece o seu uso para estudar o comportamento do tempo de

sobrevivéncia.

Serdo aplicadas técnicas paramétricas e ndo paramétricas para verificar o
ajuste dos conjuntos de dados a situacdo proposta. Em seguida, verificar-se-a a
adequacao dos modelos supracitados. O resultado esperado € que este modelo
ajuste melhor o conjunto de dados cuja funcdo de taxa de falha tenha forma de

banheira.

Em suma, sdo objetivos deste trabalho estudar as distribuicbes Beta
Generalizadas em Analise de Sobrevivéncia e ajustar modelos de sobrevivéncia
para dados cuja funcdo de taxa de falha seja ndo monétona, usando tais

distribuicdes.



2 ANALISE DE SOBREVIVENCIA

A Analise de Sobrevivéncia engloba um conjunto de métodos e modelos
destinados a analise estatistica de dados de sobrevivéncia — cuja caracteristica é ter
como variavel resposta o tempo até a ocorréncia de um evento de interesse, o qual
pode ser a recidiva de uma doencga, a faléncia de uma empresa ou a quebra de um
aparelho eletrénico. Nesses casos, nem sempre as técnicas de andlise tradicionais
sdo vdlidas devido a presenca de censura, ou observacao parcial da resposta, cujo

conceito sera definido mais a frente.

Cabe ressaltar que a Andlise de Sobrevivéncia € uma das areas da Estatistica
gue mais cresceu nos ultimos anos e que esse crescimento esta intrinsicamente
ligado ao aprimoramento de técnicas estatisticas combinadas ao uso de
computadores cada vez mais velozes e com poderosa capacidade para

processamento de dados.

O Modelo de Regressao de Cox (Cox, 1972) foi uma grande contribuicdo na
area, pois abriu uma nova fase na modelagem de dados clinicos por sua
versatilidade. A principal razdo dessa popularidade € a presenca do componente
nao paramétrico, o que torna o modelo bastante flexivel. Na década de 80, o artigo
de Cox em que o modelo foi descrito constava como 0 segundo mais citado na

literatura estatistica, ultrapassado apenas pelo artigo de Kaplan e Meier (1958).

A variavel resposta nos estudos de sobrevivéncia é, geralmente, o tempo até
a ocorréncia de um evento de interesse. Esse periodo é denominado tempo de
falha, podendo ser o tempo até a morte de um paciente, cura de uma doenca ou até
mesmo sua recidiva. O tempo inicial, a escala de medida e o evento de interesse
(falha) sdo os elementos que compde o tempo de falha. Por isso, 0 marco inicial do
estudo deve ser claramente especificado, assim como a definicdo de falha. Em
estudos aleatorizados, a data de aleatorizacdo € a escolha natural para o comeco do

acompanhamento — data do diagndstico ou inicio do tratamento, por exemplo.

A principal caracteristica que diferencia a Andlise de Sobrevivéncia das outras

areas da Estatistica é que os dados de sobrevivéncia, geralmente, apresentam



censura. As censuras acontecem quando a informagédo do tempo de sobrevivéncia
para algumas observagBes é incompleta. Isso implica que toda a informacgéo
referente a varidvel resposta se resume ao conhecimento de que o tempo de falha é

diferente do tempo de censura.

A presencga de censura nos conjuntos de dados amostrais requer técnicas
estatisticas especializadas para acomodar a informacdo contida nessas
observacdes. Com raras excecdes, 0s mecanismos de censura na maior parte dos
estudos observacionais sao desconhecidos. Entdo, é necessario fazer suposicées
sobre eles quando sdo utilizadas técnicas estatisticas usuais para analise dos
dados.

Ha trés mecanismos conhecidos de censura: a censura do tipo | que ocorre
guando o estudo é terminado ap6s um periodo pré-estabelecido de tempo — os
elementos cujo evento de interesse ndo foi observado sédo considerados
censurados; a do tipo Il é aquela em que o estudo é concluido assim que o evento
de interesse ocorrer em um numero determinado de observacbes; e, por fim, a
censura aleatdria acontece quando h& perda de observacgdes no decorrer do estudo
sem que o evento de interesse tenha ocorrido. E comum em estudos clinicos a

ocorréncia simultanea das censuras do tipo | e aleatéria.

Além disto, as censuras podem ser classificadas como a direita, a esquerda
ou intervalar. Partindo da suposicdo do modelo que todos os elementos amostrais
sofrerdo a falha, se a falha ocorre apos o elemento amostral ser censurado (a falha
fica a direita do tempo observado) se diz que houve uma censura a direita; por outro
lado, se o elemento amostral sofreu a falha antes da observacdo (a falha fica a
esquerda do tempo observado) se diz que houve uma censura a esquerda; por
ultimo, se a falha ocorre entre dois instantes de observacao (em um intervalo) se diz

gue houve uma censura intervalar.

Um tipo mais geral de censura acontece quando o tempo de sobrevivéncia de
um individuo, T;, ocorre entre dois valores, isto é, T; € [L;,U;], sendo que L; < T; <
U;. Para individuos cujo evento de interesse ocorreu nesse intervalo, sabe-se que 0

tempo de sobrevivéncia €, no minimo, L; e, no maximo, U;. Note que tempos de



falha exatos, bem como tempos censurados a direita e & esquerda, sdo casos

especiais de dados de sobrevivéncia intervalar.

Uma representacdo simples do mecanismo de censura a direita - presente
nos conjuntos de dados analisados no capitulo 7 deste relatério - é feita utilizando
duas variaveis aleatdrias. Suponha que o tempo de falha de uma observacédo seja
representado pela varidvel aleatéria T; e o tempo de censura associado a essa
observacgéo seja ¢;. Entdo, os tempos observados consistem em t; = min(T;, C;) € 0

indicador de falha é dado por

5 = {1S€TiSCi
i OseTl->Cl-'

Observe que se todo C; = C, uma constante fixada para o estudo, tem-se a

censura do tipo |.

A censura pontual ocorre quando as observacdes sao feitas entre os tempos
T, e T, e o tempo de sobrevivéncia é conhecido. Isso ilustra situacbes em que o
monitoramento dos dados é frequente ou a ocorréncia do evento é bem

documentada.

Na Figura 1, cada linha representa o periodo de risco para cada observacao.
Aquelas terminadas em asterisco (*) indicam que o evento de interesse ocorreu e as
terminadas em um ponto aberto (0) indicam a ocorréncia de um evento diferente

daquele esperado.

>
*

w
*

D, C =]

E

Te T,

Figura 1: Exemplos de censura pontual
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Supondo que as observacdes se refiram a pacientes acompanhados em um
estudo clinico, para o individuo A o tempo de falha é conhecido; logo, ele ndo é
censurado. Ja para o individuo B, o periodo de risco comeca durante o tempo de
observacédo e o evento ocorre apés T,. O tipo de censura nesse caso é a direita.
Para o individuo C, a observacdo também é censurada a direita, pois um evento

diferente daquele de interesse ocorre, e assim por diante.

E importante notar que mesmo as observacdes censuradas devem ser
usadas na analise estatistica, pois, mesmo incompletas, fornecem informacfes
sobre o tempo de sobrevivéncia e a sua omissdo pode resultar em conclusdes

viciadas (em geral subestimando o tempo médio de sobrevivéncia).
2.1 Funcéo de sobrevivéncia e fungcao de taxa de falha

O tempo de sobrevivéncia de um individuo é denotado pela variavel aleatoria
T. A distribuicdo de probabilidade destes tempos de sobrevivéncia pode ser
representada por duas fun¢des que sao particularmente (teis e bastante usadas
para ilustrar diferentes aspectos dos dados em aplicacbes de sobrevivéncia: a

funcao de sobrevivéncia e a funcéo de taxa de falha (ou risco).

Suponha que a variavel aleatoria T tenha uma distribuicdo de probabilidade
com fungéo densidade de probabilidade f(t). A funcédo de distribuicdo de T é entédo

dada por
F(t) =P(T <t) = [ f(w)du (2.1)

e representa a probabilidade de que o tempo de sobrevivéncia seja menor ou igual a
t. A funcdo de sobrevivéncia denotada por S(t) € definida, entdo, como a

probabilidade do tempo de sobrevivéncia ser maior que t. Em termos probabilisticos,

S(t) =P(T >t). (2.2)
ou, escrevendo em termos da funcao de distribuicéo,
S(t) =1—-F(t). (2.3)
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Para descrever a funcdo de sobrevivéncia é comumente utilizada uma
representacdo grafica de S(t) que é chamada curva de sobrevivéncia. Ela pode ser
usada para comparar distribuicdes de sobrevivéncia entre dois ou mais grupos. E
importante salientar que se tratando de distribuicdes de sobrevivéncia assimétricas,
a média ndo deve ser usada para descrever a tendéncia central da distribuicéo,
sendo que o tempo mediano de sobrevivéncia (0 tempo no qual a probabilidade de

sobreviver é 50%) é o usualmente aceito.

|
0.9 } Tratamento2 ————
= Tratamentol —————-
0 i I
g 0.8 i
' Censura +
f“;’ 0.7 1 B it et ]
> I
£ os :
o > |
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o 0.5 L _______
® i
]
< 0.4 4 :
3 !
= 0.3- i
= .
g 0.2 1
[]
S
& 014
0 —— ettt ——t—t
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Tempo de sobrevivéncia (dias)
Cntical Care

Figura 2: Exemplo de curvas de sobrevivéncia
Fonte: BEWICK, V.; CHEEK, L.; BALL, J. (2004). Statistics Review 12: survival analysis. Crit Care.

As curvas de sobrevivéncia ilustradas na Figura 2 indicam que durante todo o
acompanhamento o tempo de vida € maior para as observacdes referentes ao
Tratamento 1 do que para aquelas referentes ao Tratamento 2, bem como a
probabilidade de sobrevivéncia ao longo do tempo. Podem ser estimados também
os tempos medianos de sobrevivéncia, que sdo os tempos nos quais 50% das

observacdes falham. Observe a linha vermelha destacada no gréfico.

A funcéo de risco ou hazard rate, como também € chamada a funcdo de taxa

da falha, € a definida por

P(t<T<t+At|Tzt)

h(t) = limy;g AL

(2.4)
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Assumindo At bem pequeno, h(t) representa a taxa de falha instantanea no
tempo t condicional a sobrevivéncia até o tempo t. As taxas de falha sdo niumeros
positivos, mas sem limite superior. A funcdo de taxa de falha é muito util, pois

descreve como a taxa instantéanea de falha muda com o tempo.

A funcéo de risco também pode ser descrita como a razdo entre a funcéo
densidade de probabilidade e a prépria funcao de sobrevivéncia e como o resultado
da derivacao do logaritmo neperiano da funcdo de sobrevivéncia. Dessa forma, uma
importante relacdo entre a fungéo de sobrevivéncia e a funcao de risco, quando se

trata de variaveis continuas, € apresentada a seguir:

h(t) = % = —< (logS(t). (2.5)

Neste trabalho sera dado enfoque em fungdes taxa de falha ndo monétonas,
em especial aquelas tratadas na literatura como bathtub shaped ou em formato de
banheira. Elas caracterizam processos nos quais ha trés padrdes para a funcdo ao
longo do tempo: o periodo em que h(t) decresce a medida que t cresce, a regiao de
risco padrao (h(t) ndo se altera significativamente com t) e o periodo em que h(t)
cresce a medida que t cresce. O exemplo classico de taxa de falha em formato de
banheira € a ocorréncia de 6bito por causas naturais (um recém-nascido tem alto
risco mas decresce logo no inicio do tempo de vida, a medida que envelhece este
risco fica praticamente constante e volta a crescer na terceira idade). O mecanismo
de formacdo deste tipo de curva encontra-se explicitado na Figura 3, onde esta

definida pela linha azul no grafico.

Decreasing Constant Increasing
Failure
Rate

Failure
Rate

Failure
Rate

Observed Failure
Rate

[.Early
%"Infant
‘.‘ Mortality"

'.‘ Failure

Constant (Random)
Failures

Failure Rate

Figura 3: Estrutura da funcao taxa da falha em forma de banheira
Fonte: BATHTUB Curve. In: Wikipédia: a enciclopédia livre.
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Outra funcéo util em analise de dados de sobrevivéncia é a funcdo de taxa de
falha acumulada. Esta funcéo, como o préprio nome sugere, fornece a taxa de falha
acumulada do individuo e é definida por

A®) = [ h(w)du = —logS(t). (2.6)

Essa funcao ndo tem uma interpretacao direta, mas pode ser (til na avaliagéo
da funcdo de taxa de falha. Isto acontece essencialmente na estimagdo nao
paramétrica em que A(t) apresenta um estimador com propriedades 6timas e h(t) é

dificil de ser estimada.
2.2 Estimador de Kaplan-Meier

Em 1958, Kaplan e Meier propuseram um estimador ndo parameétrico para a
funcdo de sobrevivéncia para uma amostra que continha dados censurados. Este
estimador ficou conhecido como estimador de Kaplan-Meier ou estimador limite-
produto. Segundo Colosimo e Giolo (2006), este estimador € o mais utilizado em
estudos clinicos e vem ganhando cada vez mais espaco em estudos de

confiabilidade.

O estimador ndo paramétrico de Kaplan-Meier para a funcédo de sobrevivéncia

€ uma adaptacédo da funcéo de sobrevivéncia empirica que € definida como

n°de observagbes que néo falharam até o tempo t (2 7)

S() =

n°total de observagbes no estudo

em que S(t) é uma funcdo escada com degraus nos tempos observados de falha.
Como o que determina o tamanho do degrau é o numero de falhas que ocorrem no

tempo t, para uma amostra de tamanho nem que nao ocorrem censuras ou

empates, o tamanho dos degraus sera 1/n.

Na sua construcéo, o estimador de Kaplan-Meier considera tantos intervalos
de tempo quantos forem o nimero de falhas distintas e os limites dos intervalos de

tempo séo os tempos de falhas da amostra.



14

O estimador de Kaplan-Meier é definido como:

le—d]' d

5O = Meyee (52 = My (1 -2 28)
emque t; <t, < - <ty 0s k tempos distintos e ordenados de falha, d; o nimero de
falhas em t;, j=1,..,ke njo nimero de individuos sob risco em t;, ou seja, 0s

individuos que ndo falharam e ndo foram censurados até o instante imediatamente

anterior a t;.

Em suas publicacdes, autores como Breslow e Crowley (1974) e Kaplan e
Meier (1958) mostram a consisténcia e a normalidade assintética de S(t) sob certas
condicBes, bem como provam que este € o estimador de maxima verossimilhanca
de S(t).
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3 MODELO BETA GENERALIZADO

Em andlise de sobrevivéncia, ha conjuntos de dados em que a funcao de taxa
de falha € ndo mondétona — e um caso particular de interesse é o formato de
banheira (bathtub). Com isso, os modelos tradicionais de sobrevivéncia né&o
apresentam um bom ajuste. Uma alternativa que recentemente tem sido explorada
sdo as chamadas distribuicbes Beta Generalizadas, que consistem em uma
extensdo da densidade de probabilidade original por meio de uma composi¢cdo com
uma densidade da distribuicéo Beta.

Partindo da densidade de uma distribuicdo Beta dada por

Flx) = @xa—l(l — x)b-1 (3.1)

, na qual B(a,b) = folwa‘l(l — w)?'dw, a distribuicio Beta Generalizada tem a

funcao de probabilidade acumulada dada por

G(x) = f:(”ﬁwa—lu — w)’'dw, w € [0,1] (3.2)

em que F(x) é a probabilidade acumulada original da variavel aleatoria X, a >0 e
b > 0 sdo os parametros adicionais ao modelo, introduzidos pela transformacédo da
distribuicdo Beta. A densidade de probabilidade da distribuicdo Beta Generalizada é

dada por

1
B(a,b)

FG)* 1 (1-F))  f(x). (3.3)

g(x) =
3.1 Aplicacdo do modelo em Analise de Sobrevivéncia

A funcédo de probabilidade acumulada de uma distribuicdo Beta Generalizada

pode ser escrita como

G(x) = Br(ab) (3.4)

B(a,b)



16

em que Br(,(a,b) representa a fungdo Beta Incompleta, ou seja, a funcdo Beta

integrada no limite entre 0 e F(x).

A respectiva funcdo de sobrevivéncia é

B(a,b)—Brp(yx(a,b
S()=1-6(x) =22 B(af;)ﬂ“ ) (3.5)

e a funcéo de taxa de falha correspondente é

_ g _ F@(1=F@) @)
h(x) = Sx)  B(ab)-Brm(ab) (3.6)

Ghitany (2004) mostra que a funcao de taxa de falha € ndo monotona quando
o0<ax<l.

3.2 Distribuicdo Weibull

Nesta secdo sera apresentada brevemente a distribuicdo Weibull. Estas
explanacdes sédo essenciais para dar suporte ao desenvolvimento tedrico da
distribuicdo Beta Weibull Modificada.

A distribuicdo Weibull € amplamente utilizada em analise de sobrevivéncia por
apresentar varias formas com uma mesma caracteristica: funcéo de taxa de falha é

monadtona.

A funcéo de distribuicdo Weibull com trés parametros é dada pela equacéo

F(x)=1—exp [— (xgi)y] X =T (3.7)

Os parametros T > 0, e y,6 > 0 séo, respectivamente, locagéo, forma e escala

da distribuicdo. Fixando t = 0, se obtém a distribuicdo Weibull usual, que é dada por
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o\
F(x)=1—exp [— (E) ] (3.8)
3.3 Distribuicdo Weibull Modificada

Lai et al. (2003) propde uma generalizacdo da distribuicdo Weibull usual. Tal
distribuicdo, que tem como parametros 1,v >0 e B >0, apresenta a funcdo de

distribuicdo acumulada dada por
F(x)=1- exp{—lxﬁexp(vx)} (3.9
e a funcao densidade dada por
flx) = AxP-1(p + vx)exp{—lxﬁexp(vx)}, x> 0. (3.10)

Os parametros Ae (sdo, respectivamente, parametros de escala e forma da
distribuicdo Weibull Modificada (WM). Segundo Silva (2008), o parametro v é uma
espécie de aceleracdo do tempo de sobrevivéncia e funciona como um fator de
fragilidade na sobrevivéncia do individuo quando o tempo aumenta. Quando

0 < B <1, afuncéo de taxa de falha apresenta forma de banheira.

Quando v=0 na equacao (3.10), obtém-se a funcdo de densidade da
distribuicdo Weibull. Fixando v=0 e =1 a distribuicio WM torna-se a

Exponencial, a distribuicdo Rayleigh € obtidacomv=0e = 2.
3.4 Distribuicdo Beta Weibull Modificada

A distribuicdo Beta Weibull Modificada (BWM) proposta por Silva (2008) sera
utilizada neste trabalho para modelar dados cuja funcdo de taxa de falha € néo
monodtona. Entretanto, a BWM néo é a Unica distribuicdo Beta Generalizada que

pode ser usada para modelar as taxas de falha em forma de banheira (bathtub).

A modificacdo Beta nao define apenas uma distribuicdo de probabilidades,

mas sim uma familia de distribuicbes. Apesar de existirem alternativas para a
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modelagem da taxa de falha em forma de banheira (bathtub), a vantagem de se usar
a distribuicio BWM é que a partir dela se obtém um conjunto de novas distribuigbes

da mesma familia (ver detalhes na proxima secao).

Substituindo a funcéo de distribuicdo F(x) da equacédo (3.2) pela funcdo de
distribuicdo Weibull Modificada, se obtém a funcdo de distribuicdo Beta Weibull

Modificada, que é dada por

1 1—exp{—/1x3exp(vx)} _ _
GO =55 o w7 (1 - w)’ dw. (3.11)

A funcéo de densidade, que € obtida utilizando-se a equacéo (3.3), &

3 AxP~1(B + vx) exp(vx)
glx) = Bab)

[1— exp{—2xF exp(vx)}]a_1 exp{—bAxf exp(vx)},x > 0.

(3.12)
A funcéo de taxa de falha da BWM é dada por

AxB~L(B+vx)exp(vx)
B(a,b)B )(a,b)

h(x) = [1 — exp{—AxPexp(vx)}]* ' exp{—bAxF exp(vx)},x > 0

1—exp {—Axﬁ exp(vx

(3.13)

1—exp{—/1xﬁexp(vx) _ _
emque Bl—exp{—lxﬁexp(vx)(a’ b) = fo W (1 - w)’ dw .

Observe que a distribuicdo BWM possui cinco parametros, isto torna a funcao

de taxa de falha mais flexivel com relacdo a sua forma.
3.5 Casos especiais da Beta Weibull Modificada
Distribuicdo Beta Weibull

Fixando o parametro v = 0 da BWM, tem-se a distribuicdo Beta Weibull (BW),

em que a funcado de densidade é

ﬁ_
g(0) = 2B 1 — exp{—AxP}]¢ "t exp{—bAx*},x > 0. (3.14)

B(a,b)
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A funcéo de taxa de falha da BW € dada por

AxB-1p

h(x) = 1 — exp{—AxF}]% L exp{—bAxF},x > 0. (3.15)

B(a,b)B (a,b) [

1—exp{—/1xB}
Distribuicdo Beta Exponencial

Quando v=0 e g =1 da BWM, obtém-se a distribuicio Beta Exponencial

(BE) com densidade dada pela equagéo

A
B(a,b)

glx) = [1 — exp{—Ax}]% ! exp{—bAx},x > 0. (3.16)

A funcéo de taxa de falha é dada pela equacao

A
B(a,p)B1—exp{-ax}(a,b)

h(x) =

[1— exp{—Ax}]* ! exp{—bAx},x > 0. (3.17)

Esses ndo sdo 0s Unicos casos especiais da distribuicdo BWM, a propria

distribuicdo Weibull € obtida com a = b = 1 e v = 0. Para detalhes, ver Silva (2008).
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4 METODO DE MAXIMA VEROSSIMILHANCA

De maneira geral, dado um conjunto de dados e um modelo estatistico, o
método de maxima verossimilhanca estima os valores dos diferentes parametros do
modelo estatistico de maneira a maximizar a probabilidade de a amostra observada

ocorrer. A funcéo de verossimilhanca para um parametro genérico 6 é expressa por
L(6) = 1= £ (t:; 6) (4.1)

supondo que f(t) seja a funcdo de densidade da populacdo. Para compor essa
funcao, as observacgdes néo censuradas contribuem com a sua funcéo de densidade
e as censuradas contribuem com a sua funcao de sobrevivéncia, em se tratando de
casos de censura a direita. Entdo, assumindo que sua distribuicdo ndo depende dos

parametros de interesse, tem-se a funcao de verossimilhanca com censura,

L(8) = TTiz, £ (6 0)% S(ti; 6)' %% . (4.2)

4.1 Estimacdo de Maxima Verossimilhanca

Seja uma amostra aleatoéria (ty, 8;), ..., (t,, 8,,), em que t; = min(T;,C;), §; € 0
indicador de falha, T;segue distribuicio BWM (a,b,a,y,A) e T;e C; sdo variaveis
aleatdrias independentes que representam o tempo de falha e o tempo de censura,
respectivamente. Considerando a reparametrizagéo A =A1; F e a presenca de

censura a direita, Silva (2008) define

1(6) = —rlog[B(a, b)] + Xicr{llog(p +vt;)] +logé; —logt;} + (a — 1) Xjer log{l —
exp(—&)} — b Yicr & + Yiec 108{1 — Rp1—(exp(-ep (@ b)}
(4.3)

em que ¢&; = AIBtiBexp(vti), r € 0 niumero de observacdes ndo-censuradas, F € 0
conjunto de observacdes nao-censuradas, € é o0 conjunto de observacoes

censuradas € Rpj—(exp(-£,))](@ b) = Bli—(exp(-£,)1(a, b)/B(a, b), que denota a funcéo
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razdo Beta incompleta. O indicador de censura §; € considerado nos somatorios —
guando §; = 1 a observagao pertence ao conjunto F ou a observacdo pertence ao
conjunto C caso contrario. O uso de logaritmo é justificado pelo fato de a
maximizacdo do logaritmo de uma funcdo é, em geral, mais simples e produz os

mesmos resultados da maximizagao da fungao original.

Para encontrar as estimativas de maxima verossimilhanca (EMV) da
distribuicdo BWM h& a necessidade de trabalhar com métodos numéricos, isto
ocorre porque a expressao nao apresenta forma analitica fechada para os EMV dos
parametros da distribuicdo BWM. Entdo, maximizando o logaritmo da funcdo de
verossimilhanga e empregando um algoritmo de otimizagdo nao linear, como
Newton-Raphson ou um algoritmo quase-Newton (sendo o BFGS € um dos mais
populares dentre a classe dos métodos quase-Newton), pode-se obter os

estimadores de maxima verossimilhanga.

As estimativas apresentadas no capitulo 7 foram calculados usando o

software R por meio do comando constrOptim (ver Apéndice A).
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5 FORMA DA FUNCAO DE TAXA DE FALHA

A funcdo de taxa de falha definida anteriormente pode assumir diversas
formas — no caso deste trabalho, o foco sdo aquelas que apresentam forma de
banheira. Portanto, fez-se necessario definir um método para identificacdo de
modelos mais adequados para essas formas. A curva TTT (Tempo Total em Teste)
possibilita a andlise grafica do comportamento do tempo de sobrevivéncia. Proposta
por Barlow & Campo (1975) e estudada por Bergman (1979), € uma ferramenta

muito Gtil em situagdes em que ha informacdes qualitativas sobre a curva de risco.

0.0 1.0

Figura 4: Curvas TTT de distribuicdo exponencial (diagonal pontilhada) e de algumas distribui¢cdes
com funcéo de taxa de falha em formato bathtub
Fonte: AARSET, M. V. (1985). The Null Distribuition for a Test of Constant versus “Bathtub” Failure
Rate.

Bergman (1979) sugere que se faca um procedimento para identificacdo de
distribuicbes com funcéo de taxa de falha em formato bathtub pela comparacdo com

a distribuicdo exponencial.

Este grafico é construido a partir das quantidades

G/n) = Bk Tin) + (0 =1)T /271 Tin e "/n (5.1)
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emquer=1,..,neT.,, i=1,..,n sdo estatisticas de ordem da amostra.

Aarset (1987) demonstra a relacao entre as possiveis formas assumidas pela
curva TTT e a forma da funcdo de taxa de falha. Caso a curva seja convexa ou
cbncava, a funcdo tem decrescimento ou crescimento monotono, respectivamente;
caso resulte em uma reta diagonal, trata-se de uma fungéo de risco constante. Por
fim, é possivel determinar que se trata de uma funcéo de taxa de falha em forma de

U caso comece como uma curva convexa e depois torne-se concava.
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6 SELECAO DO MODELO

6.1 Critério de Informacéo de Akaike (AIC)

O critério de informacado proposto por Akaike (1974) € uma medida relativa da
qualidade do ajuste de um modelo estatistico paramétrico estimado pelo método de
maxima verossimilhanca. O AIC é definido por

AIC = —2(log EMV) + 2(numero de parametros). (6.2)

Esta € uma ferramenta para selecdo de modelos, ndo é um teste de hipéteses
— portanto, ndo faz sentido falar de significancia ou p-valor. Dado varios modelos
concorrentes, pode-se classifica-los de acordo com o seu AIC, sendo que aqueles
gue apresentarem o menor valor para este critério sdo considerados melhores do
gue os outros. Ou seja, essa medida n&o define se um modelo é apropriado, apenas

permite concluir se este € melhor do que os demais testados.

6.2 Teste de Kolmogorov-Smirnov

Para verificar se a distribuicdo de probabilidade utilizada ajusta-se a série de
dados disponivel, pode-se aplicar alguns testes ndo paramétricos, tais como o do X2

(Qui-quadrado) e o de Kolmogorov-Smirnov.

Assis et al. (1996) define que no teste de aderéncia por Kolmogorov-Smirnov
considera-se F(x) a funcéo de distribuicdo acumulada assumida para os dados e
H(x) a funcdo de distribuicAo acumulada empirica, com Dg,s igual ao modulo do

desvio maximo observado:
D,ps = max|F(x) — H(x)]. (6.3)
Comparando-se D,,s com o desvio maximo tabelado, conclui-se que existe

concordancia entre as funcdes de distribuicdo se D, for menor do que o valor

tabelado.
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No contexto deste relatério, considere F(x) como sendo a estimativa obtida
pelo estimador de Kaplan-Meier e H(x) como sendo a estimativa obtida pela

distribuicdo em teste.
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7 ANALISE DOS CONJUNTOS DE DADOS

O conjunto de dados analisado nas se¢des subsequentes esta disponivel no
sitio http://my.clevelandclinic.org/professionals/software/hazard/downloads.aspx,
cujos arquivos e informacdes disponibilizados sdo mantidos e desenvolvidos por The
Cleveland Clinic Foundation. A referida clinica € em um centro de medicina sem fins
lucrativos, que oferece tratamento clinico e hospitalar e é tida como referéncia no
desenvolvimento de pesquisas e na formacdo de profissionais na area de saude.
Sua sede esta localizada na cidade de Cleveland, que fica no estado de Ohio nos

Estados Unidos.

Neste Capitulo, serda adotada a seguinte legenda referente aos bancos de

dados analisados:

e KUL DEATH: intervalo, em meses, para a ocorréncia de 6bito apos
cirurgia realizada para o tratamento de isquemias cardiacas em 5880
pacientes atendidos entre 1971 e 1987 na Catholic University of

Leuven;

e VVS DEATH: intervalo, em meses, para a ocorréncia de Obito apos
primeira cirurgia para substituicdo de valvula cardiaca em 1533

pacientes.

A porcentagem de observacfes censuradas € de 77,95% e de 90,73%,

respectivamente.

7.1 Curva TTT

Para ilustrar com clareza a diferenca entre as possiveis formas assumidas
pela curva TTT, as Figuras 5 e 6 dao indicacbes do comportamento da funcédo de

taxa de falha.
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TTT plot
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Figura 5: Curva TTT para a variavel VVS DEATH
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Figura 6: Curva TTT para a varidvel KUL DEATH

Conforme explanado no capitulo 5, a variavel KUL DEATH apresenta funcao
de taxa de falha em forma de banheira. Ja a variavel VVS DEATH apresenta a

referida fungcdo monotonamente decrescente.

7.2 Comparacédo entre Estimador de Kaplan-Meier, Modelo Weibull e Modelo
Weibull Modificado

Uma ideia amplamente utilizada para selecdo de modelos € comparar as
estimativas para a funcdo de sobrevivéncia e optar pelo modelo paramétrico cujos
pontos no gréafico estejam préximos da curva obtida pela funcdo de sobrevivéncia

empirica dada pelo estimador ndo paramétrico de Kaplan-Meier, assumido como
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padrdo de comparacdo por ser o estimador de maxima verossimilhanca de S(t).
Observa-se abaixo as curvas de sobrevivéncia estimadas pelo modelo Weibull (linha
pontilhada em vermelho) e pelo estimador de Kaplan-Meier e seus intervalos de
confianca para variaveis VVS DEATH e KUL DEATH, respectivamente. Confirmou-
se que o modelo paramétrico supracitado ndo é adequado ao segundo conjunto de

dados.

0.4

02
I

Figura 7: Funcbes de sobrevivéncia estimadas a partir do modelo Weibull e do estimador de Kaplan-
Meier para a variavel VVS DEATH
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Figura8: Funcdes de sobrevivéncia estimadas a partir do modelo Weibull e do estimador de Kaplan-
Meier para a variavel KUL DEATH

E interessante notar que o modelo Weibull superestimou a funcéo de

sobrevivéncia nos dois casos.
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Figura 9: Graficos das sobrevivéncias estimadas por Kaplan-Meier versus as sobrevivéncias

estimadas pelos modelos Weibull e Weibull Modificado para a variavel VVS DEATH
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Figura 10: Gréficos das sobrevivéncias estimadas por Kaplan-Meier versus as sobrevivéncias

estimadas pelos modelos Weibull e Weibull Modificado para a variavel KUL DEATH

A Figura 10 ilustra com clareza que o modelo Weibull Modificado apresentou
um ajuste melhor aos dados da variavel KUL DEATH. Isso era esperado, pois, como
ja foi mencionado, a distribuicdo Weibull apresenta funcdo de taxa de falha
estritamente crescente, decrescente ou constante. No caso da variavel VVS DEATH,

a melhora na acomodacao dos dados pelo modelo modificado foi discreta.



7.3 Estimativas de Maxima Verossimilhanca e AIC

Tabela 1: EMV para sub-modelos da BWM e os valores do critério AIC
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Parametro
Variavel Modelo AIC
a b A U
VVS DEATH Weibull
- -| 0,8598 7,025 3765,8
Weibull Modificado 1 1| 0,0502 0,059 3750,4
KUL DEATH Weibull
- -l 0,5199 7,925 7875,4
Weibull Modificado 1 1| 0,0128| 0,2787 0,012| 7577,8

7.4 Teste de Kolmogorov-Smirnov

Tabela 2: Teste de Kolmogorov-Smirnov

' Teste de Kolmogorov-Smirnov
Variavel Modelo :
Estatistica p-Valor
VVS DEATH Weibull vs. Kaplan-Meier 0,15 <0,0001
Weibull Modificado vs. Kaplan-Meier 0,068 0,01394
KUL DEATH Weibull vs. Kaplan-Meier 0,1758 <0,0001
Weibull Modificado vs. Kaplan-Meier 0,0389 0,01873

Os resultados acima indicam que o modelo Weibull Modificado apresenta o
menor valor para o AIC entre os modelos ajustados e, portanto, pode ser escolhido
como mais indicado para analise dos dados. Além disso, o teste de aderéncia de
Kolmogorov-Smirnov reforca essa escolha, pois mostra que ndo ha evidéncias para
rejeitar a hipétese de aderéncia entre o modelo Weibull Modificado e o estimador de
Kaplan-Meier. Para esse teste, rejeita-se H, ao nivel de significancia de 1%, assim

definido pois as amostras sdo grandes nos dois casos.
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8 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, foram estudadas distribuicbes modificadas que, por sua
flexibilidade, acomodam dados que frequentemente n&o apresentam bom ajuste
quando submetidos a técnicas da teoria de sobrevivéncia classica. O algoritmo para
implementacdo do modelo BWM apresentou dificuldade para convergir. Em um
primeiro momento, tentou-se obter chutes para os parametros a partir de
submodelos - isso porque o modelo é muito sensivel aos valores inicias dos
parametros - e, ainda assim, néo foi possivel fazer com que houvesse convergéncia.
Uma provavel justificativa seria a de que o algoritmo estaciona em pontos de
maximos locais, ndo atingindo o maximo global. Com isso, foi necessario fixar a = b
= 1, reduzindo o modelo ao submodelo Weibull Modificado, que é capaz de modelar

dados cuja funcéo de taxa de falha apresenta forma de banheiro quando 0 <3 < 1.

O modelo WM mostrou-se mais adequado para acomodar os dados de
sobrevivéncia estudados. Esse resultado ja era esperado, pois este apresenta maior

numero de parametros do que o modelo Weibull tradicional.
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APENCIDE A - Algoritmo para implementac&o do Modelo Weibull Modificado

library(survival)
ibeta = function(x, a, b) { pbeta(x, a, b) * beta(a, b) }

# Ajusta o modelo Modified Weibull

# _____________________________________________________________________
1l.mw = function(par, T, dt) {

alpha = par[1l]

gamma = par[2]

lambda = par[3]

failure = sum(dt) * log(alpha) +
sum(dt * (log(gamma + lambda * T) + (gamma - 1) * log(T)
+ lambda * T)) -
sum(dt * alpha * T"(gamma) * exp(lambda * T))

censored = sum((l1 - dt) * alpha * T"(gamma) * exp(lambda * T))
failure - censored

}

S.mw = function (par, T) {

alpha = par[1l]
gamma = par[2]
lambda = par[3]
exp (-alpha * T" (gamma) * exp(lambda * T))

—

Parametrizacao da Weibull no modelo do Gauss:

f(x) = alpha * x*(gamma - 1) * (gamma) * exp( - alpha * x”(gamma) )
Parametrizacao da Weibull no rweibull - shape a, scale b

f(x) = a* x"(a-1) * (1/b)%a * exp( - x*a * (1/b)" a )

entao,

gamma = a
alpha (1/b)~a --> 1/alpha~(1/a) = b

Parametrizacao do survreg()

f(x) = (1/s) * x*((1/s) - 1) * (1/exp(l))"(1/s) * exp( - x"(1l/s) *
1/b)~(1/s) )
scale =1/a ---> a = 1/scale
intercept = log(b) ---> b = exp(intercept)
survreg's scale = 1/ (rweibull shape)

survreg's intercept = log(rweibull scale)

Finalmente: reparametrizando o do Gauss para o do Survreg

H= o o~ T 3 S o S S S o S S S S S S

gamma = 1/scale
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# alpha = exp(-gamma * intercept)

# KUL DEATH

fit = survreg(Surv(INT_DEAD, DEAD) ~ 1, data = d.kul, dist = "weibull")
summary (fit)

# Ajusta o modelo MW para obter os chutes iniciais de (alpha, gamma,
lambda)

ipar = with(fit, c(exp(-as.numeric(coefficients) /scale), 1/scale,
0.010000))

tm = proc.time ()
fit.op = constrOptim(ipar, 1ll.mw, grad = NULL, control = list(fnscale =
_l) ’
T = with(d.kul, INT DEAD), dt = with(d.kul, DEAD),
ui = matrix(c(1, 0, 0, O,
o, 1, -1, 0,
o, 0, 0, 1), nrow = 4), ci = c(0, 0, -1, 0))

fit.op
proc.time () - tm

fit.km = survfit (Surv (INT DEAD, DEAD) ~ 1, data = d.kul)

fit.wb = survreg(Surv (INT DEAD, DEAD) ~ 1, data d.kul, dist =
"weibull") B

st = with(fit.km, surv)

time = with(fit.km, time)

prob.wb = pwelbull(tlme, shape = 1/fit.wbS$scale, scale =
exp (coef (fit.wb)), lower.tail = FALSE)

prob.mw = S. (with(fit.op, par), time)

mean ( (prob.wb - st)”"2)

mean ( (prob.mw - st)"2)

png ("kul-mw-death.png")

opar = par (mfrow = c(2, 1))

plot(st, prob.wb, xlab="S(t) Kaplan-Meier", ylab="S(t) Weibull",
xlim=c (0.5, 1), ylim=c(0.5, 1))

abline(a = 0, b =1, 1lty = 2, col = 2)

plot(st, prob.mw, xlab="S(t) Kaplan-Meier", ylab="S(t) Modified

Weibull",
x1lim=c (0.5, 1), ylim=c(0.5, 1))

abline(a = 0, b =1, 1lty = 2, col = 2)

par (opar)

dev.off ()

ks.test (st, prob.wb)
ks.test (st, prob.mw)

aic.wb = 2*2 - 2*fit.wbS$loglik[1]
aic.mw = 2*3 - 2*fit.opS$value

# VVS DEAD

fit = survreg (Surv (INT DEAD, DEAD) ~ 1, data = d.vvs, dist
summary (fit)

"weibull")



# Ajusta o modelo MW para obter os chutes iniciais de (

lambda)

ipar = with(fit, c(exp(-as.numeric (coefficients) /scale),

0.010000))
ipar

tm = proc.time ()

fit.op = constrOptim(ipar, 1ll.mw, grad = NULL, control

-1) ’
T = with(d.vvs,
ui = matrix(c (1,
0,
0,
fit.op
proc.time () - tm

INT DEAD), dt = with(d.vvs, DEAD),
o, 0, O,
1, -1, 0,
0, 0, 1), nrow = 4), ci = c(0, O,

fit.km = survfit (Surv (INT DEAD, DEAD) ~ 1, data = d.vvs
1

fit.wb = survreg(Surv (INT DEAD, DEAD) ~

"weibull")

st = with(fit.km,
time = with(fit.km,

surv)
time)

prob.wb = pwelbull(time, shape = 1/fit.wb$scale, scale
exp (coef (fit.wb)), lower.tail = FALSE)

prob.mw = S. (with(fit.op, par), time)

mean ( (prob.wb - st)”"2)

mean ( (prob.mw - st)"2)

png ("vvs-mw-death.png")

opar = par (mfrow = c(2, 1))

plot(st, prob.wb, xlab="S(t) Kaplan-Meier", ylab="S(t)
xlim=c (0.5, 1), ylim=c(0.5, 1))

abline(a = 0, b =1,

lty = 2, col = 2)

plot(st, prob.mw, xlab="S(t) Kaplan-Meier", ylab="S(t)

Weibull",

xlim=c (0.5, 1), ylim=c(0.5, 1))

abline(a = 0, b =1,

par (opar)
dev.off ()
ks.test (st, prob.wb)
ks.test (st, prob.mw)

lty = 2, col = 2)

aic.wb = 2*2 - 2*fit.wb$loglik[1]
aic.mw = 2*3 - 2*fit.op$value

, data = d.kul,

alpha, gamma,

= list (fnscale

)
dist =

Weibull",

Modified

1/scale,
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