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Resumo

A regressao global pressupoe que um modelo tnico é adequado para descrever
todas as partes da regiao de estudo. No entanto, a forca dos relacionamentos entre
variaveis pode nao ser espacialmente constante. Além disso, os fatores envolvidos
sao geralmente tao complexos, que é dificil identifica-los na forma de variaveis expla-
natorias. Muitas vezes, ainda tem-se o problema de tamanho de amostra reduzido.

Com isso, surge a Regressao Geograficamente Ponderada (RGP), a fim de mo-
delar dados espaciais nao estacionarios. Utilizando funcoes kernel, a RGP gera
superficies nao paramétricas das estimativas dos parametros.

Considerando dados de contagem com superdispersao, o mais adequado ¢ utilizar
a distribuicao Binomial Negativa. Por isso, o presente trabalho propoe o modelo
de Regressao Binomial Negativa Geograficamente Ponderada (RBNGP). O modelo
aqui proposto permite que os parametros [ variem espacialmente, no entanto ainda
mantém o parametro de superdispersao « constante.

Neste trabalho, a RBNGP ¢ aplicada a um conjunto de dados reais e os resul-
tados obtidos mostram sua superioridade com respeito aos modelos concorrentes,
a saber, regressao global - Poisson e Binomial Negativa - e Regressao de Poisson

Geograficamente Ponderada.

viil



Capitulo 1

Introducao

A Regressao Geograficamente Ponderada - RGP (ou do inglés, Geographically
Weighted Regression - GWR) possibilita a modelagem espacial de dados nao es-
tacionarios. Um processo espacial ¢ dito estacionario se sua distribuicao de pro-
babilidade é invariante no espaco. Esta hipdtese, que estd presente no modelo de
regressao global, é muito restritiva, pois somente em contextos muito particulares
pode-se afirmar que um modelo tnico global representa adequadamente todas as
partes da regiao de estudo. Processos sociais, por exemplo, sao tipicamente nao
estacionarios, pois a medida de uma relacao depende em parte de onde esta medida
¢ mensurada (Fotheringham et al., 2002).

Suponha, por exemplo, que uma corretora deseje modelar o preco de um imoével
no Distrito Federal em funcao da sua érea 1til, em m?, e de uma varidvel indicadora,
que assume 1 caso o imoével tenha garagem. No entanto, o acréscimo no preco do
imével decorrente do aumento de 1 m? em sua area, ou da presenca de uma garagem,
dependera da regiao na qual esta medida foi observada. Portanto, a RGP é mais

adequada para modelar este processo nao estacionario.



No modelo RGP, a visualizacao das relacoes existentes entre a varidvel depen-
dente e as variaveis independentes pode ser feita por meio de um mapa com a
superficie das estimativas locais dos parametros e dos erros padrao associados. As-
sim, a determinacao de padroes espaciais e o entendimento de suas possiveis causas
tornam-se facilitados. Devido a complexidade do tema, nao é objetivo deste trabalho
estimar a superficie dos erros padrao, apenas das estimativas locais dos parametros.

A extensao do modelo de regressao global para o RGP é feita permitindo que os
parametros B variem no espaco, conforme a Equacao

Yi = Bolui,vi) + Zﬁk(uiu )Tk + €i (1.1)

k

onde (u;,v;) é a coordenada do i-ésimo ponto no espago, fx(u;, v;) é a realizagao da
fungao continua S (u,v) no i-ésimo ponto e ; sao erros independentes e identica-
mente distribuidos N(0, 0?) (Fotheringham et al., 2002).

Uma restri¢ao limitante do modelo bésico RGP dado pela Equagao (1.1) é que a
distribuicao dos erros ¢; deve ser Gaussiana e, consequentemente, a variavel depen-
dente y também. No entanto, em muitas aplicagoes o termo dependente nao é uma
variavel continua capaz de assumir valores negativos e positivos, como por exem-
plo a quantidade de veiculos utilizados no transporte rodoviario de cargas, assim
como dados de contagem em geral. Neste caso, o modelo gaussiano é claramente
inapropriado.

Distribuicoes mais adequadas para estas situacoes sao a Poisson e a Binomial

Negativa. O modelo RGP para a Poisson foi desenvolvido por Nakaya et al. (2005),



no entanto, nada ainda foi feito considerando a distribuicao Binomial Negativa. A
vantagem desta tltima é a possibilidade de modelar dados com superdispersao, visto
que para a distribuicao de Poisson a média e a variancia sao iguais.

Sendo assim, o objetivo geral do trabalho é a estimacgao dos parametros do modelo
de Regressao Binomial Negativa Geograficamente Ponderada (RBNGP) utilizando
os algoritmos de Newton Raphson (NR) e de Minimos Quadrados Reponderados
Iterativo (MQRI).

Os objetivos especificos sao:

e Aplicar o modelo desenvolvido em um conjunto de dados reais;

e Comparar as estimativas do modelo RBNGP com as provenientes do modelo

de regressao global Binomial Negativa;

e Comparar a RBNGP com a Regressao de Poisson Geograficamente Ponderada

(RPGP).



Capitulo 2

Regressao Binomial Negativa

2.1 Introducao

A distribuicao Binomial Negativa pertence a familia exponencial, que fornece a
base probabilistica para a classe dos Modelos Lineares Generalizados (MLG). Sendo
assim, a estimacao da sua média pode ser feita utilizando o algoritmo unificado de-
senvolvido por Nelder e Wedderburn (1972) para estes modelos. Com base nisso,
este capitulo pretende descrever os modelos lineares generalizados, enfatizando dois
casos particulares: a regressao Normal e a regressao Binomial Negativa. Além disso,
sao explorados os algoritmos de Newton Raphson e de Minimos Quadrados Repon-
derados Iterativo, que sao os principais métodos utilizados na estimagao de modelos

de contagem.

2.2 Modelo Linear Generalizado

O Modelo Linear Generalizado (ou do inglés, Generalized Linear Models - GLM)

¢ um conjunto de técnicas estatisticas unificadas por Nelder e Wedderburn (1972)



para distribuicoes pertencentes a familia exponencial.
A familia exponencial de Nelder e Wedderburn (1972) engloba distribuigoes de

probabilidade que podem ser escritas de acordo com a equagao

f(y:0,0) = exp {6~ [0y — b(O)] + c(y,9)} . (2.1)

onde # é o parametro canoénico, ¢ é um parametro de perturbacao e b(.) e ¢(.) sdo
funcoes conhecidas.

Exemplos de distribuigdes que podem ser escritas conforme (2.1) sao: Normal,
Binomial, Binomial Negativa, Poisson e Gama. No entanto, para as distribuicoes
biparamétricas, é necessario supor que um dos parametros é conhecido.

O MLG ¢ constituido de trés componentes:

i) Componente aleatério: Conjunto de variaveis aleatérias independentes Y7, ..., Y,

provenientes da familia exponencial (2.1).

ii) Componente sistemdtico: Conjunto de parametros 3 = (f1,...,3,)" e varidveis

explicativas X = (z1,...,z,), constituindo o preditor linear 1, dado por
p
i = sz’rﬁr - (2:2)
r=1

iii) Fungao de ligagao: Fungao mondtona e diferencidvel g(.) que relaciona a média

ao preditor linear, ou seja,

m = g(w) - (2.3)



O modelo canonico é obtido escolhendo-se a funcao de ligacao de forma que o
preditor linear modele diretamente o parametro canonico, isto é, g(u;) = 6; = n;.
A funcao de ligagdo canonica apresenta vantagens de simplificagao no algoritmo de
estimacao e de interpretacao dos parametros. No entanto, nao ha nenhuma razao, a
priori, para que os efeitos sistematicos do modelo tornem-se aditivos na escala dada
por tais fungoes (Cordeiro e Demétrio, 2010).

O valor esperado e a variancia da varidvel aleatéria Y pertencente a familia (2.1)
podem ser calculados a partir da fun¢ao geradora de cumulantes b(f), conforme

indicado na Equacao (2.4).

E(Y)=p=b(0) e V(y)=a'(0)=oV(n) (2.4)

A seguir serao apresentados dois casos particulares: A regressao cldssica e a

regressao Binomial Negativa.

2.2.1 Regressao classica

O modelo classico de regressao é o caso mais simples dos MLG. A fungao de

densidade da distribuicao Normal é dada por

[y ,0%) = — exp{ ! (y—u)Q} : (2.5)

2mo a @

A fim de classificd-la como membro da familia exponencial de Nelder e Wedder-

burn, é necessario escrever (2.5) conforme sugerido na Equacdo (2.1). Assim, por



meio de operacoes algébricas simples, obtém-se que

2

frme) =exp {7 o= 2| = los(net) + A7)} (20)

Comparando (2.6) com (2.1), conclui-se que:

o p=07,

e 0=yp,

« b(0) =% .

o u=V(0)=9,

¢ Vip) =b0) =1,

c(y, ¢) = —3 [log (2¢) + (¢)"'y*] .

A fungao de ligagao candnica é a identidade pois n = g(u) = 6 = p. Assim,

temos o modelo classico de regressao:

Yi Iﬁo—FZﬁkQ?ik-i-& )
k

E(Y)=X8. (2.7)

Apesar da distribuicao Normal ter uma ampla gama de aplicagoes, ela nao é ade-
quada para modelar dados de contagem, especialmente quando os mesmos assumem

pequenos valores.



2.2.2 Regressao Binomial Negativa

A distribui¢ao Binomial Negativa é uma alternativa robusta para modelar dados
de contagem. Esta distribuicao pode ser interpretada como o ntimero de fracassos y
antes da ocorréncia do r-ésimo sucesso em uma sequéncia de ensaios de Bernoulli in-
dependentes e identicamente distribuidos com probabilidade de sucesso p. A funcao

densidade de probabilidade (fdp) da distribuicao Binomial Negativa é dada por

flysp,r) = (yjizl)ﬂ(l—p)y, (2.8)

ondey > 0,r>0e0 < p <1 Em termos do parametro de superdispersao a,

tem-se que
1
Jrra-py, (2.9

visto que a = 1.
T
Considerando o parametro r conhecido, é possivel reescrever (2.8) de acordo com

a familia (2.1), ou seja,

) =exp{ g (1= )+ riog )10 (VT T o)

Assim, chega-se nas relagoes importantes do MLG para a Binomial Negativa:

e =log(l-p),

e p=1—cxp(0),



o b(0) = —rlog(p) = —rlog (1 —exp(0)),

o n=U() = re? _ r(l=p) ,

1—ef D

7‘66 —60 7'620 r(1— s
o V() = 1/(0) = Ut — ron) e

c(y) =log ("171) .

.
ptr

Considerando que p = e a funcao de ligacao canonica é dada por

o) =0 = o (1~ p) =log (4}

chega-se a forma candnica do modelo binomial negativo:

K

Diferentemente da regressao classica e da de Poisson, no modelo Binomial Ne-
gativo geralmente nao se utiliza a funcao de ligagao canonica. O modelo tradicional
de regressao Binomial Negativa, denominado NB-2, utiliza a funcao de ligacao lo-

garitmica g(u) = 6 = log(i). Sendo assim, temos que

log (n) = X3 . (2.12)

Uma hipotese restritiva da distribuicao de Poisson é a equidispersao, ou seja, a
igualdade entre a média e a variancia da variavel aleatoria Y. Considerando que a
funcao de variancia da Binomial Negativa é dada por V(u) = p + ap?, onde o > 0,
entdo V() > u, possibilitando a modelagem de dados com superdispersdao. Outra

vantagem do modelo Binomial Negativo é que o mesmo engloba o modelo de Poisson,



visto que este ultimo é o NB-2 com r tendendo a infinito (ou o« — 0) e pp = ﬁ’p, onde
p é a probabilidade de fracasso. Além disso, para r = 1, a distribuicao Binomial

Negativa é equivalente a Geométrica, modelando o nimero de fracassos y antes da

ocorréncia do primeiro sucesso, isto é,

flyip) =p(1—p)¥, yeZ". (2.13)

2.3 Algoritmos de estimagao

Dois métodos sao utilizados para estimar os modelos de contagem: o método de

Newton Raphson (NR) e o de Minimos Quadrados Reponderados Iterativo (MQRI).

2.3.1 Newton Raphson

O método de Newton Raphson sera utilizado para estimar o parametro r da

Binomial Negativa. O algoritmo computacional esta apresentado na Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Algoritmo de Newton Raphson

Inicializar S
enquanto (abs(B, — o) > tol) {

U =0L/ds
H=0°L/8p?
60 = 571

671 = /Bo - H_lU
}

Fonte: Hilbe (2011)

Note que valores iniciais para o vetor de parametros devem ser fornecidos. A

variavel tol é a tolerancia desejada no critério de parada. Além disso, U é o vetor

10



gradiente, ou seja, é a derivada de primeira ordem da log-verossimilhanca:
U=—-, (2.14)

onde L(f) é a funcdo de log-verossimilhanca. Por fim, H é a matriz das derivadas

de segunda ordem da log-verossimilhanga, denominada matriz Hessiana,

_0’L(B)

H_—aﬁaﬁ"

(2.15)

2.3.2 Minimos Quadrados Reponderados Iterativo

O método de Minimos Quadrados Reponderados Iterativo sera utilizado para
estimar o vetor de médias p = ¢~'(X/3). O algoritmo ¢ iterativo e os parametros
na iteragdo (m + 1) podem ser calculados de acordo com a equacao (Cordeiro e

Demétrio, 2010)
B — X/ AMX]IXAMgm) (2.16)
onde z é um vetor, chamado de variavel dependente ajustada, cujos elementos sao

on;
2 =i + (yi — 1) (%) (2.17)

e A é uma matriz diagonal cujos elementos a; sao dados por

= v (o ) ’ (218)

onde V' (u;) = 0"(6).

11



No caso particular da regressao classica, temos que A é a matriz identidade e a
variavel dependente ajustada z é o proprio y. Sendo assim, é possivel o calculo exato

da estimativa do vetor de parametros ,(;', sem a necessidade do processo iterativo,
B =[X'X]"'Xy . (2.19)

O critério de parada mais utilizado para o algoritmo MQRI é baseado na es-
tatistica desvio, Dewv, proposta por Nelder e Wedderburn (1972). O desvio (ou do
inglés, deviance) é definido por duas vezes a diferenga entre a log-verossimilhanga
do modelo saturado e reduzido (ou corrente), ou seja,

Dev = 2 Z {L (i yi) — L i) } - (2.20)
i=1

A Tabela 2.2 apresenta o algoritmo MQRI.

Tabela 2.2: Algoritmo MQRI

Devg =0

1= (y + media(y))/2

n =g

enquanto (abs(dif Dev) > tol) {
A=1/(Vg"?)
z=n+(y—pyg'
b= [X’AX]le'AZ
n=X'B
p=g""(n)
difDev = Dev — Deuvy
Devy = Dev
}

Fonte: Hilbe (2011)

No caso da regressao Binomial Negativa, que apresenta um parametro adicional,
Hilbe (2011) sugere estimar r utilizando o algoritmo de NR (Tabela 2.1), e estimar
p por meio do algoritmo MQRI (Tabela 2.2).

12



Capitulo 3

Regressao Geograficamente Ponderada

3.1 Introducao

A modelagem de dados espaciais procura mensurar propriedades e relacionamen-
tos entre variaveis levando-se em conta a localizacao espacial do fenomeno em estudo
(Druck et al., 2004). Este capitulo apresenta técnicas para modelagem de dados es-
paciais nao estacionarios, isto é, dados cuja distribuicao de probabilidade varia no
espaco. Inicialmente, mostra-se como pode ser feita uma anélise exploratéria para
identificar dependéncia espacial nos dados. Em seguida, a Regressao Geografica-
mente Ponderada para a distribuicao Normal é apresentada. Por fim, o modelo de

RBNGP proposto neste trabalho é detalhado.

3.2 Indicadores de autocorrelacao espacial

Os indicadores de autocorrelacao espacial sao estatisticas construidas com o
objetivo de caracterizar a dependeéncia espacial dos dados. Esta caracterizacao pode
ser resumida em um unico indice para toda a regiao de estudo ou pode ser desagre-

gada localmente dentro dessa regiao, sendo os indicadores globais e locais, respecti-

13



vamente. A fim de descrever estes indices, é necessario compreender o conceito de

matriz de proximidade espacial.

3.2.1 Matriz de proximidade espacial

A matriz de proximidade espacial, também conhecida por matriz W, é uma
ferramenta auxiliar utilizada no calculo de indicadores de autocorrelacao espacial.
Seu objetivo é representar quantitativamente a estrutura espacial entre as areas
da regiao de estudo. Sendo assim, dado um conjunto de n &reas, Aq,...,A,, os
elementos w;; da matriz W, cuja dimensao é n x n, representam alguma medida de
proximidade entre as dreas A; e A; (Assungao, 2003). Sendo que, por definicdo, a
diagonal de W é nula, isto é, w; =0 parai=1,...,n.

A escolha dessa medida de proximidade é subjetiva e depende tanto do fenomeno
em estudo quanto da familiaridade do analista com o assunto. Algumas possibilida-

des apresentadas por Assungao (2003) estao descritas a seguir:
1. w;; =1, se A; faz fronteira com A;, e w;; = 0 caso contrario;

2. w;j = 1, se o centréide (ou centro politico) de A; estd a uma distancia menor

do que k quilometros de A;, e w;; = 0 caso contrario;
3. w;; =1/(1+d;;), onde d;; é a distancia entre os centrdides das dreas A; e A;;

4. w;; = 1/(1 4+ t;;), onde t;; é o tempo necessario para ir de A; para A; pela

malha rodovidria (Silva, 2006).

Em geral, trabalha-se com a matriz W padronizada (W), na qual cada elemento
w;; € dividido pela soma dos pesos da linha de W correspondente.

14



A seguir, tem-se um exemplo de construgao de W e W, utilizando a matriz

binaria do item 1. A configuracao espacial utilizada estd ilustrada na Figura 3.1.

Figura 3.1: Exemplo de configuracao espacial

A B C D E A B C D E

Ao 1 0 1 0 Al 0o 05 0 05 0
Bl1 0 1 1 1 B|l0,25 0 0,25 0,25 0,25
W==¢clo 1 0 0 1 Wo=¢c| 0o 05 0 0 0,5
D|1 1 0 0 1 D] 0,33 0,33 0 0 0,33
E\0o 1 1 0 0 E\ 0 05 05 0 0

Note, por exemplo, que a drea E apresenta dois vizinhos (dreas B e C). Conse-
quentemente, a ultima linha das matrizes W e W, contém, respectivamente, pesos

de 1 e 0,5 nas colunas referentes as areas B e C.

3.2.2 Indicadores globais

As estatisticas globais de autocorrelacao espacial sao tteis na analise exploratéria
dos dados. O indice mais utilizado é o I de Moran (Moran, 1950), apresentado na

Equacao (3.1), onde n é o nimero de dreas, y; ¢ o valor do atributo na drea i e w;;

15



sao os elementos da matriz de proximidade espacial W.

n Dicr 21 Wi (Y — Y)Y — Y)

[ = n —
D Zj;éi Wij Y1 (Ui — 9)?

(3.1)

O indice de Moran estd restrito ao intervalo [—1,1]. O valor I = 0 indica
auséncia de autocorrelacao entre as observacoes (considerando a matriz W utili-
zada), I = 1 representa autocorrelagdo positiva méxima e I = —1 autocorrelagao
negativa maxima. Nota-se, por meio da Equacdo (3.1), que o indice de Moran é
uma adaptacao do coeficiente de correlacao de Pearson para dados espaciais de uma
mesma variavel aleatoria.

Outro indice global bastante utilizado é o C' de Geary, dado por

n—1 i > wiyi — yp)?

C = - —
2> Zj;éi Wi > (v — 1)?

(3.2)

O intervalo de variacao deste indice é de 0 a 2, sendo C' = 1 auséncia de au-
tocorrelagao espacial (novamente, com referéncia a matriz W utilizada), C' = 0
autocorrelagao positiva maxima e C' = 2 autocorrelagao negativa méxima.

A validade estatistica dos indices apresentados pode ser testada por meio de um
teste de pseudo-significancia (Druck et al., 2004). Nesse caso, a hip6tese nula (Hy)
¢ a independeéncia espacial. Sendo assim, sob Hy, constroéi-se a distribuicao empirica
do estimador gerando-se m permutacoes aleatérias dos valores dos atributos nas
areas da regiao de estudo e calcula-se o valor do indice para cada arranjo espacial
obtido. Contabiliza-se, entao, o nimero s de vezes que o indice calculado foi mais

extremo do que o valor de fato observado na amostra original. O p-valor do teste é
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obtido pela razdo s/(m + 1). Por nao fazer pressupostos a respeito da distribuigao
de probabilidade dos indices, este é o teste mais utilizado.

E importante ressaltar a importancia da escolha adequada da matriz de proximi-
dade espacial, visto que os indices de autocorrelacao espacial dependem diretamente
da matriz W. Uma escolha inapropriada de W, por exemplo, pode levar a falsa
impressao de auséncia de autocorrelagao espacial.

Os indices I de Moran e C' de Geary consideram a hipdtese de estacionariedade
de segunda ordem (média e variancia constantes). Quando os dados apresentarem

nao-estacionariedade, é mais indicado utilizar os indices locais de autocorrelacao.

3.2.3 Indicadores locais

O indice global enfatiza similaridades, pressupondo que todas as partes das
regioes de estudo podem ser bem representadas por um valor inico. No entanto, a
presenca de peculiaridades locais nos fazem questionar a validade dessa afirmacao.
Conforme apresentado no paradoxo de Simpson (Simpson, 1951), resultados opostos
podem ser obtidos quando os dados sao analisados conjuntamente e separadamente.

Com esta motivagao, Anselin (1995) elaborou os indices locais (ou do inglés,
Local Indicators of Spatial Association - LISA), que sao desagregacoes espaciais das
estatisticas globais. Ao invés de similaridades, as estatisticas locais buscam por
diferencas regionais e, por serem um conjunto de medidas, é possivel maped-las

(Fotheringham et al., 2002).
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Os indices locais de Moran e de Geary sao descritos, respectivamente, por

B n X z; Z?:l Wi 25
[i - n 2 ) (33)
D i1

onde z; = y; — ¥y, e

> i wig(Yi — ;)

> (Wi — )

C, = (3.4)

A significancia estatistica desses indices pode ser verificada por meio de testes de
pseudo-significancia da mesma forma descrita anteriormente para os indices globais
(Druck et al., 2004). A presenga de areas com indices locais significativos é um
indicio de nao estacionariedade. Assim, é 1til gerar um mapa com as regides que

apresentam correlacao local significativa, denominado mapa de indicadores locais

(ou do inglés, LISA map).

3.2.4 Diagrama de espalhamento de Moran

O diagrama de espalhamento de Moran (ou do inglés, Moran Scatterplot) pro-
posto por Anselin (1996) é uma forma gréfica de visualizar a dependéncia espacial.
O objetivo é comparar o valor do atributo na area A; com a média dos valores dos
atributos nas areas proximas a A;. Sendo assim, o eixo das abscissas apresenta o va-
lor normalizado do atributo, ou seja, z = (y —¥)/s,, € o eixo das ordenadas contém
o valor normalizado da média dos respectivos vizinhos, Wz = W(y —§)/s,.

A Figura 3.2 apresenta um exemplo do diagrama. Nota-se que o gréfico esta

dividido em quatro quadrantes, ()1, ()2, Q3 € ()4, chamados de alto-alto, baixo-alto,
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baixo-baixo e alto-baixo, respectivamente. O quadrante ()1, por exemplo, contém
os pontos cujo valor do atributo é alto e a média dos seus vizinhos também ¢ alta,
dai o nome alto-alto. Sendo assim, os pontos pertencentes aos quadrantes ()1 e Q)3

indicam associacao espacial positiva e os dos quadrantes (05 e (04 associacao espacial

negativa.
1
0.8 - :
* 2
1
0.6 I L
0.4 ) e ter
baixe - alto * '."l“ A
0,2 4 * * alto - alto
; * o if\’ 2
N ¥ o 001 % o .
; O’,D o = ———————— Al -+ ——y — ———————————-
- ® v S L3
_0.2 | P .0 :"..‘ L .: &
..
ool [a] %
" ¢
0.5 baixo - baixo | alto - baixo
0,8 '
-1,0 0,5 0,0 0.5 1,0 15
Z

Figura 3.2: Diagrama de Espalhamento de Moran
Fonte: Druck et al. (2004) com modificagdes
O indice de Moran, apresentado na Equacao (3.1), tem sua forma matricial dada

por

I=(22)'ZWz. (3.5)

Nota-se, a partir da Equagcao (3.5), que o indice de Moran é coeficiente angular da
regressao linear de Wz em z, ou seja, da reta de regressao do diagrama de dispersao
de Moran (Druck et al., 2004).

O mapa de espalhamento de Moran (ou do inglés, Box Map) é a visualizagao
georreferenciada do diagrama de dispersao de Moran. As dreas da regiao de estudo
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sao pintadas de quatro cores, representando os quatro quadrantes.

A combinacao do mapa de espalhamento de Moran com o mapa de indicadores
locais dé origem ao mapa de Moran (ou do inglés, Moran Map). Seu intuito é
indicar quais classificagoes do mapa de espalhamento de Moran (alto-alto, baixo-
baixo, alto-baixo e baixo-alto) sao significativas de acordo com a significancia dos
indices locais. Portanto, assim como o mapa de indicadores locais, cores no mapa

de Moran também sdo indicios de nao estacionariedade nos dados.

3.3 Regressao Geograficamente Ponderada

A idéia da RGP ¢é realizar um ajuste local para cada ponto da regiao de es-
tudo com base nas observacoes mais proximas. Assim, cria-se uma funcao continua
Br(u;, v;) para cada parametro, onde (u;, v;) sdo as coordenadas espaciais do i-ésimo
ponto. Sendo assim, o objetivo da RGP é fornecer estimativas nao paramétricas

destas superficies continuas utilizando a fungao kernel.

3.3.1 Modelo

O modelo RGP esta apresentado a seguir,

yi = Bolui,vi) + Zﬁk(uiu i) Tk + €i (3.6)

k

E; N(O,O'Q) .

Note que os pressupostos do modelo de regressao cléssica (erros normais, homo-

ceddsticos e nao correlacionados) permanecem. No entanto, permitido-se variagao

20



espacial para os parametros, os problemas de autocorrelacao e heterocedasticidade
sao reduzidos. A limitacao ainda persistente é a normalidade, logo este modelo ainda
nao ¢ o mais adequado para tratar dados espaciais de contagem, por exemplo.

E interessante observar que a regressao classica (Equagao 2.7) é um caso especial
da regressao geograficamente ponderada (Equagao 3.6). Esta simplificagao ocorre
quando nao ha variacao espacial nos parametros.

A forma matricial da Equagao (3.6) ¢ dada por

y=BeX)1+e, (3.7)

onde ® é o operador que denota a multiplicacao elemento a elemento. Considerando
que o tamanho da amostra observada é n e o nimero de varidveis explicativas é k,
tem-se que X é a matriz do modelo com dimensao (n x k+ 1), 1 é um vetor de 1’s
de dimensao k + 1 e B é uma matriz (n x k + 1), cuja linha i contém a estimativa

dos (k + 1) pardmetros para a amostra i, ou seja,

Bo(ur,v1)  Bi(u,vr) ... Brlui,vy)
ﬁo(umvz) ﬁl(uz,W) 5k(U2,U2)

BO(UTLavn) ﬁl(unavn) ﬁk(unavn)

A estimagao dos parametros do modelo (3.6) é feita utilizando o método de
minimos quadrados ponderados (Fotheringham et al., 2002). Este método foi abor-
dado de forma mais geral na Se¢ao 2.3.2, na qual explorou-se o0 método de minimos
quadrados reponderados iterativo. Como no modelo RGP estamos considerando a

suposicao de normalidade, nao ha necessidade do processo iterativo, entao a Equacao
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(2.16) simplifica-se para

Blui,vi) = [XW (u;, v)X] " X'W (u, 0y (3.9)

onde B\(ul, v;) é a estimativa do vetor de parametros 3 no ponto (u;,v;), ¢ W (u;, v;)
¢ uma matriz n x n, cujos elementos fora da diagonal sao zero e os elementos da
diagonal, denotados aqui por w;;, j = 1,...,n, representam o peso da j-€sima
observagao no ponto .

Denotando ﬁ(ui,vi) por B(z) e W(u;,v;) por W(i), a Equacao (3.9) pode ser

reescrita como

B() = [X'W(i)X] ' X'W(i)y , (3.10)
onde
a0 0 |
0 Wi ... 0
wi=1| ] (3.11)
i 0 0 oo Win i

Portanto, a matriz de pesos W (i) da Equagao (3.11) deve ser calculada para
cada ponto i. As possibilidades de escolha da matriz W (i) serdo apresentadas a
seguir.

3.3.2 Funcao de ponderacao espacial

A funcao de ponderacgao espacial é a que determina como os pesos w;; da matriz

W (i) serao calculados. A Figura 3.3 apresenta um exemplo desta fungao.
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Figura 3.3: Funcao de ponderacao espacial
Fonte: Fotheringham et al. (2002)

A seguir, estao apresentadas algumas possibilidades de escolha para a funcao de

ponderacao (Fotheringham et al., 2002).
1. w;; = 1sed;; <d, ew;; =0 caso contrario;
2. wy; = exp{—3(d;;/b)*};
3. wij = [1 — (d;;/b)*)? se dij < b, e w;; = 0 caso contrario.

A notagao d;; representa a distancia do ponto ¢ para a observagao j, d é uma
distancia pré-determinada e b é o parametro de suavizagao (ou do inglés, bandwidth).
Este parametro controla a variancia da funcao de ponderacao e, consequentemente,
determina a velocidade de decaimento do peso com a distancia. Note que se w;; = 1
Vi, j, entao chega-se ao modelo de regressao classica global apresentado na Secao
2.2.1.

A primeira funcao de ponderacao listada, apesar de ser mais simples, apresenta
a desvantagem de ter uma descontinuidade abrupta para os pontos distantes d do
ponto i, o que vai de encontro com a proposta da RGP de criar uma superficie
continua de estimacao dos parametros. Deseja-se uma fungao de ponderacao que
decresga continuamente a medida que os pontos se distaciam. A segunda funcao
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listada, chamada de kernel gaussiano, é um possivel candidato. Outros possiveis
canditados seriam funcoes quasi gaussianas, como o kernel bi-quadratico apresen-
tado no item 3.

Fotheringham et al. (2002) comentam que os resultados da RGP sao relativa-
mente insensiveis a escolha da funcao kernel, no entanto, sao muito sensiveis a

escolha do parametro de suavizacao.

3.3.3 Determinacao do parametro de suavizagao

Um dos métodos de determinacao do parametro de suavizacao ¢ chamado va-
lidagao cruzada (ou do inglés, cross-validation) e foi proposto para a regressao local

por Cleveland (1979),

OV =3[y~ i) . (3.12)
j=1
onde 3.;(b) é o valor ajustado para o ponto j, omitindo-se a prépria observagao j
desse ajuste.
O valor de b que mininiza (3.12) é o parametro de suavizagdo 6timo do método
de validagao cruzada. Note que a Equagao (3.12) é uma modificagdo do método
de minimos quadrados ordinérios, pois considera a calibracao do modelo sem a j-

ésima observacao. Caso a observacao no ponto j fosse incluida, o valor de b que

minimizaria o funcional
N 1\12
ly; — 9(b)]

Jj=1

seria b = 0, o que nao ¢ informativo para o modelo.
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Outra forma de encontrar o parametro de suavizacao é por meio do Critério de
Informacao de Akaike (ou do inglés, Akaike Information Criterion - AIC). O AIC,
(AIC corrigido) foi determinado para a RGP por Hurvich et al. (1998), sendo dado

por

n(n + tr(H))

AICe =2nIn() + nin(2r) + = — T

(3.13)

onde ¢ é a estimativa de maxima verossimilhanca,

e H é a matriz de projecao (ou do inglés, hat matriz), cujas linhas h; sao dadas por

hj = X[X'W(5)X] ' X'W(j) , (3.14)

onde Xj é a j-ésima linha da matriz do modelo X.

Considerando que a RGP ajusta uma superficie nao paramétrica para as estima-
tivas dos parametros, os conceitos de nimero de parametros e graus de liberdade
nao fazem sentido para este modelo. No entanto, para que fosse possivel implemen-
tar medidas de qualidade do ajuste e outros procedimentos inferenciais, definiu-se o
numero efetivo de parametros como, aproximadamente, o trago da matriz H, deno-
tado por tr(H) (Fotheringham et al., 2002), assim como ocorre nos Modelos Lineares
Generalizados.

O parametro de suavizacao que fornece um menor AIC, é escolhido, sendo consi-

deradas significativas diferengas entre os AIC, maiores do que 3 (Fotheringham et al.,
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2002). O critério de informacgao de Akaike também pode ser utilizado para comparar
modelos com diferentes variaveis explicativas ou para comparar o modelo RGP com
outros modelos candidatos, como por exemplo, o modelo de regressao classica (Sec¢ao
2.2.1). Fotheringham et al. (2002) comentam que, por ser um critério mais geral,

ele é mais recomendado.

3.4 Regressao Binomial Negativa Geograficamente

Ponderada

Com base na metodologia desenvolvida por Nakaya et al. (2005) para a Re-
gressao de Poisson Geograficamente Ponderada - RPGP (ou do inglés, Geographi-
cally Weighted Poisson Regression - GWPR), desenvolvemos neste trabalho a Re-
gressao Binomial Negativa Geograficamente Ponderada.

Como a distribuigdo Binomial Negativa apresenta dois parametros (o« e 3), en-
quanto que a de Poisson tem apenas o (3, considerou-se que o parametro a da
distribuicao Binomial Negativa nao varia espacialmente. Esta consideragao foi feita
com o intuito de simplificar o modelo. Sendo assim, o « serd estimado de forma
global, ou seja, de acordo com a regressao Binomial Negativa global. O método de
estimacao do 3 serd explicado a seguir.

De acordo com a regressao Binomial Negativa apresentada na Secao 2.2.2, tem-se

que

log (i) = Zﬂkﬂfik )
k
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entao,
Hi = €XpP (Z ﬁkﬂﬂik) .
k
Permitindo variacao espacial aos parametros [, tem-se que

i = exp (Z ﬁk(uz,vz)xzk> ) (3.15)

Assim, o modelo de RBNGP modelado em termos da média u; é dado por

y; ~ BN

exp (Z ﬁk(ui,vi)%k),a] : (3.16)

Note que, enquanto que a média da distribuicao varia espacialmente, o parametro
a é mantido constante.

O método escore de Fisher (vide Secao 2.3.2) modificado fornece a solugao para a
estimagao dos parametros do modelo (3.16). A modificacdo tem o intuito de incluir,
no algoritmo MQRI, a ponderagao geografica dada pela matriz de proximidade es-
pacial W (7). Isto é feito multiplicando a matriz de pesos A do MQRI pela matriz
de pesos W (i) da RGP (Fotheringham et al., 2002). A estimativa de B3(u;,v;) no

ponto i na iteracao (m + 1) é dada por

~

IB(Uz‘,Uz’)(mH) = [X’W(Uz‘,Ui)A(Uz'aUz‘)(m)XrlX/W(ui,Uz’)A(Ui,Ui>(m)z(uiavi>(m) )
(3.17)
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onde X é a matriz do modelo

1 r11 ... T1k
1 =z ..
X — 21 2k : (318)
1 1 ... xp
W (u;,v;) é a matriz diagonal de pesos da RGP no ponto i
Wit 0 0
0 Wi ... 0
0 0 Win,

;1 0 0
0 ;9 ... 0
0 0 N ¢
Os elementos a;; da diagonal (j =1,...,n) s@o obtidos por meio de (2.18),
1 N\ 2 (B(i)™)
V(py) \ On; 1+ a x p;(B(3) ™)

onde 1;(8(i)™)) é dado por

1 (B(H)™) = exp (Z Bk(uiuvi)(m)xjk> : (3.22)

Por fim, z(u;, v;)"™ é o vetor da variavel dependente ajustada do algoritmo MQRI

(m) (

para o ponto i, cujos elementos z;;” (7 =1,... ,n) foram apresentados na Equagao
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(2.17). Para a Binomial Negativa, tem-se que:

Yi — K (ﬁ(i)@)

(m) _ )
zy = XBO™ (™))

(3.23)

O algoritmo escore de Fisher modificado deve ser repetido para cada ponto i a

fim de obter as estimativas locais dos parametros 3.
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Capitulo 4

Resultados

4.1 Introducao

A Regressao Binomial Negativa Geograficamente Ponderada e a Regressao de
Poisson Geograficamente Ponderada foram implementadas em linguagem SAS/IML
e 0 codigo encontra-se no Apéndice. Os modelos implementados foram aplicados na
andlise da distribuicao da oferta de veiculos rodovidrios de carga do tipo caminhao
simples no Estado do Espirito Santo, que foi explicada em funcao da quantidade de
estabelecimentos do ramo da industria. A unidade espacial utilizada foi a divisao
municipal, que é composta por 77 municipios.

Os dados sao do RNTRC (Registro Nacional de Transportadores Rodovidrios de
Carga) e do IBGE (Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica) do ano de 2000.
Eles foram utilizados por Silva (2006) na elaboragdo de um modelo de regressao
espacial global.

Este capitulo apresenta a RBNGP aplicada a esse estudo de caso na area de

Transportes. Inicialmente, uma andlise exploratoria é realizada a fim de avaliar a
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dependéncia espacial e a estacionariedade dos dados. Visto que a varidvel depen-
dente (frota de caminhao simples) é de contagem, os modelos de regressao Binomial
Negativa e de Poisson sao apresentados. Em seguida, os modelos espaciais locais de
RBNGP e de RPGP sao construidos e comparados, tanto entre si quanto com os de
regressao global. Por fim, mostra-se que a RBNGP generaliza a regressao Binomial

Negativa, a regressao de Poisson e a RPGP.

4.2 Analise exploratoria

Com o intuito de verificar a dependéncia espacial, foi gerado um mapa coroplético
da variavel dependente a fim de observar tendéncias espaciais. Neste texto, a variavel
frota de caminhao simples serd chamada de Frota e a variavel nimero de industrias
serd denominada Indistrias. A Figura 4.1 apresenta os mapas dessas variaveis uti-

lizando os quintis para definir as classificagoes.

Frota Industrias
—7-50 —2-1
—=a51-92 ==12-25
==93 - 133 =26 - 44
== 134 - 260 w45 - 79
mmm 261 - 1.805 mmm 80 - 1.288

Figura 4.1: Mapa da varidvel dependente Frota e da variavel independente Indistrias

E possivel observar, a partir da Figura 4.1, que a quantidade de caminhoes sim-

ples é maior na regiao litoranea, em especial na regiao sudeste do Estado, onde
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mesmo municipios com area pequena apresentam uma frota grande de caminhoes.
Nota-se que, afastando-se da regiao litoranea a concentracao vai diminuindo, al-
cancando os menores valores na regiao noroeste e sul do Estado. Sendo assim,
conclui-se que ha indicios de que a varidvel Frota apresenta algum grau de de-
pendéncia espacial. Observa-se também que a quantidade de estabelecimentos do
ramo da industria tem um comportamento semelhante ao da variavel dependente.
A fim de quantificar a dependéncia espacial, foi calculado o indice de Moran
(vide Se¢ao 3.2.2) para a frota de caminhao simples no Estado do Espirito Santo. A
matriz de proximidade espacial W utilizada (vide Se¢ao 3.2.1) foi binéria, indicando
se a area A; faz fronteira com a drea A;. Esta escolha foi feita devido a sua simpli-
cidade. O wvalor obtido foi I = 0,23, conforme indicado na Figura 4.2, que ilustra
o diagrama de espalhamento de Moran (vide Secao 3.2.4). Este indice caracteriza

uma dependéncia espacial baixa com respeito a matriz W binaria.

wy
1200
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e eme
.
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Y
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b=0.23 / alpha=12.7°

Figura 4.2: Diagrama de espalhamento de Moran

A fim de melhor explicar a dependéncia espacial, Silva (2006) recomenda a uti-
lizagado de alguma varidvel nao geogréafica para definir a matriz de proximidade ao

se trabalhar com dados de transportes como, por exemplo, a quantidade de trocas
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comerciais entre as unidades espaciais ou a quantidade de rodovias de ligacao.

No entanto, faz-se ainda necessario verificar se a hipdtese de estacionariedade
espacial do indice de Moran ¢ valida. Para isso, considere o mapa de espalhamento
de Moran apresentado na Figura 4.3. Os municipios coloridos em tons de vermelho
apresentam dependéncia espacial positiva (ou seja, estdo no primeiro ou terceiro qua-
drantes da Figura 4.2), enquanto que os municipios em tons de azul tem dependéncia

espacial negativa (quadrantes dois e quatro da Figura 4.2).

I mmAlto-Alto mm Alto-Baixo ==Baixo-Alto ==Baixo-Baixo

Figura 4.3: Mapa de espalhamento de Moran (esquerda) e Mapa de Moran 95% (di-
reita)
A partir do mapa de espalhamento de Moran da Figura 4.3, notamos novamente
a polarizacao do litoral para o interior, com os municipios nas cores azul indicando
a regiao de transicao. Ja o mapa de Moran nos indica que existem correlacoes
locais em algumas regioes que sao significativamente diferentes das demais, dando-
nos indicios de nao estacionariedade espacial. Consequentemente, nao é adequado
utilizar o indice global de Moran para caracterizar a dependéncia espacial. Além

disso, um modelo espacial local aparenta ser mais indicado.
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4.3 Regressao global

Iniciaremos a modelagem estatistica pelos modelos de regressao mais simples
para dados de contagem, que sao a Regressao de Poisson e a Regressao Binomial
Negativa. Visto que nesta secao estamos visualizando os dados de maneira global, é
util analisar o histograma e o boxplot da variavel dependente F'rota, os quais estao

na Figura 4.4.
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Figura 4.4: Histograma e Boxplot da varidvel Frota

Nota-se, pela Figura 4.4, que a variavel Frota tem uma distribuicao assimétrica
positiva e apresenta muitos outliers. Considerando que sua média é de 234,4 ca-
minhoes simples, enquanto que sua variancia é de 129.516,2, temos uma variavel
com superdispersao.

Os resultados dos ajustes da regressao de Poisson e da regressao Binomial Ne-
gativa estao apresentados na Tabela 4.1. As colunas “Intercepto”, “Industria”’ e
“Dispersao” indicam as estimativas pontuais dos parametros [y, 51 e o da regressao,
respectivamente. Ja a coluna “Par.” indica o nimero de parametros estimado em
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cada modelo. Note que para a Poisson temos 2 parametros (5, e [31), enquanto para

a Binomial Negativa temos 3, devido ao parametro a de superdispersao.

Tabela 4.1: Estimativas das regressoes de Poisson e Binomial Negativa

Regressao Intercepto | Industria | Dispersao | Par. | Desvio | AICc
Poisson 4,9517 0,0023 0 2 | 9493,84 | 10006,9
Bin. Negativa 4,6554 0,0038 0,5156 3 83,32 923,3

As estatisticas desvio e AICc sao medidas de qualidade do ajuste, com valores
menores indicando um modelo mais bem ajustado. O AICc também considera a
complexidade do modelo pois, além da log-verossimilhanca, leva em conta a quanti-
dade de parametros envolvida. Analisando a Tabela 4.1, verifica-se que tanto o AICc
quanto o desvio sofreram grande redugao (mais de 90%) da regressao de Poisson para
a Binomial Negativa. De fato, dados de contagem que apresentam superdispersao

sao melhor ajustados pela distribuicao Binomial Negativa.

4.4 Regressao Geograficamente Ponderada

Na andlise exploratoria foram constatados indicios de nao estacionariedade espa-

cial. Sendo assim, apresentamos, nesta se¢ao, os modelos espaciais locais de RBNGP

e RPGP.

4.4.1 Regressao Binomial Negativa Geograficamente Pon-

derada

Conforme explicado na Secao 3.3.3, os resultados da RGP dependem da es-
timacao do parametro de suavizacao b. A escolha deste parametro pode ser feita de
forma a minimizar uma medida da qualidade do ajuste do modelo. Neste trabalho,
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decidiu-se pela minimizagao do AICc, por ser um critério mais geral na selegcao de
modelos. O algoritmo de minimizagao utilizado foi da divisdo durea (Zornig, 2009).
Além disso, optou-se pela escolha do parametro de suavizacao de forma fixa, ou seja,
um mesmo b para todas as regioes. Esta escolha nao leva em conta a concentracao
de pontos, sendo feita com o intuito de simplificar o algoritmo de minimizacao. A
Figura 4.5 apresenta a busca 6tima do parametro de suavizagao que minimiza o
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Figura 4.5: Pardmetro de suavizagdo b da RBNGP que minimiza o AICc

Como resultado do método da divisao aurea da Figura 4.5, temos que o parametro
de suavizacao 6timo é b = 53,0684 com um AICc de 908,66. Considerando que a

funcao de poderacao espacial escolhida foi a gaussiana,
1 2
wij = exp{—5(dij/b)"} .

onde b = 53,0684, temos a superficie das estimativas dos parametros da Regressao
Binomial Negativa Geograficamente Ponderada ilustrada na Figura 4.6.
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Industria
—3,92-431 —0,0024 - 0,0030
==4,31-4,54 == 0,0030 - 0,0035
== 4,54 - 4,75 === 0,0035 - 0,0042
mm 4,75 - 4,92 == 0,0042 - 0,0059
mm 4,92 - 5,16

mmm 0,0059 - 0,0131

Figura 4.6: Superficie das estimativas dos parametros da RBNGP

O parametro de superdispersao, considerado constante na RBNGP proposta
neste trabalho, foi @ = 0,5156, que é idéntico, por construcao, ao parametro de
dispersao da regressao Binomial Negativa global (Tabela 4.1). Ja as estimativas dos
parametros [y e (1, apresentadas na Figura 4.6, variam espacialmente. Note que
os valores estimados para o intercepto do modelo sao mais elevados no Sudeste do
Estado do Espirito Santo, onde se localiza a capital - Vitéria, refletindo a maior
concentracao de caminhoes simples nestes lugares. J& os valores de B\l(ui,vi) Sa0
menores nessa regiao devido ao grande nimero de industrias x;; associado a forma

exponencial do modelo,

i = exp (Bo(us, vi) + Bi(ui, vi) i) -

Por exemplo, considere a equacao p = exp(4 + 0,0035z), entao um aumento de
uma unidade em x, aumenta a média em 0, 2 se x = 10, ou aumenta x4 em 6 unidades
se x = 1000. Consequentemente, na regiao Sudeste, onde o nimero de industrias

é muito elevado, o parametro (1(u;,v;) é naturalmente mais baixo, nao porque um
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aumento marginal de 1 industria tem efeito menor no niimero de caminhoes na regiao
Sudeste, mas sim pela forma exponencial presente na modelagem da média.

Além da visualizacdo do mapa, é 1util também apresentar algumas estatisticas
(minimo, média, maximo e quartis) das estimativas. Este sumdrio encontra-se na
Tabela 4.2, cuja iltima coluna repete os valores da regressao Binomial Negativa

global da Tabela 4.1.

Tabela 4.2: Sumario das estimativas dos parametros da RBNGP

Parametro | Minimo | Q1 Q2 Média Q3 Maéximo || Global
Intercepto 3,92 4,39 4,63 4,62 4,87 5,16 4,6554
Industria 0,0024 | 0,0032 | 0,0039 | 0,0048 | 0,00517 | 0,0131 | 0,0038
Dispersao | 0,5156 | 0,5156 | 0,5156 | 0,5156 | 0,5156 | 0,5156 | 0,5156

Note, pela Tabela 4.2, que o modelo global captou essencialmente a mediana da
variacao espacial das estimativas dos parametros. Enquanto que a RBNGP fez uma
modelagem local, levando em conta a dependéncia e a nao estacionariedade espacial.
Com a regressao espacial local, o desvio do modelo foi reduzido de 83, 32 para 55, 19,
ja o AICc caiu de 923, 3 para 908,66. Lembrando que diferencas maiores do que 3
no AICc s@o consideradas significativas (vide Segao 3.3.3), pode-se afirmar que o

modelo de RBNGP apresentou um melhor ajuste.

4.4.2 Regressao de Poisson Geograficamente Ponderada

Apesar da regressao de Poisson nao ter se mostrado um bom ajuste aos dados,
construiremos nesta secao a RPGP a fim de verificar os possiveis avangos que a mo-
delagem espacial local pode trazer. A Figura 4.7 apresenta o resultado do algoritmo

da divisao aurea na minimizagao do AICc.
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Figura 4.7: Pardmetro de suavizacao b da RPGP que minimiza o AICc

O parametro de suavizacao b = 9,38 quilometros resultou no AICc minimo de
AICc = 1705,1. No entanto, para este valor de b, os pesos da funcao de pon-
deracao espacial gaussiana sao praticamente nulos para areas distantes mais de 30
quilometros. Com isso, as regressoes locais sao feitas com base em um nimero pe-
queno de pontos (de 1 a 9). Este é mais um indicio da inadequabilidade da regressao
de Poisson para modelar a frota de caminhoes simples.

Para contornar este problema, optou-se por nao utilizar o b 6timo, e sim b =
53,068, igual ao da RBNGP. Assim, temos regressoes locais com nimero de pontos
variando entre 22 e 65 e AICc = 6466. Apesar do aumento do AICc em relagao
ao valor 6timo, a RPGP ainda é um melhor ajuste se comparada com a regressao
global de Poisson, cujo AICc era de 10006, 9.

A Figura 4.8 apresenta os mapas das estimativas dos parametros da RPGP para
b = 53,068. Note que as superficies foram feitas com a mesma escala da Figura 4.6

a fim de facilitar a comparacao dos modelos.

39



Intercepto

—4,25-4,31
==4,31-4,54
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mmm 0,0042 - 0,0059
mm 0,0059 - 0,0070

Figura 4.8: Superficie das estimativas dos parametros da RPGP

Comparando as superficies das estimativas da RPGP da Figura 4.8 com as da
RBNGP da Figura 4.6 notamos muitas diferencas. Em geral, a RPGP apresenta
valores mais elevados para o intercepto do modelo e menores para as estimativas
do parametro Industrias. Além disso, a RPGP considera que a = 0, enquanto que
na RBNGP a = 0,5156. A Tabela 4.3 apresenta algumas estatisticas descritivas
das estimativas pontuais da RPGP. A 1ltima coluna da tabela repete os valores da

regressao de Poisson (Tabela 4.1).

Tabela 4.3: Sumaério das estimativas dos parametros da RPGP

Parametro | Minimo | Q1 Q2 Média Q3 | Méaximo || Global
Intercepto 4,25 4,57 491 4,87 5,14 5,44 4,95
Industria 0,0017 | 0,0022 | 0,0027 | 0,0030 | 0,0035 | 0,007 0,0023
Dispersao 0 0 0 0 0 0 0

A fim de comparar a qualidade do ajuste e a complexidade dos modelos apre-
sentados, a Tabela 4.4 traz algumas medidas relevantes. A coluna “Dif. Desvio”
indica a diferenga entre os desvios dos modelos com respeito a RBNGP. E a coluna

“Dif. AICc” apresenta a diferenca entre os AICc, tendo como referéncia também a
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RBNGP.

Tabela 4.4: Comparacao entre modelos

Modelo Par. | Desvio | Dif. Desvio | AICc | Dif. AICec
Poisson 2 9493.8 9438.6 10006.9 9098,2
RPGP 6,24 | 5943 5887,8 6466 5557,3
Bin. Negativo | 3 83,3 28,1 923,3 14,6
RBNGP 8,67 | 55,2 0 908,7 0

Analisando a Tabela 4.4, verificamos que o modelo de RBNGP é o que apresenta
o maior numero efetivo de parametros, sendo este calculado pelo traco da matriz
H (vide Se¢ao 3.3.3). No entanto, além de possuir o menor desvio, a RBNGP
tem o menor AICc. Vale lembrar que o AICc nao s6 mede a qualidade do ajuste,
mas também considera o seu grau de complexidade, ou seja, a sua quantidade de
parametros. Sendo assim, conclui-se que o modelo mais indicado para descrever a
frota de caminhoes simples no Estado do Espirito Santo, em funcao da quantidade
de estabelecimentos industriais, ¢ a Regressao Binomial Negativa Geograficamente

Ponderada.

4.5 Casos particulares

O modelo de Regressao Binomial Negativa Geograficamente Ponderada apresenta
a vantagem de permitir uma modelagem espacial local de dados de contagem com
superdipersao. Além disso, esse modelo generaliza a regressao global - Binomial
Negativa e de Poisson - e a RPGP. Nesta secao apresentamos como ocorrem essas

generalizagoes.
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4.5.1 Regressao global

E simples visualizar porque a regressao global é um caso particular da RBNGP.

Considere a funcao de ponderacao espacial gaussiana,
1 2
wij = exp{—(di;/b)"} ,

e note que a medida que o parametro de suavizagao b cresce, os pesos w;; da diagonal
de W (i) se aproximam da unidade, chegando-se assim a regressao global. Isso ocorre
para todas as fungoes de ponderacgao espacial.

Um exemplo pratico dessa generalizacao estd ilustrado na Figura 4.9, que mostra
o comportamento das estatisticas média (linha preta), minimo e maximo (linhas
vermelhas tracejadas) das estimativas dos parametros da RBNGP em fungao do
parametro de suavizacao b. A linha azul é a estimativa do parametro da regressao
Binomial Negativa global.

Analisando a Figura 4.9, verifica-se que, a partir de b = 200 quilometros, as
estimativas dos parametros das regressoes local e global sao praticamente idénticas,
confirmando que a regressao Binomial Negativa é um caso particular da RBNGP.
Além disso, temos que, em geral, as estimativas da regressao global (linha azul)
sao proximas da média das estimativas da RBNGP (linha preta). Ou seja, a re-
gressao global modela um comportamento médio, sendo ineficiente para descrever
as peculiaridades locais de cada regiao.

O exemplo da frota de caminhdes simples é um caso no qual a RBNGP fornece um

melhor ajuste. No entanto, como seria a modelagem pela RBNGP de um conjunto
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Figura 4.9: Comparagao da estimativa do parametro da regressao global (linha azul)
com as estatisticas média (linha preta), minimo e maximo (linhas vermelhas trace-
jadas) das estimativas dos parametros da RBNGP em func¢ao do parametro de sua-
vizacao b

de dados cujos parametros nao variam espacialmente? Sera que a RBNGP é capaz
de detectar que os parametros sao, na verdade, constantes? A fim de responder a
essas perguntas, foi gerado um conjunto de dados Binomial Negativo com Sy = 1,
b1 =0,5ea= % e modelado pela RBNGP. A Figura 4.10 apresenta o resultado do
algoritmo da divisao aurea na determinacao do parametro de suavizagao étimo.

A partir da Figura 4.10, tem-se que b 6timo é 380,91 quilometros e AICc =
343,94. No entanto, note que o ponto de minimo foi encontrado no extremo do
intervalo, que é a maior distancia existente entre os municipios do Estado do Espirito
Santo. Com isso, a RBNGP estd indicando que o mais adequado é incluir todos os

pontos na regressao local ou, em outras palavras, que o modelo global deve ser mais
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apropriado nesta modelagem.
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Figura 4.10: Determinagao do parametro de suavizagdo b que minimiza o AICc

De fato, a regressao Binomial Negativa global fornece AICc = 343,66 e, como a
diferenca entre os AICc nao é significativa, optou-se pelo modelo mais parcimonioso.
Sendo assim, a RBNGP indica um modelo de regressao global quando b converge

para a distancia maxima maxima e o AICc nao ¢ significativo.

4.5.2 Regressao de Poisson Geograficamente Ponderada

Conforme ja foi dito, a distribuicao Binomial Negativa com o — 0 tende para a
distribuigao de Poisson. Com base nisso, no algoritmo implementado (vide Apéndice),
criamos a possibilidade do parametro « ser fornecido externamente pelo analista por
meio da variavel macro alphag. Sendo assim, a Figura 4.11 apresenta o resultado
da RBNGP com o = 1078,

Comparando os mapas da RPGP (Figura 4.8) com os mapas da RBNGP com o =

10~® (Figura 4.11), feitos na mesma escala, verifica-se que ambos sdo equivalentes.
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Figura 4.11: Superficie das estimativas dos parametros da RBNGP com o = 1078

Este resultado também pode ser observado comparando-se a Tabela 4.5 da RBNGP

com o = 1078 com a Tabela 4.3 da RPGP.

Tabela 4.5: Sumaério das estimativas dos parametros da RBNGP com « = 1078

Parametro | Minimo Q1 Q2 Média Q3 Maéximo || Global
Intercepto 4,25 4,57 491 4,87 5,14 5,44 4,95
Industria 0,0017 | 0,0022 | 0,0027 | 0,0030 | 0,0035 | 0,007 0,0023
Dispersao 108 1078 | 1078 | 107°® | 1078 108 108

A tltima coluna da Tabela 4.5 foi feita modelando a RBNGP com a = 1078 e
b = 1000. Note que as estimativas sao as mesmas da Regressao global de Poisson
(dltima coluna da Tabela 4.3). Ou seja, fazendo @ — 0 e b grande, tem-se que a
RBNGP ¢ equivalente a regressao de Poisson.

Portanto, com o algoritmo da Regressao Binomial Negativa desenvolvido é possivel
realizar, além dela propria, a regressao Binomial Negativa, a regressao de Poisson e

a Regressao de Poisson Geograficamente Ponderada.
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Capitulo 5

Conclusoes

O objetivo desse trabalho foi desenvolver o modelo de Regressao Binomial Ne-
gativa Geograficamente Ponderada, a fim de modelar dados de contagem nao esta-
cionarios e com superdispersao. Por simplicidade, considerou-se que o parametro «
da RBNGP nao varia espacialmente. Com isso, seu valor é igual ao da regressao
Binomial Negativa global. O algoritmo da RBNGP foi implementado em linguagem
SAS/IML.

A RBNGP foi utilizada para modelar a frota de caminhoes simples no Estado
do Espirito Santo em funcao da quantidade de estabelecimentos industriais. As
estatisticas de qualidade do ajuste indicaram que a RBNGP foi mais adequada do
que os modelos concorrentes, a saber, regressao global - Binomial Negativa e Poisson
- e Regressao de Poisson Geograficamente Ponderada.

Além disso, mostrou-se que a RBNGP generaliza a regressao Binomial Negativa
e a Regressao de Poisson Geograficamente Ponderada, utilizando, para isso, os dados
da frota de caminhoes simples do Estado do Espirito Santo.

Para trabalhos futuros, sugere-se testes com dados simulados a fim de confirmar
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a validade do modelo e do algoritmo implementado. Outro aprimoramento ¢é a ela-
boracao do modelo de RBNGP com « estimado de forma local. Além disso, seria
interessante utilizar um método de determinacao do parametro de suavizagao b que
leve em conta a dispersao espacial dos dados. De forma que um b pequeno (grande)
fosse atribuido aonde os dados estivessem mais (menos) concentrados. Por fim, o
calculo dos erros padrao das estimativas dos parametros também traria enriqueci-

mentos ao modelo.
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Apeéendice

Cédigo SAS

%macro gwnbr (tab=,y=,x=,lat=,long=,h=,grid=,latg=,longg=,gur=,method=,

proc iml;

use &tab;

read all var {&y} into y;

read all var {&x} into x;

read all var{&long &lat} into COORD;
close &tab;

use &grid;

read all var{&longg &latg} into POINTS;
close &grid;

h=&h;

gur="&gur";

method="&method";

n=nrow(y);

x=j(n,1,1) | Ix;

m=nrow (POINTS) ;
bii=j(ncol(x)*m,2,0);

alphaii= j(m,2,0);

S=j(n,n,0);

yp=y-sum(y)/n;

yhat=j(m,1,0);

/***x Estimag8o do alpha pela regressdo Binomial

if gwr“="poisson" then do;
ym=sum (y)/nrow (y) ;
u=(y+ym)/2;
n=log(u);
par=1;
ddpar=1;
j=0;
aux2=0;
do while (abs(ddpar)>0.00001);
auxl1=0;
dpar=1;
parold=par;
/* Newton Raphson */
do while (abs(dpar)>0.001);
auxl=auxl+1;
if par<0 then do;
par=0.00001;

end;

g=sum(digamma (par+y)-digamma (par)+log(par)+1-log(par+u) -(par+y)/ (par+u)

)
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hess=sum(trigamma (par+y)-trigamma (par)+1/par-2/(par+u)+(y+par)/ ((par+u)
#(par+u)));
hess=choose (abs (hess)<1E-23,sign(hess)*1E-23,hess) ;
hess=choose (hess=0,1E-23,hess);
parO=par;
par=parO-inv (hess) xg;
if aux1>30 & par>1E5 then do;
dpar= 0.0001;
aux2=aux2+1;
if aux2=1 themn par=2 ;
else if aux2=2 then par=1E5b;
else if aux2=3 then par=0.0001;
end;
else dpar=par-parO;
end;
a=1/par;
dev=0;
ddev=1;
/* MQRI x*/
do while (abs(ddev)>0.00001) ;
w=(u/ (1+a*u) ) +(y-u) #(axu/ (1+2*a*u+a*xaxu#u)) ;
z=n+(y-u)/(w#(1l+a*u));
b=inv ((x#w) “*x)* (x#w) ‘*z;
n=xx*b;
u=exp(n) ;
olddev=dev;
tt=y/u;
tt=choose(tt=0,1E-10,tt);
dev=2*sum(y#log(tt) -(y+1/a)#log((1+axy)/ (1+a*xu)));
ddev=dev-olddev;
end;
if aux2>4 then ddpar=1E-9;
else ddpar=par-parold;
end;
%if &alphag= %then %let alphag=a;
%else %let alphag=&alphag;
alphag=&alphag;
bg=b;
parg=par;
end;
/***x Estimag8o do vetor de médias pelo MQRI modificado **x*/
n=nrow (y);
do i=1 to m;
/* Pesos da RGP */
d=j(1,3,0);
do j=1 to n;
if abs (COORD[,1])<180 then do;
dif=abs (POINTS[i,1]1-COORD[j,11);
raio=arcos(-1)/180;
ang=sin (POINTS [i,2] *raio) *sin(COORD[j,2] *raio)+cos (POINTS[i,2] *raio)*
cos (COORD[j,2]*raio)*cos(dif*raio);
if round(ang,0.000000001)=1 then arco=0;
else arco=arcos(ang);
dl=arco*6371 /*Earth’s Radius = 6371 (aproximately)*/;
end;
else di=sqrt ((POINTS[i,1]1-COORD[j,1])**2+(POINTS[i,2] -COORD[j,2]) **2);
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end ;

dl1]=i;
dl2]1=j;
d[3]=d1;
if j=1 then dist=d;
else dist=dist//d;

w=j(n,1,0);
if method= "fixed" then do;

end ;

do jj=1 to n;
wljjl=exp(-0.5*(dist [jj,3]/h)**2);

end;

wi=diag(w([,1]);

ym=sum (y) /nrow(y);

uj=(

y+ym)/2;

nj=log(uj);
/* Alpha definido de forma global */
if gwr= "global" then alpha=alphag;

if gwr= "poisson" then alpha=0 ;

dev=

0;

ddev=1;

cont

=0;

/* Cdlculo do vetor de médias pelo MQRI modificado */
do while (abs(ddev)>0.000001);

end;

Ai2=

cont=cont+1;

Ai=(uj/(1+alpha*uj))+(y-uj)#(alpha*uj/(1+2*xalpha*uj+alpha*alpha*uj#uj));

Ai=choose (Ai<1E-5,1E-5,Ai);

zj=nj+(y-uj)/ (Ai#(1+alpha*uj));

Ai=diag(Ai);

if det(x‘*wixAi*x)=0 then bi=j(ncol(x),1,0);

else bi=inv(x‘*wixAi*x)*x‘*kwixAi*zj;

nj=x*bi;

nj=choose(nj>1E2,1E2,nj);

uj=exp(nj);

olddev=dev;

uj=choose (uj<1E-150,1E-150,uj);

tt=y/uj;

tt=choose (tt=0,1E-10,tt);

if gwr= "poisson" then dev=2*sum(y#log(tt)-(y-ujd);
else dev=2*sum(y#log(tt)-(y+1/alpha)#log((1+alphax*y)/(1+alpha*uj)));
if cont>50 then ddev= 0.0000001;

else ddev=dev-olddev;

(uj/(1+alpha*uj))+(y-uj)#(alpha*uj/(1+2*alpha*uj+alpha*alpha*uj#uj));

if Ai2[><,]<1E-5 then Ai2=choose(Ai2<1E-5,1E-5,Ai2);
Ai=diag(Ai2);
if det(x‘*wixAi*x)=0 then S[i,]=j(1,n,0);

else S[i,]= x[i,]l*inv(x‘*wikAi*x)*x‘*wi*xAi;

if gwr“="poisson" then do;

end ;

r=1/alpha;
alphaiili,1]=1i;
alphaiil[i,2]= alpha;

mi=(i-1)*ncol (x)+1;
m2=ml1+(ncol(x)-1);
biil[ml:m2,1]=1i;

52



153

155

159

161

167

169

171

173

175

177

179

181

183

185

187

189

biil[ml:m2,2]=bi;
yhat [il=uj[i];
end;
b=biil[,2];
alphai=alphaiil,2];
id= biil[,1];
ida=alphaiil,1];
yhat=choose (yhat<1E-150,1E-150, yhat) ;
tt=y/yhat;
tt=choose (tt=0,1E-10,tt);

if gwr= "poisson" then dev=2*sum(y#log(tt)-(y-yhat));
else dev=2xsum(y#log(tt)-(y+1/alphai)#log((1l+alphai#y)/(1+alphai#yhat)));

a2=y+1/alphai;
b2=1/alphai;

c2=y+1;

algamma=j(n,1,0);
blgamma=j(n,1,0);
clgamma=j(n,1,0);

do i=1 to nrow(y);
algamma[i]l=1gamma (a2[i]);
blgamma[i]l=1gamma (b2[i]) ;
clgammal[i]l=1gamma(c2[il]);
end;

if gwr"="poisson" then do;

ll=sum(y#log(alphai#yhat)-(y+1/alphai)#log(l+alphai#yhat)+ algamma - blgamma -

clgamma );

if gwr="global" & alphai”=1/parg then npar=trace(S);

else npar=trace(S)+1;

end;

else do;
ll=sum(-yhat+y#log(yhat)-clgamma) ;
npar=trace(S);

end;

AIC= 2*xnpar - 2x*11;

AICC= AIC +(2*npar*(mnpar+1))/(n-npar-1);

print gwr method aicc dev npar;

create _beta_ var{id b}; append;

create _alpha_ var{ida alphail}; append;

quit;

%mend gwnbr;
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