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RESUMO

Neste trabalho, € estudado o escoamento descendente permanente de uma cascata de fluido new-

toniano incompressivel de alta molhabilidade em um plano inclinado. Este problema tem sido
bastante estudado devido a grande quantidade de aplicagdes em que se pode observa-lo. Na mai-
oria dos trabalhos encontrados na literatura € utilizada a teoria da lubrificacdo para se obter um
modelo reduzido para o problema. No decorrer deste estudo serd mostrado que o modelo ampla-
mente utilizado ndo € o mais apropriado para a solu¢do do escoamento em uma parede vertical.
Além disso, serd desenvolvido um novo modelo reduzido com um parametro de perturbacao ade-
quado para o plano vertical e serd avaliado, ainda, o efeito da conservagdo da curvatura da superfi-
cie livre na andlise por lubrificacdo. E mostrado que este novo modelo amplia consideravelmente
o intervalo de aplicac¢do da andlise por lubrificacdo. Para verificar esta afirmacao, foi resolvido
o problema completo por meio do método das diferengas finitas. Considerando os resultados sa-
tisfatdrios obtidos para o plano vertical, decidiu-se estender os modelos reduzidos desenvolvidos
para o plano inclinado. Comparando os modelos apresentados com a solu¢do completa forne-
cida por Matias (2021), torna-se evidente que ora conservar a razao de aspecto do escoamento
ora incorporar a expressao exata do formato da superficie livre nos modelos reduzidos aumenta
consideravelmente o intervalo de aplicag¢do da teoria de lubrificacdo.

ABSTRACT

In this work, the steady flow of a rivulet of incompressible Newtonian fluid with high wettability
down a inclined plane is studied. This problem has been extensively studied due to the large
number of applications in which it can be observed. In most works found in the literature, the
lubrication approximation is used to obtain a reduced model. Throughout this study it will be
shown that the widely used model is not the most appropriate for the solution of the flow on a
vertical plane. In addition, a new reduced model will be developed with an appropriate perturba-
tion parameter for the vertical case and the effect of conserving the curvature of the free surface
in the analysis by lubrication will also be evaluated. It is shown that this new model considerably
extends the application range of the lubrication analysis. To verify this statement, the full problem
was solved using the finite difference method. Considering the satisfactory results obtained for
the vertical plane, the reduced models developed are extended to the inclined plane. Comparing
the models presented with the complete solution provided by Matias (2021), it is evident that
conserving the flow aspect ratio and incorporating the exact expression of the free surface shape
in the reduced models considerably increases the application range of the lubrication theory.
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1 INTRODUCAO

O escoamento descendente de um filme liquido em regime laminar sobre uma superficie in-
clinada tende a se separar em faixas. Cada uma dessas faixas é delimitada longitudinalmente por
duas linhas de contato e é tipicamente denominada como cascata. A Fig. 1.1 mostra um expe-
rimento conduzido por Huppert (1982), no qual é possivel visualizar a formagao destas faixas.
Assim, o escoamento de uma cascata € o escoamento de uma faixa delgada de liquido sobre um
substrato de inclinacio ndo nula.

Este fendmeno € recorrente em diversos cenarios fisicos e diferentes escalas, se estendendo
desde a microfluidica até eventos geofisicos. Observa-se este tipo de escoamento em inimeros
processos industriais tais como na industria de revestimento (Fraysse e Homsy, 1994) e em dis-
positivos de transferéncia de calor. Dependendo da industria, este fendmeno pode tanto fazer
parte da operacdo normal quanto ser um evento indesejdvel, o que motiva a busca pelo entendi-
mento deste processo. A Fig. 1.2 mostra fotos do experimento de Ribatski e Jacobi (2005) em um
estudo sobre transferéncia de calor em um dispositivo tubular. O escoamento em cascata sobre
superficies planas € muitas vezes utilizado para aproximar o escoamento de cascatas entre estes
tubos circulares. Na natureza, o escoamento em cascata pode ser visto no escoamento de lava e
no derretimento de geleiras (Balmforth, Craster e Sassi, 2002) e, no cotidiano, € possivel verificar
a ocorréncia deste fendbmeno na chuva descendo por uma janela e em uma calda escorrendo em
um bolo por exemplo.

Figura 1.1: Experimento realizado por Huppert (1982).
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Figura 1.2: Experimento realizado por Ribatski e Jacobi (2005).

O trabalho pioneiro neste tema foi conduzido por Towell e Rothfeld (1966). Neste trabalho,
foi realizado um estudo tedrico e experimental sobre o escoamento unidirecional e permanente
de um fluido newtoniano sobre um plano inclinado. Towell e Rothfeld (1966) utilizaram a teo-
ria da lubrificagdo para obter um modelo reduzido que satisfaz o problema a baixos angulos de
contato. Os resultados tedricos foram verificados a partir de vérios experimentos com diferentes
liquidos e valores de fluxo. A metodologia experimental consiste essencialmente em medir a lar-
gura da cascata como uma funcdo do fluxo e o angulo de contato com o substrato por meio de
uma técnica Optica. O desenvolvimento experimental mostrou, ainda, que, para valores de fluxo
suficientemente altos, surgem ondulacdes na superficie livre do escoamento.

Por sua vez, Allen e Biggin (1974) utilizaram expansdes em séries para superar a ndo linea-
ridade do problema e obtiveram uma solu¢do numérica exata por meio do método dos elementos
finitos. As solucdes de ordem dominante obtidas por Towell e Rothfeld (1966) e as solugdes



de primeira ordem desenvolvidas foram comparadas com o resultado numérico exato, revelando
que as solugdes de primeira ordem se adéquam um pouco melhor ao problema. Allen e Biggin
(1974) mostraram, ainda, que os modelos reduzidos tendem a se desviar do comportamento real
a medida que se aproximam da superficie livre, o que ocorre devido as simplificacdes impostas
nas condi¢des de contorno em tal interface.

Baseados nestes dois trabalhos anteriores, Duffy e Moffatt (1995) realizaram uma andlise por
lubrificacio com um parametro de perturbacdo que, apesar de estar relacionado com a geome-
tria do problema, ndo corresponde a razdo de aspecto do escoamento e, por isso, ndo € o mais
adequado. Assim, foi proposto um modelo reduzido para o problema da cascata em planos incli-
nados. Em seguida, os autores utilizaram a solug¢ao obtida para superficies planas para aproximar
o problema do escoamento de um cascata em uma superficie levemente curvada.

Alguns trabalhos buscaram desenvolver solucdes analiticas para o problema do escoamento
em cascata em um plano inclinado. Bentwich et al. (1976) obtiveram uma solug¢do analitica para
o caso em que o plano € vertical. Esta solucao, apesar de nao estar limitada a um intervalo de apli-
cabilidade como aquelas propostas anteriormente, incorpora integrais infinitas que precisam ser
avaliadas numericamente. Posteriormente, Perazzo e Gratton (2004), aproveitando-se do fato de
a equacao para a superficie livre estar desacoplada da equagao para o campo de velocidade neste
problema, encontraram uma expressao analitica para o perfil da superficie livre do escoamento
em cascata em um plano inclinado independente da reologia do fluido. O campo de velocidade,
por sua vez, foi obtido numericamente e também através de modelos de lubrificagdo. O campo
de velocidade foi obtido analiticamente para os casos em que a parede € vertical e o angulo de
contato € 90° ou 180° e, especificamente para o angulo de 90° obteve-se, ainda analiticamente,
o fluxo. Ademais, Perazzo e Gratton (2004), apesar de ndo se aprofundarem na analise por lu-
brificacdo, ressaltaram que trabalhos anteriores baseados nesta aproximacgao apresentam solucoes
limitadas a baixos angulos de contato (até 30° aproximadamente).

Particularidades e variacdes do problema da cascata t€ém sido massivamente estudadas ao
longo dos ultimos anos. Holland, Duffy e Wilson (2001) utilizaram a aproximacao por lubri-
ficagdo para avaliar os efeitos de um gradiente de temperatura entre o substrato e a atmosfera
em volta do escoamento em cascata. Neste trabalho, foi considerado que a tensdo superficial do
fluido depende linearmente da temperatura e que a superficie do escoamento € plana ou levemente
curvada. Holland, Duffy e Wilson (2001) mostraram, ainda, que tais variacdes na tensdo superfi-
cial causam vértices helicoidais no escoamento. Ainda considerando o gradiente de temperatura
citado, Wilson e Duffy (2003) analisaram o escoamento em cascata de um fluido cuja viscosidade
depende da temperatura sobre uma superficie plana ou levemente curvada, como esquematizado
na Fig. 1.3.

Alguns autores, por sua vez, decidiram considerar alguns efeitos que a fase gasosa externa
ao escoamento pode causar. Wilson e Duffy (2005b), por exemplo, utilizaram a aproximacao
por lubrificagdo para descrever o escoamento em cascata em um plano vertical no caso em que
¢ aplicada uma tensao de cisalhamento uniforme longitudinal na superficie livre. Por outro lado,



Figura 1.3: Formulacio do problema de Wilson e Duffy (2003).

Sullivan et al. (2012) consideraram uma tensao de cisalhamento transversal causada por um es-
coamento externo prescrito de ar. Em Sullivan, Wilson e Duffy (2008), a condi¢@o de tensdo na
superficie livre foi explorada mas para o caso de uma cascata cujo fluido apresenta molhamento
perfeito. Esta caracteristica de molhamento perfeito no escoamento em cascata foi bastante es-
tudada englobando, inclusive, outras particularidades, tais como um substrato levemente curvado
(Wilson e Duffy, 2005a) e um gradiente de temperatura entre o substrato e a fase gasosa externa
(Duffy e Wilson, 2003).

Outra linha de estudo bastante explorada neste problema € a presenca de ondas na superficie
da cascata. Towell e Rothfeld (1966), através de seu trabalho experimental, j4 haviam observado
que, para um fluxo suficientemente alto, aparecem ondulacdes regulares na superficie da cascata
que ndo sdo previstas pelo desenvolvimento tedrico. Estes autores afirmaram que tais ondulagdes
nao sao um inicio de turbuléncia, mas sim uma instabilidade no escoamento laminar. Mais tarde,
Fedotkin et al. (1984) ressaltaram que a diferencga entre os resultados experimentais e tedricos para
o problema da cascata em um plano vertical € a presenga de ondas. Neste artigo, observou-se que
as ondas na superficie da cascata influenciam mais o angulo de contato que a largura da cascata.
Dentre muitos estudos neste topico, Alekseenko et al. (2010) investigaram experimentalmente as
condi¢des para ondas regulares em cascatas verticais e ressaltaram os diferentes comportamentos
das ondulacdes para baixos e altos dngulos de contato. Informacdes detalhadas sobre o formato
das cascatas com ondas foram obtidas durantes os experimentos através do método da fluores-
céncia induzida por laser. As imagens obtidas pelo aparato experimental sdo processadas por
software para posterior andlise (Fig. 1.4). Para as condi¢des estudadas, foi observado que a lar-
gura da cascata e o angulo de contato ndo sdo sensiveis a propagacdo das ondas. Posteriormente,
Aktershev, Alekseenko e Arkhipov (2016) investigaram teoricamente as ondas na superficie de
uma cascata vertical. Além disso, neste estudo foi obtido um sistema de equagdes para ondas
planas no escoamento vertical e foram deduzidas analiticamente relagdes de dispersdo para ondas
lineares.



Figura 1.4: Experimento realizado por Alekseenko et al. (2010).

Recentemente, o estudo do escoamento em cascata tem se estendido ao campo dos fluidos
ndo newtonianos. Mukahal, Wilson e Duffy (2015) obtiveram a solu¢do para o escoamento uni-
direcional de uma cascata sobre um plano inclinado a fim de utilizd-la para desenvolver uma
solu¢do do escoamento localmente unidirecional de uma cascata em um substrato levemente cur-
vado considerando um fluido de lei de poténcia. Foi evidenciado que este escoamento apresenta
uma forte dependéncia do valor do indice da lei de poténcia do fluido. Além disso, Mukahal,
Duffy e Wilson (2018) estudaram o escoamento de uma cascata de fluido newtoniano generali-
zado sobre um plano vertical. Em especial, este trabalho evidenciou as semelhancas e diferencas
entre o comportamento de fluidos de Carreau e de Ellis sujeitos ao escoamento em cascata.

A maioria dos trabalhos citados exploraram o problema através da teoria da lubrificagdo uti-
lizando um pardmetro de perturbacdo que limita bastante o intervalo de validade. Assim, neste
trabalho, deseja-se desenvolver outros modelos reduzidos que sejam mais apropriados para o pro-
blema da cascata uniforme em um plano inclinado. Serdo avaliados os efeitos da conservagdo
da razdo de aspecto da cascata e da expressdo exata do formato da superficie livre na solucao
reduzida para substratos verticais e inclinados. A fim de avaliar o comportamento dos modelos
simplificados para o caso da parede vertical, foi desenvolvida uma rotina computacional que re-
solve o problema completo numericamente. Para avaliar os demais casos, foi utilizada a solucdo
numérica completa desenvolvida por Matias (2021).

Este trabalho esta estruturado em sete capitulos. No capitulo 2 é desenvolvida a formulacao
matemadtica do problema, no decorrer da qual serdo apresentadas as equacdes governantes € as
condicdes de contorno. Além disso, ainda no capitulo 2, serd determinado o formato exato da
superficie livre para a parede vertical e inclinada. A solu¢do numérica para a parede vertical €
detalhada no capitulo 3 por meio da completa explicacdo de como o método das diferencas finitas
€ aplicado ao problema e do desenvolvimento da equagdo para se obter o fluxo numericamente.
O capitulo 4, por sua vez, apresenta a andlise por lubrificagdo realizada para desenvolver, para a
parede vertical, trés modelos reduzidos diferentes, um ja bem estabelecido na literatura e outros
dois alternativos. Neste mesmo capitulo, seguindo as ideias aplicadas ao caso vertical, obtém-se



dois modelos por lubrificacdo para a parede inclinada. Os capitulos 5 e 6 apresentam a analise
de resultados para o caso vertical e o caso inclinado respectivamente. Por fim, no capitulo 7 sdao
salientados os resultados e conclusdes relevantes do estudo e, ainda, comenta-se sobre como este
trabalho pode ser proveitoso para futuros estudos.



2 FORMULACAO MATEMATICA

O problema estudado neste trabalho é o escoamento uniforme, bidimensional, unidirecional
e em regime permanente de um fluido newtoniano incompressivel sobre uma superficie plana
inclinada a um angulo o em relagdo a horizontal, tal que 0° < o < 90° (Fig. 2.1). A parede €
coincidente com o plano xy e o escoamento ocorre na dire¢do x. Além disso, o perfil do esco-
amento, evidenciado no plano yz da Fig. 2.1, apresenta um angulo de contato $ com a parede e
uma aresta de contato de comprimento 2a que corresponde a largura da faixa molhada no substrato
devido ao escoamento. Considera-se que o fluido € de alta molhabilidade, isto €, 0° < 8 < 90°.
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Figura 2.1: Esquema do escoamento de uma cascata sobre um plano inclinado.

As equacdes que governam este problema sdo as equacdes de Navier-Stokes
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em que a massa especifica p do fluido e a viscosidade 1 do fluido sdo constantes, p é a pressdo
e D/Dt é o operador derivada material. Além disso, u, v e w sdo as componentes do campo
de velocidade nas dire¢Oes x, y € z respectivamente. De forma similar, g¢,, g, € g, sdo as com-
ponentes do campo gravitacional nas direcdes x, y e z respectivamente. Como o escoamento é



bidimensional, unidirecional e permanente, as componentes do campo de velocidade u sdo
u=u(y,z), v=0 e w = 0.
Ademais, as componentes do campo gravitacional sdo
gz = gsena,
Gy = 0

g, = —gCcos

em que g € a propria aceleracdo da gravidade. Desta forma, as equagdes governantes se resumem

a
0 0? o
a—i = u (8_;; + 8—;) + pgsen a, (2.5)
g_z o, 2.6)
e
% = —pg cos a. (2.7)
z

E vilido notar que, devido as caracteristicas do campo de velocidade, a equagio da continui-
dade (2.4) é automaticamente satisfeita.

2.1 CONDICOES DE CONTORNO

As condi¢des de contorno deste problema sdo dadas somente pela condi¢ao de nao desliza-
mento e por duas equacdes resultantes da condicdo dindmica na interface. A condicao cinemética,
conforme serd mostrado, é automaticamente satisfeita. Antes de apresentar cada condi¢@o de con-
torno, € interessante definir alguns termos importantes.

O tensor de tensdes viscosas € dado por
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Como a unica componente nao nula da velocidade é u = u(y, z), a equacao anterior se torna

i ou Oul
ou
T=Uu 8_y 0 0 . (2'9)
ou
2. V0]

A equagdo geométrica de uma superficie livre, por sua vez, € definida implicitamente como
F(z,y,z)=0. (2.10)

Uma vez que o escoamento € dado como uniforme, a cascata possui se¢ao transversal constante,
isto é, independente de z. Desta forma, a altura da superficie livre acima do eixo y é

z = h(y). (2.11)
Sendo assim, uma fun¢do apropriada para a posi¢cdo da superficie livre é

F(y,z) = 2 = hy). (2.12)

O vetor normal unitario a uma superficie livre € tal que

(2.13)

0 que, através da Eq. (2.12), resulta em

W&y + 8,

em que €, e €, sdo os vetores unitarios nas direcOes y e 2 respectivamente e a plica denota a
derivada com relagdo a y.

Subsequentemente, a curvatura da superficie livre € definida como
k=-V-n. (2.15)

Aplicando o divergente na Eq. (2.14), obtém-se, enfim,

h//
K= —. (2.16)
(1+Hh2)3



2.1.1 Condicao de nao deslizamento

A condi¢do de ndo deslizamento determina que nao ha movimento relativo entre a superficie
inclinada e as particulas de fluido que estdo nesta interface. Desta forma, como a parede estd em

repouso,
u=20 em z=0. 2.17)

2.1.2 Condicao cinematica

A condi¢do cinemadtica determina que as particulas do fluido que estdo na superficie livre
sempre permanecem nesta interface. Matematicamente, esta condi¢do é expressa como

oOF
il VF = 2.1
5 +u-V 0, (2.18)

em que t € a varidvel de tempo e F' € a equacdo geométrica da superficie livre. Sabendo que
o escoamento € em regime permanente e utilizando a equagdo geométrica definida em (2.12), a
condicdo cinemadtica se torna

—vh'+w=0. (2.19)

Entretanto, como v e w sdo componentes nulas da velocidade, a condi¢do cinemética é automati-
camente satisfeita e ndo agrega informacao ao problema.

2.1.3 Condicao dinamica

A condi¢do dinamica, por sua vez, representa o equilibrio das tensdes na superficie livre e é
dada por
(po—pm+Tn=9kn  em  z=h, (2.20)

em que a pressao atmosférica py e a tensao superficial v na interface sdo constantes. Os detalhes
sobre como a Eq. (2.20) é obtida sdo mostrados no Anexo 1. Representando o vetor normal n
como uma matriz coluna, podemos escrever a condi¢do acima como

[ Oou Oul
0 — =
( ) 0 5 dy 0z 0 0
Po—D 2 U VK
——= || t——=|— 0 0 —h| =—|-F 2.21
/1_|_h/2 1 /1+h/2 gy ) /1+h/2 ) ( )
u
— 0 0
L0z _
A resolucgdo da expressao acima resulta, a principio, em um conjunto de trés equacdes. A primeira
equagdo é
i ,0u  Ou
—— | -h—+=— | =0 222
s (05 a) =0 (222
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isto &,

0 0

a_z = h’a—Z em  z=h. (2.23)
A segunda equacdo resultante de (2.21) é

SV R N - (2.24)

Vith? VIt R?
isto é,
Po— P =K em 2z = h. (2.25)

Por dltimo, a terceira equagdo decorrente da condicao dinamica é

VIERE  JTEn? |
isto €,
Po— P ="K em z = h. (2.27)

Desta forma, como a segunda e a terceira equagdo sao iguais, a condi¢ao dindmica fornece, na
verdade, duas equacdes ao problema:

ou ou

D N s = 2.2
ER h@y em z=h (2.28)

Po— P ="K em z = h. (2.29)

E interessante notar que a curvatura, da maneira como foi definida, é negativa, o que garante que
D > po. A pressdo no escoamento € maior que a pressiao atmosférica, uma vez que o fluido suporta
uma pressao maior na parte concava da interface.

2.2 EQUACAO DA PRESSAO

A fim de se encontrar uma equagdo para a pressao no escoamento, a Eq. (2.7) € integrada com
relacdo a z, obtendo-se
p = —pgzcosa + ¢y, (2.30)

em que c; € uma contante de integracdo. Pela condi¢io de contorno em (2.29), tem-se que
¢y = pghcosa+ py — k. (2.31)
Assim, depreende-se que a press@o no escoamento ¢ uma funcao apenas de z e é dada por

p=pg(h — z)cosa+ py — VK. (2.32)
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2.3 CONDICOES GEOMETRICAS

Para encontrar a equacao da superficie livre, € necessdrio apresentar as condi¢des de contorno
relativas ao formato do perfil. Conforme mostra a Fig. 2.1, a € metade da largura da faixa molhada
e $ € o angulo de contato entre a parede e a superficie livre, podendo variar entre 0° e 90°.

Em y = =a, € possivel notar que a superficie livre estd em contato direto com a parede, de
forma que a altura nestes pontos €
h(xa) = 0. (2.33)

Além disso, deve-se observar que o perfil do escoamento é simétrico com relagdo ao eixo z.
Isto significa que
R'(0) = 0. (2.34)

Por dltimo, em y = =a, a inclinagdo da superficie livre com relagdo a parede é associada ao
angulo de contato da seguinte maneira:

h'(+a) = Ftan . (2.35)

Estas trés condi¢des sdo denominadas condi¢des geométricas e sdo utilizadas para se determi-
nar a expressdo para o formato da superficie livre.

2.4 PERFIL DA SUPERFICIE LIVRE

Derivando a Eq. (2.32) com relagdo a y, tem-se

op

9y pgh’ cosa — vk, (2.36)
que, utilizando a Eq. (2.6), se torna
pgh’ cosa = vk, (2.37)
Por meio da Eq. (2.16), pode-se reescrever
h// !
, —
pgh' cosa =~ —(1 gy 2)3] . (2.38)
Definindo
K =PIme (2.39)
g
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encontra-se, como equacao diferencial para o formato da superficie livre,

, h/l !
Kh' = |——1| . (2.40)
(14+n'2)2

Assim, o perfil da superficie livre, neste problema, é independente do campo de velocidades,
podendo ser determinado previamente e, entdo, utilizado como parametro de entrada.

A fim de determinar este perfil, Perazzo e Gratton (2004) propuseram a mudanca da origem
do sistema de coordenadas da parede para o plano em que a inclinacdo da solucdo de (2.40) é
+90° (Fig. 2.2). Desta forma, a nova coordenada vertical Z € tal que Z = 0 representa o plano
em que a inclinagdo da solucdo de (2.40) € £90° e Z = Hp representa o plano correspondente
a parede, isto é, z = 0. Pela Fig. 2.2, é possivel notar que, nos casos em que 5 < 90°, a nova
origem estd sempre abaixo da parede, isto €, H,, > 0.

A

Figura 2.2: Sistema de coordenadas utilizado para descrever a superficie livre.

A superficie livre agora pode ser escrita como

H =h+ H,, (2.41)
de modo que a Eq. (2.40) se torna
H// !
KH = |———| . (2.42)
(14 H'2)2
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Por sua vez, as condi¢des de contorno sao
H(a) = H,, H©0)=0 e  H'(a)=—tanp, (2.43)

em que ja se considerou a simetria do problema com relacio ao eixo y.

Integrando os dois lados da Eq. (2.42) de 0 a y, tem-se

Yy Yy H//

/ KH' dy = / — | dy, (2.44)

0 o |[(1+H2):

isto é,
H " 4
H

KdH = ——| , (2.45)

Hy (1+ H'?)2 0

em que H, é a altura da superficie livre em y = 0 e corresponde a altura maxima do perfil.
Resolvendo a Eq. (2.45) e utilizando a segunda condi¢do em (2.43), obtém-se

H//

K(H — Hy) = Tt

— H"(0). (2.46)

Multiplicando ambos os lados desta equagdo por H' e integrando novamente, tem-se que

y v Hg'H! y
0 0 + 2 0
isto €,
H Y H"H' H
K(H — Hy)dH = ——dy — H"(0)dH. (2.48)
Hyp 0 (1 -+ H/ 2>§ Hy
Sabendo que
H"H' 1 ’
VG [_ m] (249
e resolvendo as integragdes, a Eq. (2.48) se torna
H H y H
EH2 — KHH, ot — HH"(0) (2.50)
/ 2 ’ )
2 Ho Ho L+ H 0 Ho
ou seja,
K 2 1 "
No ponto m evidenciado na Fig. 2.2, tem-se
H(ym) =0 e H' (ym) = 00, (2.52)

de modo que a Eq. (2.51), neste ponto, fornece a seguinte expressao para a curvatura da superficie
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livre em y = O:
K 1
H"(0) = —Hy — —. 2.53
(0) 5o~ 1 (2.53)

Uma vez que a concavidade da superficie livre é voltada para a parede, H”(0) é necessariamente
negativo. Como K e Hj sdo ambos valores positivos, pode-se concluir que

0< %Ho < Hio' (2.54)
Definindo o parametro
A\ = %H@, (2.55)
tem-se, entao,
0<A< 1. (2.56)

Uma vez que A incorpora o termo K e, consequentemente, cos «, este parametro pode ser utilizado
para avaliar a inclinacdo da parede. E interessante notar que, para um mesmo fluido e mesmo
angulo de contato, o limite A — 0 representa o escoamento em uma parede vertical e o limite
A — 1 representaria uma parede horizontal.

Substituindo, agora, a Eq. (2.53) em (2.51), tem-se

K 1 K 1
—(H-H)?=1-———(H—-Hy) | =Hy — — 2.57
2( 0) m ( 0)(2 0 H0)7 ( )
isto &, " " i
1
—H?-KHH, = — —HHy+ —. (2.58)

2 \/1+H’2_2 Hy

Reorganizando os termos, pode-se escrever

H K 1
— +—H(Hy— H) = ———. 2.59
T2 (Ho — H) T (2.59)

Por conveniéncia, o segundo termo da Eq. (2.59) é multiplicado e dividido por H?, de modo que

H K _,H H 1
—+H (11— ) = ——. 2.60
HojL2 OHO( Ho) V14 H'? (2.60)

Fazendo agora a adimensionalizagcao
e n=-—, (2.61)

o que implica em

(2.62)
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a Eq. (2.60) se torna

AN =) = 2.63)

Nt

e as condi¢des de contorno em (2.43) passam a ser

C(a) = (p, dinC(O) =0 e d%}((a) = —tan 3, (2.64)
em que
_
G = A (2.65)

Seguindo Towell e Rothfeld (1966) e Perazzo e Gratton (2004), € conveniente introduzir uma
varidvel 6 tal que

d¢
dn’

Esta mudanga de varidvel € interessante para que se possa resolver a Eq. (2.63) utilizando integrais

tanf = (2.66)

elipticas. Assim, a Eq. (2.63), pode ser reescrita como

1
val +tanZf

Esta equacido € resolvida detalhadamente no Anexo II e resulta nas equacdes paramétricas para a

CH A= NP = (2.67)

superficie livre de uma cascata sobre um plano inclinado, em fungdo de A e 6,

g:%(1+)\—\/(1+)\)2—4)\(3089> (2.68)

":2ME—A)kl_AyE(g”YT%%F>_%1+AVF<2F7T%%V)]’ 209

em que F e F' sdo, respectivamente, as integrais elipticas de segunda e primeira ordem. A Fig. 2.3
mostra, a partir das Egs. (2.68) e (2.69), o formato da superficie livre para A = 0,1e A = 0,9 ¢
diferentes angulos de contato.
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— B =30°
B = 60°
...... B = 90°

(a A=0,1 (b) A=0,9

Figura 2.3: Exemplos de perfis para diferentes angulos de contato e valores de .

2.5 CAMPO DE VELOCIDADE

Segundo a Eq. (2.32), a pressdo independe de x. Assim, a equacdo governante em (2.5) se
torna, enfim, a equagdo de Poisson

Pu 0u pg sen o
= 2.70
R P (2.70)
sujeita as condi¢des de contorno
u =0 em z=10 (2.71)
e
ou ou
U N = h. 2.72
7, h ay em z=nh (2.72)
2.6 FLUXO

O fluxo € a medida do volume de fluido que atravessa a se¢do transversal do escoamento por
unidade de tempo. Neste problema, em especifico, o fluxo através do perfil € dado por

a  rh(y)
Q= / / u(y, z)dz dy. (2.73)
—a JO

Como o escoamento € simétrico com relagcao ao eixo z, o fluxo também pode ser calculado como

a  prh(y)
Q= 2/ / u(y, z) dz dy. (2.74)
o Jo
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O fluxo seré utilizado para caracterizar as solugdes deste problema. Isto significa que esta
quantidade serd importante para avaliar a metodologia numérica, os modelos de aproximagdo e o
perfil para diferentes inclinacdes da parede e angulos de contato por exemplo.

2.7 FORMULAGCAO PARA O PLANO VERTICAL

Para o caso em que a parede € vertical, tem-se que @ = 90°, o que resulta em algumas
simplificagdes. As equagdes de Navier-Stokes, neste caso, sao

Op v *u
oz " (8y2 * 822> P9, (7)
dp
8_1/ =0 (2.76)
e
dp
9 0. 2.77)

As condi¢des de contorno, assim como as condi¢des geométricas, ndo se alteram.

Por outro lado, a equacdo para a pressdo agora difere da Eq. (2.32). Por meio das equacdes
governantes (2.76) e (2.77), constata-se que a pressao € independente das varidveis y e z, isto €,
p = p(x). Por outro lado, devido a Eq. (2.16), assume-se que x = x(y). Sendo assim, a condi¢ao
de contorno em (2.29) pode ser escrita como

po — p(z) = 7K(y). (2.78)

Como z e y sdo varidveis independentes, a equacao acima somente pode ser verdadeira se p e K
nao forem funcdes de x e y, mas sim constantes. Desta forma, depreende-se que a pressao no
caso vertical é constante ao longo de todo o escoamento e vale

P =Py — VK. (2.79)

Essa mudanga na pressao implica em uma modificagdo na equacao diferencial para a superfi-
cie livre. Derivando a Eq. (2.79) com relacdo a y, obtém-se

K =0, (2.80)
isto é, ,
h!

Conforme demonstrado no Anexo III, a equagdo acima caracteriza, pela geometria diferencial,
uma circunferéncia ou uma reta. Entretanto, por meio das condi¢des geométricas explicitadas
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nas Eqgs. (2.33) — (2.35), é possivel afirmar que a superficie livre assume o formato de uma reta
somente se J = (. Para os demais valores de angulo de contato, portanto, a superficie livre se

apresenta como arcos de circunferéncia.
Pela simetria do escoamento, o centro C' deste arco estd sobre o eixo z a uma distincia d da
origem O, como mostra a Fig. 2.4. O raio desta circunferéncia é denotado por R e o ponto A de

encontro entre a superficie livre e a parede possui coordenadas (a,0). Pela Fig. 2.4, é possivel

C
Figura 2.4: Arco de circunferéncia que constitui a superficie livre.

(2.82)

perceber que o angulo [ é complementar ao angulo £ CAQ, isto é
£ CAO =90° — .

Entretanto, o angulo / CAO é complementar, ainda, ao angulo / EAC, de onde € possivel con-
cluir que £ EAC' é congruente a (3. Visto que £ FAC e Z OCA sdo angulos alternos internos, o

angulo Z OCA &, finalmente, congruente a 3.
Uma vez determinado o ingulo £ OCA e sabendo que o segmento de reta OA tem compri-

mento a, pode-se definir o raio e a distancia d como
a
R = 2.83
sen [ ( )
e
a
d= 2.84
tan 3 ( )
respectivamente.
A circunferéncia da qual o arco da superficie livre faz parte é descrita pela equagdo
y?+ (h+d)* = R%. (2.85)

Substituindo as Egs. (2.83) e (2.84) na expressdo acima, obtém-se que a superficie livre € a curva
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acima do eixo y que satisfaz a equagdo

2 2
9 a B a
Yo+ (h + tanﬁ) = (senﬁ) : (2.86)

Para 8 < 90°, € possivel isolar h e escrever a equacdo da superficie livre como

—— (\/1—y—zsen2ﬁ—cosﬁ). (2.87)
sen f3 a?

Por fim, o problema de se determinar o campo de velocidade no caso vertical se resume a

equacgao de Poisson
Pu  Pu  pg

— t == = 2.88
sujeita as condi¢des de contorno
u=>0 em z2=0 (2.89)
e
ou ou
—=h'— = h. 2.90
0z dy e - (2.90)
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3 SOLUCAO NUMERICA PARA A PAREDE VERTICAL

Solugdes analiticas para o problema da cascata escoando sobre um plano inclinado foram ob-
tidas apenas para o caso especifico em que a parede € vertical e, mesmo neste caso, demandam
um grande esfor¢o matematico (Perazzo e Gratton, 2004), como mostrado no Anexo IV, ou ne-
cessitam do auxilio de métodos numéricos (Bentwich et al., 1976). Desta forma, para se obter
solu¢des que mantenham a formulagdo exata do problema, é necessdrio recorrer a métodos nu-
méricos. Este capitulo se dedica a detalhar a solucdo numérica desenvolvida para o caso em que
0 escoamento ocorre sobre uma parede vertical. A implementagdo numérica serd validada com
os valores analiticos obtidos para o angulo 90°.

Como mostrado, o problema de se determinar a velocidade no escoamento descendente de
uma cascata vertical uniforme é governado apenas pela equacao de Poisson

Pu 0%u 0g
R i 3.1

O bordo do dominio € formado por duas partes: a interface sélido-fluido e a interface fluido-ar. A
camada de fluido em contato com a parede vertical estd sujeita a condicdo de ndo deslizamento,
de forma que

u=20 em z=0. (3.2)

A velocidade na superficie livre, por sua vez, obedece a seguinte equagao:

ou h,@u

Além disso, o perfil da superficie livre € dado por

hy) = —2— (/1= L gen? 3.4
(y)_senﬁ —gsen B —cosfB|. (3.4)

Como o escoamento é simétrico com relagio ao eixo z, a solu¢do numérica € desenvolvida

para metade do dominio e, uma vez obtidos os resultados, duplicada adequadamente para todo o
dominio. Sendo assim, a seguinte condicdo de contorno € adicionada ao problema:

% _§ em y=o (3.5)
dy

A equacdo governante, as condi¢des de contorno e o perfil da superficie livre podem ser adi-
mensionalizados utilizando as varidveis adimensionais

Yy = ay, z=az, h = ah e u= b i, (3.6)
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em que o acento circunflexo denota as varidveis adimensionais e a € o comprimento caracteristico
do escoamento. Desta forma, a Eq. (3.1) se torna

0*a  0*a

57 Fam =L 3.7)

As condi¢des de contorno das Egs. (3.2), (3.3) e (3.5) sdo reescritas como

u=0 em z2=0, (3.8)
ot -, 0u .
_—= h, z p— h 3.
BB 99 em Z 3.9
e .
alf =0 em =20 (3.10)
9y

respectivamente. Por dltimo, o perfil da superficie livre passar a ser

ﬁ(@) _ ! (x/l — 92 sen? 3 — cosﬂ) ) (3.11)

~ sen 3

A fim de ndo sobrecarregar a notagdo, o acento circunflexo ndo serd mais utilizado e todas as
varidveis serdo consideradas adimensionais.

3.1 MUDANCA DE COORDENADAS

A maioria dos trabalhos que desenvolveu uma solu¢do numérica para o problema da cascata
utilizou o método dos elementos finitos. Neste estudo deseja-se obter a solu¢ao numérica do pro-
blema por meio do método das diferengas finitas. Esta € a primeira vez que o problema da cascata
€ resolvido por este método. Para possibilitar a implementacdo em diferencas finitas, decidiu-se
transformar o dominio fisico em um dominio retangular, conforme a Fig. 3.1. E interessante notar
que o ponto de encontro entre a superficie livre e a parede se torna uma coluna inteira no novo
dominio. Para alcancar este dominio, foi utilizada a seguinte mudanga de coordenadas:

=y e f=1 (3.12)

Pela regra da cadeia do célculo diferencial, a derivada de primeira ordem com relacio a coor-
denada y em termos das novas coordenadas 7 e £ é

o oo 00
—Z 5= 57 1
oy~ oyon " oyoe ©-13)
isto €,

19) 0 zh! O

- - _ == 14
oy On  h?OE’ (3-14)
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Figura 3.1: Esquema dos dominios fisico (a esquerda) e computacional (a direita).

em que h = h(n) e a plica denota a derivada com rela¢do a coordenada . Como { = z/h, a
equagdo acima se torna

o 8 W9
o_90 Qo 1
dy  on " hoE (3-15)

A derivada de segunda ordem € obtida aplicando-se a Eq. (3.15) nela mesma, isto €,

o _ (9 NON(O WO
oy2  \0n h 0¢ ) \ On ho¢ )
Tem-se, entdo, que

0? B 0? o (h\ 0 n\ 02 h\  0? h' 0 h' 0
= o~ o () o~ (5) e —€ () e < (<)

de forma que a derivada de segunda ordem com relagcdo a y €

2 8 W o W\N*8o nao ., [(K\ o
o= o o % (5) o) w019

O processo para obter as derivadas de primeira e segunda ordem em relacdo a coordenada
z € andlogo ao que foi realizado para a coordenada y. Sendo assim, as derivadas de primeira e
segunda ordem com respeito a z sdo, respectivamente,

g 10
) 0? 1 6°
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3.1.1 Equacées governantes no novo dominio

Possuindo as expressdes para as derivadas com relacao as novas coordenadas, € possivel rees-
crever a equagdo governante e as condi¢des de contorno. A equacio de Poisson (3.7) que rege o

problema se torna

0*u r 9%u W\?Ou  h'ou ., (N u 1 8%
— — 26— +2£<E) 8_5_578_5—’_6 (ﬁ) 8_52—{—?8_52__1’ (3.19)

que pode ser escrita como

0%u 0%u ou ou Pu 0%u
h? — — 26hh/ 20h'% — — Ehh'— + &1 — + — = —h% 3.20
gz~ g e TR G TS e TENT B5a T ga (3.20)
A condi¢do de nao deslizamento € tal que
u=>0 em &E=0. (3.21)

Por outro lado, a condi¢@o na superficie livre €, entdo, escrita como

12
10w _p0u  (KZOu e (3.22)

isto €, 5 5
1+ 12 & = = 1. 3.23
(L+17) Ge=hhg  em ¢ (3.23)
Por sua vez, a condi¢do de simetria (3.10) se torna
ou h' Ou
— —§——=0 = 0. 3.24
n I O em 7 (3.24)

Entretanto, devido a simetria do problema, tem-se que

R'(0) =0, (3.25)
de forma que a Eq. (3.24) se reduz a
@ =0 em n=0. (3.26)
an

Além disso, a velocidade € nula no ponto de encontro entre a superficie livre e a parede no
dominio fisico. Desta forma, no novo dominio, ao longo de toda a coluna que representa este

ponto, a velocidade também € nula. Sendo assim,

u=>0 em n=1. (3.27)
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Ademais, o perfil da superficie livre nas novas coordenas € tal que

h(n) = ! <\/1 —n? sen? 3 — cosﬁ) : (3.28)

"~ sen 8

E valido notar que, como todos os pontos em que 77 = 1 correspondem ao ponto Unico em que a
superficie livre encontra a parede no dominio fisico, tem-se

h(1) = 0. (3.29)

3.2 METODO DAS DIFERENCAS FINITAS

O método das diferencas finitas consiste em utilizar, em geral, expansdes da série de Taylor
para substituir uma derivada parcial por um quociente de diferengas (Anderson e Wendt, 1995).
Para isso, o dominio do problema foi discretizado em (/N + 1)? nés igualmente espagados por Ap
na direcdo de 7 e por A na direcdo de &, conforme a Fig. 3.2. Cada né € definido pelos niimeros
inteiros ¢ € j que variam de 0 a NV e expressam, respectivamente, a linha e a coluna que este ocupa
na malha.

s . . . .

—e L - - L
i+1,7
e *— *— * 4
1,J-1 1,] 1,741
—@ ® 9 ® L &

A¢

An

Figura 3.2: Por¢do da malha construida para solugdo numérica.

As derivadas de um problema podem ser discretizadas de diferentes maneiras a depender dos
pontos escolhidos da malha. A discretizagdo por meio de diferengas centradas resulta em um
erro de truncamento de segunda ordem, sendo assim, mais acuradas que derivadas progressivas
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e regressivas de ordem 1 (Anderson e Wendt, 1995). As derivadas de interesse do escoamento
estudado sdo discretizadas em diferencgas centradas da seguinte forma:

<ginq;)” _ Uigar — QAUT;; + Uz‘,j—I’ (3.31)

u Uit 1,41 — Uit1,j—1 — Ui—1,j+1 + Ui—1,j—1
( — +1,5+ i+l t—1,5+ =17 ) (334)
i?j

on o€ 4AnAg

3.2.1 Discretizacao da equacao governante

Substituindo as diferencas das Eqgs. (3.31) — (3.34) na Eq. (3.20) e evidenciando os termos
referentes a velocidade, a equacao governante se torna

Au; i+ B (wij11 + uij1) + Cuipr j + Duq

+ B (Uig1j-1 + Wic1,j41 — Yit1,j41 — Yio1,j-1) = —h* (3.35)

ém que
2h%  282h'2 2
A=_—"_ - .
A2 Ag? Ag2 (3.36)
h2
B= A7 (3.37)
B fh’Z fhh” §2h/2 1
C= A " 3af T AE T A (3.38)
_ £h/2 fhh” £2h,2 1
D=—¢+3ac t ag T ag (3.39)
© Ehh'
= SAnAE (3.40)

A Eq. (3.35) é a equacio governante do problema discretizada em diferencas finitas. E valido
observar que, para calcular a velocidade do escoamento em um ponto (4, j), sS40 necessarios nove
pontos, incluindo o ponto que se deseja obter (Fig. 3.3).
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i+1,j+1

1,741

L
i-1,j-1 i-1,j i-1,j+1

Figura 3.3: Esténcil da discretiza¢do da equacdo governante.

3.2.2 Discretizacao das condi¢coes de contorno

A condicdo de simetria da Eq. (3.26) em diferengas finitas se torna

1 1
2,j+1 <A77> 1,7—1 ( An) J ) ( )
isto é,
Uj5—1 = Us j+1 cm ] =0. (342)
A velocidade em um ponto na primeira coluna da malha € representada por ;. Entretanto,
para calcular este termo de velocidade, seria necessario o termo inexistente na malha u; _;. A
condi¢do de contorno de simetria indica que este termo inexistente € equivalente ao seu simétrico

com relagdo ao eixo 7, sendo assim
Ui —1 = U4 1- (343)

Como expresso na Eq. (3.27), a velocidade na ultima coluna da malha € nula. Em diferencas
finitas, esta condicdo significa que

Uij = 0 cm j = N, (344)

isto &,
u; v = 0. (3.45)

27



A condic¢do de ndo deslizamento, por sua vez, € discretizada como
u; =0 em 1=0, (3.46)
isto &,
UO,j = 0. (347)

A condi¢do de contorno na superficie livre (3.22) requer a utilizagcdo das diferencas finitas
centradas descritas em (3.30) e (3.32). Tal condi¢do €, entdo, discretizada como

1+ h'? —1—h?
Ujt1,j A—f + U1, A—f

hh' —hh'
= Ui j+1 (A_ﬁ) + Uj 51 (A—ﬁ) cm 1= N. (348)

Na tltima linha da malha, a velocidade em um ponto € denotada por uy ;. Entretanto, conforme a
Eq. (3.35) mostra, para calcular uy ; € necessdrio uy1 ;, um ponto inexistente na malha. Assim,
a discretizacdo da condi¢do de contorno na superficie livre expressa que, nesta linha, o termo
un+1,; deve ser substituido por

A 1+ A2 hh' —hh'
UN+1,j = Ti” |:UN1,j <A—§) T UN j+1 (A_U> + UN -1 ( An )] . (3.49)

Nesta dltima linha da malha, quatro elementos devem ser analisados isoladamente dos demais:

UN0, UN,1, UN,N—1 € Un,N. Para uy € uy, 1, além da condi¢do de contorno na superficie livre, é
necessario utilizar a condi¢io de simetria para substituir os termos uy,—1 € Un41,—1 qUe surgem.
Pela condi¢do de contorno (3.45), o termo uy n, por sua vez, € nulo. Por ultimo, para o termo
un,n—1, a condi¢do (3.29) faz com que o termo uy 1, v que surge devido a condi¢do de contorno
na superficie livre (3.49), possa ser substituido por uy_1 n.

Com as equagdes e condi¢des de contorno discretizadas e os pontos com consideracdes espe-
ciais explicitados, € possivel determinar todos os termos de velocidade da malha.

3.3 SISTEMA LINEAR

Com a malha de dimensédo (N + 1) x (/N + 1) definida e a equac@o governante e as condigdes
de contorno discretizadas em diferencas finitas, foi montado um sistema linear tal que

Km~=1L, (3.50)

em que K € a matriz de coeficientes, m € a matriz coluna que contém a velocidade em cada
ponto e L é a matriz coluna dos termos independentes. Cada linha deste sistema linear representa
a equagio para a velocidade em um ponto da malha, de forma que a ordem do sistema € (N + 1)?,
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isto é, K tem tamanho (N +1)? x (N +1)? e m tem tamanho (N + 1) x 1, assim como L. Apés
a defini¢do de cada uma das matrizes, o sistema linear é, entdo, resolvido por meio da biblioteca
SciPy. A fungao scipy.sparse.linalg.spsolve resolve sistemas lineares esparsos na forma Ax = b
utilizando uma fatoracdo LU multifrontal.

3.3.1 Matriz dos coeficientes

A matriz K dos coeficientes ¢ uma matriz esparsa, isto €, uma matriz na qual uma grande
quantidade de entradas € nula (Zill e Cullen, 2009). O indice das linhas nesta matriz € definido
com a mesma orientacdo que o indice da malha (Fig. 3.2). Isto significa que a primeira linha de
K contém os coeficientes da equagdo para uy, y € a tltima linha, os coeficientes da equagdo para

Uo,0-

Em cada linha desta matriz, o coeficiente na diagonal secundaria é aquele que multiplica o
termo de velocidade ao qual a linha se refere, isto €, o termo u; ; da malha. A diagonal a direita
da diagonal secundaria contém o coeficiente do termo u; ;41 em cada linha, enquanto a diagonal
a esquerda da secunddria, por sua vez, contém o coeficiente do termo u; j_; em cada linha. A
diagonal com os coeficientes de u,1 ; estd a [NV + 1 diagonais a direita da secunddria e, analoga-
mente, a diagonal com os coeficientes de u;_; j estd a [NV + 1 diagonais a esquerda da secundaria.
Além disso, os coeficientes dos termos ;11 j+1 € Uiy1,;—1 Sao alocados, respectivamente, a di-
reita e a esquerda da diagonal dos coeficientes de u;1 ;. De forma analoga, os coeficientes dos
termos u;_1 j4+1 € u;—1 j—1 sao alocados, respectivamente, a direita e a esquerda da diagonal dos
coeficientes de u;_; j. A fim de proporcionar um correto entendimento do modo como os termos
se distribuem na matriz K, foram definidos cinco blocos de coeficientes que a constituem.

A condig¢do de contorno em ¢ = 0 (3.47) indica que a velocidade nos pontos com este indice
jé estd determinada e € nula. Na matriz K, este fato implica que, em suas ultimas /N + 1 linhas,
a diagonal secunddria € unitdria e os demais termos sao nulos, conforme representado no bloco 1

abaixo.
Bloco 1 :
0 0 1 0 0
1
0 1
1 0 0

A condicdo de contorno em 7 = N (3.49), quando substituida na equacdo de Poisson, faz com
que o célculo de uy ; dependa de un j, UN,j+1, UN, j+2, UN,j—1, UN,j—2 € UN—_1,;. Este calculo é
valido para obter a velocidade em todos os pontos da malha em que ¢ = N, exceto un, Un 1,
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un,N—1 € un,n. Isto significa que as duas primeiras linhas, a linha N e a linha N + 1 da matriz K
possuem particularidades, mas as demais linhas entre estas apresentam os mesmos coeficientes
nao nulos nas mesmas diagonais.

Para calcular uy o € uy 1, especificamente, € necessdria, ainda, a condi¢io de contorno (3.43)
em j = 0. O termo uy o € calculado utilizando ele mesmo € os termos uy; € un_1 o, resultando
em apenas trés diagonais de coeficientes com termos nao nulos. Por outro lado, o termo uy ; €
calculado utilizando ele mesmo e 0s termos uy o, Un2 € UN—_1.1-

Pela condi¢do de contorno (3.45) em j = N, o termo uy y € zero. Desta forma, na primeira
linha da matriz K, o coeficiente na diagonal secunddria vale 1 e os demais coeficientes sdo nulos.
Por ultimo, para calcular uy y_1, € necessdrio, além da equacdo de Poisson e das condi¢oes de
contorno em ¢ = N e j = N, utilizar a Eq. (3.29) para eliminar termos nos quais a altura do
escoamento € nula. Desta forma, a equacdo para uy y—; requer, além do proprio termo, uy, y—2,
UN,N—3, UN—1,N—1 € UN,N, sendo este ultimo nulo. A representagdo deste bloco € tal que

Bloco 2 :
0 0 1
ay o ce 0 as aj (074 1
ay o ce 0 as aq ao as as
0
Qy 0 as ai ap a as
Qay e . e N 0 ai ar Q9 O
0 0 ay 0 0 as ag 0 0
€m que
ap = A+ 2EF, (3.51)
ay = B—CF, (3.52)
ay =B+ CF, (3.53)
a5 = —EF, (3.54)
ay=C+D, (3.55)
as = A, (3.56)
ag =28 (3.57)
€
a; = A+ EF, (3.58)
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em que A, B, C, D e E sao explicitos nas Eqs. (3.36) — (3.40) e F' é dado por

hh' A&

Nas linhas da matriz K cujo termo de velocidade que se deseja calcular possuiz # 0ei # N e
j # 0ej # N, os coeficientes ndo nulos sdo dispostos em nove diagonais que correspondem aos
termos ; j, Ui j4+1, Wi j—1,Uit1,j> Uit1,j+1> Uitl,j—1s Wi—1,j> Ui—1j+1 € Uj—1 j—1. Destas diagonais,
aquelas que acomodam os coeficientes dos termos de velocidade em 7 — 1 sdo exibidas no bloco
3. As diagonais com os coeficientes da velocidade em 7 e em 7 4 1 estdo, respectivamente, nos
blocos 4 e 5.

A condicao de contorno (3.43) em j = 0 faz com que as linhas da matriz K relativas a termos
de velocidade em que ¢ # 0 e ¢ # N mas j = 0 tenham coeficientes em apenas seis diagonais,
dependendo somente dos termos u; j, U; j11, Uit1,j> Uitl,j+1> Ui—1,; € Ui—1 j+1. Por outro lado, a
condi¢do de contorno (3.45) em j = NN dita que u; y € nulo ao longo do dominio. Desta forma,
as linhas da matriz K em que 7 = N possuem coeficientes nulos em todas as diagonais, exceto
na diagonal secunddria de K, na qual o coeficiente € 1.

Sendo assim, os blocos 3, 4 e 5 apresentam as linhas de K cujos termos de velocidade pos-
suem ¢ entre 1 e NV — 1. Nestas linhas, sempre que ;7 = 0 ou j = N, os coeficientes se organizam
como explicado anteriormente. Tais blocos sdo ilustrados abaixo e os coeficientes A, B, C, D e
E' sdo aqueles explicitados nas Egs. (3.36) — (3.40).

Bloco 3 :
0 0
-F D FE
0
0O —-E D
-F D FE
D 2E 0 0
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Bloco 4 :

0 0 1
B A B
0
0 B A
B A
A 2B 0 0
Bloco 5 :
0 o 0
E C -F
0
0 FE C
E C -FE
¢ -2E 0 0

Como recurso final para auxiliar a compreensdo da organizagdo da matriz K dos coeficientes,
foi feito um esquema com a distribui¢do dos cinco blocos nesta matriz. A Fig. 3.4 mostra este

:
3 4 5
!

Figura 3.4: Posicdo dos blocos de coeficientes na matriz K.
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3.3.2 Matriz das variaveis

A matriz m das varidveis é uma matriz coluna que contém os termos de velocidade em cada
ponto da malha. As varidveis sdo organizadas em ordem crescente do valor de 7 e do valor de j.
Para cada valor de 7 sdo listados todos os termos de velocidade em ordem crescente de 7. Apds
o indice j atingir seu valor maximo, comecam a ser listados os termos com o préximo valor de
1 e assim sucessivamente até que todos os termos de velocidade estejam na matriz. A Eq. (3.60)
mostra a estruturacdo da matriz m.

Uo,0

Uo,1

m=| "N (3.60)

Ui,0

UN N-1

un N |

3.3.3 Matriz dos termos independentes

Na matriz L dos termos independentes, assim como na matriz K, o indice das linhas na
matriz segue a orientacdo do indice da malha. Isto significa que o primeiro termo independente
estd relacionado a equagdo para o termo de velocidade uy n € o dltimo € relativo ao termo g .

Para os casos em que o termo de velocidade correspondente possui © = 0 ou j = N, pelas
condi¢Oes de contorno expressas nas Eqgs. (3.47) e (3.45), tem-se que a velocidade € nula. Desta
forma, o termo independente da equacao nestes pontos € nulo. Nos demais casos, isto é, para
i # 0ej # N, otermo independente é —h?, o que representa a altura do escoamento no ponto
correspondente.

Portanto, os primeiros N termos de L sdo —h? e o termo N + 1 é nulo. Os N termos seguintes
a este valem novamente —h? e o subsequente a estes é nulo. Este padrio é repetido ao longo de
toda a matriz, exceto para os ultimos N + 1 termos, que s@o todos nulos. A disposi¢do da matriz
L ¢ tal que

33



_ 2]
—h2

b
L= |—-h?|. (3.61)

b

3.4 INTEGRACAO NUMERICA

Para obter o fluxo através do perfil do escoamento, € necessario integrar a velocidade ao longo
desta secdo. Uma vez que nao hd uma equacdo para a velocidade no escoamento, mas sim a
velocidade em finitos pontos da malha, deve-se realizar uma integracdo numérica.

A Regra de Simpson € um modelo de aproximacgdo para integrais definidas que consiste em
utilizar pardbolas para aproximar uma curva. A Regra de Simpson (Stewart, 2010) é tal que

/ba fz)dr ~ % [f(zo) +4f(z1) +2f(z2) + - + 2f(2p_2) + 4f (Tn-1) + f(z,)], (3.62)

em que n € o nimero par definido de subintervalos no intervalo [a, b] e

Ap— @ (3.63)

n

¢ o tamanho dos subintervalos. A Eq. (3.62) pode ser reescrita como

n_q n
a A 2 2
/ f(z)dr = ?x flxo) +2) ) flwa) +4)  flwaia) + flza) |, (3.64)
b i=1 i=1
em que
T = a+iAx para 1=0,1,--- ,n, (3.65)

sendo xg = aex, = b.

Para dominios bidimensionais, uma estratégia possivel para realizar uma integragdo numérica
€ separar as integrais e aplicar a Regra de Simpson duas vezes. Considerando a integral definida
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/ ' / " fa.y) dedy,

pode-se escrever

a d a
/ / f(z,y)dedy = / F(z)dz, (3.66)
b c b
em que
d

~ [ s (3.67)

Pela Eq. (3.64), é possivel fazer a aproximacao

m -1 m
A - .

F(z) ~ Sy{f[x c —FQJZ1 flz, e+ (25)Ay] + jzlf[ac,c+(2j—1)Ay]+f[a:,d]}. (3.63)

Em seguida, utilizando novamente a Eq. (3.64), pode-se escrever

/a F(z)dz ~ %{F[a] 12 i Fla+ (20)Ad] + 43 Fla+ (21— 1)Ad] + F[b]}, (3.69)

3 =1 =1
em que
Fla] ~ %{f{a, ] + 2 Z fla, e+ (27)Ay] + 42 fla, e+ (25 — 1)Ay] + fla, d]}, (3.70)
Fla + (20)Ax] ~ %{f{a + (20)Ax, ] + 2 22: fla+ (29) Az, c + (2j)Ay]

'Mw\s

+4

fla+ (2i)Ax,c+ (25 — 1)Ay] + fla + (2i)Ax, d]}, (3.71)

7=1

Fla+ (2i — 1)Az] = %{f[a +(2i — 1)Ax,c] + 2 QZ fla+ (2i — 1)Ax,c+ (25)Ay]

j=1

‘Mw\s

+4 f[a+(2z'—1)Ax,c—|—(2j—1)Ay]+f[a~|—(2i—1)Ax,d]} (3.72)

1

J

vf3

F[b]%%{ Z flb, e+ (29)Ay] + Zf[b,c+(2j—1)Ay]+f[b,d]}. (3.73)

j=1
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Desta forma, a integral em um dominio bidimensional pode ser aproximada por

| [ e dady ~ 252 {f{a, A+ flo,d+ ST, + 7lb.d

m m
51 5

+2 Z fla, e+ (29)Ay] + 4Zf[a,c—|— (2j — 1)Ay]
42 QZ flb, ¢+ (27)Ay] +4§:f[b,c+ (27 — 1)Ay]

ny oy

+2>  fla+ (20)Ax,c]+2)  fla+ (2i)Az,d]

=1 =1

n n

+4if[a+ (2i — 1)Ax, (] +4if[a+ (2i — 1)Ax,d]

i=1 i=1

1y 51 %
+4Y > flat (20)Az e+ (2§)Ay] + 8 0> fla+ (20)Az,c+ (2f — 1)Ay]
i=1 j=1 i=1 j=1

no m_q n m

+8§ QZ f[a+(2i—1)Am,c+(2j)Ay]+16iif[a+(2i—l)Ax,c+(2j—1)Ay]}.

=1 j=1 i=1 j=1

(3.74)

Para validar a equacao obtida para a integracdo numérica, aplicou-se esta equagao na integral

1 1
/ i / " A dy, (3.75)
0 0

que possui solucdo analitica e cujo valor exato com 10 digitos € 0,2552519304. Implementando
a Eq. (3.74) com n = m = 20, obtém-se o valor 0, 2552519315, isto €, oito digitos exatos.

Com relacdo ao problema atual, o fluxo @) € tal que

1 1
Q=2 /O /0 u(n, €)h(n) dy de, (3.76)

em que h(n) é a equagdo para a superficie livre e corresponde ao Jacobiano da transformacado de
coordenadas. Para obter o valor de (), foi utilizada a Eq. (3.74) assumindo
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3.5 IMPLEMENTACAO E VALIDACAO

Para solucionar a equacao de Poisson que rege o problema, o método das diferencas finitas foi
implementado na linguagem de programagao Python. Como explicado anteriormente, somente
metade do dominio foi resolvido numericamente e o resultado foi, entdo, espelhado com relacio
ao eixo de simetria.

A validag¢iao do método numérico foi feita utilizando o resultado analitico obtido no Anexo IV.
Para avaliar a convergéncia do método, observou-se a relagdo entre o erro relativo do fluxo com
respeito a solugdo analitica para 5 = 90° e o refinamento da malha (Fig. 3.5). O refinamento da
malha foi quantificado como o inverso do niimero de elementos da malha, isto é, 1 /N. Utilizou-se
malhas com N entre 128 e 1024 para se obter a curva da Fig. 3.5. Para 10252 n6s, o erro relativo
da solucdo numérica é de apenas 0,06%. A ordem de convergéncia obtida para o método foi de
0,56. Este valor inesperado para a ordem se deve ao fato de a mudanca de coordenadas introduzir
nao linearidades na equacio governante. Quanto ao tempo computacional, para este mesmo refi-
namento (N = 1024), o método numérico requer 3 minutos e 49 segundos para finalizar todos os
calculos desejados.

—6
—6.2
—6.4
—6.6

In dq
—6.8

—T4F -
| | |

| |
-7 —6.8 —6.6 —6.4 —6.2 —6 —5.8 —5.6 —5.4 —5.2 —5 —4.8 —4.6
Inl1/N

Figura 3.5: Erro relativo do fluxo em fun¢@o do niimero de elementos da malha.

Um exemplo de resultado do programa ¢ mostrado na Fig. 3.6, que mostra o campo de velo-
cidade para o angulo de contato de 90°.
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-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 3.6: Campo de velocidade obtido para 8 = 90°.
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4 TEORIA DA LUBRIFICACAO

Como previamente comentado, solugdes analiticas sdo de dificil obtencao para o problema da
cascata escoando sobre um plano inclinado. Solu¢des numéricas, por sua vez, podem ser desen-
volvidas a fim de se estudar o comportamento do escoamento sem aproximagdes na formulacao.
Entretanto, quando a solu¢do completa ndo € necessaria ou € desejada uma solu¢ao que apresente
simplicidade, € interessante o uso de modelos reduzidos obtidos por meio da teoria da lubrifica-
cdo. A teoria da lubrificagdo pressupde que hd uma discrepancia entre escalas do problema, de
forma que € possivel simplifica-lo e obter uma solu¢do aproximada.

Nesta secdo serdo apresentados cinco modelos reduzidos. Primeiramente, para a parede verti-
cal, é desenvolvido um modelo que conserva a razdo de aspecto do escoamento, apresenta-se um
modelo bastante utilizado na literatura e, por tltimo, obtém-se um modelo que conserva a curva-
tura da superficie livre. Em seguida, as ideias utilizadas para a parede vertical serao adaptadas
para a parede inclinada, a fim de se desenvolver, também para este caso, um modelo que conserva
a razdo de aspecto do problema e outro que conserva a curvatura da superficie livre.

No desenvolvimento dos modelos para a parede vertical, as varidveis sdo adimensionalizadas
com respeito ao tamanho a, isto €, a largura do perfil do escoamento € fixa nestes modelos.
Por outro lado, nos modelos para a parede inclinada, a adimensionalizacdo ¢ feita em relagdo a
H,, de modo que a altura do perfil € fixada. Essa diferenca de abordagem ocorre porque, no caso
vertical, foi seguido o desenvolvimento feito por Towell e Rothfeld (1966) — trabalho basilar nesta
drea —, enquanto que, no caso inclinado, que é evidentemente mais complexo, foi conveniente
acompanhar o trabalho de Perazzo e Gratton (2004) para compreender melhor o comportamento
dos modelos. Apesar disso, como mostrado posteriormente, quando o angulo de inclinacdo tende
a 90°, os resultados dos modelos para o plano inclinado correspondem aos resultados dos modelos
para parede vertical, mostrando que ambas as abordagens sdo adequadas.

4.1 PAREDE VERTICAL

Para o caso da parede vertical, é conveniente adimensionalizar as varidveis com relagdo a
largura a do perfil seguindo Towell e Rothfeld (1966), de modo que

y = ay, 4.1)

z = €az 4.2)
c

h = eah. (4.3)
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em que € < 1 € um parametro de perturbagao a ser definido posteriormente para diferentes casos.
Considera-se que a largura do perfil € muito maior que a altura deste e, por isso, definiu-se que z e
h sdo proporcionais a €. Nestas equacdes, o acento circunflexo identifica varidveis adimensionais.
Supde-se, a principio, que a velocidade é

u=Uu, (4.4)

em que U € uma escala de velocidade que ainda serd determinada. Substituindo as varidveis
adimensionais na equagdo governante (2.70), tem-se
Ud*n U 0% 0g

“ __» 45
a? 02 + €2a? 032 W’ (4.5)

A teoria da lubrificac@o assume que ha uma discrepancia entre as escalas do problema, de forma
que € < 1. Desta maneira, é possivel inferir que

U
o(am)~o (%) o

isto é, uma escala de velocidade adequada é

U=4rs 4.7)
1
Assim, a equacdo governante (2.88) se torna
0%t 0*u
2
=—1 4.8
o tom T (48)
sujeita as condi¢des de contorno
=0 em z2=0 4.9)
e
ou ~ Ol -
az - Etha—g em  5=h. 4.10)
Mantendo apenas os termos de ordem dominante, as equacdes anteriores se tornam,
0%
=1 4.11
822 Y ( )
=0 em z2=0 (4.12)
e
ot .
Y0 em z=h, (4.13)
0z
cuja solugdo € simplesmente
1 -
0= 5(zhz — %), (4.14)

40



ou, na forma dimensional,

- %(th — ), (4.15)
Por outro lado, para a superficie livre, substitui-se as varidveis adimensionais na Eq. (2.81),
obtendo-se
hl/ !
— | =0. (4.16)
(1+€2h'2)2

As condi¢des de contorno (2.33), (2.34) e (2.35), por sua vez, se tornam

h(1) = 0, (4.17)
W (0) =0 (4.18)

© 1
W(1) = —tan 8. (4.19)

Uma vez que a solugio por lubrificacdo para a superficie livre depende do parametro de pertur-
bacio e, diferentes modelos reduzidos podem ser obtido a depender da defini¢do de tal parametro.
A seguir, sdo apresentados trés modelos aproximados para a cascata em um plano vertical.

4.1.1 Conservando a razao de aspecto

A altura do perfil do escoamento corresponde ao valor de h paray = 0. Por meio da Eq. (2.87),
apreende-se que a altura do perfil é

a
b= -~ (1 —cosp). (4.20)
Como
1—-cosp I5;
= tan — 4.21

sen 3 gy (4.21)

pode-se escrever
b = atan g (4.22)

Assim, a razdo de aspecto que caracteriza o problema €

b
€= -, (4.23)
a
isto €,
.. B
€ = tan 5 4.24)
E interessante notar que
2 tan 2 2
tan 8 = 2 _ _* (4.25)
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de forma que a Eq. (4.19) pode ser reescrita como

- 2
(1) = ——. 4.26
Mantendo apenas os termos de ordem dominante, a Eq. (4.16) se torna
B =0, (4.27)
sujeita as condi¢Oes de contorno
h(1) =0, (4.28)
W(0)=0 (4.29)
e
W) =—2. (4.30)
Desta maneira, a equacao para a superficie livre é
h=1-¢. (4.31)
Na forma dimensional, a Eq. (4.31) se apresenta como
y?
h =e€a (1 — —2) ) (4.32)
a
isto é, 5
tan 5
h=—2(a®—y?). (4.33)
a

E possivel notar que a superficie livre, cujo formato exato é um arco de circulo, € aproximada por
um arco de pardbola de altura b e largura 2a neste caso.

O fluxo é determinado integrando o perfil de velocidade obtido ao longo da area do perfil do
escoamento, de forma que

pg (¢ ("W
Q== / / (2hz — 2%) dzdy. (4.34)
HJo Jo
Utilizando a equagdo linearizada (4.33), o fluxo € tal que
2pg tangg “ N3
= —— — dy. 4.35
Q 3 /0 (a® —y*)" dy (4.35)
Expandindo, tem-se
2pg tan? g pa
Q = ?)M—agz / (—y® + 3a’y* — 3a'y® + a°) dy, (4.36)
0
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que, apds a integragdo, resulta em

_ 2pgtan3§ T 3a%b @

Y a’y 4,3 6
Q=—"F—" |- +——ay +ay| . (4.37)
3ua’ 7 5 0
O fluxo é, entio, )
a
Q=" (438)
em que
32 tan3 g
q= RETIEEE (4.39)
Para um angulo de contato de 90°, a Eq. (4.39) vale
32
q= 105 = 0,304761..., (4.40)

que € aproximadamente 15,7% menor que o valor analitico calculado no Anexo IV (0,3616632...).
Este ¢ um modelo reduzido novo que nao foi encontrado na literatura.

4.1.2 Modelo comum na literatura

A maioria dos trabalhos na literatura utiliza ¢ = tan § como parametro de perturbacio para
o problema da cascata (Duffy e Moffatt (1995), Holland, Duffy e Wilson (2001) e Mukahal,
Wilson e Duffy (2015) por exemplo). Esta escolha de parametro esta provavelmente associada a
condi¢do geométrica h/(a) = — tan (3, visto que é natural observa-la e deduzir que este parimetro
estd associado com a discrepancia de escalas do problema. Além disso, caso a forma exata da
superficie livre ndo seja calculada, ndo se conhece, a principio, a razdo de aspecto do escoamento.

No limite 5 — 0, os pardmetros ¢ = tang e € = tan 8 s3o ambos pequenos, de forma que,
neste limite, ambos sdo adequados. Entretanto, a medida que ¢ cresce, é possivel que a adogdo
de um parametro diferente da razdo de aspecto do problema afete a coeréncia da solu¢ido por
lubrificacao com relacao a solu¢do completa. Apesar de a andlise de lubrificacio ser teoricamente
valida apenas para € < 1, € interessante avaliar o seu comportamento para todos os angulos de
contato do problema.

Para (3 suficientemente pequeno, pode-se afirmar que

1
tang ~ Etanﬁ. (4.41)

Aplicando esta aproximacdo nas Eqgs. (4.33) e (4.39), obtém-se, para a superficie livre,

_ tanp
- 2a

h (a® — %) (4.42)
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e, para o fluxo adimensional,
_ Atan® g3
1= 05

(4.43)

Estas equagdes sdo exatamente iguais aquelas obtidas por Duffy e Moffatt (1995). A Eq. (4.42)
aproxima o formato da superficie livre por uma pardbola de altura @ e comprimento 2a. Para

casos em que [ nao é pequeno,

1
{ tan > tan g, (4.44)

de forma que este modelo superestima a drea do perfil. Além disso, nota-se pela Eq. (4.43) que,
para $ = 90°, o fluxo através do perfil diverge, o que ndo € coerente fisicamente.

4.1.3 Conservando a curvatura da superficie livre

Por ultimo, ao invés de estender a lubrificacdo ao formato da superficie livre, neste modelo,
conserva-se o perfil exato desta. Assim, a superficie livre é dada pela Eq. (2.87) e o fluxo é dado
por

3
2pga® [ ¥ o

Q:m . ( 1—¥SIH B—COSB dy (445)

A solucdo desta integral estd detalhada no Anexo V e é tal que

pga’
Q= q, (4.40)
1
em que
128 cos? 3 + 33 — 2sin B cos® B — 13 sin 3 cos 3
q= 1 . (4.47)
12sin* 8
Para um angulo de contato de 90°, a expressdo acima se torna
T

q= 3= 0,392699..., (4.48)

que € apenas 8,6% maior que o valor analitico mostrado no Anexo IV (0,3616632...). A Eq. (4.47)
jé havia sido obtida por Towell e Rothfeld (1966), Semiat, Moalem-Maron e Sideman (1980) e
Gajewski e Trela (2002), mas ndo foi encontrado nenhum estudo comparativo que mostrasse 0s
efeitos da conservacdo da curvatura no problema da cascata. Espera-se que incorporar o formato
exato da superficie livre ao invés de lineariza-lo resulte em uma aproximac¢ao mais coerente da
andlise por lubrificacio.

4.2 PAREDE INCLINADA

A conservagdo da razio de aspecto do escoamento e a conservacao do formato da superficie
livre serdo, agora, aplicadas a parede inclinada. Neste caso, é conveniente adimensionalizar as va-
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ridveis com relagdo a altura [ do perfil seguindo Perazzo e Gratton (2004). Adimensionalizando
as varidveis y e z e considerando um parametro de perturbacdo ¢ < 1, tem-se

y = Hyy (4.49)
c
7 = eHyZ. (4.50)
Além disso, tem-se
H = eH,H. (4.51)

De forma andloga ao caso vertical, a velocidade se torna

2H2
u = M@. (4.52)
W

Assim, a equagdo governante (2.70) se torna

,0% 0%

— =—1 4.53
“or "oz (+:33)
sujeita as condi¢des de contorno
4=0 em Z=¢ (4.54)
© oa ., d¢ o
K _ 2D em Z=c¢ (4.55)
0z dn 9y
Mantendo apenas os termos de ordem dominante, as Eqs. (4.53), (4.54) e (4.55) se tornam, res-
pectivamente,
2 A~
L (4.56)
YA
=0 em Z=¢ (4.57)
e
ou .
— =0 em Z =, (4.58)
YA ¢
cuja solugao é
A~ ZQ 5 Cp
u:—7+CZ+Cp 5—(’ . (4.59)

A Eq. (4.59) é a aproximacdo por lubrificacdo do campo de velocidade do problema conforme
obtido por Perazzo e Gratton (2004).
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4.2.1 Conservando a razao de aspecto

Para obter uma aproximacao para o formato da superficie livre, substitui-se as varidveis adi-
mensionais (4.49) — (4.51) em (2.42), de modo que

KHIH =

/
H//
. — (4.60)
(1 + 62H/ 2)§

Mantendo apenas os termos de ordem dominante, a Eq. (4.60) se resume a
KH!H = H". (4.61)
Pela definicao feita em (2.55), pode-se escrever
INH' = H". (4.62)

Agora, utilizando utilizando as varidveis definidas em (2.61) e (4.51), a equacao anterior pode ser
apresentada como

d¢  d%¢
22— = —. 4.63
i (4.63)
A solucdo desta equacgio diferencial é
¢ = 1 + e cosh(V2An) + ¢z senh(v2An), (4.64)

em que ¢y, ¢o € c3 sdo constantes. Utilizando a condi¢do de contorno

¢'(0)=0 (4.65)
tem-se que
c3 = 0. (4.66)
Assim, a Eq. (4.64) é resumida a
¢ = c1 + e cosh(V2An). (4.67)
Por outro lado, como
H=H, em y =0, (4.68)
tem-se que
(=1 em n = 0. (4.69)
Sendo assim, deve-se ter que
Cc1 + Cy = 1 (470)
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e, consequentemente, a Eq. (4.67) se torna
¢ =c1 + (1 — ¢1) cosh(V2An). 4.71)

Manipulando a equagdo anterior, € possivel escrever

¢=1—(1-c)[1—cosh(v2\p)], (4.72)
ou, ainda,
¢ =1+ C[1 — cosh(v2\n)], 4.73)

em que C' € uma constante que pode ser obtida a partir dos valores de (, e 7, (coordenadas do
ponto de contato gas/liquido/sélido em ( e 7). A Eq. (4.73) € a aproximacao por lubrificagcdo do
formato da superficie livre de uma cascata em um plano inclinado. E interessante evidenciar que
esta expressdo aproximada conserva a razao de aspecto do perfil da superficie livre. Isto ocorre
porque ¢, € 7, sdo pontos da superficie livre completa obtidos a partir das Eqgs. (2.68) e (2.69) e
também porque, em 7 = 0, tem-se ( = 1 pela Eq. (4.73), que também corresponde a um ponto
da superficie livre completa.

O fluxo do escoamento é determinado integrando o campo de velocidade (4.59) na édrea do
perfil do escoamento. Neste modelo, isso implica que

L e(s)

D _ 3
q= / ! %dn. (4.75)
—p

dZ dn, (4.74)

isto €,

Substituindo a Eq. (4.73), o fluxo se torna

{1+ O - cosh(\/ﬁn)] — G}’ dn.

= 3 (4.76)

—Mp

Esta integral pode ser calculada analiticamente, entretanto, devido a complexidade de tal solucdo,
optou-se por avalid-la numericamente através da regra do trapézio.

4.2.2 Conservando a curvatura da superficie livre

Neste modelo reduzido utiliza-se a Eq. (4.59) para o campo de velocidade, mas conserva-se
o formato da superficie livre, isto €, as Eqs. (2.68) e (2.69) sdo utilizadas ao invés da Eq. (4.73).
Assim, o fluxo € calculado a partir da integracdo numérica da Eq. (4.75) utilizando a regra do
trapézio e por meio de valores obtidos pelas Egs. (2.68) e (2.69).
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5 ANALISE PARA A PAREDE VERTICAL

Este capitulo tem como objetivo principal avaliar o comportamento dos modelos para o caso
em que a cascata escoa sobre um plano vertical. Primeiramente, serdo avaliadas varidveis globais
do problema. A solucdo obtida numericamente serd referenciada como Numérico. O modelo
mais utilizado na literatura serd denominado Cléssico e 0 modelo proposto neste trabalho com
o novo parametro de perturbacdo que conserva a razao de aspecto do problema serd identificado
como Razao de Aspecto. Por dltimo, o modelo que incorpora a expressao exata da superficie livre
¢ referenciado como Curvatura Completa.

A Fig. 5.1 mostra a drea da sec¢ao transversal do escoamento em fun¢do do angulo de contato
B. A lubrificacdo cldssica superestima a drea e o modelo novo, para conservar a razao de aspecto, a
subestima. Apesar de nestes dois modelos a superficie livre ser aproximada por arcos de parabola,
no modelo Classico a altura da parabola, para 8 > 0°, é sempre maior que a altura verdadeira e
acaba por divergir em § = 90°. Desta forma, o crescimento fisicamente incoerente apresentado
por este modelo € esperado. Por outro lado, o arco de pardbola do modelo que conserva a razdo de
aspecto tem sempre as mesmas altura e largura que o arco de circulo real, apresentando, portanto,
uma 4rea menor que aquela da solugdo completa. Por sua vez, o modelo com a curvatura completa
apresenta a area do perfil idéntica a solucao completa, uma vez que a expressao exata da superficie
livre € incorporada neste modelo.

20 — I 1 T7
— Numérico //
— — Classico /
—-— Razdo de Aspecto /
1.5 H* *** Curvatura Completa //
/ A
/ R
/ e
/ g
A 10 // P —
s/ o
7/ -
Ve o -~
7 -
- /_ =
05 [ // - —
~,
~a
0 b= | | | | | | | |

0° 10°  20° 30° 40° 50° 60° 70° 80°  90°
B

Figura 5.1: Area do perfil em funcdo do angulo de contato para a parede vertical.
A Fig. 5.2 mostra o fluxo ¢ em fungio do angulo de contato (5. Percebe-se que o fluxo cresce

a medida que o angulo de contato aumenta, conforme esperado. A aproximacao cléssica € vdlida
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para
e=tanf < 1, (5.1)
isto é,
b < 45°. (5.2)

Por outro lado, os modelos Razdo de Aspecto e Curvatura Completa sdo validos para

€= tang < 1, (5.3)

isto é,
B < 90°. 5.4

Assim, para valores pequenos de 3 os trés modelos reduzidos correspondem bem a solu¢ido com-
pleta. Entretanto, conforme o dngulo de contato aumenta, o modelo classico passa a se afastar
rapidamente da solu¢cdo numérica e diverge. Os outros dois modelos, em contrapartida, concor-
dam com a solu¢do completa para angulos mais altos e, mesmo além do intervalo de aplicacdo,
retornam valores razodveis para o fluxo. Para 90°, caso em que a solu¢do aproximada € mais
distante da numérica, o erro no calculo do fluxo € de 15,7% para o modelo que conserva a razio
de aspecto e de apenas 8,6% para o modelo com a curvatura completa.

0.5 T T T ]
| | ™ Numérico I N

— — Classico /

0.4 H —"— Razdo de Aspecto | —
*** * Curvatura Completa I s

0.3

q
0.2
0.1
0 J |
0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90°

Figura 5.2: Fluxo em funcao do angulo de contato para a parede vertical.

A Fig. 5.3 mostra a velocidade maxima do escoamento em fun¢do do adngulo de contato f3.
E possivel perceber que todos os modelos reduzidos superestimam a velocidade no perfil. Isso
se deve ao fato de o campo de velocidade ser aproximado por pardbolas nestes modelos. Além
disso, nota-se que a velocidade médxima € igual para os modelos Razdo de Aspecto e Curvatura
Completa. Como estes dois modelos aproximam o campo de velocidade pela mesma pardbola
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e possuem a mesma altura maxima, é esperado que suas curvas de velocidade mixima sejam

coincidentes.

0.5 T T I
—— Numérico I !
— — Classico I’ !

0.4 H — — Razao de Aspecto | /
¢+ ** Curvatura Completa | /

03

ﬁmax
0.2
0.1
0 ' :

0° 10°  20° 30° 40° 50° 60° 70° 80°  90°
Figura 5.3: Velocidade méxima em funcio do angulo de contato para a parede vertical.

A andlise das varidveis globais permite concluir que, no intervalo 0° < g < 90°, o erro dos
modelos reduzidos € maior no caso em que o angulo € de 90°. Os modelos Razio de Aspecto e
Curvatura Completa correspondem bem a solucdo completa da equacdo de Navier-Stokes obtida
numericamente. A lubrificacdo com a curvatura completa € o modelo reduzido que apresenta os
melhores resultados, com um erro abaixo de 9% para o fluxo no pior caso. Esta € uma melhora
significativa comparada aos resultados da lubrificagdo clédssica que, apesar de ser a solu¢do mais
comumente empregada na literatura, € satisfatoria apenas para § < 35° aproximadamente. Para
angulos pouco maiores, 0 modelo cldssico se afasta da solu¢@o exata e diverge, sendo interessante,
portanto, utilizar os outros modelos reduzidos para aumentar o intervalo de aplicabilidade da
andlise por lubrificagdo em trabalhos anteriores e futuros.

A Fig. 5.4 mostra o campo de velocidade normalizado para o angulo de contato de 30° para (a)
a solu¢@o numérica, (b) o modelo com a razio de aspecto conservada, (c) o modelo com curvatura
completa e (d) o modelo cldssico. E possivel perceber que, para este valor de 4ngulo de contato, a
distribui¢do de velocidade exata (Fig. 5.4(a)) € muito bem aproximada pelos modelos reduzidos.
E vilido notar, ainda, que o formato da superficie livre nas Figs. 5.4(b) e 5.4(d), apesar de ser um
arco de pardbola, aproxima de forma excelente o arco de circunferéncia das Figs. 5.4(a) e 5.4(c)
neste caso.

A Fig. 5.5 mostra o campo de velocidade normalizado para o angulo de contato de 90° para (a)
a solucdo numérica, (b) o modelo com a razdo de aspecto conservada e (c) o modelo com curvatura
completa. Nio € possivel exibir o campo de velocidade do modelo cldssico neste caso, pois a
solucdo diverge para 5 = 90°. Observando estas imagens, evidencia-se a diferenca do formato da
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superficie livre entre elas. Para baixos angulos, a aproximag¢do do arco de circunferéncia por um

arco de pardbola € satisfatéria. Entretanto, a medida que o angulo de contato aumenta, esta apro-
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Figura 5.4: Campo de velocidade normalizado para § = 30°.

0
y

(b) Razdo de Aspecto

-1 -0.5

0
y

0.5 1

(c) Curvatura Completa

Figura 5.5: Campo de velocidade normalizado para 5 = 90°.
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ximacao se torna cada vez mais grosseira e, para 5 = 90°, se torna claro o contraste. Comparando
a lubrificacdo com curvatura completa e a solucdo numérica, nota-se que, qualitativamente, a
distribuicdo da velocidade é muito bem aproximada por este modelo reduzido. E vélido ressaltar
que as Figs. 5.5(b) e 5.5(c) sdo para o caso em que os modelos tem o pior desempenho e, ainda
assim, os resultados globais sdo apropriados.

Os resultados discutidos neste capitulo se referem ao escoamento em cascata em planos verti-
cais. Entretanto, a partir desta andlise, € interessante avaliar, em seguida, como as ideias utilizadas
para a parede vertical podem ser aproveitadas para paredes inclinadas.
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6 ANALISE PARA A PAREDE INCLINADA

Uma vez que ora conservar a razao de aspecto do perfil, ora conservar o formato de sua super-
ficie livre implicou em resultados adequados para o caso do plano vertical, deseja-se averiguar os
efeitos destas decisdes para planos inclinados. Assim, neste capitulo serdo avaliados os modelos
Razdo de Aspecto e Curvatura Completa considerando a inclina¢do da parede de 0° a 90° em
relacdo a horizontal.

Primeiramente, nas Figs. 6.1-6.3 sdo mostrados exemplos de perfis da se¢do transversal do
escoamento e a area dos perfis em funcdo do angulo de contato para o modelo Razdo de Aspecto
e para o modelo Curvatura Completa. Uma vez que este ultimo conserva o formato da superficie
livre, o perfil Curvatura Completa mostrado nos painéis corresponde ao perfil exato do escoa-
mento. Por outro lado, o modelo Razdo de Aspecto conserva trés pontos da superficie real e,
portanto, é uma aproximagdo. Nos painéis para § = 60° e 5 = 30°, repara-se que o perfil ndo
estd em contato com o eixo 7, o que ocorre devido ao fato de ( = 0 ser um plano de referéncia
criado para formular matematicamente o problema. Assim, apesar de ndo representada nestas
imagens, a parede em que ocorre 0 escoamento estd sobre a reta que une os dois pontos do perfil
mais distantes em 7).

3] [--- Razdo de Aspecto A=0.9 3 A=0,9
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Figura 6.1: Exemplos de perfis e drea do perfil em fun¢do do angulo de contato para A = 0, 9.

53



3| [--- Razao de Aspecto A=0.5 3 A=0.5
------ Curvatura Completa B = 90° 3 ; (i(,)l’
2 2
¢ ¢
1 T e L TP 1 pmmm——
-’ T o S,
) & e
0 : E
-2 -1 0 1 2 v -2 -1 0 1 2
n n
3 A=0,5 4 A=0.5
5 =30°

3

2

¢ A .

2 e

1 AT T ‘,;;‘—':‘—

- = 1 T .
" O e

0 __._.-.--—"—

0 -2 -1 0 1 2 0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90°

i

Figura 6.2: Exemplos de perfis e drea do perfil em fun¢do do angulo de contato para A = 0, 5.

A Fig. 6.1 (A = 0,9) mostra o caso de uma parede quase horizontal; a Fig. 6.2 mostra um caso
intermedidrio (A = 0, 5); e a Fig. 6.3 expde perfis para o caso em que A = 0, 1, isto &, préximo ao
plano vertical. Analisando qualitativamente, observa-se que os perfis que conservam a curvatura
aparentam ter o formato de segmentos de circunferéncia na Fig. 6.3, o que estd de acordo com a
andlise realizada para o caso especifico em que a parede € vertical.

E possivel perceber que, para um mesmo valor de ), a aproximagcio oferecida pelo modelo
Razao de Aspecto melhora a medida que o angulo de contato 5 diminui, sendo excelente para o
angulo de 30° por exemplo. Além disso, € necessario observar que, para um mesmo angulo de
contato, exceto 5 = 90°, a altura do perfil em relagdo a parede do escoamento € to maior quanto
maior for \. E interessante notar, ainda, que, conforme a inclina¢do da parede diminui (A — 1),
o perfil se torna mais achatado. Isso se deve ao fato de que, a medida que a parede se aproxima da
horizontal, a componente z do campo gravitacional cresce, aumentando, assim, a influéncia deste
campo sobre a superficie livre.

Avaliando os painéis referentes a area do perfil em fun¢do do angulo de contato, constata-se
que, quanto menor o valor de A\, maior € o intervalo de 3 para o qual os dois modelos coincidem.
Na Fig. 6.3, nota-se que a area do perfil — e consequentemente o préprio perfil — do modelo Razao
de Aspecto é praticamente idéntica aquela do perfil exato até § = 40° aproximadamente. Obser-
vando a Fig. 6.1, é possivel perceber que para 5 = 40° as curvas dos dois modelos ja comecam
a se distanciar. Assim, em termos de erro absoluto, o modelo Razdo de Aspecto fornece uma
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Figura 6.3: Exemplos de perfis e drea do perfil em fun¢do do angulo de contato para A = 0, 1.

melhor aproximagdo da secao transversal do escoamento quanto maior for a inclinagdo da parede,
isto €, quanto mais proxima de um substrato vertical. A Fig. 6.4(a) evidencia esta conclusao.
Entretanto, conforme mostrado na Fig. 6.4(b), o erro relativo do modelo Razao de Aspecto para a
drea diminui 2 medida que o valor de A aumenta, isto é, a medida que a parede se aproxima da ho-
rizontal. Isso ocorre porque, para altos valores de A a drea do perfil cresce mais rapidamente que
o erro absoluto. Desta forma, em termos percentuais, este modelo reduzido também se comporta
bem para pequenas inclinacdes.
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Figura 6.4: Erros (a) absoluto e (b) relativo do modelo Razao de Aspecto para a drea do perfil.
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Por sua vez, a Fig. 6.5 mostra o fluxo adimensional através do perfil do escoamento para
diferentes valores de A\. A curva continua € a solucdo numérica desenvolvida por Matias (2021).
O fluxo para os dois modelos reduzidos € obtido por meio da integracdo numérica da Eq. (4.75)
utilizando a regra do trapézio e substituindo a respectiva equagdo para a superficie livre. Sendo
assim, a Fig 6.5 permite comparar o desempenho dos dois modelos de lubrificagdo obtidos com a
solucdo numérica completa. Primeiramente, nota-se que o modelo Razdao de Aspecto subestima
o valor do fluxo enquanto que o modelo Curvatura Completa o superestima. Isso se deve ao fato
de o primeiro apresentar uma drea para o perfil menor que a real. Além disso, percebe-se que o
modelo que conserva o formato da superficie livre se adéqua melhor a solu¢do numérica, o que é
razodvel, ja que este modelo apresenta como vantagem a preservagao da area do perfil.

= Matias (2021) A=0,9 r —  Matias (2021) A=0,5
=== Razdo de Aspecto 05| |--- Razao de Aspecto
------ Curvatura Completa L <= Curvatura Completa

0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90° 0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90°
B 53

—  Matias (2021) A=0.1
-=-=- Razao de Aspecto '
------ Curvatura Completa

0.4

0.3

7 0.2

0.1

Figura 6.5: Fluxo em func¢do do dngulo de contato para diferentes .

A Fig. 6.6 mostra o erro relativo de cada um dos dois modelos reduzidos com respeito a solu-
cdo completa de Matias (2021) para diferentes valores de \. Para o modelo Curvatura Completa,
para todos os angulos de contato, o erro relativo aumenta conforme a parede se aproxima da
vertical (A — 0). Por outro lado, para o modelo Razdo de Aspecto, até o dngulo de 70° apro-
ximadamente, o erro relativo é menor para menores valores de \. Comparando os dois modelos
para mesmos valores de A, é possivel perceber que ha um limite de angulo de contato até o qual o
modelo Razdo de Aspecto apresenta um melhor desempenho que o modelo Curvatura Completa
considerando o erro relativo como parametro. Além disso, percebe-se que este limite é maior
quanto menor for o valor de A. Para as curvas A = 0,1 na Fig. 6.6, por exemplo, percebe-se
que o erro relativo do modelo que conserva a razao de aspecto € menor que do modelo Curvatura
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Completa até aproximadamente 75°, sendo, portanto, melhor neste intervalo. Isso ocorre porque,
neste intervalo, as aproximacoes feitas para o campo de velocidade compensam as aproximagdes
feitas para a forma do perfil no modelo Razao de Aspecto, tornando o fluxo, uma medida integral,
mais préximo do real. Como o modelo Curvatura Completa utiliza 0 mesmo campo de veloci-
dade aproximado mas com o perfil exato da superficie livre, ndo ha esta compensacgdo para o fluxo
e, por isso, seu desempenho nao € o melhor neste intervalo inicial. Desta forma, € interessante

avaliar qual modelo deve ser utilizado considerando o intervalo de angulo de contato e o valor de
A

0.16

0.16 A=01
0.14 i = 8}; 0.14 A=05
012| LTA=09 012 LoTA=09
0.1 0.1
3¢ 0.08 e 8¢ 0.08
0.06 B 0.06
0.04 - e
002 e . 002 T
%00 40° 50° 60° 70° 80° 90° So° 40° 50° 60° 70° 80° 90°
8 B

(a) Razdo de Aspecto (b) Curvatura Completa

Figura 6.6: Erro relativo em fungdo do aAngulo de contato para diferentes valores de .

A Fig. 6.7, por sua vez, mostra o comportamento da curva de fluxo de cada um dos dois
modelos para parede inclinada quando estes tendem a parede vertical. Em cada um dos painéis, a
curva continua representa o valor do fluxo no modelo para parede vertical correspondente, isto €,
a Eq. (4.40) para Razdo de Aspecto e a Eq. (4.48) para Curvatura Completa. E possivel perceber
que, quando A — 0, tanto o modelo Razdo de Aspecto quanto o modelo Curvatura Completa
retornam os valores ja obtidos para o caso vertical. Isso reforca o fato de que os modelos que
conservam a razao de aspecto ou o formato da superficie livre sdo 6timas opcdes para se descrever
o problema de forma reduzida.

0.34 0.43
_— Eq. (4.40) _ Eq. (4.48)
Razao de Aspecto y Curvatura Completa
0.42
0.33
0.41
0.32
q 0.4
0.31
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0.3 0.38
0.1 0.09 0.08 0.07 0.06 0.05 004 0.03 0.02 0.01 0 0.1 0.09 0.08 0.07 0.06 0.05 004 0.03 0.02 0.01 0

A

(a) Razdo de Aspecto

A

(b) Curvatura Completa

Figura 6.7: Fluxo dos modelos para parede inclinada no limite vertical.
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Figura 6.8: Velocidade maxima em funcéo do angulo de contato para diferentes .

A Fig. 6.8 mostra a velocidade maxima de cada um dos modelos em fun¢do do angulo de
contato para diferentes valores de \. E possivel perceber que a velocidade maxima é sempre
coincidente para os dois modelos reduzidos apresentados. Isso ocorre porque ambos os modelos
utilizam a Eq. (4.59) para aproximar o campo de velocidade e, para cada angulo de contato, a
altura do perfil — ponto de maior velocidade — é a mesma para ambos os modelos, como mostrado
nas Figs. 6.1-6.3. Nota-se que, para § = 0°, a velocidade méaxima é sempre nula e, para 5 = 90°,
a velocidade maxima (adimensional) € sempre 0, 5 para os modelos Razao de Aspecto e Curvatura
Completa. Para os demais angulos de contato, a velocidade maxima é maior quanto maior for o
valor de A\, uma vez que, para um mesmo /3, a altura do perfil em relag@o a parede € maior quanto
maior for .

Por dltimo, as Figs. 6.9 e 6.10 mostram o campo de velocidade normalizado para A = 0,1 e
A = 0,9 respectivamente. Em cada uma destas figuras, compara-se o perfil de velocidade para os
dois modelos reduzidos e para um angulo de contato baixo e um angulo de contato alto. A escala
dos eixos foi mantida entre os painéis para que se pudesse observar seu formato e diferenca de
tamanho. Avaliando qualitativamente, para § = 30°, os perfis de velocidade fornecidos por cada
um dos modelos sdo indistinguiveis. Por outro lado, para 5 = 90°, caso que apresenta maior erro,
€ possivel perceber as diferencas entre os modelos. Como ja comentado, a velocidade € maior no
ponto mais alto do perfil, pois este € o ponto com menor interferéncia da parede.
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Figura 6.10: Campo de velocidade normalizado para A = 0, 9.
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7 CONCLUSAO

Neste trabalho, estudou-se o escoamento permanente descendente de uma cascata uniforme
de fluido newtoniano de alta molhabilidade sobre uma parede inclinada entre 0° e 90°. Primeira-
mente, analisou-se o caso vertical (parede inclinada a 90°) por meio da comparacao entre modelos
reduzidos obtidos pela teoria da lubrificag@o e a solucdo numérica completa desenvolvida para a
equacgdo de Poisson. Como a conservagdo da razdo de aspecto do problema e do formato da su-
perficie livre geraram 6timos modelos para o caso vertical, essas ideias foram estendidas para os
demais casos de paredes inclinadas. Apresentou-se a formulacdo matematica completa do pro-
blema e obteve-se, ainda, para o caso da parede vertical, uma solucado numérica e uma solucao
analitica para § = 90°. Além disso, fez-se o desenvolvimento detalhado da andlise por lubrifi-
cacdo de diferentes maneiras e apresentou-se resultados por meio dos quais € possivel avaliar o
comportamento e a performance de cada um dos modelos reduzidos.

A fim de se avaliar o desempenho das aproximacdes por lubrificagdo apresentadas para o
caso de um substrato vertical, foi desenvolvida uma solucdo numérica completa por meio do
método das diferencas finitas. Para utilizar este método, foi necessdrio introduzir uma mudancga
de coordenadas que transformasse o dominio em um retangulo. Nao foi encontrada na literatura
outra solu¢ao numérica utilizando diferencas finitas.

O modelo com o perfil exato da superficie livre ja havia sido apresentado por Towell e Rothfeld
(1966), Semiat, Moalem-Maron e Sideman (1980) e Gajewski e Trela (2002). Entretanto, ndo
foram encontradas, na literatura, referéncias que examinassem o desempenho de tal aproximacao.
Neste modelo, o formato exato da superficie livre € incorporado a anélise por lubrificacdo, o que
resulta na melhor aproximacdo da solu¢do completa. Ao conservar a drea exata, este modelo
apresenta um erro relativo abaixo de 9% para o fluxo no pior caso possivel.

Fazendo a expansdo das equacdes do problema vertical com o pardmetro de perturbacdo ¢ =
tan g, foi obtido 0 modelo reduzido que conserva a razdo de aspecto, que, até onde se conseguiu
verificar, ¢ um modelo novo que ndo havia sido proposto em trabalhos anteriores. Este modelo
aproxima a superficie livre, que é um arco de circunferéncia, por um arco de parabola de largura
e altura iguais ao perfil exato. Para angulos de contato de até 40°, a aproximagdo do perfil é
excelente. A medida que § cresce, a aproximacio se torna menos acurada, mas os resultados
continuam razoaveis e, no pior caso, ha um erro abaixo de 19% para o fluxo.

E interessante ressaltar que a utilizacdo do modelo cldssico de lubrificacdo ndo é errada, desde
que se garanta que o angulo de contato é sempre menor que, aproximadamente, 30°. Entretanto,
aplicar esta restri¢cdo implica em limitar bastante a aplicabilidade do estudo. Em contrapartida, os
modelos Razdo de Aspecto e 0 modelo Curvatura Completa sdo consistentes at€¢ mesmo além do
limite tedrico da teoria de lubrificacdo. Assim, acredita-se que seria vantajoso o uso dos modelos
apresentados em pesquisas futuras e, além disso, em revisdes de estudos anteriores.
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Uma vez que conservar a razdo de aspecto do perfil e conservar o formato da superficie livre
do escoamento forneceram modelos reduzidos tdo adequados, estendeu-se estas ideias para os
demais casos de parede inclinada. Assim, foram desenvolvidos os modelos Razdo de Aspecto e
Curvatura Completa para substratos inclinados. O primeiro conserva a largura e a altura do perfil
real, enquanto o segundo conserva o perfil exato. Para avaliar o comportamento destes modelos,
utilizou-se a solucdo numérica completa fornecida por Matias (2021).

Foram avaliados a 4rea, o fluxo, a velocidade mixima e o perfil do campo de velocidade
para diferentes valores de A e de angulo de contato. Além disso, mostrou-se que quando a parede
tende ao plano vertical, os resultados obtidos coincidem com aqueles obtidos anteriormente para o
substrato vertical. A conservagdo darazao de aspecto do problema e do formato da superficie livre
do escoamento geram modelos reduzidos fisicamente coerentes e satisfatérios. Como comentado,
¢ importante conhecer a situacdo na qual se deseja aplicar algum destes dois modelos reduzidos
desenvolvidos, pois, dependendo dos valores de A e 3, um se torna mais vantajoso que o outro.

Os modelos de lubrificagdao desenvolvidos neste trabalho se mostraram 6timos para o problema
da cascata uniforme em um substrato inclinado. Assim, trabalhos futuros que busquem analisar
variagdes do problema da cascata podem ser conduzidos utilizando os modelos Razdo de Aspecto
e Curvatura Completa. E possivel, futuramente, estudar a cascata com tipos de fluidos diferentes,
tais como fluidos ndo newtonianos (Mukahal, Duffy e Wilson, 2018) e fluidos magnéticos (Reed
e Molokov, 2000).
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l. CONDICAO DINAMICA

Para se obter a equagdo para a condi¢do dindmica, € interessante mostrar, primeiramente, a

forma alternativa do teorema de Stokes. Em seguida, a deducao da condi¢do de contorno desejada

serd desenvolvida conforme mostrada em Lopes (2018).

.1 FORMA ALTERNATIVA DO TEOREMA DE STOKES

Primeiramente, define-se C' como uma curva fechada que delimita uma superficie .S no espago

tridimensional cuja normal n aponta para o exterior. Além disso, define-se t como o vetor unitério

tangente a C' positivamente orientado, v(x,t) um vetor definido em S e em C e ¢ um vetor

arbitrario constante. Por identidade vetorial, tem-se que

(vXt)-c=(cxv)-t,

{fc(vxt) dé} cCc= ]{C(cxm-tdé.

Como c X v € um vetor, pode-se aplicar o teorema de Stokes, donde obtém-se

j’{C(CX’U)'tdE://S[VX(CX'U)]-ndS.

Por identidade vetorial, sabe-se que

de forma que

VX (cxv)=(v-V)c+¢c(V-v)—(c-V)v—-v(V-c).

Como c € um vetor constante por defini¢do, a Eq. (I.4) se reduz a
VX (cxv)=¢(V-v)—(c-V)v.
Por outra identidade vetorial, tem-se, ainda,
(c-V)v=(Vv)c,
de forma que a Eq. (I.5) se torna

VX (cxv) =¢(V-v)— (Vov)c
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Assim, tem-se que

//S [VX(CX'U)]-ndS://S [c(V - v) — (V)] - ndS, (1.8)
isto &, //S [V X (cXv)] .ndS://S (V-v)n-c— (Vo) -n] dS. 19)

Utilizando uma ultima identidade, tem-se que
(Vv)c-n = (Vv)'n-c, (1.10)
de forma que a Eq. (1.9), se torna
//S [VX(cXv)]-ndS = //s [(V-v)n-c—(Vv)'n-c| dS. (I.11)

Entretanto,

//S [(V-v)n-c—(Vv)'n-c] dS:{//S (V- v)n — (Vo)Tn] ds}.c, L12)

o que, substituido em (I.11) e, em seguida, em (I.3) e (I.2), resulta em

{jé(vxt)dé}.c: {//S (V)0 — (Vo)'n) dS}-c, W)

Uma vez que c € arbitrario, obtém-se, finalmente, a forma alternativa do teorema de Stokes

]i(”Xt)dfz//S [(V-v)n— (Vv)'n] dS. (I14)

1.2 DEDUGAO DA CONDICAO DINAMICA

A condicao de contorno dindmica impde que a tensdo existente na interface entre dois fluidos
deve ser continua. A tracdo exercida pelo fluido 1 no fluido 2 deve ser igual e oposta a tracdo
exercida pelo fluido 2 no fluido 1. A Fig. 1.1 mostra uma curva fechada C' que delimita a superficie
S em uma interface entre dois fluidos.
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fluido 1

Figura I.1: Esquema de uma superficie .S delimitada por uma curva fechada C' em uma de interface entre dois fluidos.

Na Fig. L1, n(Y) é o vetor unitdrio normal 2 superficie S cujo sentido é do fluido 2 para o
fluido 1 e t(Y) é o vetor unitério tangente a C' positivamente orientado. E interessante notar que

n) = —n® (1.15)

t = @), (1.16)

em que o indice (2) denota a utilizagdo do fluido 2 como referéncia.

O vetor unitdrio binormal a C' positivamente orientado, pode ser convenientemente definido
como

b = —n® x ¢, (L.17)

A Fig. 1.2 mostra um volume de controle V' de altura € e raio R que engloba a superficie .S.
No volume de controle V', atuam forcas de campo, forcas de superficie e for¢as devido a tensdo
superficial, de modo que

f=fv+Ffst+rfc (L.18)

Na Eq. (I.18), f € a forca resultante no fluido em V', f, é a forca de campo totalem V', fgé a
forga de superficie total em S e f € a forca total devido a tensdo superficial na curva C'.
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Figura I.2: Esquema do volume de controle V.

De acordo com a segunda lei de Newton, tem-se que

f= /// 1>D“) V. (L.19)

Por outro lado, a for¢a de campo total atuando no fluido em V' pode ser escrita como

fv= / / / pVgdv, (1.20)
14

em que g representa a forca de campo por unidade de massa.

A forca total exercida na interface S é dada pela soma das for¢as hidrodinamicas exercidas
pelo fluido 1 e pelo fluido 2, de forma que

g = / / TMOnMas + / / T@n®4gs, (1.21)
S S

fo= / / (TOn® 4 TOn®) ds. (1.22)
S

Pela Eq. (I.15), é possivel escrever

fs= / / nMds. (1.23)

isto é,
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Por dltimo, a forga total devido a tensdo superficial € tal que

fo = f{ ~vbMde, (1.24)
C

em que 7y € a tensdo superficial na interface e d¢ denota o incremento de comprimento ao longo
da curva C'. Esta ultima integral requer uma andlise mais detalhada. Pela Eq. (1.17), é possivel
reescrever

foo— ]{ 7 (00 x D) de, (1.25)
C

ou, ainda,

Fo—— ]{ (V) x t®] de, (1.26)
C

Aplicando, agora, a forma alternativa do teorema de Stokes (I1.14), a Eq. (I.26) € reescrita como

fo=- / / {19+ ()]0 = [V ()] 0} as. 1.27)
S
Por identidade vetorial, sabe-se que
V. (fyn(l)) =y V.-nY) + Vy.nW, (1.28)
Entretanto, como V+y deve ser tangente a interface .S, tem-se que
Vy-n =0 (1.29)

necessariamente, de modo que a Eq. (1.28) se reduz a

V- (1Y) =~ v.nW. (1.30)
Por conveniéncia, reescreve-se
Vy=V[y(@".-n")], (L31)
isto &,
Vy=V[(mY).nWV]. (1.32)

Por identidade vetorial, tem-se que
v [(fyn(l)) . n(l)} =7 (Vn(l))T nV + A% (vn(l))}T n, (1.33)

Entretanto,
(Vnu))T n® = v (n®.nM) =0, (1.34)
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pois
(n(l) . n(l)) =1, 1.35)

de forma que, por (1.32), (1.33) e (1.34), obtém-se
Vy = [V (mm™)]" n®, (1.36)

Incorporando as equagdes (I1.30) e (I.36) em (1.27), encontra-se, enfim,
fo=— / / [v(V-n®)n® — vy]ds. (1.37)
s

Substituindo as equagdes (1.20), (I1.23) e (I.37) em (I.19), o balanco de forcas se apresenta
como

Du™®
/// pv dV = /// pMgdV + // (T(l) — T(Q)) n® dS+
v Dt v s

_ / / [y (V-0 n® - v4]dS. 1.38)
S

Como a altura caracteristica € € e o raio caracteristico € R, as integrais em V' terdo dimensao
de eR? e a integral em S terd dimensdo de R?. Assim, no limite ¢ — 0, o balanco de forcas se
resume a

/ / (TW —T@)nMdS = / / [v(V -n®)n® — vy ds. (1.39)
S S

Uma vez que a superficie S € arbitrdria, os integrandos devem ser idénticos, de modo que,
(T —T®)n®W =4 (V.n)n® - V4. (1.40)

A Eq. (1.40) € a condi¢do de contorno dinamica e anuncia que o salto de tensdo na interface entre
dois fluidos deve ser balanceado pelas for¢as devido a tensdo superficial.

O tensor de tensdes T é tal que
T=—-pl+T, 1.41)

em que p representa o campo de pressao, I € o tensor identidade e 7 representa o tensor de tensoes
viscosas. Assim, tem-se que
Tn = —pln + 7n, (1.42)

isto &,
Tn = —pn + Tn. (1.43)

Neste trabalho sdo feitas algumas consideracdes que simplificam a Eq. (1.40). Primeiramente,
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assume-se que a tensdo superficial na interface é constante, de forma que
Vv =0. (1.44)

Além disso, considera-se que o ar (fluido 1) € um fluido inviscido, de modo que

M = . (1.45)
Define-se, ainda,
M = po, (1.46)
2 = p, (1.47)
@ =7 (148)
€
k=—V.n, (1.49)

em que pg € a pressao atmosférica, p é o campo de pressao no fluido 2, que é o fluido de interesse
no escoamento, T € o tensor de tensdes viscosas também no fluido 2 e « € a curvatura da superficie
livre. Finalmente, a partir destas observagdes, a condi¢do de contorno dinamica se apresenta,
neste trabalho, como

(po — p)n + T™n = ykn. (1.50)
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Il. EQUACOES PARAMETRICAS DA SUPERFICIE LIVRE

A equacgdo para a superficie livre de uma cascata escoando sobre um plano inclinado pode ser
obtida a partir da equacao

1
A NP = ——0 ——. (IL.1)
CHAC=X V1 +tan?0
Como
sec = \/1+ tan?0,
€ possivel reescrever
A% — (1 + M) +cosf =0, I1.2)
cuja solugdo para (¢ é
1
C:ﬁ(1+)\i\/(1+)\)2—4)\cos0>. (IL3)
Entretanto, apenas a solucao
1
gzﬁ(HA— \/(1—1—)\)2—4)\(:080) (IL4)
satisfaz as trés condi¢des geométricas para a superficie livre. Por outro lado, como
d
tanf = —C,
dn
pode-se escrever
d¢ dé
tanf = ——. IL.5
MY= 99y L)
Pela Eq. (I.4), tem-se que
d in 0
e _ S . (IL6)
do \/(1—|—)\)2—4)\0059
Substituindo esta derivada na Eq. (IL.5), tem-se
tanf — — sin 0 40 (I.7)
V(1 +X)2—4)Xcos dn
isto &,
0
dn = — o8 (IL8)
V(1 +A)2 — 4\ cosd
Sabendo que
0
cosf =1 — 2sen? 2 (I1.9)
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a Eq. (II.8) € reescrita como

0
1 —2sen? =

dn = — 2 ede,
\/1+2)\+>\2—4)\+8)\sen2§

ou ainda,

0
1 —2sen? =

dn = — 2 - do.
\/(1 —A)? +8)\sen2§

Rearranjando os termos, tem-se que

1 1 — 2sen? g
dn = do
T AN L& 0
TSN sen 5
isto é,
1 1 QSGDQQ
dn = — - 2 de.

I=A 1+ 8 sen? Q 1+ 8 sen? Q
(1—=X)2 2 (I—=X)2 2

Por conveniéncia, pode-se escrever

1 2 4 2
= — ( B sen® © )d@
1—A\V1—-C?sen20 1—C?sen20®

de modo que

2
= 4 ( 1 B sen? © )d@,
1-A\2V1—-C%sen20© /1 —C?%sen2©
em que
0 9 8A
Em seguida, reescreve-se a Eq. (II.15) como
4 1 —1+1—C?sen?
= ( N + C? sen ®> a0,
— 1—C?sen20 (21— C?sen?0
ou seja,
d — 4 {(1 1) 1 N 1 —C?%sen’0© }d@
=T |\2 T e VvV1—C?sen2© (C?y/1—C?sen?© ’
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o que pode ser simplificado para

4 [C?*-2 1 1
dn = — —+V1—C?sen?0| dO. 1.1
" 14[202 Nipxecrer-Rle: Cse“@} © e
Utilizando a defini¢do de C' na equagao anterior, tem-se que
4 (1+N)? 1 (1—)\)2\/—
=— — 1 — C?sen? 1.2
dn T { o e o C?sen? 0| do, (IL.20)
que pode ser reorganizado como
dn = 1 [(1 —A)*V1—C2%sen20 — (1 + \)? ! } de. (I1.21)
2M(1 = X) V1 —C?%sen?© '
Integrando, tem-se, entao,
1
YY) [(1=X)E(6,C%) — (1+)\)?F (0,C?)], (I1.22)
em que
e
E(0,C%) = / 1 —C2?sen20©dO (I1.23)
0
e
© 1
F(0,C%) = / de (I1.24)
0o V1—C?sen?0©

sdo, respectivamente, integrais elipticas de segunda e primeira ordem. Substituindo as defini¢des
em (I[.16), a Eq. (I1.24) se torna

= 2>\(11— ) {(1 ~A'E (g _%> ~(HAF (g _%)] B

Finalmente, a superficie livre de uma cascata escoando em um plano inclinado pode ser para-
metrizada, em fungdo de A e 6, pelas equagdes

(:%(1+)\—\/(1+)\)2—4)\6089>

“zw [0 ()~ )|
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ll. CURVATURA DA CIRCUNFERENCIA

A curvatura de uma curva plana C' pode ser definida como a razao entre o angulo de rota-
cdo Ay da tangente e o comprimento As do arco percorrido entre dois pontos a e b, conforme
representado na Fig. 1IL.1.

Yy

Figura III.1: Curvatura em uma curva plana.

A medida que o ponto b se aproxima do ponto a, a curvatura da curva no ponto a passa a ser

AN
gy (D
isto é d
k=L (I11.2)
ds

Se uma curva é determinada através de equagdes paramétricas dependentes de x(t) e y(¢), a

curvatura é dada por
m’y” . y/ "
(22 +y'?)2

Por outro lado, se uma curva plana é definida por uma fungdo explicita y = f(z), a curvatura

desta € obtida através de .

Y

— e
(1+y2)> .

K =
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i1 CURVATURA DA RETA

Dada a reta definida pela funcao explicita y = cz+d, em que c e d s@o coeficientes constantes,
o valor de sua curvatura é dado pela Eq. (II1.4). Tem-se que, nesta situagao,

v =a (IIL.5)

y" = 0. (I11.6)

Desta forma, substituindo as derivadas acima na Eq. (II1.4), obtém-se que a curvatura de uma reta
€ igual a zero.

ll.2 CURVATURA CONSTANTE

Para encontrar a curva cuja curvatura € constante, assume-se que esta € dada pela equacdo
y = y(z), de forma que
2
Y|
(1+y'2)2

em que « € constante e o valor absoluto do numerador ¢ utilizado porque ndo € necessdrio consi-

= K, (I11.7)

derar a direcdo de rotagdo da tangente. Fazendo a substituicdo 3’ = p e tomando o valor absoluto,

a equagdo acima se torna
/

_r
(14 p?)2

Pelo método de separacdo de varidveis, pode-se escrever

/ s [ (I1L.9)
(1+p%)2

Utilizando a substitui¢cdo p = tan z, obtém-se

=+ (111.8)

dp

=T 111.10
et (IIL.10)

z = arctanp e dz

de forma que a Eq. (II1.9) se torna

dz
——— =+ | kdx. I.11
/\/1+tan22 / ( )

Utilizando a identidade trigonométrica

1

1—|—tan222—2
cos?z

, (IIL12)
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Pode-se simplificar a Eq. (II.11) como

/cosdz:i/ﬁdx,

senz = +k(x + ¢p),

o que resulta em

em que ¢; € uma constante de integracdo. Sabendo que

tan?
senz = =+ #,
tan®z + 1
[ tan?z
+ | —————— =Fk(x+c).
tan?z + 1 ( )

Lembrando que p = tan z, tem-se que

pOdC-SC escrever

2

P
o k(x4 1)’
Retornando a varidvel original y, obtém-se
E
Jipl = reta)
Rearranjando os termos, € possivel encontrar
12 (Z‘ + Cl)2
= ,
i (x+c1)?
isto é,
;L (x4 c1)?
y=% |3 )
3 (z+c1)
Tem-se, entdo, que
T+ cp)?
y==4 1 ( ) dzx.
i (x+c1)?
Fazendo a substituicao
T+ cp = —sent,
tem-se
dr = —costdt
K
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e, consequentemente,

A equacdo anterior pode ser reescrita como
1
y==+— [ tantcostdt,
K

que resulta em

1
Y+ co =+ —cost,
K

em que ¢, € uma constante de integracao. Uma vez que
sen’t 4 cos’t =1,

pode-se escrever
Koo+ a)’ + Ry +e) = 1,
isto &,

(LL’ + 01)2 + (y + 02)2 = ?

(I11.24)

(IIL.25)

(I11.26)

(111.27)

(I11.28)

(I11.29)

Portanto, as curvas planas com curvatura constante nao nula sdo circulos com centro arbitrario e

raio 1/k escolhido.
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IV. SOLUCAO ANALITICA PARA PAREDE VERTICAL
COM ANGULO DE CONTATO DE 90°

Para o caso em que o angulo de contato (3 vale 90°, Perazzo e Gratton (2004) mostraram que

€ possivel calcular o campo de velocidade analiticamente. Nesta situacdo especifica, a equacdo
para a superficie livre (2.87) se resume a

h=ay/1- L, aIv.1)
a
de modo que o perfil € um semicirculo. A derivada desta equacao €, entdo,
B = —%. (IV.2)
at =y
Como visto, o problema da cascata vertical € governado pela equacdo de Poisson
Pu 0%u 0g
e T Iv.3
0y? * 072 1 av-3)
Entretanto, esta equagdo pode ser reduzida a equacao de Laplace definindo
pg 2
U= — (11 — —> . (Iv4)
" 2
Aplicando esta substitui¢do na equacao de Poisson, obtém-se
01 D21
py0*u g _pg _ _pg. V5)
poy* w0z p I
isto &, , ,
o°u  0°u
— + == =0. IV.6
o2 922 1v6)
Substituindo, ainda, a Eq. (IV.4) nas condi¢des de contorno (2.71) e (2.72), estas se tornam
u=20 em z2=0 (Iv.7)
e
ot ot
a—Z—z:h’a—Z em  z=h (IV.8)
respectivamente.
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IV.1 COORDENADAS POLARES

A geometria do perfil faz com que seja favordvel a mudanga para coordenadas polares, de
forma que
y =rcost e z=rsenf, Iv.9)

ou seja,

r=vi2+z2 e tanezi, (IV.10)

emque 0 <r <ael < < 7. Pelaregra da cadeia do célculo diferencial, a primeira derivada
com relagdo a y em termos das novas coordenadas r e 6 é

o0 9o 09009

— =+ —=. V.11
oy oyor  oyo0 V11
Isto significa que
0 Y 0 z 0
Y _ - = V.12
83/ 1/y2+22 or y2+z2 00’ ( )
isto é, 5 5 00
sen
— =cosf— — —. Iv.13
Jy o8 or r 00 ( )
Aplicando a Eq. (IV.13) nela mesma, obtém-se
02 5, 0% sen?0 0  2cosfsenf O 2cosfsenf 9  sen?6 O
— = 0 — — — — —. (IV.14
Oy? 5 Y 52 * r  Or r or 00 + r2 00 * r2  00? ( )

Repetindo este processo para a coordenada z, é possivel verificar que as derivadas de primeira e
segunda ordem com relagd@o a y sdo, nas novas coordenadas,

0 0 cosf 0
— = 0— — IV.15
9 o * r 00 ( )
e
0? o, 0% cos’0 O  2cosfsenf O? 2cosfsenf 0  cos®6 O?
— = 0 — — — —+——— (V.16
02 MRt T e T T+ arow 2 o0 2 g V1O
respectivamente.
Por conseguinte, em coordenadas polares, a equacdo de Laplace em (IV.6) é dada por
Pu  10u 1 0%
—+-——=—+==—==0. Iv.17
or?2  ror  r?06? ( )
A derivada da equacao da superficie livre (IV.2), por sua vez, é reescrita como
0
W= 158 (IV.18)

Va2 —r2cos?6
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Visto que, em toda a superficie livre, 7 = a, a equagdo anterior se torna

h' = —cot 6. (IV.19)

Em seguida, a condi¢do de contorno da Eq. (IV.7) pode ser escrita como

uw=20 em =0 e O=m. (Iv.20)

Por dltimo, a condi¢@o de contorno em (IV.8), por meio das derivadas em (IV.13) e (IV.15), se
apresenta em coordenadas polares como

oun 1 onu ou  senfou
Sen@E—F;COS@%—TSGHQ——COtQ(COS@E— " %> em r=a, (IV.21)
isto €, o
Y _ asend em r=a. (Iv.22)
or

IV.2 SEPARACAO DE VARIAVEIS

Admitindo que a solu¢do da Eq. (IV.17) possa ser escrita como
u(r,0) = R(r) ©(0), (Iv.23)

em que R € fungdo apenas de r e © é fungdo apenas de 6, o problema pode ser resolvido através do
método de separacdo de varidveis. Substituindo a solu¢do (IV.23) na equagao de Laplace (IV.17),

obtém-se
d>R ©dR R &6
dr? r dr  r2 d62

em que as derivadas parciais deixaram de ser necessarias porque R e © sdo funcdes de varidvel

=0, (IV.24)

unica. Rearranjando os termos, € possivel escrever

r2d’R  r dR 1 d%e
— =~ V.25
R dr? * R dr O dh? ( )

Nesta equacao, o lado esquerdo € funcdo somente de  enquanto o lado direito depende apenas de
6. Isto significa que ambos os lados sdo, portanto, iguais a uma constante .

Tomando o lado direito da Eq. (IV.25), tem-se

d’e
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As solugdes desta equacgdo diferencial sdo

Iv.27)

o— A+ B6, seA=0
] AcosVA0+ Bsen VA0, seX#0,

em que A e B sdo constantes. Para que a solugdo tenha sentido fisico, é preciso que @ = u(r, 6)
apresente valores idénticos em 6 e 6 + 27. Isto significa que a solucdo para © deve ser tal que
©(0) = O(6 + 27) necessariamente. Sendo assim, é possivel concluir, primeiramente, que a
solucdo

©=A+ B, se\=0, (IV.28)

somente € adequada ao problema, isto &, periddica, se
B=0. (Iv.29)
Por outro lado, para a solugdo
© = Acos VA0 + BsenvA0, se)+#0, (IV.30)
aplicando a igualdade ©(0) = ©(0 + 27), obtém-se
Acos VA0 + Bsen VA0 = Acos V(0 + 27) + Bsen VA (6 + 27). (IV.31)
Através da soma de arcos, tem-se que

Acos VA (0 +21) = Acos VA0 cos 2rV A — Asen VA 0 sen 27V A (IV.32)

Bsen VA (0 + 21) = Bsen VA0 cos 2rvV/ A + Bsen 2V A cos VA 6. (IV.33)

Para que a igualdade em (IV.31) seja obedecida, € necessario, entio, que

Acos VA0 = Acos VA cos2mvV A — Asen VA0 sen 20V A (IV.34)

Bsen VA0 = Bsen VA0 cos 2V A + Bsen 2V cos VA 0 (IV.35)

concomitantemente. Sendo assim, é possivel concluir que, para que a solugdo (IV.30) seja peri6-
dica, deve-se ter
cos2mVA = 1 e sen 27V =0 (IV.36)

necessariamente. Desta forma, tem-se que

2V = 2mn, (IV.37)

82



em que n deve ser um inteiro ndo negativo. Portanto, as solu¢des para O sdo

o_ A, sen =0
~ ] Acosnf + Bsennfl, sen # 0.

Retornando para a Eq. (IV.25), tem-se

r? *R  r dR
_ -} = — = )\’
R dr? R dr
isto €,
r? R r dR
— - — =2
R dr? R dr
Rearranjando os termos, chega-se a equacdo de Euler-Cauchy de segunda ordem,
,d*R  dR

2
2R =
" dr2+rdr "

Uma vez que n? > 0, as solucdes desta equacdo diferencial sdo

o C+Dlnr, sen=20
G+ Dr ", sen #0.

Finalmente, as solu¢des possiveis para a Eq. (IV.23) sdo

a(r,0) = (C+ Dlnr)A, sen =0
" ) (Cr + Dr)(Acosnf 4+ Bsennf), sen # 0.

(IV.38)

(IV.39)

(IV.40)

(IV.41)

(IV.42)

(IV.43)

Como os produtos das constantes sdo outras constantes, € possivel redefinir, por conveniéncia,

A= AC,

B = BC,

C = AD
€

D = BD.

(Iv.44)

(IV.45)
(IV.46)

(IV.47)

Visto que a equagdo de Laplace (IV.17) € linear, sua solucdo geral é uma superposicao de todas

as solucdes possiveis obtidas, de forma que

a(r,0) = Ag + Colnr + Z(Anr” + C,r™ ") cosnb + Z(Bnr” + D,r~")sennf. (IV.48)

n=1 n=1
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IV.3 SOLUGAO PARA A VELOCIDADE

Substituindo a condi¢do de contorno (IV.20) na solucdo geral (IV.48), encontra-se

Ao+ Colnr + ) (At + Cr™) =0 (IV.49)
n=1
© o0
Ag+ Colnr =Y “(Ar" + Cor™™) = 0, (IV.50)
n=1
donde segue que
A, =0 e C,=0 (Iv.s1)

para todo n. Sendo assim, a solu¢do para u se reduz a

a(r,0) = Z(Bnr” + D,r ") sennb. (IV.52)

n=1

Entretanto, como a solu¢@o deve ser finita em todos os pontos do dominio, faz-se necessdrio que
D, =0, (IV.53)

garantindo, assim, que a solucao ndo serd singular em r = 0. Desta forma, a solucao se torna
u(r,0) = Z B,r"sennf. (IV.54)
n=1
Aplicando a condi¢do de contorno (IV.22) na solu¢do acima, encontra-se
Z nB, a" tsennb = asen®d. (IV.55)
n=1
Multiplicando a equag@o acima por sen m#f dfl e integrando em todo o intervalo de 6, tem-se

Z nB,a" ! / senmbsennd df = a / sen mf sen? 0 do. (IV.56)
n=1 0 0

Segundo Boyce e Diprima (2006), devido a ortogonalidade das fun¢des seno e cosseno,

L
0
/ sen 2% cen 2 qy = {  m#n . (IV.57)
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Definindo L = 7 e sabendo que o escoamento é simétrico com relagdo a § = 7/2, tem-se que

/senm@seand@z{g’ m;én (IV.58)
0 9 m=n

Por outro lado, através da integragcdo por partes, obtém-se
" 2 1 2 1 "
senmfsen“0df = | — ( —cosmbsen 0 —m | —— cosmb sen26df . (IV.59)
0 m m 0
Sabendo que
sen(260 + m#) + sen(20 — mb)

cos mb sen 20 = 5 , (IV.60)
a Eq. (IV.59) se torna
T 1 26 0 20 —mb)\ 1"
/ senmfsen?6df = | — | —cosmbsen®§ — cos(20 + mf) + cos( m6) . (Iv.6l)
0 m 2(m + 2) 2(m — 2) 0
Avaliando o resultado da integral nos limites definidos, tem-se
T 9 " 2 2
senmfsen“0df = (—1) — ) (IV.62)
0 m(m+2)(m—2) m(m+2)(m—2)
isto €,
i 0, =2
/ ser1mf sen? 0 df) = j e (IV.63)
0 T m(m+2)(m—2)° m=2n+1

Substituindo as solugdes encontradas em (IV.58) e (IV.63) na Eq. (IV.56), € possivel concluir que

By, =0 (Iv.64)

8 1
Ta2=1(2n — 1)(2n+ 1)2(2n + 3)”

Boni1 = — (IV.65)

Desta forma, a Eq. (IV.54) se torna

8 r?tlsen[(2n + 1)6)]
u(r,0) = —— . V.66
Ur,9) = -2 nzg @2 —1(2n — 1)(2n + 1)2(2n + 3) (IV-65)
Finalmente, a velocidade no perfil para o angulo de contato de 90° € dada por
2 2 Iz
w=" (u _reen ) , (IV.67)
W 2

em que u estd mostrado em (IV.66).
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IV.4 SOLUCAO PARA O FLUXO

O fluxo através do perfil do escoamento € dado por

Q= / / ur dr dé, (IV.68)
o Jo
isto &,
00 p2n+2 3 con?2
P9 sen|(2n + 1)0] r® sen” )
— drdf. V.69
©= / / { T )2n+ 122n13) 2 rdg. (IV69)
Integrando com relacdo a r e avaliando nos limites definidos, tem-se
4 pm > 2
pga 8 sen[(2n + 1)0] sen” )
= —— — dé. V.70
@ J /0 { ﬁ;(2n—1)(2n+1)2(2n+3)2 8 ( )
Posteriormente, sabendo que
9 1 —cos20
sen“f = ——|
2
a integral com relagdo a # resulta em
pga 1 m
= —1. V.71
[ g 2n — 1) 2n+1)3(2n+3)2+16] ( )
Definindo o contetido do somatério como
1

= Iv.72
(2n —1)(2n + 1)3(2n + 3)?’ ( )
€ possivel expandi-lo em fragdes parciais, de forma que
1 1 7 1 1 1
S = — + + + — .
128(2n —1) 16(2n+1) 128(2n+3) 16(2n+1)2  32(2n+3)? 8(2n+1)3
(IV.73)

Aplicando o somatorio no primeiro e no terceiro termo de S, € possivel reescrevé-los como

I = 1 1 =1
— - —|-1 V.74
12 ;Zn—l 128[ +§2n—|—1 ( )
c
7T — 1 <1
— -1 V.75
12 nZ;anLS +nz%2n+1 ( )
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Aplicando, agora, o somatdrio no segundo termo de S e somando-o as expressdes obtidas em
(IV.74) e (IV.75), tem-se

1 =1
ﬁ[_l+;2n+1 +Z2n+1

E interessante notar que as trés séries acima remetem a sé€rie harmonica e, individualmente, sdao

[e.o]

1
- IV.76
16 ( )

1 1
_1_6;::0271+1 128

divergentes. Entretanto, a soma destas trés séries converge para o valor encontrado. Para as
fragdes de S cujo denominador tem grau 2, note que

1 w2
2) = = V.77
2= == (v.77)

em que ( € a funcdo zeta de Riemann. A soma dos termos desta série em que n € par € tal que

= =1
=y . (IV.78)
2
n=1 4 n=1 n
isto é,
=1 (2) =
> G- 4 m (IV.79)

Sendo assim, a soma dos termos para n impar resulta em

C _3¢(@2) o«
Z 2n — = (IV.80)

n:O

Aplicando o somatorio no quarto termo de .S e utilizando a série em (IV.80), obtém-se

1 — 1 2
-y - (IV.81)
16 (2n+1)2 128
n=0
Em seguida, para o quinto termo de .S, tem-se que
1 — 1 1 |— 1
— —_— = — — 1], V.82
32 ; (2n+3)?2 32 LO (2n +1)2 ] ( )
isto &,
1 o 1 (7? 28
— —(Z-1)=222 (IV.83)
32 n:O 2n +3)2 328 256
Por tltimo, para avaliar o sexto termo de .5, € necessdrio utilizar a constante de Apéry
=1
¢(3) = 2 — =1,20205. (IV.84)
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A soma dos termos em que n € par nesta série sdo tais que

=1 I X1
> =) =, (IV.85)
— (2n)3 8 — n3
isto €,
— 1 ¢(3)
> =2 (IV.86)
— (2n)3 8
Sendo assim, a soma dos termos em que n é impar €
= 1 7¢(3
> _ ). (IV.87)
“—~ (2n+1)3 8
Aplicando o somatério no sexto termo de S e utilizando a Eq. (IV.87), encontra-se
_li;__@ (IV.88)
84~ (2n+1)3 64 ° '

n=0

Finalmente, os valores encontrados em (IV.76), (IV.81), (IV.83) e (IV.88) podem ser colocados na
equacdo do fluxo (IV.71), de forma que

4 2 2
pga* [8 1 7 (m* —8)  7¢(3) T
= — —|-=+—= — —1. IV.89
@ I Lr( 16+128+ 256 64 +16 ( )
Realizando as devidas simplificacdes o fluxo para 3 = 90° pode, enfim, ser escrito como
pga’
Q= q, (IV.90)
1
em que
6—m+7¢(3
q= 7T4+' B3 _ 0 3616632 .. (IV.91)
7
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V. INTEGRAL DO FLUXO PARA O CASO VERTICAL
CONSERVANDO A CURVATURA

Deseja-se, neste anexo, mostrar a resolucdo da integral

[ i) s

(V.1)

necessdria para o calculo do fluxo no modelo reduzido com perfil exato no caso vertical. Expan-

dindo a equacgdo acima, obtém-se

3
2

/((a2 —sen? (3) y?) N 3cos? (B) \/a2 —sen? (5) y2+

| Beos (B)sen? (8)

a

Aplicando a linearidade, tem-se

[ @ =sen @)} ay 20 [ = Gay

N 3cos (B3) sen? (B) /y2 dy + —a? cos® () — 3a? cos (,8)/1 dy

a? a3

Fazendo a substituicdo trigonométrica

asec (u)

sen (B)

a primeira integral de (V.3) se torna

3 2 20002 t
/ (a? = sen? (8) ) dy = / asec (u) (a SZDS(eBC) (w))? tan (u) | -
Sabendo que
1 —sec? (u) = — tan® (u),
tem-se

i a4

/ (a2 — sen? (8) ) * dy = ——— ; / sec () tan® (u) du.

sen ()

Pela relagdo trigonométrica (V.6), pode-se reescrever

/ sec (u) tan* (u) du = / sec (u) (sec? (u) — 1) du.
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Expandindo e aplicando a linearidade, tem-se

/sec (u) tan* (u) du = /sec5 (u) du — 2/ sec” (u) du + /sec (u) du
Utilizando a férmula de redugao

-9 n—2 t
/sec" (’U,) du = ":Li 1/Secn—2 (u) du + sec n(’li)lan (U)7

tem-se

/s.ec5 (u) du = sec’ (u)4tan () + Z/secB (u) du.

Aplicando a férmula de redugdo (V.10) novamente, obtém-se

/sec3 (u) du = w + %/sec (u) du.

Esta tltima integral é muito comum e seu resultado é

/sec (u) du = In (tan (u) + sec (u)) .

Substituindo o resultado acima em (V.12), tem-se que

3 ~In(tan (u) +sec(u)) = sec(u)tan (u)
/ sec” (u) du = 5 + 5 :

Substituindo, agora, (V.14) em (V.11), tem-se

/sec5 (u) du = 31n (tan (u8) + sec (u)) N sec (u)4tan (u) N 3 sec (u;tan (u)7

que, substituido em (V.9) juntamente com (V.14) e (V.13), resulta em

_ 3In(tan (u) +sec(u)) = sec® (u)tan (u)  5sec (u)tan (u)

/sec (u) tan* (u) du = 2 + . _

Substituindo, agora, em (V.7), tem-se

_ 3ia"In (tan (u) +sec (u))  ia"sec’ (u) tan (u)
8sen () 4sen (5)

5ia* sec (u) tan (u)

Nl

[ (@ s 9)22)

dy =

8sen ()
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Voltando para a variavel y,

3ia4 In ( /senZ(éB)yg 14+ sen((lﬁ)y)

/ (a — sen® (8) y?)* dy = - +

8 sen (

ia sen? \/ sen’( f 2 51a yr/ Sen2a2 -1 Wi18)

8

Agora, serd analisada a segunda integral da Eq. (V.3). Fazendo a mesma substitui¢ao trigono-
métrica proposta em (V.4), tem-se

2 — aZsec? (
/\/a2 —sen? (f) y2dy = /asec u) v Sena(ﬁs)ec u) tan (v) du. (V.19)

Utilizando a relacdo trigonométrica mostrada em (V.6), obtém-se

. 2
/\/a2 —sen? (8)y2dy = Se;a(ﬂ)/sec (u) tan” (u) du. (V.20)
Tem-se que
/sec (u) tan® (u) du = /sec (u) (sec® (u) — 1) du, (V.21)
isto €,

/ sec (u) tan? (u) du = / sec® (u) du — / sec (u) du. (V.22)

Utilizando os resultados ja obtidos nas equagdes (V.14) e (V.13), conclui-se que

/Sec () tan? (1) du = sec (u)ztan (v) In(tan (u)2+ sec (u))’ (V.23)
de forma que,
_ia?sec (u) tan (u)  ia®In (tan (u) + sec (u))
/\/a2 —sen? (B) y2dy = 2sen () — 3sen () : (V.24)

Voltando para a variavel y, tem-se

jay w -1 i(l2 In < senQa(—meQ — 1+ Sengﬁ)i‘/)

/\/a2 —sen? (B)y?dy = 2“ - > sen (7) . (V.25)

As duas ultimas integrais (V.3) s@o bastante comuns e de ficil resolu¢do. Assim, a expressao
(V.3) se torna
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3ia cos? (8) In (’\/%4— sen(B)y

) 3iaIn ’\/—Se“"’a(f)yg — 1 4 snlBly

2sen (B) - S sen (5) N
isen? (8) y34/ —Senza(f)yZ) —1  3icos®(B)yy/ —Senz(f)yz — 1  5iyy/ —Senz(f)yz —1
a a2 * 2 * 8 -
st (97 (oteod )= Swleos Oy ¢y
ou, simplesmente,
3ia (4cos® (B) +1)In < ay/(sen (8)y — a) (sen (B) y + a) + |a| sen (B) y‘)
a 8sen () *
_iyy/(sen (B) y — a) (sen (B) y + a) (2sen® (B) y* + 12a* sen” (8) — 17a?) N
8a? |a|
4 (5) S;DZ (B)y* —cos () (cos* (B) +3)y +C  (V.27)

A expressao (V.27) € a solucdo da integral indefinida (V.1). Avaliando este resultado no inter-
valo de interesse [0, al, tem-se

3acos? () arcsen (|sen (B)])  3aarcsen (Jsen (B)|)  sen®(8) \/a® — a?sen? (B)
2sen (3) T Spe®l i ’
N 3cos? (B) \/a; — a?sen? (f5) N 5y/a% — c: sen? (6)+
+ acos (B) sen? (8) — acos® (8) — 3acos (B). (V.28)

Como o intervalo de estudo é 0° < 5 < 90°, conclui-se que sen 8 > 0 sempre. Reescrevendo,
entdo, a expressao acima, obtém-se

3af cos? 3 3af n 3a sen 3 cos 3 n acos® 3 19acos 3

2sen 3 8sen 3 4 2 8 (V:29)

Sabendo que
sen® B cos B = sen 3 cos B — sen f3 cos® 3, (V.30)

e simplificando a expressdo (V.29), obtém-se, finalmente

3
a Qﬁ 2 125 26+35_2 5 3ﬂ_13 /B 5
/0 (\/1 — w — COS (ﬁ)) dy = a COS S;;len(;)s sen 5 cos '

(V.31)
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