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Resumo

Nao-linearidades ocorrem comumente em sistemas dindmicos reais, e eventualmente aproxi-
macoes lineares nao sao suficientes para uma andlise modal representativa destes sistemas.
Muitos avancos tém sido obtidos nas ultimas duas a trés décadas, com o intuito de garantir
formas da industria compreender e conter comportamentos nao-lineares em aplicagoes reais.
O objetivo deste trabalho é revisar conceitos tedricos acerca da analise modal nao-linear,
tais como modos normais nao-lineares, Variedades Invariantes e ressonéncia interna; sao
utilizados métodos analiticos e numéricos para analise de um sistema de referéncia. O
Método das Variedades Invariantes é aplicado ao sistema de referéncia adotado e sao
obtidas as equagodes de movimento nas coordenadas mestras e escravas, juntamente das
superficies de Variedades Invariantes. Os modos nao-lineares sao excitados e comprova-se
que um movimento iniciado nas variedades invariantes permanece nelas pelo restante do
tempo. Sao realizadas integracdes numéricas de equacoes de movimento para avaliagao
e comparacao dos resultados das analises modais lineares e nao-lineares. Faz-se também
uma comparacao da resposta temporal obtida por equacoes do movimento, tanto em
coordenadas fisicas quanto modais. O método numérico Shooting Method é também apli-
cado para a identificagao dos modos nao-lineares, e seus resultados sao comparados com
aqueles do Método de Variedades Invariantes. Conclui-se que, para o sistema estudado,
uma aproximacao linear para analise modal nao ¢é suficiente para uma correta avaliacao do
sistema. Complementa-se que os resultados obtidos pelo método numérico se mostraram
concordantes com os obtidos pelo analitico; e a rotina computacional é adaptavel a sistemas
dindmicos de muitos graus de liberdade, enquanto a analise de tais sistemas a partir do

método analitico se torna um trabalho drduo e tedioso.

Palavras-chaves: modos normais nao-lineares. variedades invariantes. analise modal

nao-linear. Shooting Method.



Abstract

Nonlinear dynamical systems are the most common occurrences in real situations, and
eventually linear approximations are not sufficient for a representative modal analysis of
these systems. Many advances have been made in the last two to three decades in order to
ensure that the industry can understand and contain non-linear behavior in real-world
applications. The goal of this work is to review theoretical concepts over nonlinear modal
analysis, such as the normal nonlinear modes, invariant manifolds and internal resonance.
Analytical and numerical methods are utilized for the analysis of a reference system.
The Invariant Manifolds Method is applied to the reference system and the equations
of movement in the master and slave coordinates are obtained, along with the Invariant
Manifolds. The nonlinear modes are excited and it is proved that a movement started in
the invariant manifolds remains in them for the remainder of time. Numerical integrations
of the motion equations are carried out to evaluate and compare the results of both linear
and nonlinear modal analyzes. A comparison of the time response obtained by equations
of motion, in both physical and modal coordinates, is also made. The Shooting Method,
a numerical approach, is also applied for the identification of nonlinear modes, and its
results are compared with those of the Invariant Manifolds Method. It is concluded that,
for the reference system, a linear approximation of nonlinear systems for modal analysis
is not sufficient for a correct evaluation of the system. It is also stated that the results
obtained via the numerical method proved to be in agreement with the ones obtained
via the analytical method; and that the computational routine is adaptable to dynamic
systems of many degrees of freedom, while the analytical method becomes arduous, tedious

work for such systems.

Key-words: nonlinear normal modes. invariant manifold. nonlinear modal analysis. Shoot-
ing Method.
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1 INTRODUCAO

1.1 MOTIVACAO

O inicio das investigagoes acerca da andlise modal nao-linear é marcado pelos
estudos de Rosenberg (1966), quando foi introduzido o conceito de Nonlinear Normal
Modes (Modos Normais Nao-lineares, ou NNMs). Estas investigagoes tiveram seus esforgos
estendidos até inicio da década de 1980, mas foram perdendo for¢a ao decorrer do tempo
por este nao ser um tema amplamente abordado. Porém, os modos nao-lineares tém voltado
a ser foco de interesse de pesquisadores da area, principalmente desde as novas defini¢oes
de modos normais nao-lineares formuladas por Shaw e Pierre (1991). Como sistemas
lineares sao, muitas vezes, aproximacoes realizadas devido a dificuldade de representacao
de certas nao-linearidades de sistemas, como um amortecimento ou uma nao-linearidade
geométrica, o estudo se torna importante para a obtencdo de métodos eficazes e confiaveis

para a avaliagdo de sistemas reais de comportamento dinamico.

Sistemas nao-lineares sao, na verdade, as circunstancias mais comuns em situagoes
reais, sendo comportamentos lineares a excegao (KERSCHEN et al., 2006). Apesar disto,
aproximagoes lineares sdo muitas vezes suficientes para a representagao de comportamentos
dindmicos. J& para alguns casos, a analise modal linear ¢ inaplicavel devido a presenca de
fortes nao-linearidades, e a grande dificuldade em encontrar técnicas especificas para tais
ocorréncias impossibilita avaliacoes mais profundas de sistemas. Casos como estes estao
constantemente presentes em situacoes na industria, que cada vez mais tem requerido
formas de mitigar possiveis problemas causados. Algumas aplicagoes em situagoes reais

que possuem fortes ndo-linearidades, como citadas por Kerschen et al. (2006), sao:
o Nao-linearidades geométricas em sistemas com grandes deslocamentos ou deformagoes
de materiais (e.g., péndulo simples com grandes movimentos angulares);

« Dissipacao de energia por amortecimento, que é normalmente um fenémeno nao-

linear, como efeitos de atrito seco;
o Termos de aceleracao convectiva ou de aceleragao de Coriolis;

« Condigdes de contorno que promovem nao-linearidades (e.g., superficies livre de

fluidos, forgas eletrodindmicas).
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O conceito de modos normais é bem desenvolvido para sistemas oscilatérios linea-
res devido a caracteristicas especiais de suas equagoes diferenciais governantes, como a
superposicao de respostas modais. As respostas obtidas em uma andlise linear de sistemas
nao-lineares podem ser inexatas — ou até incorretas, se houver presenca de ressonancias

internas — devido a impossibilidade de captacao das interagoes entre os modos normais.

Muitos avangos tem sido alcangados nos anos recentes (PAK, 2006; VAKAKIS et
al., 2008; KERSCHEN et al., 2009; RENSON; KERSCHEN;, 2013), devido a necessidade
da industria em conhecer, evitar ou ao menos definir uma maneira de conter a excitacao
de modos nao-lineares em estruturas, maquinas ou componentes essenciais em suas areas
de trabalho. Este projeto tem o intuito de iniciar uma contribuicao para a area da analise

modal ndo-linear.

1.2 OBJETIVOS

O objetivo geral deste trabalho é identificar os modos nao-lineares de um sistema
dindmico a partir de ferramentas analiticas e numéricas. Tem-se ainda como objetivos
especificos revisar conceitos tedricos acerca desta importante drea de vibragoes mecanicas
e desenvolver uma rotina computacional para obtencao de modos nao-lineares, de forma
que esta seja um método numérico facilmente adaptavel a diferentes sistemas dinamicos e

variados graus de liberdade.

1.3 METODOLOGIA

Primeiramente, é realizada a revisao dos principais conceitos relacionados a vibracao
nao-linear, das caracteristicas fundamentais dos modos normais nao-lineares e dos principais

métodos existentes, sejam eles analiticos ou numéricos, para a analise destes modos.

Em seguida, o Método das Variedades Invariantes (MVI) é aplicado a um sistema
de referéncia escolhido (SHAW; PIERRE, 1993), sdo obtidas as equagoes de movimento do
sistema na forma de coordenadas mestras e escravas, seguidas da obtencao dos coeficientes
de coordenadas escravas e das superficies de variedades resultantes. Entao, had uma
comparacao dos resultados de superficies obtidas com a literatura. E entdo realizada
uma analise a partir de simulagoes numéricas das equagoes de movimento, e de seus

posicionamentos relativos as superficies de variedades invariantes obtidas.

Posteriormente, é avaliada a integracao numérica com condigoes iniciais de acio-
namento particular de cada modo, com a utilizagdo de coordenadas fisicas obtidas pelas
transformacoes lineares e nao-lineares. Sao obtidas as respostas do modo excitado e e
modo nao-excitado, que apresenta uma resposta residual. Realiza-se a comparacao destes

resultados entre si.
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A andlise seguinte consiste na comparacao de integragdes numéricas em coordenadas
modais (lineares e nao-lineares) e fisicas, a partir de condigdes iniciais que excitem os dois

modos.

A dltima etapa é a aplicacdo de um método numérico, Shooting Method, ao sistema
dindmico de referéncia em sua forma conservativa para a obtenc¢do dos modos normais
nao-lineares, seguida de comparacao dos espacos de fase tridimensionais obtidos com as

superficies de Variedades Invariantes do sistema conservativo.

1.4 ORGANIZACAO DO TEXTO

O primeiro capitulo é a introducado deste trabalho, que aborda a motivacao do
mesmo, os objetivos a serem alcancados, a metodologia utilizada para a realizacao deste,

além de explicitar a organizacao de seus capitulos.

O segundo capitulo trata da revisao de conceitos tedricos necessarios para a
realizagao do trabalho, visto que o assunto em questao é de menor conhecimento geral na
area de vibracoes, principalmente em nivel de graduacao. Serao realizadas revisoes acerca
dos conceitos de modos normais lineares e nao-lineares, das propriedades fundamentais
dos NNMs, como a ressonancia interna e bifurcacdo de modos; e de alguns métodos
analiticos e numéricos, com foco no Método das Variedades Invariantes e nos Graficos de

Frequéncia-Energia.

O terceiro capitulo deste trabalho ¢ a apresentacao de resultados do Método de
Variedades Invariantes aplicado a um sistema de referéncia adotado, de forma a comparar
resultados obtidos com os da literatura original, realizar a andlise de tais resultados e dar
sequéncia ao estudo com um método numérico, o Shooting Method. Este método ¢é aplicado

e seus resultados sao comparados com resultados obtidos pelo MVI para o mesmo sistema.

O quarto capitulo ¢é a conclusao do trabalho, que dispde da discussao dos principais
resultados obtidos e conclusoes alcancadas, juntamente de uma sugestao para trabalhos

futuros.



2 CONCEITOS TEORICOS

Este capitulo abordara os principais conceitos e propriedades fundamentais dos
modos normais nao-lineares, além da apresentacao de alguns métodos, tanto analiticos
quanto numeéricos, construidos para a determinacao destes modos e avaliagdo da dinamica

do sistema.

2.1 MODOS NORMAIS LINEARES E NAO-LINEARES

A anélise modal linear é uma técnica essencial para andalise do comportamento dina-
mico de estruturas e sistemas. Até certo ponto, os modos normais lineares sao abordagens
precisas para o estudo de tal comportamento, visto que em alguns casos as nao-linearidades
de movimentos de baixa amplitude ndo influenciam suficientemente na dinamica do sis-
tema para que necessitem ser consideradas. Todavia, quando a energia de movimento do
sistema é muito intensa, nao-linearidades de rigidez, inércia ou amortecimento podem
introduzir fendmenos dindmicos bastante diferentes daqueles previstos pela teoria linear
(KERSCHEN et al., 2006). A consideragao e abordagem de algumas nao-linearidades se
tornam inevitaveis, como algumas fortes nao-linearidades de atrito seco ou geométricas.
Além disso, o principio de superposicao da analise modal linear nao é aplicavel a estes casos
nao-lineares. Ou seja, a resposta de um sistema a uma combinacgao de cargas dinamicas
aplicadas simultaneamente nao ¢ igual a soma das respostas individuais de cada carga
atuante (KERSCHEN et al., 2006). Visto que a anélise modal linear ja ndo satisfaz mais
alguns modelos de sistemas dindmicos, é necessaria uma investigacao mais profunda a
respeito das nao-linearidades de sistemas e a criacdo de um novo conceito: o de modos

normais nao-lineares.

Os modos normais nao-lineares foram primeiramente definidos por Rosenberg
(1966), como uma extensao dos modos normais lineares. Rosenberg os definiu como
vibragdes em unissono, ou melhor, uma oscilacao sincrona do sistema. Isto quer dizer
que modos nao-lineares ocorrem quando as coordenadas de um sistema alcancam valores
maximos simultaneamente, assim como passam por seus pontos de equilibrio em um mesmo
instante, isto para um sistema conservativo e com nao-linearidades impares (ROSENBERG,
1966). Esta definigdo de modos normais nao-lineares, ou nonlinear normal modes (NNMs),

frequentemente é utilizada de forma simplificada, ao assumir que os modos normais possuem
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movimentos similares (ou seja, um formato constante) e suas respostas sdo harménicas
(PESHECK, 2000). Esta defini¢do ndo pode ser utilizada em sistemas ndo-conservativos ou

sistemas com ressonancia interna, visto que nestes sistemas as oscilagdes nao sao sincronas.

Uma caracteristica dinamica tipica da resposta nao-linear é a dependéncia entre
frequéncia e energia das oscilagoes livres. Elas sdo caracterizadas pelo efeito da amplitude
na diminuicdo ou aumento da frequéncia de movimento de um oscilador nao-linear livre
com caracteristicas hardening ou softening. Este é um desvio basico da teoria de vibracao

linear (KERSCHEN et al., 2006).

2.2 VARIEDADES INVARIANTES

2.2.1 Definicao

Shaw e Pierre (1991) introduzem uma forma de abordagem modal baseada na
propriedade de invaridncia dos modos subespaciais, de forma a permitir a representacao
da dinamica do sistema como um conjunto de equacoes oscilatorias lineares desacopladas.
Essa representacao é provada pelos autores como equivalente a representagdo modal linear
comumente utilizada, onde obtém-se a solugdo complexa do problema de autovalores de
primeira ordem. Porém, uma caracteristica interessante dessa abordagem é o fato dos

autovetores serem obtidos anteriormente aos autovalores.

Considerando um movimento livre de um sistema com N graus de liberdade tem-se

a Eq.(2.1), linearizada em torno do equilibrio na origem.

Mx + Cx + Kx = 0 (2.1)

onde M representa a matriz de massa, C a matriz de amortecimento, K a matriz de
rigidez, x representa o vetor-deslocamento e os pontos sobrescritos representam derivagoes
temporais. As matrizes possuem dimensao NxN, enquanto os vetores sao da forma Nx1.

As equagoes de movimento podem também ser representadas na forma da Eq.(2.2).

x=y, y=Ax+By (2.2)

onde A = —-M 'K e B=—-M"'C. No método formulado por Shaw e Pierre, as variedades
invariantes para um modo normal sao parametrizadas por um tinico par de coordenadas
escolhido, denominado par mestre, que possibilita a descricao do movimento de todos
graus de liberdade de um sistema a partir da posi¢ao e velocidade de um tnico grau de
liberdade (PESHECK, 2000). Isto permite a formagao de uma superficie de variedades

invariantes para as coordenadas escravas, dependendo apenas do par de variaveis de estado
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das coordenadas mestras. No caso do sistema linear, essa dependéncia funcional é também

linear, como apresentado nas Eqs.(2.3) com o par mestre 1 e yi:

z;i(t) = ai (D)1 (t) + az(D)ya(t),  vi = ba(d)21(t) + ba(d)yr(t) i=1,2,..,N (23)

Na Equagao (2.3) fica claro que os coeficientes do par mestre sdo a,(i = 1) = 1,
az(t=1)=0,b1(i =1) =0 e by(i = 1) = 1. Qualquer movimento que faga parte deste
subespagco linear invariante e satisfaca a equacao do movimento é definido como um modo
normal linear. Este subespaco possibilita verificar diferencas de fase entre componentes e
que, no caso linear, é representado por uma superficie plana. A Fig.(2.1) apresenta um

exemplo de superficies de Variedades Invariantes para um sistema linear.

Substituindo as Eqgs.(2.3) e suas derivadas nas equagoes de movimento (2.2), a
dependéncia temporal do problema é eliminada, por este motivo o problema pode ser
resolvido sem a classica resolucao de autovalores e autovetores. Esta eliminacao da variavel

temporal sera mais detalhada a frente no trabalho, para o caso nao-linear.

Figura 2.1 — Exemplo de superficies de Variedades Invariantes para sistema linear néo-
conservativo, de Shaw e Pierre (1993).

Para a recuperacao da dinamica do sistema no espago fisico, uma transformacao

completa entre coordenadas modais e fisicas é proposta, na forma

z = Myw (2.4)
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onde z = [x1,¥y1, %2, Y2, ..., Tn, Yn|. representa as coordenadas fisicas do sistema e w =
[u,v]T as coordenadas modais. A matriz My é dada pelos coeficientes do sistema linear da
Eq.(2.3). Para esta transformagao de coordenadas, o par mestre adotado anteriormente (x4
e y1) serd agora igual ao par de coordenadas modais apresentado (u e v, respectivamente).
A Eq.(2.5) é obtida ao abrir a matriz mostrada na Eq.(2.4), considerando um sistema de

dois graus de liberdade.

T 1 0
0 1
o - " (2.5)
) a1 Qo v
Y2 br by

Em seguida, as equagoes de movimento do sistema sdo escritas em forma de matriz

e com a transformacao de coordenadas fisicas para modais, como descrito na Eq.(2.6).

- 02 ! ) k=12, N (2.6)
Uk —wj,  — 28wk Uk

Aqui wy, e & representam a frequéncia natural e o coeficiente de amortecimento do
k-ésimo modo normal do sistema, respectivamente, e u e vy representam o deslocamento
e velocidade modais. A forma desta equacgdo é referida como forma de oscilador. A
normalizacao dos autovetores, decorrente da determinagao de u e v, como a contribuicao
do k-ésimo modo para o par deslocamento-velocidade de algum dos graus de liberdade,
se manifesta de forma nao usual, onde os autovalores dependem dos autovetores. Isto é
uma consequencia natural da formulacao utilizada, que especifica os autovetores de forma
unica.

Uma importante propriedade do movimento modal é que, se o movimento de
uma unica coordenada especifica é conhecido, entdo o movimento de todas as outras
coordenadas é especificado pelo autovetor daquele modo especifico. Devido a independéncia
dos autovetores, uma condicao inicial que esteja alinhada com um tnico modo seguira com
um movimento de modo tnico, no qual todos os outros modos seguirao com amplitude
zero e permanecerao nao acionados pelo resto do tempo. Esta é a propria definicao da

invariancia dos sub-espagos modais.

Shaw e Pierre (1991) extendem a defini¢ao de variedades invariantes para os casos
nao-lineares e criam uma nova definicdo para os NNMs, afirmando que os modos normais
nao-lineares sao representados como "um movimento que se encontra em variedades inva-
riantes bidimensionais, no espaco de fase de um sistema". Assim, estas variedades sdo um
subconjunto do espago de fase no qual o sistema se comporta como um de dimensao menor,
realizando assim uma espécie de reducao modal. Esta formulacao, que serd apresentada
na Subsecao 2.4.1, possibilita a formulacao de equagoes diferenciais parciais nas quais a

geometria das variedades independe da conservacao de energia ou simetria do sistema,
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assim como aqui apresentado para os modos lineares. Isto possibilita a analise de sistemas
nao-lineares variados, incluindo sistemas nao-conservativos ou nao-linearidades assimé-
tricas. Se aplicarmos restrigdes como conservacao de energia ou movimento harmonico,
elas reduzem as variedades invariantes de uma superficie para uma linha curva dentro
do espaco de fase (PESHECK, 2000), reducao a qual é consistente com a definigao de

Rosenberg (1966) para modos normais nao-lineares.

2.3 CARACTERISTICAS FUNDAMENTAIS

2.3.1 Ressonancia Interna

Embora modos normais nao-lineares sejam individualmente invariantes, estes podem
interagir entre si durante um movimento geral do sistema, fendmeno tipicamente chamado
de ressonéncia interna. Isto significa que nem sempre é possivel uma andlise nao-linear
puramente pela superposi¢cao dos modos normais. A ressonancia interna consiste na
interacao e acoplamento entre modos normais nao-lineares, que ocorre quando um modo
nao-excitado apresenta resposta de alta amplitude devido a troca de energia com o
modo excitado, formando uma resposta acoplada. Este fendmeno acontece quando um
modo normal excitado perde sua estabilidade, resultando num acoplamento modal (PAK,
2006). Foi determinado que termos ctbicos sdo os mais ressonantes internamente em
equagoes de sistemas nao-lineares, podendo alcancar uma amplificagdo de resposta do

modo nao-excitado de até 3:1 em relacdo ao modo excitado.

2.3.2 Dependéncia Frequéncia-Energia

Uma caracteristica tipica dos modos normais nao-lineares é a dependéncia entre a
frequéncia e a energia das oscilagoes do sistema, o que permite concluir que suas curvas
modais e frequéncias dependem da energia total do sistema (KERSCHEN et al., 2009).
Diferentemente da teoria linear de vibragoes, essa dependéncia impede a separacgao de
espaco e tempo nas equacoes do movimento, dificultando o calculo analitico das NNMs.
Além disso, o movimento dos modos nao-lineares a baixas energias se assemelha aquele do
modo normal linear subjacente do sistema. Porém, devido a esta dependéncia, os NNMs
em altas energias podem se tornar internamente ressonantes pela trocas de energia entre
os modos. Esta transferéncia energética pode ser explicada pelo fato de que todas trocas
nao-lineares envolvem até certo ponto um tipo de ressonancia nao-linear entre a fonte de

energia e o sorvedouro (VAKAKIS et al., 2008).
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2.3.3 Bifurcacado e Estabilidade de Modos

Em casos de alta energia do sistema, os NNMs podem exceder o niimero de graus
de liberdade de um oscilador discreto, e isso ocorre devido a bifurcagoes de modos geradas
por instabilidades modais (KERSCHEN et al., 2006). Ou seja, os sistemas nao-lineares
podem ter um nimero de modos maior do que o nimero de graus de liberdade, e isto pode
ocorrer inclusive com sistemas de poucos graus de liberdade. Ressonancias internas sao

geralmente responsaveis pelo surgimento de bifurcacoes.

2.4 METODOS ANALITICOS E NUMERICOS

Métodos analiticos permitem um conhecimento profundo da dindmica de sistemas
e a realizacao de estudos parametrizados pela construcao simbolica de NNMs, além de
realcar a dependéncia frequéncia-energia dos modos nao-lineares (KERSCHEN et al., 2009).
Métodos numéricos para a obtencao de modos nao-lineares nao sao tao desenvolvidos
quanto os analiticos até entao. Mesmo os métodos analiticos possuem muitas restrigoes
como a inacuracia de resultados em sistemas com altas amplitudes e a dificuldade de
identificagdo de ressonancias internas. Em relacao a abordagem analitica, existem alguns
métodos que merecem ser citados: o Método de Miiltiplas Escalas (MAZZILLI; SOARES;
NETO, 2004; LI; JI; HANSEN, 2006), a Teoria da Forma Normal (TOUZE, 2003) e as
Variedades Invariantes Multimodais (BOIVIN; PIERRE; SHAW, 1994; BOIVIN; PIERRE;
SHAW, 1995). Numericamente, um dos métodos mais utilizados para a analise modal é o
estudo das segoes de Poincaré (MONTH; RAND, 1980; PAK, 2006), porém, outro método
bastante utilizado é o de graficos de frequéncia-energia, ou FEPs (Frequency-Energy Plots)
(KERSCHEN et al., 2009; PEETERS et al., 2009).

Nesta secao serao estudados de maneira aprofundada o Método das Variedades
Invariantes, dado que grande parcela deste trabalho se desenvolve a partir de seu conceito
e sua aplicacao; e os graficos de Frequéncia-Energia. Do ponto de vista numérico este
trabalho focara nos FEPs pois, apesar das Secoes de Poincaré serem excelentes ferramentas
de avaliagao da estabilidade dos modos, os graficos também permitem esta avaliagao
e, ademais, tém sido aplicados a sistemas continuos em conjunto com o Método das
Variedades Invariantes e o método de Elementos Finitos (RENSON; KERSCHEN, 2013;
RENSON, 2014; RENSON; KERSCHEN; COCHELIN, 2016), além de outras aplicagoes
(LEE et al., 2005; KERSCHEN et al., 2005; KURT et al., 2014). Serdo aqui brevemente
apresentados também: o Método das Variedades Invariantes Multimodais, a Teoria da

Forma Normal, o Método das Multiplas Escalas e as Se¢oes de Poincaré.
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2.4.1 Método das Variedades Invariantes

O MVI seréd o primeiro método empregado para a obtenc¢ao dos modos nao-lineares
neste trabalho, entretanto, ele ¢ um método analitico extenuante e complicado quando
o sistema estudado possui muitos graus de liberdade. Para um sistema de N graus
de liberdade e ordem ctbica, é necessario resolver um sistema de 18(N — 1) equagoes
para a determinacao dos coeficientes das coordenadas escravas, e consequente obtencao
das superficies resultantes. Por este motivo, o sistema de referéncia adotado para a

implementagao do método possui dois graus de liberdade.

As equagoes de movimento do sistema sdo dadas na forma da Eq.(2.7), e mostram
a reducao da dinamica de N graus de liberdade para N osciladores desacoplados. Para
dadas condigoes iniciais, os N problemas de segunda ordem podem ser resolvidos para
a dinamica modal e o movimento generalizado obtido pela superposicao de movimentos

oscilatérios desacoplados.

xz:yu yi:fi(xlax%"-7xN7y17y27"'ayN)7 i:1727"7N (27)

Na Equagao (2.7), as varidveis = representam as coordenadas de deslocamento
generalizadas e as varidveis y representam suas velocidades generalizadas correspondentes.
O vetor f representa as for¢as/momentos atuando no sistema, normalizados com relagao a
massa/inércia. Pontos sobrescritos representam derivagoes temporais. Para dois graus de

liberdade, tem-se

:L:l =, yl = fl(l‘hx%ylay?) (2 8)

Tg = 1Yo, Yo = fo(x1,22,y1, )

As coordenadas mestras sao as variaveis de estado do primeiro grau de liberdade
x1 e y1, sendo as demais denominadas coordenadas escravas. Assim, tem-se as Eqs.(2.9)

para coordenadas mestras e escravas:

1 =4, Y1 =" (29)
To = P2(“7U)7 Yo = Q2(U7U)

Independente do niimero de graus de liberdade, Pi(u,v) = u e Q1(u,v) = v.
Realiza-se a derivagdo das Eq.(2.9), com o intuito de iniciar a eliminagao da varidvel

temporal. Isto resulta nas Eq.(2.10):

le =, yl =0
' - . | (2.10)
i — 8Pz(u,v)u n 3H(u,v)®, s = aQZ(U’U)u N 5Qz(U,v)®
ou v ou O
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onde sabe-se que ¥ = fi(x1, T2, y1,y2). A partir das equagoes diferenciais parciais (2.10)

das coordenadas escravas xy € ys.

_OP(wv) | OP(u0)

Qi(uav) v f1(5171, o TN, Y1, ~-'>yN)
00uv) . 900 211)
f,‘(l’l,...,l‘N,yl,...,yN) = lau’ U+ 181)’ fl(IL'l,...,l'N,yl,...,yN)
OPs(u, OP(u,
Q2(u,v) = Qa(u U)U‘f' 2€§U v) fi(x, T2, Y1, Y2)
u v (2.12)

0 , 0 ,
f2(1717$27y17y2) = Qz(;b U)U+ Qg(;b v)f1<$1,$2,yl7yz)

Porém, esta formulacao pode ser tdo complicada quanto as equacoes diferenciais

originais, mas estas permitem uma soluc¢ao aproximada na forma de série de poténcia.

uw=wv, U= fi(u, Pa(u,v),v,Q2(u,v))

. . (2.13)
PQ(uv U) = QQ(U> U)v Q2(uav) = f2(u7p2(uav)7U7Q2<u>U))

Com as Equagdes (2.8) e (2.9), é possivel obter as equagoes de movimento das
coordenadas fisicas de f; e fo em funcao de u, v, P, e Q3. Como P; e ()> dependem apenas

de u e v, é correto dizer que f; = fi(u,v) e fo = fo(u,v).

De forma localizada, as coordenadas escravas sao também representadas por apro-
ximagao pela série de Taylor, de forma que sua aproximacao por expansao assintotica é
dada pela Eq.(2.14).Como nosso interesse se da apenas até a terceira ordem, sao utilizados

os nove primeiros termos de cada expansao de Taylor.

Py(u,v) = a1u + agv + asu® + aguv + asv® + agu® + aruv + aguv® + agv® + ... (2.14)
Q2(u,v) =byu + byv + byu? + byuv + bsv? + bgu® + byuv + bguv? + bgv® + ... '

Entao, pode-se dispor as equagoes na forma de expansdao de Taylor em forma
de matrizes e com a transformacgao das coordenadas fisicas para coordenadas modais

nao-lineares, como demonstrado na Eq.(2.15).

z = M(w)w = [My + M;(w) + My(w)|w + ... (2.15)

De forma anéloga a transformacao de coordenadas no caso linear apresentado pela
Eq.(2.4), w é o vetor de coordenadas modais, z o de coordenadas fisicas e M, a matriz

transformadora linear. Porém, neste caso ha a existéncia das matrizes transformadoras
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M, (w) e My(w), que contém os coeficientes dos termos quadréticos e ctbicos, respecti-

vamente, e dependem de w. Abrindo a matriz, a Eq.(2.15) é apresentada da forma da

Eq.(2.16):

T 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
Y1 _ 4 + ) ) 5 9 ( ) (216)
To a; ao asu + a4v  asv agu” + agv® ayu” + agv v
Y2 bl b2 b3u + b4U b5’U b6U2 + b8U2 b7u2 + bg’U2

Como nos exemplos utilizados ndo ha termos quadraticos, utiliza-se a simplificacao

da Eq.(2.17).

z = [My + My(w)|w (2.17)

Em seguida, realiza-se a derivagao das equagoes de coordenadas escravas em suas

formas de aproximacao assintética, de maneira que

PQ(U, V) = Qo(u,v) = ayit + ay® + 2azutt + asud + asiw + 2a500 + Jagui+
2a7utv + a7u0 + agtv? + 2aguvd + 3agv*v + ... (2.18)
Qg(U, v) = fo(u,v) = byt + byt 4 2b3uts + byut) + bytw + 2bsv0 + 3bgut+ .

2butiv + bru® + bguv? + 2bsuvt + 3bgv*0 + ..

e realiza-se a substitui¢do das varidveis @ e ¥ por v e fi, respectivamente, na Eq.(2.18),

obtendo-se a Eq.(2.19).

Q2(u,v) = ayv + asfi + 2asuv + agufi + agv® + 2a5v fi + aguiv+
2a7uv® + aru’ fi + asv® + 2aguv fi + 3agv?fi + ...

fo(u,v) =b1v + by f1 4 2bsuv + byuf + bsv® 4 2bsv f1 + 3bguv+
2b;uv? 4 byu’ fi + bgv® + 2bguv f1 + 3bgv? fi + ...

(2.19)

A definigao da expansdo assintética de (o, apresentada nas Eqs.(2.14), e as equa-
¢oes de movimento fi e fo em fungdo de u e v, dispostas nas Eqs.(2.13), sdo substituidas
nas Eqs.(2.19). Estas entao sao expandidas até sua ordem ctbica, e os coeficientes mul-
tiplicadores de u, v, u?, uv, v?, u?, u?v, wv? e v* sao dispostos em conjunto, de forma a

fornecer o sistema de equacoes utilizado para a determinacao dos coeficientes a; e b;.

Apébs a determinacgao dos coeficientes, tanto para o primeiro modo de vibracao

quanto para o segundo, é possivel apresentar as equacoes de transformacao modal para
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fisicas como nas Eqs.(2.20) e (2.21). Para o primeiro modo:

0 1 0 0 U
= + 2 2 2 2 1 (2.20)
To ay, ao, ag, Uy + ag,vi ar,uy + ag, vy U1
Y2 b, by be, ui + bg,vi by uf + bg, v
Para o segundo modo:
T 1 0 0 0
0 1 0 0 U
| _ n ) , ) , ? (2.21)
T ay, G, Qe Uy + AR, V5 A7, U5 + A9y U5 Vg
Yo b12 b22 bﬁzug + b82’U§ b72 u% + b92U%

A partir destas equagoes é possivel representar a geometria das variedades invari-
antes na forma de graficos tridimensionais, como ja demonstrado para o caso linear da

Fig.(2.1), com um grafico para cada coordenada escrava em todos modos de vibragao.

A transformacao inversa de coordenadas é também necesséaria nesta analise para a
transformacao de volta as coordenadas modais apos realizada a solu¢gao numérica. Para
isso, é necessério acoplar as matrizes My e My(W) especificas para cada modo, de forma a
obter matrizes quadradas. A partir da jungao das matrizes das Eqgs.(2.20) e (2.21) obtém-se

as matrizes transformadoras quadradas necessarias.

. 1010
wl Jlo 1 0 1
L2 ay, Qo, Qi, a2,
92 101, Doy by by, | (2.22)
0 0 0 0 Uy
0 0 0 0 U1
ag, Ul + ag,v3  ayut + ag,v? ap,ud + asg,va  ar,ui + ag,v Us
be,u? + by, v? by, u? + bg,v? b, u3 + bg,v3 by, ud + by, v Vs

Este formato facilita a percepcao do método de superposicao dos modos, visto que
T1 = U1 + us e Yy = v; + vo. Com esta matriz, uma aproximacao da transformacio inversa

pode ser realizada como demonstrado na Eq.(2.23), de forma a facilitar os célculos.

w =[M, + My(w)] 'z + ...
=[T+ Mg "My (w)] "My 'z + .. (2.23)
=[I— My "My (w)|M; 'z + ...



2.4. METODOS ANALITICOS E NUMERICOS 14

onde I representa a matriz identidade de ordem 4. O lado direito da equagao depende de w
e z, mas para que a transformacao inversa seja possivel é necessario que este lado dependa
apenas das coordenadas fisicas. Como My(w) é quadrdtico em w e sdo consideradas
pequenas oscilagoes, a ordem dominante dos termos dentro da matriz Ma(w) pode ser
aproximada por My 'z (a inversa do caso linear), e assim a dependéncia de w é bem
representada apenas pelos termos de ordem dominante. Esta aproximacao causa um
pequeno erro na inversao das matrizes de transformacao, entao quanto menores forem os
valores das coordenadas fisicas, menor o erro. Assim, a transformacao inversa final é dada
pela Eq.(2.24).

w = [ — My ' My(M; 'z)]M; 'z (2.24)

Em resumo, o método das variedades invariantes é realizado pelos seguintes tépicos

na seguinte ordem:

1. Defini¢ao das coordenadas mestras u e v;

2. Expressao das coordenadas escravas em funcao das fungoes de restricao P; e Q);, para

i=12,...,N;

3. Eliminacao da dependéncia temporal, com aproximacoes locais para P; e Q); se

necessario;
4. Substituicao das aproximagcoes nas EDPs que governam as Vls;

5. Resolucao do sistema de equacoes algébricas resultantes para os coeficientes das

coordenadas escravas;

6. Substituicao das coordenadas escravas nas equagodes de movimento via expansoes

polinomiais;

7. Obtencao das equacoes de oscilador modal de cada modo do sistema.

2.4.2 Variedades Invariantes Multimodais

O método demonstrado na subsecao anterior nao pode ser aplicado a sistemas
com ressonancias interna, devido a perda da propriedade da invariancia dos modos. Um
novo conceito de Variedades Invariantes foi entao estipulado por Boivin, Pierre e Shaw
(1994) para um melhor estudo analitico dos modos normais nao-lineares destes sistemas.
O Método das Variedades Invariantes Multimodais é importante para avaliar a dinamica
de um movimento modal arbitrario, ou seja, que nao se inicia em uma das superficies de
Variedades Invariantes. Assim, os modos nao-lineares podem interagir entre si e causar
um fenémeno de contaminagao (BOIVIN; PIERRE; SHAW, 1994). A ideia das Variedades

Invariantes Multimodais é remover essa contaminacao entre modos até certa ordem. Em um
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sistema que se utiliza de M modos para o calculo das variedades invariantes, as superficies
invariantes tem dimensao 2M, de forma que a interacao (ressondncia interna) entre esses
M modos é contabilizada e a interacao com os modos nao-modelados seja removida. Na
pratica, as Variedades Invariantes Multimodais captam as ressonancias internas sem mesmo
saber que elas existem (BOIVIN; PIERRE; SHAW, 1995), e ressonancias internas entre
modos modelados e nao-modelados sao sinalizados pela presenca de singularidades nas
expansoes de série de Taylor das superficies, sendo elas causadas pela presenca de termos
acoplados nao-removiveis entre os modos ressonantes, o que entra em contradi¢do com o
proprio conceito de VIs Multimodais. A solucao nesse caso seria a inclusao deste modo
nao-modelado anteriormente, mas em alguns casos, uma ressonancia interna com outro

modo pode nao ser captada.

Este método é normalmente aplicado a sistemas de multiplos modos, de maneira que
o sistema estudado possua alguns graus de liberdade modelados entre os varios existentes.
Jiang, Pierre e Shaw (2005) constroem os modos normais nao-lineares de um sistema de 3

graus de liberdade com ressonancia interna pelas Variedades Invariantes Multimodais.

2.4.3 Teoria da Forma Normal

A Teoria da Forma Normal (Normal Form Theory) aplicada a modos normais
nao-lineares se utiliza do conceito de Variedades Invariantes e introduz uma transformacao
nao-linear das coordenadas para simplificar o maximo possivel as equagoes de movimento
de um sistema (KERSCHEN et al., 2014), além de ter como base os Teoremas de Poincaré
e de Poincaré-Dulac (TOUZE, 2003). Apesar de conseguir abordar a ressondncia interna
em sistemas com nao-linearidades quadraticas e ciibicas, este método analitico é limitado

a sistemas de poucos graus de liberdade.

2.4.4 Método das Mdltiplas Escalas

O Método das Multiplas Escalas ¢ um método analitico de perturbacao pelo qual
sao computadas solucoes aproximadas de NNMs, que garante que os NNMs sao assintoticos
de forma a convergir para os modos normais lineares a medida que as nao-linearidades
vao desaparecendo (LI; JI; HANSEN, 2006). Este método foi primeiramente utilizado por
Nayfeh e Nayfeh (1994) para a obtencao de modos nao-lineares em sistemas continuos.
Ja por Li, Ji e Hansen (2006), o estudo dos NNMs permite que eles sejam classificados
como acoplados e desacoplados, e o fato de alguns modos serem acoplados é uma indicacao
de que ha ressonancia interna entre tais modos. Tais ressonancias podem ser de ordem
1:1, 2:1 e 3:1, em sistemas conservativos com nao-linearidades quadraticas e ctuibicas. A
bifurcagdo de modos pode também ser estudada a partir deste método, que é limitado a
sistemas com poucos graus de liberdade (MAZZILLI; SOARES; NETO, 2004).
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2.45 Secao de Poincaré

A instabilidade dos modos normais nao-lineares pode ocorrer a partir do aumento
da amplitude de algum deles, e suas estabilidades podem ser testadas por meio da analise
das secoes de Poincaré, construidas com metodologia numérica. Estas sao definidas por
um subespago bidimensional de um fluxo no espago de fase do problema (GAVASSONI,
2012), e sao obtidas para avaliagdo de todas as varidveis de estado em um determinado
instante do movimento do sistema. Pela secao, é possivel verificar a troca de energia entre

modos, causada pela ressonancia interna, e a formacao de modos acoplados estavelmente.

2.4.6 Graficos de Frequéncia-Energia

A defini¢do de modos nao-lineares de Rosenberg (1966), como uma extensao dos
modos normais nao-lineares e oscilagao sincrona do sistema, é mais aplicavel a sistemas
conservativos, porém muitas vezes a industria recorre aos sistemas dindmicos em suas
formas conservativas pela complexidade da fisica de amortecimento reais. Adicionalmente,
a dinamica de sistemas amortecidos pode ser interpretada como baseada na estrutura
topoldgica dos NNMs do sistema conservativo subjacente (PEETERS et al., 2009), se
considerarmos que um subamortecimento é puramente parasitario e nao pode gerar
uma nova dinamica do sistema, apenas perturbar a resposta Hamiltoniana subjacente
(VAKAKIS et al., 2008). Vale mencionar que na presenga de ressonancias internas o sistema
nao é sincrono, porém continua periédico (KERSCHEN et al., 2009). Pela caracteristica de
dependéncia entre frequéncia e energia, os NNMs conservativos podem ser representados
por pontos em graficos FEPs. A energia do sistema é a soma das energias potenciais e
cinéticas, enquanto a frequéncia ¢ o inverso do periodo minimo de oscilagao do movimento

periddico. Os graficos sdo concebidos a partir de metodologia numérica.

Como ja discutido na subsecao 2.3.2, para baixos valores de energia o movimento do
sistema nao-linear se assemelha ao linear, mas para energias elevadas é possivel encontrar
respostas periddicas simétricas e assimétricas com presenca de ressonancia interna, sendo
as assimétricas encontradas quando ha bifurcacao de modos. Além disto, o movimento de
um NNM no espaco pode ter a forma de uma curva aberta ou fechada, sendo a tltima
forma representante de uma diferenca de fase entre os osciladores. O niimero de NNMs
pode ser maior que o de graus de liberdade devido as bifurcacdes de modo presentes, e

modos bifurcados sao essencialmente nao-lineares (KERSCHEN et al., 2009).
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Figura 2.2 — Exemplo de grafico FEP para um sistema de dois graus de liberdade (PEETERS et
al., 2009).

A Figura (2.2) é a representagao das duas curvas de suporte principal (ou backbones)
dos NNMs sincronos a baixas energias, que sao as extensoes nao-lineares do movimento
dos modos lineares. A curva S11+4 representa o modo em fase e S11— o modo fora de
fase. Os indices numéricos denotam que as duas massas vibram com a mesma frequéncia
dominante. J& a Fig.(2.3) apresenta o gréafico da curva do modo em fase a altas energias,
com o surgimento de solugoes periddicas simétricas (representadas por Snm) e, devido a
bifurcagao de modos, solugoes assimétricas (representadas por Unm). Aqui os indices n e
m de cada ramo (ou branch) apontam uma ressonancia interna de razdo n : m entre os

modos em fase e fora de fase.

Tsakirtzis et al. (2007) permite o estudo de sistemas nao-conservativos pela superim-
posicao de transformadas de Wavelets em FFEPs dos sistemas Hamiltonianos subjacentes,
enquanto Renson e Kerschen (2013) aplicam FEPs a defini¢ao de Variedades Invariantes

juntamente do método de Elementos Finitos.

Os valores de energia (soma de cinética e potencial) e frequéncia necessarios para a
construcao dos graficos sao calculados a partir de conjuntos de condig¢oes iniciais para um
movimento modal nao-linear e seu periodo de oscilacao, depois da resolucao de Problemas
de Valores de Contorno (PVCs). Pode também ser utilizado um método de continuagao
numérica, a partir de um conjunto de valores da solugdo de um PVC. Para a construgao
dos gréficos de frequéncia-energia, Peeters et al. (2009) utilizam uma combinagao de
um método de PVC (Shooting Method) e um método de continuagao (Pseudo-arclength
Continuation). Neste trabalho, serd utilizado apenas o Shooting Method para resolu¢ao

do Problema de Valores de Contorno e obtencao de alguns conjuntos que caracterizam os
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Figura 2.3 — Exemplo de grifico FEP para um sistema com dois graus de liberdade e valores
elevados de energia (PEETERS et al., 2009).

modos nao-lineares. Os graficos de espaco de fase tridimensionais obtidos por este método
numeérico serao comparados com as superficies de Variedades Invariantes, obtidas de forma

analitica.

2.4.6.1 Shooting Method Para ldentificacdo de Modos

Considerando um sistema conservativo e discreto de n graus de liberdade, tem-se

as equagoes do movimento representadas na Eq.(2.25).

Mx + Kx + F(x,y) =0 (2.25)

onde M representa a matriz de massa, K a matriz de rigidez e F,;; a matriz de fungoes

nao-lineares das equagoes do movimento.

Para a aplicagao do método, inicialmente as equac¢des de movimento do sistema

sao apresentadas em sua forma de espaco de estado, representada por

7 = g(z) (2.26)

onde z é o vetor de dimensao 2n das variaveis de deslocamento x e velocidade y, z = [x* y*|*,

em que * sobrescrito significa a transposi¢do da matriz. Ja o vetor g(z), que representa as
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equagoes do movimento, é dado por

B y
g(z) = (—M‘l K+ Folx. y)]) (2.27)

e assume-se que a matriz M é inversivel.

Uma solugao periddica do sistema com condigoes iniciais z(0) = zo = [x§ y§]* ¢é
dada por z,(t,2,), de forma que z,(t,z,0) = 2,(t + T, 2,0). A Equacao (2.28) é a fungao
Shooting e representa a diferenca entre os valores de condigbes iniciais das variaveis de
deslocamento e velocidade e seus valores depois de um tempo T decorrido. Este é um
Problema de Valor de Contorno de dois pontos a ser resolvido, com o intuito de encontrar

uma das intmeras solucoes periddicas do sistema.

H(zpo, T) = 2,(T', 2p0) — 20 = 0 (2.28)

Os valores de H sao utilizados como parametros de convergéncia do Problema de
Contorno, e caso nao atinjam a convergéncia desejada, inicia-se um esquema de iteragao
para determinar os préximos valores de z,) e T. A convergéncia ¢ dada pela Eq.(2.29),

onde € é o valor de tolerancia.

||H(Zp07T)|| _ ||ZP(T’ ZP()) - ZPOH <€ (2.29)
|0 ||Z0]|

Um esquema de convergéncia por Newton-Raphson é entao montado. Expandindo

a funcao nao-linear de H, ¢é possivel encontrar as corregoes a serem utilizadas nas iteracoes.

H(z,0 + Azy, T + AT) =0 (2.30)

Escrevendo na forma de série de Taylor, a Eq.(2.31) é obtida

oH
3zp0

oH
AZPQ + —

H(Zp07 T) +
(ZP07T) aT

AT +T.MO.=0 (2.31)

(ZP07T)

onde os termos de maior ordem (T.M.O.) sao ignorados e a derivada de H com relagao a
z,0 da equacao ¢ uma matriz jacobiana 2n x 2n, enquanto a derivada com relagao a T' é
um vetor 2n x 1. Reorganizando os termos, ¢ possivel criar um conjunto de equagoes para
a aplicacdo do método de Newton-Raphson, como apresentado na Eq.(2.32). Aqui, o valor

(k) sobrescrito é o nimero da iteragdo em que se encontra o método de convergéncia.

OH

0z
LA

H
n, OH AT® = —H(z®) T®) (2.32)

Az
oT (ZSB)»T““’)

P

A Equacao (2.32) representa um sistema de 2n equagoes com 2n + 1 varidveis, que

necessita de uma equagao suplementar. E imposta entdo uma condigao de fase, de maneira
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a eliminar uma das variaveis. Isso é realizado pela determinacao de uma velocidade inicial
nula, o que influencia apenas na fase de inicio da solugao periddica. As condig¢oes do

sistema sao entao dadas por

Pz, 7) = | 20 T) =0 (2.33)

h(zy0) =0
onde h(z,0) ¢ a condigao de fase. Esta condicao sera a fixagdo da velocidade do primeiro
grau de liberdade como nula. A partir desta consideragao, é possivel afirmar que a variagao
Ay também serd igual a zero, podendo anular os termos referentes a sua multiplicacao
na matriz Jacobiana da Eq.(2.32), transformando assim o sistema em um com 2n equagoes

para 2n variaveis.

Para a resolugao do sistema de equagoes, é necessario determinar os valores das
derivadas parciais e da funcao Shooting. Os valores de H podem ser definidos pela integracao
numérica das equagoes do movimento com condigoes iniciais z,y e periodo 7', seguido do
calculo da diferenca entre os valores da integragao para t = T e as condigoes iniciais. Estes
valores ja foram calculados para determinar se a convergéncia foi alcangada no final da

ultima iteragao.

As derivadas de H com relagao a T' sdo representadas pelo vetor da Eq.(2.34),

OH _ 0z(t,20)
ar' =D =5 (2.34)
= g(2(T' 20))

onde os valores sao simplesmente o vetor g(z) no instante de tempo 7. J& para a derivada

do vetor H em relagdo a zy no instante ¢t = 7', encontra-se a Eq.(2.35),

OH _ 0z(t,20)

t=T

onde I é a matriz identidade 2n x 2n. Para entao determinar as derivadas parciais de
z(t,zp) com relagao a zg em t = T', as equagoes do movimento sdo derivadas com relagao

a zo e obtém-se as Eqgs.(2.36).

(f%[za,zﬂ)} - jZO[g@(t,zO))J (2.36)

As equagoes acima sao manipuladas de maneira a serem apresentadas na forma da
Eq.(2.37), e para definir a jacobiana da derivada de z com relac¢do a zo no tempo t = T,

sao realizadas as integragoes numéricas dos 2n sistemas obtidos com 2n variaveis cada.

8Z0

1foe) -

» lﬁz(t’ ZO)] (2.37)
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Como z(0,2z) = zg, as condigoes iniciais da Eq.(2.37) sdo dadas pela Eq.(2.38).

aZ(O, Zo)

pum I 2.
Oz (2.38)

A matriz jacobiana 2n x 2n a ser construida no tempo t = T pela integracao
temporal da Eq.(2.37), para um sistema de dois graus de liberdade, tem a forma da
Eq.(2.39).

[Oxy  Oxy Oy Oy
Oryg Oxi9 Or19 O10
0ry  Oxg oy ys
Oz(t,zo) Oxyg  Org OT9 0o

Oz0 | 0w, 0wy Oy Oy (2.39)
Oyio Oyio Oyio o
Oz, 0wy Oy ys
LOy20  Oyao  Oyao  Oyao |

Com os valores de incremento Az, e AT obtidos pela resolucao do sistema linear
F(zo,T), é possivel calcular os valores de condigoes iniciais e periodo da préxima iteragao,
dados pela Eq.(2.40), e calcular se o vetor H permite a convergéncia para a tolerancia

definida.

k+1 k k
(+D) _ 509 | A7)

T+ — k) L ATk

i (2.40)

Caso a convergéncia nao seja atingida, uma nova iteragao ¢ iniciada para a resolugao
do novo sistema de equagoes e determinacao dos novos incrementos, com os valores de
condicOes iniciais e periodo recém obtidos. O processo iterativo do Shooting Method é

representado pelo fluxograma da Fig.(2.4).
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Figura 2.4 — Fluxograma do processo iterativo do Shooting Method.



3 RESULTADOS

3.1 METODO DAS VARIEDADES INVARIANTES

3.1.1 Sistema de referéncia adotado

O modelo tomado como referéncia para esta analise foi retirado de Shaw e Pierre
(1993) e apresenta duas massas em série conforme apresentado na Fig.(3.1). A massa a
esquerda é definida como m; e tem o deslocamento de seu centro de massa na direcao das
molas representado por xq, enquanto a massa localizada a direita é definida por ms e seu
deslocamento é representado por xs. Neste sistema dinamico existe uma rigidez nao-linear
entre a parede esquerda e my, enquanto entre ms e a parede direita e entre as duas massas

existem rigidezes e amortecimentos lineares.

’ X X

g kg A
% f"" k [ & 7
% 31: m=1] oS | m=1 %

f/% c=03 c=03/
7

Figura 3.1 — Modelo de Referéncia de Shaw e Pierre (1993)

A rigidez nao-linear, representada na Fig.(3.1) por suas constantes (k, g) e por
uma mola cortada transversalmente por uma seta, serd aqui chamada de ky. Esta
rigidez consiste na soma entre a rigidez linear e uma funcao quadratica dependente de

x1, provocando assim uma nao-linearidade ctibica no sistema conforme apresentada na
Eq.(3.1).
knp =k + gx% (31)

O valor de rigidez k é assumido como unitario, enquanto o coeficiente de nao-
linearidade g é igual a 0,5. O amortecimento ¢ é definido na Fig.(3.1) como ¢ = 0, 3. Realiza-

se uma normalizacao das equagoes em funcao das massas, no entanto, por serem iguais

23
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a 1 kg estas ndo aparecem em suas respectivas equagoes de movimento. As formulagoes

resultantes estdo dispostas na Eq.(3.2).

1 =Y, Y1= f1($1>y1,$2,y2) = —gfﬁ‘;’ — 2kxy + kxy — C(yl - yz)
To = Yo, Yo = fo(T1,Y1,%2,Y2) = kx1 — 2kxs + Cy1 — 2¢ys

onde y; e yy correspondem as velocidades das massas m; e msy, respectivamente.

3.1.2 Obtencao das superficies de Variedades Invariantes

No caso estudado, as coordenadas x; e y; sao tomadas como as coordenadas mestras
u e v. Reordenando os termos e escrevendo as equagdes de movimento da Eq.(3.2) em

termos das coordenadas mestras e escravas, tem-se:

U=, U= fi = kP +cQy — gu® — 2ku — cv

. . (3.3)
P, = Q2 Q2= fo=—2kP, —2cQs+ ku+cv

As forgas normalizadas com relagdo a massa f; e fo das Eqgs.(3.3) dependem de P,
e (Y9, as quais sao utilizadas em suas formas de expansao de Taylor, apresentadas pela

Eq.(2.14). As forgas sdo entao representadas pela Eq.(3.4):

fi = k(ayu + agv + asu® + aguv + asv* + agu® + azu*v + aguv? + agv® + ...)
+ c(byu + byv + bgu? + byuv + bsv? + bgu® + bruv + bsuv® + bgv® + ...)
— gu® — 2ku — cv,
(3.4)
fo = — 2k(a1u + agv + azu® + aguv + asv® + agu® + a;u*v + aguv® 4 agv® + ...)
— 2¢(byu + byv + b3u? + byuv + bsv? + bgu® + bru*v 4 bguv? 4 bov® + ...)

+ ku + cv

Estas equacoes sdo importantes para a substituicao dos valores de f; e f3 no sistema
de equagoes apresentado na Eq. (2.19), o qual foi obtido na apresenta¢ao do Método de
Variedades Invariantes e é utilizado para a eliminacao da variavel temporal. As equacoes

sao relembradas abaixo na Eq.(3.5):

Q2(u,v) = ayv + asfi + 2azuv + agufi + agv? + 2a5v fi + 3aguiv+
2a7uv® + azu’ fi + asv® + 2aguv fi + 3agv? fi + ...

fo(u,v) =byv + by f1 + 2bguv + byufy + byv? + 2bs5v f1 + 3bguv+
2buv® + byu? fi + bsv® 4 2bguv fi + 3bov? f1 + ...

(3.5)
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As Equagoes (3.4) sao substituidas na Eq.(3.5), juntamente com a defini¢ao assin-
totica de Q2. As multiplicagoes por f; sao efetuadas de forma a expandir o sistema de
equagoes até ordem cubica. Pelo fato de um lado da equacao ser equivalente ao outro,
os coeficientes de u, v, u?, uv, v%, u
aglomerados e igualados a zero, de forma a prover o sistema de equagoes para a determi-
nagao dos mesmos. No artigo de Shaw e Pierre (1993), os coeficientes sdo apresentados no

exemplo sem as equagoes utilizadas para encontra-los. O sistema de equagoes disposto na

3

Eq.(3.6) foi encontrado de forma analitica.

termos
de wu:

termos
de v:

termos
de u?:

termos
de wv:

termos
de v?:

termos
de u3:

termos

de u?v:

termos
2

de uwv*:

termos
de v3:

As equagoes de movimento nao possuem termos quadraticos, o que indica que os

coeficientes de u?, uv e v? sdo nulos. Sendo assim, os coeficientes as, a4, as, bs, by € bs sdo

—20,2]{3 + (llagk + CLlec — b1 = 0,
—ngk’ + bg(llk -+ bgblc —k + 2@1]{? + 2b10 = 0,

a; + G%k — asC + CLQbQC — bg = 0,
by + baask — boc + b3c + 2ask — ¢ + 2bye = 0,

agagk’ + agbgc - 2&4]{? + a1a4k + a4b10 - b3 = 0,
bgagl{ + bgbgc — 2()4/{3 + a1b4k‘ + b1b4C + 2@3/{7 + 2b36 = 0,

asask + asbsc + 2a3 + asask — asc + asbac — dask + 2a1a5k
—b4 + 2(15()10 = 0,

b2a4k + bgb4C + 2b3 + b4a2k — b4C + b4b20 — 4b5]€ + 2b5a1k
—|—2b5b16 + 2&4/@ + 2b4C = 0,

asask + asbsc + ay + 2asask — 2asc + 2asbyc — by = 0,
b2a5/€ + b2b5C + b4 + Qb5a2k‘ — 2b5C + 2b5b20 + 2a5k + 2b5C = 0,

asagk + asbgc + azask + bzasc — 2a7k + ayark + byarc — asg — bg = 0,
bgaﬁl{ + bgbﬁc + b4a3k + b4bgC — 2b7k + b7a1k + b7b16 — bgg
+2a6k + 2b6C = 0,

asark + asbrc + a3k + asbsc + 2asask + 2asbzc + 3ag + arask
—arc + arboc — dagk + 2agark + 2agbic — by = 0,

b2a7k + bgb7C + b4a4k‘ + biC -+ 2b5a3k + 2b5bgc + 366 + b7a2k; — b7C
+brbyc — 4bgk + 2bgak + 2bgbic + 2a7k + 2b7;¢ = 0,

a2a8k + CLngC + a4a5k + CL4b5C + 2@5(14]@ -+ 2@5[)46 + 2@7 -+ 2a8a2k
—2agc + 2agbgc - 6@9]€ + 3@9@1]{? + 3a9b10 - bg = 0,

bgagk' + bgbgC + b4a5k: + b4b5C + 2b5a4k: + 2b5b40 + 2()7 + ngagk’ — 2bgC
+2bgb2C — 6bgk + 3b9a1k + 3b9b10 + 2a8k + 2b86 = 0,

agagk + CLngC + 2CL§I€ + 2@51750 + ag + 3@9@2]{5 - 3@90 + 3a9b2C — bg = 0,
bgagk’ + bgbgc + 2()5&5]{3 + ngc + bg + 3b9a2k‘ - 3b90 + 3b9b20
+2a9k + 2b96 = 0,

(3.6)

, u?v, uwv? e v de ambos os lados das equacoes sao
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substituidos por zero nas Egs.(3.6).

Com o auxilio do programa Mathematica® na resolucao de sistemas de equacoes
nao-lineares, foram encontrados primeiramente os coeficientes ay, as, by e by do sistema, pois
estes dependem apenas da analise modal linear e podem ser encontrados separadamente
dos coeficientes de termos ctibicos. Foram obtidos quatro conjuntos de valores para estes
coeficientes, porém dois destes sdo complexos e serdao ignorados em nossa analise. Apoés
encontrados os coeficientes dos termos lineares para os dois modos, estes valores sao

aplicados no sistema de equagoes (3.6) correspondentes aos termos ctibicos u?, u?v, uv? e

v3, e a0 encontrados seus respectivos coeficientes.

Tabela 3.1 — Coeficientes de Expansao de Taylor de terceira ordem.

Coeficiente Primeiro Modo Segundo Modo

a -1,1056 0,9471
as -0,1550 -0,1386
as 0 0
ay 0 0
as 0 0
ag 0,0327 0,1554
ar -0,0492 -0,0074
as -0,0110 0,2191
ag -0,0187 -0,0627
by 0,4599 0,1401
bo -0,9891 0,9676
bs 0 0
by 0 0
bs 0 0
bs 0,2088 0,0531
by 0,1991 0,0244
b 0,0821 0,0768
bg 0,0324 0,2455

A partir dos coeficientes encontrados e expostos na Tab.(3.1), substituem-se seus
valores na matriz de transformacao de coordenadas apresentada anteriormente na Eq.(2.22),
conforme retratado na Eq.(3.7). As equagoes estdao dispostas na forma de matriz z =
[M, + My(w)]w. Por uma simples andlise da matriz, espera-se que para acionar apenas o
primeiro modo nao-linear do sistema deve-se substituir u; e/ou v; por um valor diferente

de zero, enquanto os valores de coordenadas modais restantes sao mantidos nulos.

Com as equagdes resultantes apresentadas na matriz, é possivel plotar os graficos
das superficies de Variedades Invariantes para cada coordenada escrava via codigo de
programacao MATLAB®. Para a reproducdo das superficies, foram determinadas malhas
de x1 e y; com intervalo de valores entre -2 e 2 para ambas coordenadas, e com valores
de incremento iguais a 1/3. Os resultados da literatura, apresentados na Fig.(3.2), sao
utilizados como referéncia para a comparacao dos resultados obtidos e apresentados na

Fig.(3.3), os quais sao entao avaliados como coerentes. Note que as coordenadas escravas
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no artigo de Shaw e Pierre (1993) sdo representadas por X, e Ys, enquanto na reprodugao

de resultados elas sao, respectivamente, P, e ()s.

. 1 0 1 0
T3 —1,1056 —0,1550 0,9471 —-0,1386
Y2 0,4599 —0,9801 0,1401 0,9676
[ 0 0 0 0 |
0 0 0 0 w
0,0327u?  -0,0492u2  0,1554u2  -0,0074u2 U1 (3.7)
0,011002  -0,0187v2  +0,219102  -0,0627v2 Uz
%)

0,2088¢2  0,1991w?  0,0531u?  0,0244u2
| 4+0,082102  40,0324v2  +0,0768v2  +0,245502 |

Figura 3.2 — Superficies de Variedades Invariantes resultante de Shaw e Pierre (1993).
(a) X2 vs. (x1,y1) para o primeiro modo nao-linear; (b) Yy vs. (z1,y1) para o
primeiro modo nao-linear; (¢) Xy vs. (x1,y1) para o segundo modo nao-linear;
(d) Yo vs. (z1,y1) para o segundo modo nao-linear.

A inversa da matriz de coeficientes dos termos lineares M é obtida para que mais

adiante seja possivel realizar a transformagao inversa de coordenadas, seja na forma linear
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ou nao-linear. Ela é representada pela Eq.(3.8):
[ 0,4602  —0,0714 —0,4865 0,0041 |
0,1468  0,4828 —0,0795 -—0,5104
M,' = (3.8)
0,5398  0,0714  0,4865 —0,0041
—0,1468 0,5172  0,0795  0,5104

Esta matriz multiplica o vetor de coordenadas fisicas z na transformagao nao-linear

inversa w = [I — My My(M;'z)]M;'z. Isto significa que, dentro da matriz M, os

valores de uy, vy, us € v9 sao representados pelas componentes do vetor resultante desta

multiplicacgao.

Figura 3.3 — Reprodugao dos resultados de superficies de Variedades Invariantes. (a) P» vs. (z1,y1)
para o primeiro modo nao-linear; (b) Q2 vs. (z1,y1) para o primeiro modo nao-
linear; (¢) P2 vs. (z1,¥y1) para o segundo modo nao-linear; (d) Q2 vs. (z1,y1) para

o segundo modo nao-linear.

Todas as analises seguintes sao realizadas pela aplicacao de codigos de programagao

construidos no MATLAB®.
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3.1.3 Resposta temporal e superficies de Variedades Invariantes

O objetivo desta andlise é, com a resposta de cada modo de vibracao obtida a partir
da integracao numérica das equacoes do movimento originais, comparar o posicionamento
dos espagos de fase tridimensionais de cada coordenada escrava com as suas superficies de
Variedades Invariantes. Para isso, foram selecionados dois conjuntos de condigoes iniciais nas
coordenadas modais nao-lineares, de forma a excitar cada modo de vibragao separadamente.
Estas coordenadas sdo transformadas nas suas coordenadas fisicas correspondentes, para
entao ser possivel a integragao numérica das equagoes do movimento em um intervalo de

20 segundos.

As condigoes iniciais adotadas foram (uy,, vy, ug,, v2,) = (1, 0, 0, 0) para acionar o
primeiro modo e (uy,, v1,, Usz,, V2,) = (0, 0, 1, 0) para acionar o segundo. As condigoes iniciais
correspondentes nas coordenadas fisicas sao (z1,, Y14, T2y, Y2,) = (1, 0, —1,0729, 0,6687)

e (T1y, Y19, T2y, Y2,) = (1, 0, 1,1026, 0,1931), respectivamente.

Figura 3.4 — Superficies de Variedades Invariantes com espagos de fase obtidos pela simulagao
numérica. (a) Superficie de P» e sua trajetéria para o primeiro modo nao-linear; (b)
Superficie de Q2 e sua trajetéria para o primeiro modo nao-linear; (c) Superficie
de P; e sua trajetéria para o segundo modo nao-linear; (d) Superficie de @2 e sua
trajetoria para o segundo modo nao-linear.
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Os resultados do espago de fase fisico, obtidos pela integracao numérica das equagoes
do movimento e representados pelas curvas vermelhas, foram plotados juntamente dos
graficos de superficie de Variedades Invariantes correspondentes (Fig.(3.4)). Os angulos
da visualizacao de cada superficie foram levemente alterados para uma melhor visao do

posicionamento dos resultados de integragao numérica em cima das curvas.

Os resultados aqui expostos estao de acordo com a afirmacdo de que um movimento
de caracteristica nao-linear iniciado na superficie de variedades invariantes se mantera

nestas variedades pelo restante do tempo.

3.1.4 Analise da resposta residual de modos nao-excitados

A préxima etapa é uma reprodugao de resultados de Shaw e Pierre (1993), e ela é
iniciada da mesma forma que a analise anterior: sao realizadas integragoes numéricas das
equagdes de movimento originais. Porém, a andlise aqui é feita com respeito as respostas
residuais de modos nao-excitados, obtidas a partir da analise modal linear e da nao-linear.
O objetivo desta andlise ¢ mostrar que, quando utilizadas coordenadas iniciais relativas ao
modo linear em um modo nao-linear, acontece uma resposta residual de grandeza maior

do que a esperada.

Através da transformacao de coordenadas da forma linear, obtém-se um conjunto
de condigoes iniciais nas coordenadas fisicas para integracao das equagoes do movimento
e seguinte obtencado das respostas: de excitacao, referente ao modo acionado; e residual,
referente ao modo nao-excitado. Os dados de trajetoria obtidos sao entao transformados,

pela forma linear, de volta para as coordenadas modais. Enfim, os graficos sao plotados.

Em seguida, é realizada a transformacao — agora na forma nao-linear — das mesmas
coordenadas modais, para integracao e seguinte obtencao das respostas temporais. Apos a
aquisicao de dados completa, os resultados sao transformados de volta para as coordenadas
modais e finalmente ¢é feita a comparacao entre as respostas temporais dos dois conjuntos.
Vale ressaltar que os conjuntos de condigoes iniciais obtidos nas coordenadas fisicas sao

diferentes entre si.

O intervalo de integracao das simulagoes numéricas é novamente de 20 segundos.
A demonstracao e analise serdo feitas inicialmente para o primeiro modo de vibragao, e

depois para o segundo.

Foram escolhidos valores de amplitude iguais a 0,5 com o intuito de diminuir o erro
causado pela aproximagao da matriz inversa nao-linear, visto que, quanto menor o deslo-
camento inicial escolhido, menor é a amplitude dos termos nao-lineares (como ja abordado
na Subsecao 2.4.1). Foi determinado que a excita¢ao do primeiro modo seria realizada por
mudanca na amplitude de u;, enquanto as outras coordenadas eram mantidas nulas. Pela
transformacao de coordenadas considerando apenas termos lineares, os valores obtidos

de coordenadas fisicas correspondentes foi (z1,, y1,, T2,, Y2,) = (0,5, 0, —0,5528, 0,2299).
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Para a transformacgao de coordenadas nao-linear, ou seja, que considera os termos da
matriz My(w), os valores obtidos para as coordenadas fisicas iniciais correspondentes
foram (z1,, y14, T2y, Y2,) = (0,5, 0, —0,5487, 0,2561).

T T T 0.015 T T
0.6 b
0.011 b
0.4r b
0.2 0.005 b
Vv i Vv
1 2
0 b 0 b
-0.21 b
-0.005 b
04} B
-0.01 1 b
06} B
0.8 . . . . . . . -0.015 . . . . .
-08 -06 -04 -02 0 02 04 06 0015 -0.01 -0.005 0 0.005 0.01 0.015
u u
1 2
(a) (b)

Figura 3.5 — Trajetéria das coordenadas modais a partir de uma condicdo inicial calculada para
o primeiro modo linear. (a) Coordenadas modais u; e vy; (b) Coordenadas modais
Ug € Va.

Os resultados da simulagdo numérica com as condicOes iniciais calculadas para o
primeiro modo linear estdo dispostos na Fig.(3.5). O movimento residual das coordenadas
do segundo modo obtido é da ordem de 1072, enquanto os movimentos das coordenadas

de primeiro modo estao uma ordem de grandeza acima.

0.015
0.6 1
0.01 1
0.4t 1
0 0.005 - 1
V 1 V
1 2
0 1 oF . 1
02F 4
-0.005 [ 1
04 1
-0.01F 1
061 4
08 ) ) ‘ ) ‘ ‘ ‘ 0.015 ‘ ) ‘ ) ‘
08 -06 04 -02 0 02 04 08 0015 -001 -0005 0 0005 001 0015
u u
1 2
(a) (b)

Figura 3.6 — Trajetéria das coordenadas modais a partir de uma condicdo inicial calculada para
o primeiro modo nao-linear. (a) Coordenadas modais u; e vy; (b) Coordenadas
modalis usy e vs.

Os gréficos da Figura (3.6), que representam a trajetéria das coordenadas modais
a partir de condicoes iniciais calculadas para o primeiro modo nao-linear, sao mantidos
na mesma escala que os da aquisi¢do de dados anterior (Fig.(3.5)) para comparagao dos

resultados obtidos. Em ambos casos, observa-se que as trajetérias do modo excitado
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sao muito similares — se nao idénticas. Contudo, o movimento residual do segundo par
deslocamento-velocidade obtido a partir da transformacao nao-linear ¢ de ordem de

grandeza muito menor.

0.001 ' - -
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-0.001 -0.0005 0 0.0005 0.001
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Figura 3.7 — Visualizagado aproximada do movimento residual de us e vy no acionamento do
primeiro modo, a partir da transformagao néo-linear de condigdes iniciais.

Como a inversao realizada é uma aproximacao do que seria a matriz inversa real,
existe um pequeno erro nos valores obtidos. As condigoes iniciais deste movimento haviam
sido determinadas como nulas, mas a transformacao realizada para o retorno as coordenadas
modais causa um erro nos dados colhidos pela integracao numérica via MATLAB®. Porém,
este erro é evidente apenas nos valores proximos das condigoes iniciais, e tais valores nao
destoam da ordem de grandeza da resposta residual em geral (Fig.(3.6b)). Uma visualizagao
aproximada desta curva é demonstrada na Fig.(3.7) e facilita a identificagdo do movimento
como um de formato similar ao movimento residual linear, porém com ordem de grandeza

menor.

O mesmo procedimento foi realizado para a tentativa de excitacao pura do segundo
modo, com a utilizacao de coordenadas iniciais obtidas para modos lineares e nao-lineares,
e amplitude do deslocamento us equivalente a 0,5. O restante das coordenadas modais é
mantido igual a zero. As coordenadas fisicas iniciais calculadas para o modo linear foram
(14, Y10, T29, Y2,) = (0,5, 0, 0,4736, 0,0701), enquanto para o modo normal nao-linear
foram (z1,, Y10, T2y, Y2,) = (0,5, 0, 0,4930, 0,0767).
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Figura 3.8 — Trajetéria das coordenadas modais a partir de uma condicdo inicial calculada para
o segundo modo linear. (a) Coordenadas modais u; e v1; (b) Coordenadas modais
U € vy.

Mais uma vez, a resposta residual a partir de coordenadas modais lineares tem
uma ordem de grandeza de 1072 (Fig.(3.8)), enquanto o movimento da coordenada modal

excitada é de uma ordem de grandeza acima.

Em seguida, é realizada a integragao numérica referente a excitacao do segundo
modo a partir do ultimo conjunto de condigoes iniciais. O gréafico das respostas modais
desta etapa sao mais uma vez mantidos na mesma escala das respostas da etapa anterior,

para simples comparacgao das ordens de grandeza.

0.015 T T T T T T T T
0.6 b
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-0.015 -0.01 -0.005 0 0.005 0.01 0.015 -08 -06 -04 -0.2 0 02 04 06
u u
1 2
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Figura 3.9 — Trajetéria das coordenadas modais a partir de uma condicao inicial calculada para o
segundo modo nao-linear. (a) Coordenadas modais u; e vy; (b) Coordenadas modais
ug € vg.

Visivelmente, a resposta residual da integracao numérica a partir das coordenadas
modais nao-lineares (Fig.(3.9a)) é novamente muito inferior em ordem se comparada a

trajetoria residual da integracdo numérica anterior, enquanto os modos excitados possuem
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trajetorias praticamente idénticas. A inversao neste caso também causa erro devido a

aproximacao da matriz, mas este erro é outra vez muito pequeno.
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Figura 3.10 — Visualizagao aproximada do movimento residual de u; e v; no acionamento do
segundo modo, a partir da transformagao nao-linear de condic¢bes iniciais.

A vista aproximada da resposta residual de u; e vy (Fig.(3.10)) permite mais uma
vez a analise do formato da curva residual, que se mostra similar a forma da coordenada

modal linear projetada no espaco de fase modal linear.

E coerente concluir que a utilizacio da andlise modal linear se mostra ineficaz
para este caso nao-linear, pois ocorre certa amplificacdo do par de coordenadas do modo
nao-excitado quando utilizadas condic¢oes iniciais referentes a modos lineares. Como ja
mostrado, a resposta residual nao-linear possui ordem de grandeza muito menor do que a

ordem da resposta residual linear.

3.1.5 Comparacao das respostas obtidas por coordenadas fisicas e modais

Nesta Secao, a resposta do corpo de massa m; é obtida a partir de trés maneiras

diferentes, sendo elas as integragdoes numéricas:

» das equacoes do movimento nas coordenadas fisicas;
e das equacoes do movimento nas coordenadas modais lineares;

« das equacoes do movimento nas coordenadas modais nao-lineares.
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Esta andlise também é conduzida por Shaw e Pierre (1993), e visa comparar a
resposta temporal das coordenadas fisicas a partir das equagoes originais (dadas certas
condigbes iniciais) com a resposta das simulagbes nas coordenadas modais (utilizadas as
condigoes iniciais correspondentes). A equagao de movimento da massa m; é escolhida

para as transformacgoes modais por ser a que possui o termo cibico de rigidez.

A primeira etapa desta andlise é a integragdo numérica das equacoes de movimento
do sistema nas coordenadas fisicas, com as condig¢des iniciais adotadas. A segunda maneira
consiste em utilizar as equagoes P, e (o até seus termos lineares e substitui-las no lugar de
T € Y2 na primeira equacao do movimento apresentada pela Eq.(3.3). Esta nova maneira

de representacao é apresentada pela Eq.(3.9).

v = k(aiu + ayv) + c(byu + byv) — gu® — 2ku — cv (3.9)

Aqui a variavel v é substituida pela sua forma de derivada temporal da coordenada
de posicao (i), para uma apresentacao melhor das equagoes de movimento modais a serem
integradas numericamente. Isto é feito primeiro para os coeficientes do primeiro modo e
depois para os do segundo, enquanto as variaveis x; e y; sao substituidas por seus u e v
respectivos. Além disto, devem ser determinadas as condic¢oes iniciais correspondentes na
coordenada modal para realizagao da integragdo numérica neste espaco de fase. Depois
de obtidos os resultados, eles sdo transformados de volta para as coordenadas fisicas e

comparados a substituicao direta. As equagoes obtidas para os dois modos sdo:

iy + 0, 7521 + 2,968u; + 0, 5u° = 0

(3.10)
Uy + 0,148y + 1,011ug + 0, 5ul = 0

A terceira e tltima parte da andlise realizada nesta Segao é dada pela substituicao
das equacoes assintéticas P, e Q9 até seus termos cuibicos na equacao do movimento,
representada pela primeira equacao do sistema de Eqs.(3.4). Nela, f; = ©. Os coeficientes
das coordenadas escravas e as variaveis x; e y; sao substituidas da mesma maneira que
na simulacao modal linear, e as condigoes iniciais modais sdo obtidas pela transformacao
nao-linear das coordenadas fisicas escolhidas. Assim que obtidos os resultados da simulacgao
numérica, os dados de deslocamento e velocidade modais sao transformados de volta para
as coordenadas fisicas e comparados com os outros dois conjuntos de dados. As equagoes

para os modos nao-lineares resultantes sao:

iy + 0, 7521 + 2, 968u; + 0,405u} — 0,011ut; — 0, 014w, + 0,009, = 0

(3.11)
1y + 0, 148y + 1, 011uy 4 0, 329u3 + 0, 0002u31is — 0, 242ustis? — 0, 01115 = 0

As condigoes iniciais foram escolhidas de maneira que os dois modos de vibracao

fossem excitados. Os valores iniciais nas coordenadas fisicas foram (xy,, 1., T2, Y2,) =
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(0, 0, 2, 0). Pela transformacao linear de coordenadas, as condigGes iniciais obtidas
foram (uy,, v1,, Uay, vo,) = (—0,973, —0,159, 0,973, 0, 159), enquanto pela transformagao
nao-linear foram obtidos valores de (uy,, vy,, g, v2,) = (—0,912, —0,235, 0,912, 0, 235).

Direta

Direta

0 5 10 15 20

Figura 3.11 — Resultados de deslocamento e velocidade da massa m por simulagdo numérica,
com condigoes iniciais (x1,y1,z2,y2) = (0,0,2,0). (a) Resultados para z1; (b)
Resultados para y;.

As trés andlises realizadas sdo apresentadas para cada coordenada fisica nas
Figs.(3.11) e (3.12). A linha continua azul representa a simulacao direta das equagoes de
movimento originais nas coordenadas fisicas; a linha tracejada verde representa a simulagao
do movimento nos subespacos modais lineares; e a linha da forma traco-ponto vermelha

representa a simulacao do movimento nos subespacos modais nao-lineares.
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Figura 3.12 — Resultados de deslocamento e velocidade da massa mg por simulacdo numérica,
com condigoes iniciais (z1,y1,22,y2) = (0,0,2,0). (a) Resultados para x2; (b)
Resultados para 2.

Pelos quatro graficos obtidos, fica claro que a aproximacgdo modal nao-linear produz
valores muito mais coerentes com os da simulacao direta do movimento deste sistema
nao-linear. O termos de ordem ciibica das equagoes modais sao de extrema importancia
para esta analise, e comprovam que a analise modal linear de um sistema nao-linear pode

ser ineficaz.
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3.2 IMPLEMENTACAO DO SHOOTING METHOD

O método das Variedades Invariantes, apesar de se provar excelente para o nosso
sistema de referéncia, se torna inviavel para sistemas com muitos graus de liberdade por ser
muito trabalhoso. Métodos analiticos geralmente possuem esta dificuldade, sendo preferivel
a utilizacao de métodos numéricos mais adaptaveis para diferentes sistemas e graus de
liberdade. A aplicagdo do Shooting Method tem como objetivo comparar os resultados de
solugoes periddicas obtidas com as superficies de Variedades Invariantes encontradas pelo
método analitico, com o intuito de mais uma vez comprovar a definicdo de Variedades
Invariantes e a importancia da analise modal nao-linear; e permitir a aplicagdo de um

método mais pratico.

Pelo fato deste método ser aplicado a sistemas conservativos, utilizaremos o exemplo
de Shaw e Pierre (1993) com a exclusdo dos termos dissipativos, resultando no sistema
discreto da Fig.(3.13). Nesta se¢do, primeiramente, sdo obtidas as superficies dos dois
modos nao-lineares do sistema pelo método analitico de Variedades Invariantes, seguido da
aplicacao do método numérico com seis conjuntos de chutes de condic¢oes iniciais e periodo
para obtencao de modos nao-lineares, e uma posterior comparacao dos espagos de fase

tridimensionais com as superficies.

;// lg |—>
oy m=1'—\AMMNW‘— m=1

T

Figura 3.13 — Modelo de referéncia no sistema conservativo de Shaw e Pierre (1993).

As Equagoes do movimento do sistema conservativo sao representadas na Eq.(3.12).

2=y, % = fil@n, g, w0, y2) = —gat — 2kay + kay (3.12)

To =Ya, Yo = folx1,y1,22,y2) = kv — 2kas

Em termos de coordenadas mestras e escravas, as equacoes do movimento para

este sistema sao dadas pela Eq.(3.13).

U=, 0= fi = —qgu® — 2ku + kP

. . (3.13)
Py =Q, Q2= fo=ku—2kP,

Os coeficientes necessarios para a construgao das superficies foram retirados de

Shaw e Pierre (1993) e foram obtidos da maneira explicada na subsecao 2.4.1 e realizada
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na subsecao 3.1.2, quando o método foi aplicado para o sistema nao-conservativo. No
artigo de referéncia os valores dos coeficientes para este sistema conservativo sao dados
em termos de g e k, que ja foram previamente determinados como g = 0,5 e k= 1. Os

coeficientes sao apresentados na Tab.(3.2).

Tabela 3.2 — Coeficientes de Expansao de Taylor de terceira ordem para o sistema conservativo.

Coeficiente Primeiro Modo Segundo Modo

aq 1 -1
a9 0 0
as 0 0
ay 0 0
as 0 0
ag 0,1667 0,1923
ary 0 0
as 0,2500 0,0577
Qg 0 0
by 0 0
by 1 -1
bs 0 0
by 0 0
bs 0 0
bs 0 0
by 0 0,2308
bs 0 0
b 0,2500 0,0577

As superficies sao obtidas pela criacdo de uma malha com intervalos de valores
xr1 e y; entre 2 e -2, valores de incremento iguais a 0,1, e a aplicacao destes valores nas
equagoes de coordenadas escravas (Eq.(2.14) até ordém ctbica) para o primeiro e segundo

modos. Elas estdo representadas na Fig.(3.14).

Para dar inicio a aplicacao do Shooting Method, as variaveis e equagoes sao separadas

na forma de espaco de estado, de forma que

T
2= " (3.14)
n

Yo

g(z) = (3.15)
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Figura 3.14 — Superficies de Variedades Invariantes do sistema conservativo. (a) Py vs. (z1,y1)
para o primeiro modo nao-linear; (b) Q2 vs. (x1,¥y;) para o primeiro modo nao-
linear; (c) P» vs. (z1,y1) para o segundo modo nao-linear; (d) Q2 vs. (x1,y1) para
o segundo modo nao-linear.

de forma que z = g(z). As derivadas do vetor H em rela¢ao a 7', que sao o préprio vetor
g(z) no instante t = T', sdo dadas pela Eq.(3.16) e obtidas pela integracao das equagoes

do movimento do sistema via MATLAB®, por utilizacao da funcio ode4s.

1 <T7 ZO)
H T
I a.7) = el
oT ZEQ(T, Zo) - 2{E1(T, Zo) — 0, 5{E1 (T, Zo)
.Tl(T, Zo) — 2.’172 (T, Zo)

(3.16)

Para a resolucao da integragdo numérica da derivada de z em relacao a zq, é preciso
determinar a matriz 4 x 4 da derivada de g(z), conforme apresentada na Eq.(3.17). Nesta
matriz, o termo x; muda para cada instante de tempo de acordo com o estado do sistema.
De forma a simplificar o calculo, o mesmo passo de integracao deve ser utilizado na solucgao

das equagoes do movimento, para determinagao de H; e da Eq.(2.37), para as derivadas
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de z em relagao a zg.

00 —2—1,5z2 1
z(t,z0)
0g(z) _ |00 1 -2 (3.17)
Oz z(t,z0) 10 0 0
01 0 0

Com a determinagao das matrizes das Eqs.(3.14) a (3.17), o Shooting Method pode
entao ser empregado para uma série de conjuntos de condigoes iniciais e periodo. Deve-se

entao definir uma forma de chute dos valores que facilite a convergéncia do método.

Em um sistema de dois graus de liberdade, o sistema linear subjacente dos NNMs
possui dois modos lineares. Considerando os autovalores e autovetores do sistema linear
(Eq.(3.12) ignorando o termo ctbico de rigidez), o chute inicial é encontrado. Sabe-se que
a frequéncia (raiz do autovalor) do primeiro modo linear é w; = 1 rad/s, e do segundo
modo é wy = v/3 rad/s. Com esses valores é possivel encontrar os periodos do movimento
do sistema linear, que sao 177 = 6,29 s e Th, = 3,623 s para o primeiro e segundo modos,
respectivamente. Além disso, os autovetores do primeiro modo sio Z(!) = [I 1]*, enquanto
do segundo sio Z) = [1 — 1]*. Os primeiros valores de chute de cada conjunto sao entio

definidos com o auxilio dos periodos e autovetores determinados.

A Figura (3.15) apresenta uma demonstracao da aplicagdo do método para um
chute de condigoes iniciais e periodo no segundo modo de vibracao, em que as linhas
tracejadas apresentam solucoes periddicas obtidas durante o processo de convergéncia e
as linhas sélidas apresentam a solugao final obtida. O valor de tolerancia utilizado para
a convergéncia do método para este conjunto e os demais foi ¢ = 0,01, e aqui o chute
inicial foi 1 = 0,4, 9 = —0,8, yo =0 e T = 3,7 s. O chute escolhido nao tem uma razao
entre deslocamentos proxima de 1 : —1 para deixar mais evidente o processo iterativo.
Apds 51 iteragdes, a tolerdncia de convergéncia foi atingida e os valores encontrados foram
x1 =0,7268, xo = —0,6573, yo = 0,0010 e T' = 3, 5680 s. Este ¢ um dos conjuntos obtidos
para a comparagao com as superficies de Variedades Invariantes do segundo modo. Nota-se
que a cada iteragao os valores iniciais de x1, x5 e ys variam juntamente do periodo da
oscilagao, enquanto o valor inicial de y; é sempre zero, como estipulado pela condigao de

fase h(zy).

A Tabela (3.3) apresenta o conjunto de dados obtidos para o primeiro modo de
vibragao do sistema de dois graus de liberdade estudado, obtidos pelo Shooting Method. Os
cinco conjuntos de dados obtidos ap6s o primeiro, que foi baseado no primeiro modo linear,
sao obtidos a partir de chutes com periodos menores e maiores valores principalmente de
deslocamento. E perceptivel que a relacao entre os deslocamentos do primeiro e do segundo
graus de liberdade vai mudando, enquanto para o modo linear ela permaneceria 1:1 ao
longo de todos conjuntos. A ultima coluna da tabela representa a variagdo percentual dos

valores de razao entre os deslocamentos.
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Figura 3.15 — Demonstracao da convergéncia do método para um conjunto no segundo modo.

Tabela 3.3 — Conjuntos de dados obtidos pelo Shooting Method para o primeiro modo.

Primeiro Modo

Conjunto 19 T0 Y20 T (s) Variagao 1:1 (%)
1 0,1250 0,1250 0,0006 6,2743 -
P 0,6813 0,7360 0,0003 6,0397 8,03
3 0,9499 1,1000 0,0073 5,8517 15,80
4 1,1207 1,3784 0,0018 5,7200 22,99
5) 1,2724 1,6618 -0,0047 5,6152 30,60
6 1,4946 2,1510 -0,0146 5,4560 43,92

Linha tracejada: solugbes periodicas para as iteracoes de condigoes iniciais adotadas;
Linha continua: modo identificado apds convergéncia. (a) z1 vs. t; (b) y1 vs. t; (c)
x9 vs. t; (d) y2 vs. t.

Os seis conjuntos de valores obtidos de condigdes iniciais e de periodo, juntamente

do valor de velocidade inicial do primeiro grau de liberdade ;¢ nulo, permitem a inte-

gracao numérica das equacgoes do movimento, e a representacao de seus espacos de fase

tridimensionais com as superficies de Variedades Invariantes correspondentes ao primeiro

modo do sistema conservativo. Os espacos de fase obtidos correspondentes ao deslocamento

e velocidade do segundo grau de liberdade estao representadas pelas curvas vermellhas

nas Figs.(3.16) e (3.18), respectivamente.
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Figura 3.16 — Espacos de fase tridimensionais de x2 (P») em relagdo a x; e y; no primeiro
modo para o sistema conservativo, comparados com sua superficie de Variedades
Invariantes correspondente.

Para uma melhor visualizacado do posicionamento das trajetorias em relacao a
superficie do deslocamento do segundo grau de liberdade, a Fig.(3.17) apresenta uma vista

lateral do conjunto, na forma de um grafico de P, em funcao de z;.

Figura 3.17 — Visualizacao lateral dos espacgos de fase de xs com relagdo & sua superficie no
primeiro modo.

Observa-se que as trajetorias de xo acompanham bem a curvatura da superficie. As

possiveis diferencas entre os conjuntos podem estar sendo proporcionadas pelas aproxima-
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¢oOes assintoticas feitas no método das Variedades Invariantes e pela tolerancia utilizada

no método numérico para a determinagao das condigoes iniciais e periodo.
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Figura 3.18 — Espacos de fase tridimensionais de y2 (Q2) em relagdo a x; e y; no primeiro
modo para o sistema conservativo, comparados com sua superficie de Variedades
Invariantes correspondente.

A Figura (3.19) apresenta a vista lateral da superficie de ys, também com o intuito

de proporcionar uma melhor visualizacao das trajetérias com relagao a superficie.

2 1 0 -1 -2
y1

Figura 3.19 — Visualizacao lateral dos espacos de fase de y2 com relagdo a sua superficie no
primeiro modo.

A Tabela (3.4) apresenta o conjunto de dados obtidos pelo Shooting Method para o
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segundo modo de vibracao do sistema estudado e a variacao percentual da razao entre os

deslocamentos. As curvas vermelhas apresentadas nas Figs.(3.20) e (3.22) representam as

os espacos de fase de x5 e ys, respectivamente.

Tabela 3.4 — Conjuntos de dados obtidos pelo Shooting Method para o segundo modo.

Segundo Modo

Conjunto 9 Tag Y20 T (s) Variacdo 1: —1 (%)
1 0,2125 -0,2125 0 3,6230 -
2 0,5016 -0,4784 0,0029 3,5994 4,85
3 0,7268 -0,6573 0,0010 3,5680 10,57
4 0,8009 -0,7079 -0,0018 3,5539 13,14
5 0,0469 -0,7972 -0,0017 3,5218 18,78
6 1,0353 -0,8439 -0,0023 3,4993 22,68

Neste modo a razdo entre deslocamentos vai novamente se distanciando da razao

do modo linear, que neste caso é de 1: —1, a medida que a energia do sistema aumenta.

Figura 3.20 — Espacos de fase tridimensionais de zo (P) em relagdo a x; e y; no segundo
modo para o sistema conservativo, comparados com sua superficie de Variedades

Invariantes correspondente.

Foram produzidas vistas laterais dos graficos comparativos também para o segundo

modo, para melhor visualizacao do posicionamento das curvas em relacao as superficies. As

formas diferentes de visualizacao das superficies de 5 e y2 estao dispostas nas Figs.(3.21)

e (3.23), respectivamente.

Para o segundo modo, os resultados obtidos do espago de fase tridimensional para

os conjuntos x1, y1, T2, € T1, Y1, Y2 pelo método numérico também sdo coerentes com

suas respectivas superficies. A proximidade das solugoes de ambos métodos entre si é
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Figura 3.21 — Visualizacao lateral dos espacos de fase de x5 com relagdo & sua superficie no
segundo modo.

extremamente satisfatéria, garantindo a possibilidade de utilizagdo dos dois na avaliagao
de modos nao-lineares. Como ja destacado na comparacao de solugdes do primeiro modo,
as possiveis diferencas entre as solugoes deste modo podem estar acontecendo devido as
aproximacoes assintoticas realizadas no método das Variedades Invariantes e a tolerancia

aplicada no método numeérico.

Figura 3.22 — Espagos de fase tridimensionais de ys (Q2) em relacdo a x; e y; no segundo
modo para o sistema conservativo, comparados com sua superficie de Variedades
Invariantes correspondente.
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Figura 3.23 — Visualizacao lateral dos espagos de fase de ys com relagdo a sua superficie no
segundo modo.

A rotina computacional montada para a obtengao de modos nao-lineares se mostrou
capaz e deve ser aplicavel a outros sistemas dinamicos, de diferentes graus de liberdade.
A partir da identificagdo dos modos pelo Shooting Method, pode-se aplicar um método
de continuacao para a obtencao de um nimero muito maior de conjuntos e o calculo de
valores de frequéncia e energia do sistema para construcao do grafico FEP, que permitira

avaliar diversos cenarios de ressonancia interna em sistemas de alta energia.



4 CONCLUSAO

Neste trabalho, foi implementado com sucesso o Método das Variedades Invariantes
para obtencao dos modos de vibracao nao-lineares. Os resultados obtidos foram compativeis
com os da literatura de referéncia (SHAW; PIERRE, 1993), tanto no que diz respeito a
obtencao das superficies de Variedades Invariantes, quanto as respostas temporais, sejam

elas pela integracdo das equagdes do movimento nas coordenadas fisicas ou modais.

Os resultados aqui apresentados permitem concluir que o estudo da analise modal
nao-linear é muito importante para a representacao de sistemas dindmicos reais. A defini¢ao
de Variedades Invariantes e a aplicacao do método foram determinantes para comprovar a
ineficacia da analise modal linear no sistema nao-linear de referéncia, assim como foram
essenciais para assegurar que aproximacoes lineares de condicoes iniciais impostas a um

sistema podem, de maneira intensa e inesperada, excitar outros modos nao-lineares.

A aplicagdo de um método numérico como o Shooting Method para a determinagao
de solugoes periddicas permitiu também a obtencdo dos modos normais nao-lineares, e
assim observou-se a concordancia entre os dois métodos utilizados e verificou-se novamente
a veracidade e exatidao da definicdo de Variedades Invariantes e de seu método analitico.
Vale ressaltar que o método analitico é muito trabalhoso e, por conseguinte, inviavel para
sistemas com muito graus de liberdade. Contudo, o numérico é aplicavel a diferentes
sistemas dinamicos e graus de liberdade, necessitando apenas da alteragao do valor de

graus de liberdade n e das fungoes a serem integradas via ode4b no cdédigo de programagcao
MATLAB®.

Uma sugestao para trabalhos futuros é a implementagao do método de continuagao
numeérica apés a aplicagao do Shooting Method, de forma a obter inimeros conjuntos de
condigoes iniciais e periodo e transforméa-los em pontos num grafico de frequéncia-energia,

para subsequente avaliacao de ressonancias internas a altas energias.
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