PROJETO DE GRADUACAO

ANALISE BIDIMENSIONAL
ISOGEOMETRICA DO METODO DOS
ELEMENTOS DE CONTORNO

Por
)
Mateus Vinicius Honério de Sena

Brasilia, 23 de novembro de 2017




UNIVERSIDADE DE BRASILIA
Faculdade de Tecnologia
Departamento de Engenharia Mecanica

PROJETO DE GRADUACAO

ANALISE BIDIMENSIONAL
ISOGEOMETRICA DO METODO DOS
ELEMENTOS DE CONTORNO

Por,
Mateus Vinicius Honério de Sena

Relatorio submetido como requisito parcial para obtencao
do grau de Engenheiro Mecanico.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Eder Lima de Albuquerque (ENM-UnB)(Orientador)

Prof. Marcus Vinicius Girdo de Morais (ENM-UnB)(Examinador)

MSc. Alvaro Campos Ferreira (ENM-UnB)(Examinador)

Brasilia/DF, Novembro de 2017.



RESUMO

Este trabalho propde uma formulacdo isogeométrica dos métodos dos elementos de con-
torno para problemas bidimensionais potenciais. Na formulagao isogeométrica dos métodos dos
elementos de contorno, as fungdes de forma polinomiais sdo substituidas por fungdes B-Splines
racionais nao-uniformes conhecidas como NURBS. Como as NURBS sao fungoes de base mais
utilizadas em programas CAD, com o intuito de representar as propriedades geométricas de fi-
guras planas ou sélidas, a discretizacdo do modelo geométrico é dispensavel. No entanto, devido
a complexidade matematica das NURBS quando comparadas as func¢oes de forma polinomiais
tradicionais, seu custo computacional passa a ser demasiado elevado. Diferente do MEC tradici-
onal, as condi¢bes de contorno na formulacio isogeometrica ndo podem ser aplicadas diretamente
ao problema, uma vez que os pontos de controle estdo tipicamente fora do contorno. Para su-
perar este problema, uma matriz de transformacao E para B-Splines é capaz de relacionar os
valores entre os pontos de controle e os pontos de colocacao. Solugoes numéricas para problemas
isogeométricos bidimensionais foram obtidas e comparadas as solugdes analiticas e resultados
satisfatorios para erros foram encontrados.

Palavras-chave: Método dos elementos de contorno, NURBS, matriz de transformacio E,

formulagao isogeométrica.
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ABSTRACT

This work proposes an isogeometric boundary element method for potential two-dimensional
problems. In the isogeometric boundary element method, the polynomial shape functions are
replaced by non-uniform rational B-Splines functions known as NURBS. Since NURBS are the
most used basys functions in CAD, in order to represent the geometric properties of solid or
plane figures, the discretization of the geometric model is dispensable. However, due to the
mathematical complexity of NURBS when compared to traditional polynomial shape functions,
their computational cost becomes too high. Unlike the traditional MEC, the boundary conditions
in the isogeometric formulation can not be applied directly to the problem, since the control
points are typically outside the boundary. To overcome this problem, a transformation matrix
E to B-Splines is able to relate the values between the control points and the collocation points.
Numerical solutions for two-dimensional isogeometric problems were obtained and compared to
analytical solutions and satisfactory results for errors were reached.

Keywords: Boundary element method, NURBS, transformation matrix E, isogeometric.
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1 INTRODUCAO

Atualmente, projetos complexos em engenharia requerem elevados niveis de conhecimento
em mecanica e em matemdatica. A computacio tem um papel fundamental nas resolugoes destes
problemas complexos, que muitas vezes demandam muito tempo e dinheiro para serem soluci-
onados. Por exemplo, problemas complexos ja eram resolvidos muito antes do surgimento dos
computadores. De acordo com [1], registros histéricos mostram que uma das primeiras vezes
em que utilizou-se a ferramenta de andlise estrutural foi em meados de 1745. Naquela época,
o Papa Bento XIV estava preocupado com a estabilidade da ctupula central da Basilica de Sao
Pedro, no Vaticano. Entao, foi pedido um estudo a respeito da sua condigdo estrutural. Trincas
haviam se desenvolvido e foi questionado se os arcos metéalicos instalados nela eram adequados
a estrutura. Os 3 matematicos incumbidos de resolver tal problema o simplificaram da seguinte

forma:

o Entender a mecéanica do problema;
e Identificar mecanismos importantes;

e Desenvolver um modelo mecanico adequado.

Os matematicos concluiram que os esforgos nao seriam resistidos pelos arcos metalicos ja
instalados. Ou seja, a estrutura colapsaria. No entanto, até os dias atuais a estrutura mantém-se
intacta. A causa da andlise erronea deve-se as excessivas simplificagoes feitas, como considera-
¢oes em 2D e restricbes geométricas, o que geraram um superdimensionamento da estrutura.
Um posterior estudo realizado com o Método dos Elementos Finitos (MEF) mostrou isto. Di-
versos outros problemas de andlise estrutural foram resolvidos gracas ao desenvolvimento dos
computadores a partir da segunda metade do século XX. Porém, antes disso foram desenvolvi-
dos varios métodos numeéricos para resolverem equacgoes diferenciais. Dentre eles, destacam-se
o método de Ritz [2], o0 método de Trefftz [3] e o método das diferencgas finitas [4]. A principal
ideia de Ritz foi de aproximar as solugbes das equagoes diferenciais por fungdes multiplicadas
por pardmetros desconhecidos. Ja para Trefftz, sua principal ideia consistia na utilizacdo de
solucbes fundamentais das equagoes diferenciais e aproximar somente os valores de contorno.
Por fim, a ideia do método das diferencas finitas é de aproximar numericamente a diferenciacgao
por uma equagao algébrica simples. Todos os métodos lidam com equagdes simultaneas, em que
suas solucbes sao inviaveis, ou até mesmo impossiveis, de serem resolvidas sem o auxilio de um

computador digital.

1.1 Métodos Numéricos: MEF e MEC

Com o advento da computacdo, os métodos anteriormente citados passaram a ser muito
mais utilizados e também houve um grande desenvolvimento dos mesmos. As solugdes analiticas,
que sdo exatas, passaram a ser substituidas por métodos numéricos, uma vez que aproximacoes

precisam ser feitas e, devido as complexidades das equagdes dos problemas, modelos gerados 211



partir dessas solugoes poderiam produzir modelos préximos dos reais. Em um primeiro momento,
o Método das Diferengas Finitas (MDF) surgiu, depois o Método dos Elementos Finitos (MEF),
a partir das ideias de Ritz, e, por dltimo, o Método dos Elementos de Contorno (MEC) a partir
da ideia de Trefftz. Neste trabalho serd dada uma énfase maior a este 1ltimo método. Dessa

forma, a seguir sdo mostradas breves explica¢ées sobre o MEF e o MEC.

1.2 Método dos Elementos Finitos (MEF)

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é uma forma de solu¢ao numérica de equagoes
diferenciais parciais. Sua formulagdo requer a existéncia de uma equacdo integral que de certa
forma possibilita substituir a integral sobre um dominio complexo por um somatério de integrais
sobre dominios de geometria simples, conforme mostrado na Figura [5]. Essa formulagao
pode ser baseada no método dos deslocamentos, em métodos hibridos e mistos e em modelos de
equilibrio. Cada elemento é formulado através de equagbes algébricas obtidas por consideragoes
matematicas, fisicas ou experimentais. Por fim, a solugdo final do sistema é aproximada, uma

vez que um modelo discreto é construido pelo arranjo total de todos os elementos [6].

1.3 Meétodo dos Elementos de Contorno (MEC)

De acordo com [7], o Método dos Elementos de Contorno (MEC) é um método integral que
consiste em obter as equacOes integrais somente com informagoes do contorno de um problema.
Pode-se definir uma equacao integral como uma equacao que possua uma fungdo operada por

uma integral.

O MEC da solugbes mais precisas, tendo em vista que utiliza solugoes de equagodes integrais
sem aproximagcao no dominio. As informagoes do dominio séo obtidas a partir das varidveis do
contorno, pois os valores das varidveis nos pontos internos podem ser escritos como funcoes das

variaveis no contorno.

Embora possua diversas vantagens quando comparado a outros métodos, o MEC néao é
bastante difundido comercialmente pois 0 mesmo gera matrizes cheias e nao simétricas em suas
solugoes. Desta forma, tanto o uso da memoria quanto o tempo computacional tornam-se
elevados. SolucOes recentes tentam amenizar estes problemas. O método dos Elementos de

Contorno Rapido [8] torna o MEC competitivo em problemas de larga escala.

A Figura[L.1]ilustra uma comparagao feita na discretizacao entre o MEF e o MEC. Percebe-
se que no MEF todo o dominio deve ser discretizado, enquanto que no MEC apenas o contorno

deve ser discretizado. Este fator é uma das grandes vantagens do MEC em detrimento ao MEF.



L
o e |
[

| |

R
{
\

Figura 1.1: Discretizagio com MEF (d esquerda) e com MEC (a direita) [9)].

1.4 Necessidade da Analise Isogeométrica

Projetos de engenharia demandam elevados trabalhos de projetistas com relacao a producao
de desenhos técnicos e de andlises de esforcos estruturais. Essa combinacao de fatores, desde
0s primeiros projetos, tiveram que ser realizadas de maneiras simultaneas e integradas entre as
equipes de desenhistas e de analistas estruturais, a fim de que o projeto final chegasse a um
resultado satisfatério. Com o advento da computacio, em meados da metade do seculo XX,
as relagoes entre equipes de projeto passaram a ser diferentes. A comecar pela utilizacao do
Desenho Assistido por Computador (CAD), de responsabilidade de desenhistas/projetistas in-
dustriais, e pela Engenharia Assistida por Computador (CAE), de responsabilidade de analistas
estruturais. Arquivos de CAD, depois de concluidos, eram passados as equipe de CAE, sendo
assim remodelados de acordo com geometrias adequadas de andlise, criadas malhas e introduzi-
dos cédigos em larga escala em andlise de elementos finitos. Todo esse processo de engenharia
complexa de remodelagem custa caro para a industria em geral. Estima-se que cerca de 80% do
tempo total de andlise é tomado nesse processo. Sabe-se também que a medida que projetos de
engenharia mais complexos sao propostos, maiores sao as quantidades de componentes presentes
neles. Na Figura(l.2|a seguir é feita uma analise relativa do aumento da complexidade de projeto
com relagao ao aumento da quantidade de componentes de sistemas mecénicos (ordenada) e com
o tempo de manufatura de produgao (abcissa). Projetos de engenharia e andlises estruturais nao
sdo esforgos contrarios. Todos os projetos comunicam-se de maneira simultdnea com andlises

estruturais, e vice-e-versa.
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Figura 1.2: Crescimento da complezidade dos projetos em engenharia, assim como o tempo de
manufatura dos equipamentos [10].

De acordo com estudos da Sandia National Laboratories, a geragao de malhas requer cerca
de 20% do tempo total de andlise, enquanto que a criacdo de uma geometria adequada de
analise requer cerca de 60%. Desta forma, apenas 20% do tempo restante é destinado a analise
estrutural em si. Ou seja, a razdao entre modelagem e anélise é de 80% para 20% e hd um grande
interesse em melhorar estes nimeros. Na Figura é explicitada a estimativa, em percentagem,
de tempo gasto para cada componente da geracdo de modelo e andlise estrutural na Sandia
National Laboratories. A integragdo entre CAD e CAE tem sido fundamental para que essa

melhora ocorra.
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Figura 1.3: Estimativa de tempo gasto para cada componente da geracao de modelo e andlise
estrutural na Sandia National Laboratories [10].

Sabe-se que uma malha em elementos finitos é apenas uma aproximacdo da geometria
CAD. Essa aproximagio existente pode criar erros em relagdo aos resultados analiticos. Sem
aperfeicoar a geometria e a malha adaptativa, a convergéncia dos resultados com alta precisao

sao inviaveis de serem realizados.

Aparentemente é preciso que sejam quebradas barreiras entre projeto em engenharia e
andlise estrutural a fim de remodelar todo o processo. Embora seja preciso manter, ao mesmo
tempo, compatibilidade com praticas ja existentes. Dessa forma, a ideia de focar em apenas um
modelo geométrico para que possa ser também um modelo de andlise estrutural. Isto requer
uma mudanca da classica andlise em elementos finitos para um procedimento de analise baseado
em representacoes em CAD. Este conceito é melhor compreendido como Andlise Isogeométrica,
introduzido pela primeira vez por [10]. Na Figuraé comparada a analise em elementos finitos
e a andlise isogeométrica, que utiliza geometrias NURBS que trazem maior suavidade as curvas

dos elementos em questao.
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Figura 1.4: Contato deslizante. (a) Elementos finitos com fungoes de forma polinomiais geram
problemas de contato deslizante. (b) Geometrias NURBS atingem suavidade de corpos reais.[10]

1.5 Motivagao

Segue-se uma sequéncia de outros trabalhos anteriores sobre modelagem isogeométrica. O
primeiro desta linha de pesquisa a abordar este tema foi a tese de doutorado [8], em que uma
formulacao rdpida do método dos elementos de contorno isogeométrica foi desenvolvida para a

analise de problemas potenciais e elasticos, bidimensionais e tridimensionais.

Nesta mesma linha de pesquisa, foram desenvolvidos os Projetos de Graduagao de [11],
[15], [16] e [20], além de trabalhos conjuntos com os grupos de pesquisa GFFM e GDS do
Departamento de Engenharia Mecanica. No entanto, todos estes trabalhos anteriores focaram

no calculo de propriedades geométricas (drea, volume e centroide) de figuras planas e de sélidos.

1.6 Objetivo

Este trabalho tem como objetivo o desenvolvimento de um programa em linguagem Julia
para analises térmicas de modelos planos usando a formulacio isogeométrica do método dos

elementos de contorno.

1.7 Organizacao do trabalho

Em um primeiro momento, no Capitulo 1, é feita uma abordagem histérica inicial das
simulag¢Ges numéricas e métodos numéricos. No Capitulo 2 é feita uma revisdo bibliografica das
funcoes de base utilizadas no MEC isogeométrico 2D. Ja no Capitulo 3 discute-se o método dos

6



elementos de contorno isogeométrico, em que nao sdo utilizadas fungdes de base polinomiais,
mas sim as NURBS. Ja no Capitulo 4 é explicada e detalhada a implementagdo computacional
aplicada a este trabalho. No Capitulo 5 sdo mostrados os resultados obtidos para problemas
potencias de conducdo de calor em diferentes geometrias em 2D. Por fim, no Capitulo 6, faz-se
uma abordagem final do trabalho com comentarios a cerca dos resultados obtidos e trabalhos

futuros.



2 NURBS

Neste capitulo sdo revisadas as formulagbes matematicas e modelagens geométricas utili-
zadas. Para descrever e modelar desenhos de curvas em desenhos assistidos por computador
(CAD), assim como para aproximar as varidveis de campo, faz-se o uso das NURBS (B-Splines
racionais nao uniformes). Desta forma, elabora-se uma breve fundamentagao teérica de conceitos

de curvas, curvas de Bézier, curvas de Bézier racionais, B-Splines e NURBS.

2.1 Curvas

De acordo com [15], curvas sdo representadas matematicamente de maneira explicita, im-

plicita ou paramétrica. Para este trabalho, sdo exploradas as curvas do tipo paramétricas.

A forma explicita é representada da seguinte maneira:

y=[f(2), (2.1)

em que a variavel da ordenada y é uma funcdo da varidvel da abcissa x. Embora esta forma
seja util em diversas aplicacgoes, ela ndo pode representar adequadamente func¢des de multiplos
valores. Esse tipo de representagao possui aplicagoes limitadas em graficos computacionais ou

em desenho assistido por computador.

A forma implicita é representada das seguintes maneiras:

f(z,y) =0 (2.2)

f(z,y,2) =0, (2.3)

em que a expressao (2.2)) é utilizada em problemas planos (curvas) e a expressao ([2.3)) é utilizada
em problemas tridimensionais (superficies). Ela é capaz de representar fungdes de multiplos
valores. As aplicagoes sdo diversas, como em graficos computacionais e em CAD. Um exemplo

é de um circulo de raio unitério com centro na origem representado pela Figura 2.1}



Figura 2.1: Circulo de raio unitdrio centrado na origem [12].

A expressdo que representa a forma implicita do circulo acima é a seguinte:

f(x,y):a:2+y2—1:0 (2.4)

Por fim, a forma paramétrica é representada da seguinte maneira:

r=f(t); y=g(t); z=h(t) (2.5)

em que t é o parametro. Ela ndo depende das coordenadas dos eixos, representa facilmente fun-
¢Oes de miultiplos valores, derivadas infinitas e possui mais graus de liberdade quando comparado
as formas explicitas e implicitas. Cada coordenada do ponto da curva é representada separada-
mente como uma funcdo explicita de um pardmetro independente. A curva é representada pela

expressao a seguir:

Cu) = (z(u), y(u)), a<u<b, (2.6)

em que u é a variavel independente ou parametro e o intervalo [a, b] é arbitrario, mas geralmente
normalizado entre [1,0]. Para o primeiro quadrante do circulo da Figura anterior é definido

pelas fungoes paramétricas a seguir:

x(u) = cos(u) 0<u<m/2 (2.7)

y(u) = sin(u) 0<u<m/2 (2.8)



2.2 Curvas de Bézier

A abordagem das curvas NURBS necessita alguns conceitos antecedentes, especialmente as
curvas paramétricas polinomiais (curvas de Bézier), um caso especial das NURBS. Utilizadas
em diversas aplicagOes em softwares de desenhos gréficos, foi introduzida pela primeira vez pelo

francés Pierre Bézier em 1962, quando funciondrio da Renault.

As curvas de Bézier sdo determinadas por um poligono de controle, como mostrado na
Figura a seguir:

Figura 2.2: Poligono de controle com 4 pontos [13].

As principais propriedades das curvas de Bézier sao:

e As fungoes de base sdo reais;

e O grau n do polindmio que define o segmento de curva é um a menos que o nimero de

pontos do poligono de controle;
e A curva geralmente é orientada pela forma do poligono de controle;
e O primeiro e o tltimo pontos da curva sdo coincidentes com o primeiro e tltimo pontos

do poligono de controle.

Uma curva de Bézier de grau n é expressa pela seguinte expressao:

C(u) =Y Bin(u)P;, 0<u<l, (2.9)

n
=0
em que B;, ¢ a fungdo de base e também um polinomio de Bernstein de grau n, dado por:

Bin(u) = Z'(nniz)‘u(l —u)" !, (2.10)

em que os coeficientes geométricos P; sdo os pontos de controle do poligono que define a malha

de controle, que interpolam os pontos. 10



As fungdes de base possuem algumas caracteristicas [18], tais como:

e Sao0 sempre nao negativas;

° Z?:O Bi,n(u) =1

e Bj;n(u) é simétrico em relacao a u = 1/2;

e B;n,(u) tem maximo no intervalo 0 < u <1,
e Byn(0)=DB1,n(1) =1;

o Sao funcoes recursivas pois, B; n(u) = (1—u)Bj,(u)+uBi—1n—1(u), sendo que B; ,,(u) = 0

set < 0oui>n;

Sua derivada é dada pela expressao seguinte:

T’L; = n<Bi—1,n—l(u) - Bi,n—l(u))a (211)

em que B_j ,_1(u) = By pn_1(u) = 0.

Para que as propriedades discutidas acima sejam validas, toma-se como pressuposto que o

parametro seja 0 < u < 1.

Dessa forma, a partir da equacao (2.11)), é deduzida a expressao da derivada da curva de

Bézier mostrada abaixo:

n n n—1

C'(u) =Y Bj,(w)P; =) n(Bi-1n-1(u) = Bin-1(w))P; =n Y Bip-1(u)(Pir1 — Bi) (2.12)
i=0 i=0 i=0

sendo a derivada de uma curva de Bézier de grau n uma curva de Bézier de grau n — 1. Para

que seja possivel a representacdo exata de curvas conicas, é preciso realizar uma divisdo de

polinémios. Logo, uma funcao racional da curva de Bézier é definida.

2.2.1 Curvas de Bézier Racionais

De acordo com [15], todas as curvas conicas (incluindo o circulo), podem ser representadas
por fungoes racionais, que sdo definidas pela razdo de dois polindmios. Dessa forma, eles sao

representados pelas fungdes racionais na forma:

(2.13)

em que X(u), Y(u) e W(u) sdo polindmios, sendo que cada fun¢ao coordenada possui o mesmo

denominador.
11



A defini¢do de uma curva de Bézier racional de grau n é representada a seguir:

_ >0 Bi,n(u)wipi

) o Bin(w)w;

0<u<l, (2.14)

em que P; e de B; ,, sao os mesmos de antes e w; sao valores escalares chamados de pesos. Logo,
Wi(u) = Y itg Bin(uw)w; é a funcdo denominador comum. Assume-se que w; > 0 para todo i.
Isso assegura que W(u) >0V u € [0,1].

Reescreve-se a expressao ([2.14) da seguinte maneira:

C(u)=> Rin(w)P;, 0<u<l, (2.15)
=0
em que
Rin(u) = ) (2.16)

a Z?:O Bjn(u)w;’

A expressao (2.16]) representa as fungdes base de Bernstein nas formas racionais para esta
curva. A Figura[2.3 representa uma funcao base cibica, enquanto que a Figura[2.3p corresponde
a uma curva de Bézier racional ctibica. Algumas propriedades desta funcdo de base sdo mostradas

a seguir:

12



Pg PB

wy =1 wy =1
(b)
Figura 2.3: Cubico racional. (a) Fungoes de base; (b) Curva de Bézier Racional [18].

e S&0 sempre nao negativas;

o YitoRin(u)=1;

o Ron(0) = Ripn(l) =1

e R;,(u) obtém um méximo intervalo 0 < u < 1;

e Se w; = 1 para todo i, entdo R;y(u) = B;n(u) para todo i, isto é, B;,(u) sdo casos

especiais de R; ,,(u).

Conclui-se que esta funcao base possui as mesmas caracteristicas que a funcao base anterior,
divergindo apenas a simetria com relagdo ao valor intermedidrio do parametro. Uma forma
peculiar de representar os pontos das curvas racionais é a partir de coordenadas homogéneas.
Estas permitem facil aplicacdo de transformadas geométricas e sdo, basicamente, a representacao
da curva racional de dimensao n em uma curva polinomial de dimensao n 4+ 1 coordenadas.

13



2.3 B-Spline

Uma curva B-spline, em que o ”B” é proveniente da palavra base, é formada por varias
curvas de Bézier que possuam segmentos com certo grau de continuidade nos pontos de uniao,
independente da fungao dos segmentos. Ela pode ser definida através da férmula recorrente cuja

funcdo base é mostrada na Figura sendo que:

1 N 1r
1.0 er_l
0 &
% 1 2 3 4 5 § 0 1 2 3 4 5 §
1r 1
N0
0 - - . ; :
0 1 2 3 4 5 & % 4 5 §
1r 1
3.0 Nas
0 ' : : 0 . : —
0 1 2 3 4 5 & 0 1 2 3 4 5 ¢
1-
‘Nl_z
0 : : -
0 1 2 3 4 5 €
1_
le
% 1 2 3 4 5 &
1.
/ N,
00 1 2 3 4 5 &
Figura 2.4: Fungdo base de ordem 0, 1 e 2 para o vetor nés uniforme u =0,1,2,3,....[10]
Nio = 1, se wu; < u < Uiyl
0, demais casos
U — Uy Uj4p+1 — U
Nip(u) = ————Njp1(u) + —— Nit1p-1(u) (2.17)
Uitp — U Uitpr1 — ui + 1

Os valores de u; sao chamados nés e formam o vetor nés U. O vetor U deve ser composto de
valores reais nao decrescentes, sendo assim, u; < u;4+1. Para que a funcao de base seja calculada,

é necessario que o vetor nés e o grau p da curva sejam dados.

Algumas propriedades das fungbes de base sdo:

e Nip=0,seu¢[u,uiipr1);
14



e N;p >0 em todos os casos;
» N, atinge apenas um maximo, exceto se p = 0;

o Para um dado intervalo de nés [u;, ui4p+1) a0 qual pertence u, Z;Zi,p Njp,=1,

e Em um né, N;, é diferencidvel p — k vezes, sendo k a multiplicidade do né. Desta forma,

aumentando-se o grau da curva ou diminuindo a multiplicidade dos nds, aumenta-se o nivel

de continuidade;

e A derivada da funcgédo base é:

(K-1) (K-1)
N N
N () = p(——2 Ll (2.18)

Witp — Ui Uitp+1 — Wit

K N ;. .
em que Ni(p) refere-se a K-ésima derivada.

Sabe-se também que:

o As bases s@o sempre maiores ou iguais a zero;
e A curva ndo é afetada por uma transformagao afim;
o A curva estd sempre contida na envoltéria convexa dos pontos de controle;

e Cada ponto da curva é calculado como uma soma ponderada de parte dos pontos de

controle. Logo, uma mudanca de um ponto de controle afetara a curva apenas localmente.

Ao utilizar esta funcao de base, encontra-se a expressao da B-Spline néo racional a seguir:

C(u) =Y Nip(w)P;, a<u<b (2.19)

sendo o seu vetor noé representado da seguinte maneira:

U=la,...,a,Up11,. .. Um—p-1,b,...,0] (2.20)
——— ——

p+1 p+1

em que m + 1 é o nimero de nds. Essas curvas possuem as seguintes caracteristicas:

e m=n+p+1;
e Se n = p, a B-Spline é uma curva de Bézier;
o C(0) =Py e Clumys1) = Pp;

e O controle da geometria da curva pode ser efetuado localmente, isto é, mover um ponto

de controle P; afeta apenas o intervalo [uj, Uitpt1); 5



e E possivel fazer com que varios pontos de controle sejam coincidentes. Isto pode ser usado

para formar angulos com a curva, por exemplo;

e Um vetor né de forma U = [0,...,0,1,...,1] leva a um polindémio de Bernstein de grau p;
—— ——
ptl p+l

e Sua derivada é dada pela expressao seguinte:

n n—K
CBw) =S NS WP =p Y Ny (w)P™, (2.21)
1=0 =0

em que tem-se:

P, se K=0

p—1+K K—1 _ pK-1
ui+p+1fui+K(Pi+1 P77, se K >0.

pU) —

Dessa forma, o novo vetor nés U é definido excluindo os valores iniciais e finais do original

de forma que:

U=la,...,a,Upt1,. ., Um—p—1,0,...,b]. (2.22)
——— ———
p—K+1 p—K+1

2.4 NURBS

As curvas NURBS (B-Splines racionais ndo uniformes) consistem numa unido de temas
ja discutidos: curvas Bézier racionais, B-Splines e coordenadas homogéneas. As curvas sdo

controladas utilizando pesos, como mostra a equacao (2.23) a seguir:

_ 2o Nip(w)wiF;

Cu) = , a<u<hb. 2.23
) = S Vg (2.23)
Para um dado vetor nés na forma:
U=Ja,...,a,Upt1,. -, Um—p—1,0,...,b], (2.24)
—— ——
p+1 p+1

a representacdo em coordenadas homogéneas seria uma B-spline dada por:

C(u)¥ = ZNi,p(u)P;“. (2.25)

Como dito, as NURBS sao controladas por pesos e o efeito da variagdo de pesos é explicito

na Figura [2.5| a seguir:
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©  Pontos de controle
— — — Poligono de controle

6 w=05 7
w=1.0
w=15

w=20
w=25
w=30

Figura 2.5: Funcdo aprozimada com NURBS e diferentes valores de peso para o terceiro ponto
de controle.

Neste exemplo é mostrado um caso de curva interpolada utilizando NURBS, em que ha
uma variacdo nos valores dos pesos, sendo possivel concluir que quanto maior for os valores
designados para os mesmos (no né em questao), mais proxima a curva estard daquele ponto de

controle. Isso serd melhor detalhado mais a frente neste capitulo.

As NURBS possuem algumas caracteristicas, tais como:

A funcéo base racional é sempre nao negativa:

Nip(u)wi

Ri,(u) = ——~——"""7—— 2>
w0 = S N

(2.26)

i=o Rip(u) =1;

RO,p(O) = Rl,p(l) =1

R; (u) obtém um maximo no intervalo 0 < u < para p > 0;

Riyp =0, se u ¢ [ui’ ui—p-i-l);

R;, = N;,, se w;Vi;
i.p ip i 17



A curva de Bézier racional é um caso especial de NURBS. Isso ocorre quando nao ha nos

internos;

O controle da geometria da curva pode ser efetuado localmente, ou seja, mover um ponto

de controle P; afeta apenas o intervalo [u;, wiyp+1);

E possivel fazer com que varios pontos de controle sejam coincidentes;

e Sua derivada pode ser escrita de acordo com a relagao:

A ) = 328 (5wt (w)CE =D (w)

wz(u) ’

CE) () =

(2.27)

em que A é o vetor formado pelas primeiras trés coordenadas de C(u)" e w(u) é a coordenada

referente aos pesos nessa relagao.

2.4.1 O efeito dos pesos nas NURBS

Com o auxilio da biblioteca nurbs_toolbox [19], uma rotina foi feita para mostrar o efeito
dos pesos nas NURBS de forma detalhada. Dessa forma, fez-se um exemplo para que seja

possivel realizar tal detalnamento, sendo realizadas as seguintes etapas:

 Escolha das coordenadas dos pontos de controle e do poligono de controle, sendo { Py, ..., P4} =

{(070)7(171)7(372)7(471)’(57__1)}:

pntsC = [0 1 3 4 5; % Coordenadas

0121 -1); % Coordenadas

Figura 2.6: Matriz com as coordenadas dos pontos de controle.

e Em seguida, é feita a interpolagdo utilizando as NURBS, em que s@o mantidos fixos os
valores dos pesos (iguais a 1) em todos os pontos {Fy, ..., P41}, menos no ponto Pj, em que
é feita uma variagdo dos pesos de 0 até 4 (com um passo de uma unidade). Dessa forma,
tem-se o peso como sendo {wy, ...,ws} = {1,w1,1,1,1}. A figura ilustra o comportamento

da curva interpolada com a variagao do valor do peso no ponto P;:

18



T T T T T T T T T
O Pontos de controle
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(b)

Figura 2.7: (a) Interpolag¢io usando NURBS sendo variados os pesos no ponto Py. (b) Imagem
aprozimada no ponto Pj. 19



Sendo assim, a partir das expressoes em (2.17) e calculando o ponto na curva racional

B-Spline em v = 1, tem-se que:

N3p(l) =1
2—-1
1)= =" "N3o(l) =1
21(1) = 5= Ns0(1)
1-1
N3 (1 ——N30(1) =
31(1) 51 30(1) =0
. (2.28)
Nip(1) = rONZ,l(l) =1/2
1-0
NQ’Q(l) — rONz’l(l) — 1/2
N32(1) =0

J4 as representagoes gréaficas das fungoes de base quadraticas das curvas presentes na Figura

2.7 sao mostradas a seguir:
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Ro 2 Rz 2 Ryp
1 .
R3
ﬂ .;;3 2.”‘3 Tt
(a)
Ro2 Rya
14 Ry
R Rz
F.
0 15 %3 1
(b)

Figura 2.8: Fungoes de base quadrdticas para as curvas. (a) w; = 0. (b) wy =4 [18].
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3 O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO
ISOGEOMETRICO

Neste capitulo é feita uma andlise da formulacao do MEC para a obteng¢ao equagao integral

de contorno, sendo utilizada a formulagao isogeométrica do método dos elementos de contorno.

3.1 Equacao Integral de Contorno

Neste trabalho a formulagao desenvolvida do MEC sera para problemas descritos pela se-

guinte equagao diferencial:

Viu=f, (3.1)

conhecida como a equagdo governante da teoria potencial. Para f = 0, a equagdo é
conhecida como equacao de Laplace. Para f # 0, ela é conhecida como equagdo de Poisson.
Os problemas que envolvem este tipo de equacao sdo diversos, como a condugdo térmica em
transferéncia de calor, a tor¢ao de barras néo circulares, deflexdo de membranas eldsticas, flexao

de placas apoiadas e dentre outros.

Uma vez que as aplicages neste trabalho serdao em problemas de condugao de calor sem
geracao, a formulagdo do MEC serd desenvolvida para a equagdo de Laplace (particularizagio

da equagao de Poisson) escrita da seguinte forma:

V2T = 0. (3.2)

Ao multiplicé-la por um peso w(z,y) e integrando-a sobre o dominio A, assume-se que o

resultado da integral seja zero. Desta forma, tem-se que:

/ /A (V2T)wdA = 0, (3.3)

2T 2T
/ / 3@2 0 Gy wiA =0 (3.4)

2
/ / S wdA+ / ‘?)yfwdA:o. (3.5)
A

Através do teorema de Gauss-Green, tem-se que:

7 4,

[ s = [ 2

(3.6)

em que f é uma funcao dada qualquer, n, é a componente na direcdo = do vetor n normal ao
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contorno s da drea A. Ao aplicar o teorema de Gauss-Green a equacgao (3.3]), tem-se que:

or 0 oT

=d —(—w)dA. .
8$wn 5§ = B 8x(3:vw) (3.7)

Ao aplicar a regra da derivada do produto, tem-se:

oT o*T oT ow

Rearranjando a equacéo anterior de forma conveniente, tem-se que:

/ . —wnyds — a—Ta—wdA (3.9)

(91:2 A Oz Ox

De maneira andloga, para n, como componente na dire¢do y do vetor normal n ao contorno

s de area A, tem-se que:

oT ow
wdA / ——wnyds — Oy ﬁiydA (3.10)

Ao substituir as equagoes (3.9) e (3.10) na equacdo (3.5)), tem-se que:
oT oT oT ow  OT Ow
z+ =— ds ———+ ——)dA=0. 3.11
/(8an +8ywny) /(am 8:E+8y 8y> ( )
Podendo ser simplificada da seguinte forma:

oT _/(BTGUJ

— ——)dA =0. 12
: 8nw s Ay ay)d 0 (3.12)

Ao considerar algumas igualdades no lado direito da equagao (3.12)), tem-se que:

oT ow

/—wds—/T—ds—i—/ TV?wdA = 0. (3.13)
s On on A

Com o intuito de obter uma equagao integral que nao possua integrais de dominio (de érea),

a func@o peso w deve ser escolhida de forma que a integral de dominio desapareca. Em uma

funcdo na qual o Laplaciano é igual a zero, esta exigéncia é respeitada. Porém a escolha mais

adequada é uma fung¢do cujo Laplaciano é o delta de Dirac:

Sl — _
Vi = e va) (3.14)
Neste caso, tem-se que:
—1llnr
=T* = 3.15
w 5 (3.15)
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em que T™ é conhecida como a solucao fundamental. Logo, tem-se que:

/ Ereds -

em que (x4,yq) é a coordenada do ponto fonte (colocagao). O ponto fonte pode pertencer ao

[0 —za)] )y _ 0, (3.16)

dominio, pertencer ao contorno ou nao pertencer nem ao dominio e nem ao contorno.

Com o ponto fonte no interior do dominio A, tem-se que:

T(xgq,yq) = /Tq*ds—/T*qu, (3.17)

em que a equagao (3.17) é a equacdo integral de contorno quando o ponto fonte encontra-se no

interior do dominio. O termo ¢* refere-se a solugao fundamental de fluxo e é dada por:

1

= m('f’xngy + T'yny) (318)

Com o ponto fonte (z4,y4) no contorno, é feita a seguinte alteragao (Figura [3.1):

Arco de circunferéncia

Figura 3.1: Contornos original S e adaptado S* [5].

Logo, faz-se a seguinte alteracao:

T(xq,yq) = / Tq*ds — / T*qds +/ Tq*ds — / T*qds. (3.19)
s—s* s—8* s* s*
Para um fluxo de calor do contorno, a solucao fundamental de fluxo de calor é:

1

g = 53 [(z — za)nz + (Y — ya)ny], (3.20)

1/2

sendo r = [(z — 24)% + (y — ya)?]'/%. Desta forma, tem-se que:
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62 1
/ Tqg*ds = , 3 [(z — za)ne + (y — ya)nylds
s* 1

2mr
Em s*, tem-se que:

r=(z—xq)i+ (y—va)j

| =1 = /(e —20)? + (y — ya)?

n— (v — )i+ (y — ya)j
7" )

em que n é um vetor unitario. Se r, = (x — xq) e 1y = (¥ — yq), tem-se que:

Tei+17yj

Logo,

T
Tg*ds = do.
/ gas= /91 2777“2( r +Ty 2)e

Para r = ¢ e para qualquer 6, tem-se:

0 T
/ Tq*ds—/2—d9
2

Ao fazer ¢ — 0, T' assume o valor de T'(d). Logo,

[ Tqas = TG0

Faz-se a mesma andlise para

02 _1
/ Tq*ds = / —— Inrqrdf.
s* 6, 27r

Como r = ¢, que é uma constante, tem-se que:

Tords — —eme [ qdb
/S*qs—mfng/elq.

Ao fazer € — 0, tem-se que:
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/ Tq*ds = 0.

Ao retornar a equagao (3.19)), tem-se que:

9 —61)
T(xq,ya) = [1 - 62— %) /Tq*ds - /T*qu

o — 9 o) maa
T(x4,ya) = [’ ) /Tq*ds—/T .
*qds

Na Figura a seguir é possivel compreender como é o dngulo interno de contorno.

S

Figura 3.2: Angulo interno do contorno [T7].

Com os valores encontrados pra cada elemento, tem-se a equagao integral de contorno a

seguir:

ain * *
27:T(:):d,yd) = /Tq ds — /T qds, (3.21)

em que 0;,,; é o angulo interno de contorno.

Por fim, quando o ponto fonte ndo pertence ao contorno e nem ao dominio, tem-se que:

/Tq*ds - /T*qu =0. (3.22)

Desta forma, uma generalizacdo pode ser feita e a equacao integral de contorno pode ser
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escrita como:

T(aaya) = [ Tqds— [ Tqds, (3.23)
S s
em que
1, se (zq,yq) € a0 dominio
c= %, se (x4,Yq) € a0 contorno
0, se (74,y4) ¢ ao dominio ou ao contorno

Quando o ponto de colocagao/fonte encontra-se em um ponto suave do contorno, ou seja,

nao é um canto, tem-se que:

(3.24)

3.2 Calculo da temperatura e do fluxo de calor em pontos internos

A temperatura e o fluxo de calor em pontos internos ao dominio S podem ser calculados
de maneira simples, uma vez que os valores do contorno ja foram calculados em um primeiro
momento [7]. Basta considerar o ponto de colocagéo esteja localizado no interior do dominio
e utilizar a equacdo integral . Como todas as integrais sao calculadas no contorno, a
Unica varidvel desconhecida é a temperatura no ponto interno. Com relagdo ao fluxo de calor,
é preciso derivar a equacao em relacdo as coordenadas do ponto de colocacdao. Desta

maneira, tem-se que:

ol (xq,ya) O U ]
—_— = — Tq*ds — T"d .2
G = gy | Tt = [aras (329
e
8T(l‘d, yd) / 8q* or*
—— = [ T—ds — —d 3.26
&rd s a:lid iy Sqaxd . ( )
em que:
oT* T
- % 2
Oxgy 2mkr?’ (3.27)
oT* Ty
= 2
Oyqg  2mkr? (3.28)
e que:
o ng(r2 — 1) 4 2nyrery (3.20)

ory 2mrd
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g ny (=13 4 12) + 2ny Ty

oyqg 2mrd

(3.30)

3.3 Formulacao Integral de Contorno Discretizada

Na expressao (3.23]), a equagdo integral de contorno do MEC para problemas potenciais

pode ser escrita da seguinte maneira:

T (xq,yq) = /Tq*ds - /T*qu (3.31)

sendo aplicada as coordenadas do ponto fonte x4 e y4, T referente a temperatura e ¢ referente
ao fluxo de calor no contorno. Como neste trabalho utiliza-se o método isogeométrico, entao as
varidveis sdo aproximadas utilizando as mesmas fungées das NURBS. A expressao ([3.31]) pode

ser reescrita da seguinte forma, sabendo que R; (t) é a funcdo base racional:

n+1 n+1

Tlaays) = [ 3 (TRO)6 @ava)ds — [ T'@avn) Y- (@ Ris)ds,  (3.32)
=1

=1

em que I e ¢f sao a temperatura e o fluxo de calor, respectivamente, no ponto de controle
i. Como estes valores sdo pontuais (ndo variam ao longo do contorno), pode-se organizé-los da

seguinte forma;:

n+

Z;I(QE/FT*(fmyd)Ri,k(t)dF) (3.33)

1=

n+1
T (xa,ya) = Y (TiC/FRi,k(t)q*(xdayd)dr) -
=1

Na equagao (3.33]) acima nédo existe aproximagoes na geometria, sendo estas apenas nas

varidveis T e ¢f. Seu contorno é parametrizado por ¢ como mostrado a seguir:

T (xa,ya) = Y (Tf/t Ri,k(t)q*(xdayd)dtdt) -y <Qic/ T*(xdayd)Ri,k(t)dtdt>
] — min i=1 min
(3.34)

em que

dr de(t)\?*  /dy(t)\?

— = = 3.35

dt \/<dt>+<dt> (3:3)
Cada funcao de base é nao nula apenas em um intervalo tinico, porém intersectante. Esse

intervalo pode ser entendido como o dominio de influéncia daquele ponto de controle. Esse do-

minio comeca em t; e termina em ¢;, 5. Nesta formulacdo isogeométrica, ndo se define elementos,
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j& que eles ndo seriam independentes: as integrais sdo regidas apenas pelo dominio de influéncia.

Elas podem ser reduzidas para somente os intervalos nao-nulos como a seguir:

n+1 titk dr n+1 tivk drl
Teava) = 3 (17 [ Ria® o) Gpdt) = 3 (af [T a ) Ris) Gy de)
j— 1 i=1 0
(3.36)

Desta forma, torna-se simples calcular somente uma vez as func¢oes de base e propriedades
geométricas dos pontos de Gauss para cada coluna. E importante salientar que é mais caro
computacionalmente calcular as func¢oes de base das NURBS do que as func¢oes polinomiais re-
gulares, tornando-se interessante tomar estas precaucoes. Para o cdlculo numérico das integrais,
mais uma mudanca de variaveis é necessaria, sendo regularizado o intervalo de integracio, o que

possibilita utilizar a quadratura de Gauss.

dT dt ntl 1 dT dt
T i, ) ——d - ZC T ) i k(L ——=d )
(g, yq) = ( / Rix(O)q* (24, yq)— . 5) 12::1 (q /_1 (d, ya)Ri k( )dt Tz )
(3.37)
em que
dt — tig — 1t
i (3.38)

Desta forma, a equacao (3.37) pode ser reorganizada em termos de duas matrizes, H e G:

( (/ Rir(0)a" (wa, yd) CfZl; de CRi,k(xdyyd))) -

n+1

1
> (o [ T R0 G i) (339)

i=1

HT = Gq

em que a matriz H representa o termo a esquerda de (3.39). Percebe-se que o termo ¢ tem
influencia em k termos desta matriz, o que nao ocorre no MEC tradicional. Ja a matriz G ¢é

representada pelo termo a direita de (3.39).

3.4 Integrais regulares, quase-singulares, fracamente singulares e

fortemente singulares

As integrais sdo divididas da seguinte forma quanto ao tipo de singularidade que surge

durante a integracdo [1]:
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e Integrais Regulares: caso em que o ponto de colocacdo ndo encontra-se dentro do
elemento ou, caso contrario, o integrando envolve a solugdao fundamental 7™ e a funcdo de

forma tende a zero, cancelando a singularidade.

o Integrais quase-singulares: mesmo caso de integrais regulares, exceto que o ponto de

colocacgao é proximo ao elemento que estd sendo integrado.

o Integrais fracamente singulares: caso em que o ponto de colocacao pertence ao inter-
valo de integracao, a funcdo de forma nao tende a zero enquanto o integrando envolve a

solugdo fundamental T*.

Uma técnica utilizada no MEC para calcular indiretamente as integrais singulares é a
consideracdo de um corpo de temperatura constante, no caso de problemas potenciais,
e o deslocamento de corpo rigido, no caso de problemas elasticos. Essa técnica consiste
em calcular primeiro todas as integrais nao-singulares para um ponto de coloca¢do em
especifico, e entdo o deslocamento de corpo rigido é aplicado para calcular a integral
singular. Em fung¢bes polinomiais o nimero de integrais singulares é igual ao niimero de
translagoes de corpo rigido. Isso ocorre porque, no MEC convencional, para cada ponto de
colocagao, o elemento singular correspondente tem somente uma fungao de base associada

aquele elemento. Portanto sé existe uma integral singular em cada elemento.

Nas NURBS, as func¢bes de base nao tem essa caracteristica, varias delas sdo ndo nulas
nos pontos de colocagdo. Para cada ponto de colocagio se tem n integrais singulares que

precisam de tratamento especial.

As integrais de natureza fracamente singular sdo calculadas pela transformada proposta por
[18]. O método aplica uma transformacao de coordenadas ctibicas de forma que as abscissas
se concentram em torno da singularidade, e faz com que o jacobiano dessa transformagao

se anule no ponto singular. Esta transformacao é dada por:

(v =)+ (v +3)
1+ 372

€= , (3.39)

em que

=@ - rie -1+ e - rle -1 +¢ (3.40)

e ¢’ é a localizacao da singularidade no espaco original e 7 representa a nova varidvel de

integracao. Desta forma, o jacobiano dessa transformacao é:

3(y—1")°

d€é =
£ 1+ 342

(3.41)

A formulacdo mostrada é unidimensional. No entanto, a extensdo para duas dimensoes é
direta, uma vez que cada conjunto de abcissas é transformado separadamente e os pesos

multiplicados pelo jacobiano.
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A transformada de Telles apresenta um método eficiente para o calculo de integrais fra-
camente singulares e quase-singulares. Essa transformacio polinomial de terceiro grau
melhora a aproximagao da quadratura de Gauss dentro da faixa perto da singularidade
[20]. Dessa forma, essa técnica pode ser aplicada de maneira simples no método dos ele-
mentos de contorno isogeométrico, apresentando uma caracteristica auto-adaptével em
que é produzida uma varidvel que depende da minima distancia do ponto de colocacao ao

elemento. No caso de longas distdncias do ponto de colocac¢do, o método torna-se inativo.

Essa transformagao pode ser para calcular integrais com uma singularidade logaritmica em
uma de suas extremidades. Uma grande vantagem é que a integracdo de Gauss tradicional
pode ser aplicada sem a necessidade de separacao da parte regular da singular, uma vez

que o Jacobiano da transformada é nulo na posicao da singularidade.

A escolha dos pontos de integracdo é baseada numa distancia minima relativa do elemento
ao ponto de colocacdo. Como esse método, a posicao dos pontos de Gauss é alterada para
aproxima-los da singularidade, para que o comportamento singular da solucdo fundamental
seja bem descrito. A parcela da solucdo fundamental que nao seria incluida na integracao
caso a transformagcao de Telles nao fosse utilizada é representada pela area hachurada. Isso

pode ser melhor compreendido na Figura (3.3

6 — Log(qgsi - gsibarra)
¢ Telles
® Quadratura de Gaus

T T T T T T T T T
-1.00 -0.75 -050 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Figura 3.3: Subdivisdo de um subelemento.
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0.5
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0.3 A

—— Jacobian # Log(gsi-gsibarra)

0.2 A

0.1

0.0

T T T T T T T T T
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Figura 3.4: Resultado da convergéncia no ponto de singularidade.

Percebe-se que, com o auxilio da Transformada de Telles, integrais com certo grau de
singularidades podem ser melhor calculadas do que quando comparadas com resultados

obtidos utilizando integracdo de Gauss padrao.

e Integrais fortemente singulares: caso em que o ponto de colocagdo encontra-se dentro
do elemento e o integrando envolve a solucdo fundamental ¢*. Nao existem integrais

fortemente singulares na formulagao de Laplace [8].

3.5 Pontos de colocagao e condigoes de contorno

Os nés utilizados para definir as NURBS e os pontos de controle nem sempre sdo unicos,
podendo ter uma multiplicidade de até o grau da curva. Além do mais, os pontos de controle
estdo no poligono de controle, e ndo na curva. Portanto, essas caracteristicas intrinsecas fazem

com que estas entidades nao sejam as melhores escolhas para os pontos de colocacao no MEC.

Como os pontos de controle estdo tipicamente fora do contorno, as condi¢bes de contorno
nao podem ser aplicadas diretamente. Para corrigir este problema uma matriz de transformacao
E para B-splines é proposta [21]. Essa matriz usa as fung¢oes de base para relacionar os valores

nos pontos de controle com os valores nos pontos de colocacao.

A variacdo da funcdo estudada pode ser representada por B-splines e, desta forma, preservar

a continuidade das derivadas de primeira e segunda ordem entre elementos adjacentes.
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Os valores do potencial (temperatura) e das derivadas do potencial (fluxo de calor) usando

B-splines como func¢ées de interpolacao sao, respectivamente, dados como:

T(t) = Eg(t)a1_1 + El(t)al + ...+ En(t)ai+(n,1), (3.42)

g(t) = Bo()b1-1 + Er (b1 + . + Bn(B)bis(no1) (3.43)

em que os nds correspondem a um intervalo entre i e i—1. a; (pontos de controle) sdo coeficientes
da representacio do potencial e b; sdo coeficientes da representacio das derivadas do potencial.

Ja os elementos de E,(t) correspondem a fungao de transformagao.

Podem ser escritos na forma matricial da seguinte maneira:

a;—1
T = B(t) Ei(t) . Eav) ]|
@it (n—1)
bi1
=m0 Bo . B0l "
bict(n-1)

Os coeficientes da matriz H sdo obtidos da seguinte maneira:

’ 1 [t=t 10r
hi = ——/ Ey(t)———|G|dt 3.44
; (1) 516l (3.44)
e os coeficientes da matriz G sdo obtidos da seguinte forma:

=1
ij 1

g = Ei(t) ln(%)|G|dt. (3.45)

21 Ji—o

As condigoes de contorno do problema especificam a temperatura ou o fluxo de calor do

contorno, embora em geral os coeficientes a; e b; ndo sdo conhecidos.

Ao assumir que
a=E"'T (3.46)

b=E"!q (3.47)

aplicam-se as equagoes ([3.46)) e (3.47)) ao sistemas de equagoes dos elementos de contorno, tem-se
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que:

T
on

HE 'T =GE !q=GE~

(3.48)

Esse é o resultado apos a aplicacdo da matriz de transformacao, capaz de corrigir as con-

dicbes de contorno previamente obtidas.

Sendo assim, a partir da expressdo (3.39), tem-se que:

1 dl’ dt
Hip=T¢ (O (g, yd) - 2 de — cR;
ik =1Tj (/1Rz,k( )a* (za,y )dt T 3 CRz,k(xdayd)>
(§]
Gip = C/1 T* (24 ya) Rop(8) = L e
i,k = 4q; . ds Yd )1 & dt de .

A equagao (3.39) pode ser escrita, individualmente, como:

n+1 n+1
S OH T = Gird-
i—1 i=1

Matricialmente, pode-se escrevé-la como:

HT = Gq°,

em que:
T=ET®° — T¢=E"'T

qa=Eq°—q =E'q.

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)
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4 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

4.1 Introducao

De acordo com os conceitos abordados nos Capitulos 2 e 3, como o de curvas e func¢oes de

base (B-Splines e NURBS) e do MEC isogeométrico, foi possivel desenvolver o programa ProGeo,

implementado em um primeiro momento por [8] em linguagem MATLAB como BEM2Diso e,

posteriormente, em linguagem Julia, em que sdo calculadas as propriedades geométricas de

figuras planas com abordagem isogeométrica. Sao utilizados elementos de contorno quadraticos

continuos e descontinuos para tal.

4.2 Descricao do programa PropGeo

O programa PropGeo utiliza a NU RBStoolbox, fornecido por [10], para gerar os pontos das

curvas e calcular as suas respectivas derivadas, sendo possivel, desta forma, gerar as geometrias

desejadas.

As seguintes etapas correspondem o passa a passo realizado pelo programa:
Definicao dos pontos e segmentos da geometria desejada, conforme arquivo dad de entrada,
que formam as curvas e os contornos desejado;

Conversao dos pontos e segmentos para as NURBS, em que sao definidos os pontos de

controle e pesos utilizando coordenadas homogéneas.

Calculo da primeira derivada das NURBS;

Refinamento p, em que é aumentada a ordem das NURBS.

Refinamento h, em que é aumentado o niimero de insercdo de nés nas NURBS.
Criacao dos pontos de colocagao;

Criacdo da matriz E responsavel pela transferéncia das condigbes de contorno dos pontos

de controle para os pontos de colocagao;

Plotagem da geometria utilizando NURBS, dos pontos de controle, poligono de controle e

pontos de colocagao;

Escolha do nimero de pontos de Gauss usado na integragdo (Quadratura Gaussiana);
Criacdo das matrizes H e G;

Aplicacao das condigoes de contorno;

Separagdo da temperatura e do fluxo de calor;

Calculo das varidveis desconhecidas;
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e Transferéncia da temperatura e do fluxo de calor dos pontos de controle para os pontos de

colocacao;
o Criagao do mapa de cores.
Para melhor ilustrar o funcionamento dos programas, assim como a sequéncia hierdrquica

do processo, faz-se o uso de um fluxograma das funcées utilizadas para cada arquivo de entrada

dad como mostrado pela Figura [5.3| a seguir:

Inicio
dad
nibiine - dadZnubs calculs_centro
¢ nrbeire
calc_ncont calculs_arco
R nrbmak <
nrbkntins o« nrbdegelev - — nrbderiv integra_elem
4 k 4
nrbeval > nrbbasisfun —> nrbpilat — calculs_ProGeom
Firm - mapa_de_cor 4 monta_Teq -+ aplica_CDC

Figura 4.1: Fluxograma hierdrquico do funcionamento do programa PropGeo.

Os programas e fungoes auxiliares ao principal programa PropGeo sdo mostrados a seguir,

sendo feitas breves explicacoes de suas funcionalidades.

dad: arquivo de entrada de dados no qual sdo definidos os pontos e segmentos da geometria

desejada, além dos valores analiticos das propriedades geométricas.

dad2nurbs: é a funcio em que sdo convertidos os dados do dad para a estrutura NURBS.

Em um primeiro momento, calcula-se o nimero de geometrias fechadas com o auxilio da funcao
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calc_ncont e, posteriormente, importa-se os pontos inicial e final de cada curva, assim como
seu raio. Caso o valor do raio nao seja nulo, usa-se a fungdo nrbcirc importada da biblioteca
nurbs__toolbox para criar a estrutura da curva. Caso o valor do raio seja nulo, usa-se a funcao
nrbline importada novamente da biblioteca nurbs_ toolbox para criar a estrutura de uma linha.
Na funcao nrbcire, o valor do raio, os pontos inicial e final da curva sdo usados para definir o
centro da mesma, o qual é um dos parametros de entrada para a funcdo nrbcire, assim como
com os angulos inicial e final do arco e o raio. O centro é calculado pela fungao calcula__centro

e os angulos do arco sao calculados pela funcao calcula__arco.

calc__ncont: funcao responsavel por calcular o niimero de contornos para que o programa
consiga diferenciar cada geometria e ndo ligue o tltimo ponto de controle do contorno atual com

o primeiro ponto de controle do novo contorno.

nrbline: funcao responsavel por definir as caracteristicas da linha a partir dos pontos inicial
e final. Ela define também os pontos de controle e o vetor nds necessarios para a funcao nrbmak,

presente na biblioteca nurbs_ toolbozx, criar a estrutura da linha.

nrbmak: funcdo responsavel por criar a estrutura NURBS da curva a partir dos pontos de

controle e do vetor nos calculados através dasnrbcirc e nrbline.

calcula__centro: funcao responsavel pelo cdlculo do centro de um arco de circulo, onde

entram-se com os pontos inicial e final do arco juntamente com o raio.

calcula__arco: funcao responsavel por calcular o arco da circunferéncia, sendo assim cal-
culados os angulos inicial e final do arco. Sao utilizados os mesmo pardmetros de entrada da

funcao calcula__centro descrita acima.

nrbcirc: fungdo responséavel por definir as caracteristicas da curva a partir do raio, centro
da curva, angulos inicial e final do arco calculados pelas fungoes anteriormente comentadas. A
partir dos dados de entrada, a fungdo nrbocire calcula o peso (w), define os pontos de controle e

o vetor nds necessarios para funcao nrbmak criar a estrutura da curva.

nrbderiv: funcdo originada da biblioteca nurbs_ toolbox, calcula os valores da primeira

derivada de uma curva NURBS. Para isso, ela utiliza os valores gerados pela funcao nrbmak.

nrbdegelev: funcio originada da biblioteca nurbs_ toolbox, responsavel pelo refinamento

p, em que a ordem das curvas e superficies NURBS ¢ elevada.

nrbkntins: funcao originada da biblioteca nurbs_ toolbox, responséavel pelo refinamento h,

sendo inseridos um tnico ou multiplos nés as superficies ou curvas NURBS.
collocPts: vetor onde sao alocados os pontos de colocagao criados.

nrbeval: funcio originada da biblioteca nurbs_ toolbox que avalia a NURBS nos pontos

parametrizados.

nrbbasisfun: fungio originada da biblioteca nurbs_ toolbox, responsavel pelas fungoes de
base da NURBS. Sao utilizadas tanto a fungdo nrbval como a fungdo nrbbasis fun para a criagdo

da matriz E, responsavel pela transferéncia das condi¢ées de contorno dos pontos de controle
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para os pontos de colocacao.

nrbplot: funcio originada da biblioteca nurbs_ toolbox, responsiavel pela representagao
grafica da figura, formada pela NURBS, utilizando os valores gerados por nrbmark. Desta
forma, sdo plotados os pontos de controle, o poligono de controlo, os pontos de colocacéo e o

segmento.

integra_ elem: funcgdo que calcula a integral de cada elemento do contorno que, posterior-
mente, serdo somadas. Para esse célculo, ela recebe como entrada os pontos da curva NURBS,

sua derivada, os pesos e os pontos de Gauss, gerados pela fun¢ao calcula_ PropGeom, além dos
du
d¢ -
elementos das matrizes H e G referentes ao elemento que esta sendo integrado. Tem-se também

valores consecutivos de u necessarios para o calculo da derivada O valor de saida sdo os

que, para esta fungfo, sdo encontrados os vetores tangente e normal a curva.

calcula_ PropGeom: func¢ao responsavel por receber, como dados de entrada, os pontos
das curvas NURBS, suas derivadas, o niimero de pontos de Gauss usados em cada integragao e

o numero de pontos de controle. E, utilizando a fun¢éo integra_ elem, calcula as matrizes H e
G.

aplica_ CDC: func¢ao que aplica as condi¢bes de contorno trocando as colunas das matrizes
HeG.

monta__Teq: funcdo que separa os valores da temperatura e do fluxo de calor do problema.

mostra__heatmap: funcdo responsavel pela geracdo do mapa de cor de acordo com a

geométrica da estrutura, valores de temperaturas e fluxos de calor.

Por fim, sdo feitos os cdlculos dos erros percentuais referentes aos resultados analiticos e

numéricos de valores de temperatura e fluxo de calor da seguinte maneira:

Erro Percentual — Resultado Numérico — Res%tltado Analitico 100% (4.1)
Resultado Analitico

Eles sdo apresentados juntamente com os valores numéricos e analiticos obtidos para cada

propriedade.

4.3 LINGUAGEM JULIA

De acordo com [22], Julia é uma linguagem de programagao dindmica de alto nivel e de-
sempenho para computacao numérica. Ela fornece um compilador sofisticado, execugao paralela
distribuida, precisdo numérica e uma extensa biblioteca de fun¢des matematicas. A biblioteca
da base Julia, em grande parte escrita na prépria linguagem Julia, também integra bibliotecas
sofisticadas em linguagens C e Fortran, de codigo aberto, para aplicagoes em &algebra linear,
geragdo de numeros aleatorios, processamento de sinais e processamento de sequéncias. Além
disso, a comunidade de desenvolvedores de Julia estd contribuindo com uma série de pacotes

externos através do gerenciador de pacotes embutidos.

38



A seguir sdo listadas algumas caracteristicas importantes que concernem a linguagem Julia:

e Excelente desempenho, préximo ao encontrado em linguagens compiladas estaticamente,

como em linguagem C.
o Gerenciador de pacotes embutido.

e Possui fungoes de chamada para Python e para C.

O compilador just—in—time, baseado em LLVM (Low LevelVirtual M achine), combinado
com a estrutura simples da linguagem (sintaxe) permitem aproximar-se, muitas vezes, da per-
formance encontrada na linguagem C. Para melhor ilustrar esses resultados, em [22] faz-se uma
comparacao entre o desempenho da linguagem Julia e de demais linguagens de programagao que
podem ser usadas na computacdo numérica e cientifica. Dessa forma, as linguagens utilizadas
no teste de desempenho sao: C, Fortran, Julia, Python, MATLAB/Octave, JavaScript, Java,

Lua e Mathematica.

i0?

104

3
o . benchmark
. @ iteration_pi_sum
° matrix_multiply
= ® matrix_statistics
10? . ® parse_integers
print_to_file

@ recursion_fibonacci
: recursion_quicksort
° userfunc_mandelbrot
10t

C Julia  LuaJIT Go Fortran Java JavaScripdathematicaPython Matlab R Octave

Figura 4.2: Teste de desempenho relativo a linguagem C' (quanto menor, melhor. Desempenho
de C' = 1) [22].

Para o teste de desempenho foram realizadas algumas operagdes, como de soma iterativa
de 7, operagOes com matrizes, operagoes de recursdo, dentre outros. Sendo assim, conclui-se

que a linguagem Julia possui desempenho muito bom quando comparada as demais linguagens.

A linguagem Julia é uma linguagem de c6digo aberto que oferece grande parte dos recursos

do MATLAB. Seu ntcleo de implementagao é licenciado pelo MIT (Massachusetts Institute of
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Tecnology), enquanto que algumas de suas bibliotecas possuem licenga prépria, enquanto outras
podem ser compartilhadas. Ha a possibilidade de programar tanto em terminais (utilizando o
JuliaPro e o Atom, por exemplo) ou na nuvem (utilizando o JuliaBox). O uso deste tltimo é
de extrema praticidade e pode ser operado em qualquer computador conectado a internet ou

mesmo em um smartphone.

Sendo assim, optou-se por uma reimplementacdo do programa BFEM?2DIso, apresentado
por [6], e rearranjé-lo de acordo com a sintaxe e as fungoes presentes nas bibliotecas em Julia.
Esse novo programa foi chamado de PropGeo e encontra-se no Anexo 1 deste trabalho, assim

como suas demais funcgoes.
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5 RESULTADOS

Apés uma exposicao sucinta do papel de cada funcdo do programa PropGeo no capitulo
anterior, nesta etapa sao realizadas, de maneira detalhada, explicacdo do arquivo dad, em que
ha a presenca de outros arquivos de entrada. Os arquivos de dados utilizados neste trabalho sao
os dad_ 2, dad_ 3 e dad_ 4. Em seguida, sdo apresentados os resultados obtidos na compilagao

de todos os programas ja descritos e discutidas as solugdes presentes e utilizadas.

5.1 Arquivo de entrada dad
5.1.1 Arquivo dad_ 2

A estrutura do arquivo de entrada de entrada dad 2 é mostrada nas Figuras [5.1] e [5.2) a

seguir:

% Entrada de dados para analise de temperatura pelo
% metodo dos elementos de contorno
% Matriz para definigdo de pontos que definem a geometria
% PONTO = [numero do ponto, coord. x do ponto, coord. y do ponto]
L=2;
PONTOS = [1 0 O % Ponto 1
2 2*L 0 % Ponto 2
3 2*L L £ Ponto 3
4 0 L); % Ponto 4
% Segmentos que definem a geometria
% SEGMENTOS=[No do segmento, No do ponto inicial, No do ponto final,
% Raio]
% Raio do segmento: ) = segmento (do ponto
%
% 0 - (do ponto
%
% = ) -

SEGMENTOS = [1 1 2 0;
223 0;
33 40;
4 4 1 0); 1 do

Figura 5.1: Estrutura do arquivo dad_2 referente as defini¢ées de pontos e segmentos.
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% tipo da CDC 1l =>0

CCSeg=[1 1 0 % CC no

2 0 100 % CC no

10 % CC no

4 0 0]; & CC no
kmat=1l; % Condutividade térmica do material

Figura 5.2: Estrutura do arquivo dad_2 referente ds condi¢oes de contorno do problema.

Primeiramente, a matriz PONTOS ¢ criada, sendo que a primeira coluna refere-se ao
numero do ponto, a segunda coluno refere-se & coordenada = do ponto enquanto que a terceira

e ultima coluna refere-se a coordenada y do ponto.

Em um segundo momento, a matriz SEGMENTOS ¢ criada, a primeira coluna referente
ao numero do segmento, a segunda coluna referente ao nimero do ponto inicial, a terceira coluna

referente ao nimero do ponto final e a ultima caluna referente ao raio do cilindro.

Por fim, é criada a matriz CCSeg, para a definicio da malha, em que sdo encontradas as
condi¢oes de contorno para cada segmento. A primeira coluna refere-se ao niimero do segmento,
enquanto que a segunda coluna refere-se ao tipo de condigdo de contorno conhecida e a terceira

coluna refere-se ao valor da temperatura ou fluxo e calor.
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5.1.2 Arquivo dad_3

A estrutura do arquivo de entrada de entrada dad_3 é mostrada nas Figuras 5.3 e [5.4] a

seguir:

% Entrada de dados para andlise de temperatura pelo
% método dos elementos de contorno do programa BEMZDiso

% Matriz para definicd3c de pontos que definem a geometria

% PONTO = [namero do ponto, coord. X do ponto, coord. v do ponto]
a=1;
b=2;
PONTOS = [1 -b 0 % Ponto 1
2 b0 % Ponto 2
3 -a0 % Ponto 3
4 a 0]; % Ponto 4

% Segmentos gque definem a geometria
% SEGMENTOS=[No do segmento, No do ponto inicial, No do ponto final,
% Raio]
% Raio do segmento: > 0 -> O centro & & esqguerda do segmento (do ponto
% inicial para o ponto final)
£ < 0 -» 0 centro & & direita do segmento (do ponto
% inicial para o ponto final)
% =0 -» 0 segmento & uma linha reta
SEGMENTOS = [1 1 2 b % Segmento 1 do primeiro contorno

221b % Segmento 2 do primeiro contorno

33 4 -a % Segmento 1 do segundo contorno

4 4 3 -al; % Segmento 2 do segundo contorno

Figura 5.3: Estrutura do arquivo dad_3 referente as definicoes de pontos e segmentos para o
dad 3.
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CCSeg = [1 1 -200 %
21 -200 %
3 0 100 %
4 0 100): %
mat=1; % condutin térmica do material [W/m.EK]
: i automatica de pontos internos
npi=17;
NPX=npi;
NPY=npi.;

a=l; % Ra

b=2; % Ra
Ti=1l00; & T
qo=-200;

qi:_qolbf’a; ¥ Fluxo de
To=Ti-go*b*log(b/a); %

Figura 5.4: Estrutura do arquivo dad__3 referente ds condi¢oes de contorno para o dad_3.

Primeiramente, a matriz PONTOS ¢ criada, sendo que a primeira coluna refere-se ao
numero do ponto, a segunda coluno refere-se & coordenada = do ponto enquanto que a terceira

e ultima coluna refere-se a coordenada y do ponto.

Em um segundo momento, a matriz SEGMENTOS ¢ criada, a primeira coluna referente
ao numero do segmento, a segunda coluna referente ao niimero do ponto inicial, a terceira coluna

referente ao niimero do ponto final e a ultima caluna referente ao raio do cilindro.

Por fim, é criada a matriz CCSeg, para a definicio da malha, em que sdo encontradas as
condi¢oes de contorno para cada segmento. A primeira coluna refere-se ao niimero do segmento,
enquanto que a segunda coluna refere-se ao tipo de condigdo de contorno conhecida e a terceira

coluna refere-se ao valor da temperatura ou fluxo e calor.
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5.1.3 Arquivo dad_ 4

A estrutura do arquivo de entrada de entrada dad_4 é mostrada nas Figuras [5.5 e [5.6| a

seguir:

% Entrada de dados para analise de temperatura pelo
% metodo dos elementos de contorno do programa BEMZ2Diso
% Matriz para definigdo de pontos que definem a geometria
% PONTO = [numero do ponto, coord. x do ponto, coord. y do ponto]
PONTOS = [1 0 © % Ponto

220 % Ponto 2

321 % Ponto 3

412 % Ponto 4

502z % Ponto 5

6 .25 1 % Ponto 6

7 1.25 1); % Ponto 7

% Segmentos que definem a geometria

% SEGMENTOS=[No do segmento, No do ponto inicial, No do ponto final,

% Raio]

% Raio do segmento: > 0 -> O centro € a esguerda do segmento (do ponto
% inicial para o ponto final)

% < 0 -> O centro & a direita do segmento (do ponto
% inicial para o ponto final)

% = 0 -> 0 segmento & uma linha reta

SEGMENTOS = [1L 1 2 O % Segmento 1 do primeiro contorno
2230 % Segmento 2 do primeiro contorno
3341 % Segmento 3 do primeiro contorno
4 4 50 % Segmento 4 do primeiro contorno
5510 % Segmento 5 do primeiro contorno
& &7 -.5 % Segmento 1 do segundo contorno
T T 6 —-.5); % Segmento Z do segundo contorno

Figura 5.5: Estrutura do arquivo dad__4 referente as defini¢oes de pontos e segmentos.

% Condigdes de contorno nos segmentos

% CCSeg=[no do segmento, tipo da CDC, wvalor da CDC]

% tipo da CDC = 0 => a temperatura € conhecida

% tipo da CDC = 1 => O fluxo & conhecido

CCSeg = [1 0 0O % CC no segmento 1 do primeiro contorno
21 30 % CC no segmento 2 do primeiro contorno
31 30 % CC no segmento 3 do primeiro contorno
4 1 30 % CC no segmento 4 do primeiro contorno
5 0 100 % CC no segmento 5 do primeiro contorno
&€ 10 % CC no segmento 1 do segundo contorno
7 1 0)]:; & CC no segmento 2 do segundo contorno

kmat=1l; % condutividade térmica do material [W/m.K]

Figura 5.6: Estrutura do arquivo dad_4 referente ds condigdes de contorno para o dad_ 4.
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Primeiramente, a matriz PONTOS é criada, sendo que a primeira coluna refere-se ao
numero do ponto, a segunda coluno refere-se a coordenada x do ponto enquanto que a terceira

e ultima coluna refere-se a coordenada y do ponto.

Em um segundo momento, a matriz SEGMENTOS ¢ criada, a primeira coluna referente
ao nimero do segmento, a segunda coluna referente ao nimero do ponto inicial, a terceira coluna

referente ao niimero do ponto final e a tltima caluna referente ao raio do cilindro.

Por fim, é criada a matriz CCSeg, para a definicdo da malha, em que sdo encontradas as
condi¢oes de contorno para cada segmento. A primeira coluna refere-se ao niimero do segmento,
enquanto que a segunda coluna refere-se ao tipo de condicao de contorno conhecida e a terceira

coluna refere-se ao valor da temperatura ou fluxo e calor.

5.1.4 Resultados
5.1.5 Arquivo dad_ 2

Este exemplo é referente a um problema de conducdo de calor em um retdngulo, sendo
modelado como um problema 2D. Sabe-se que a geometria possui 4 segmentos. As temperaturas
nos segmentos 2 e 4 sdo de 100°C' e 0°C, respectivamente. J& os fluxos de calor nos segmentos
1 e 3 sdo de OW/m?2.

Na Figura a seguir é possivel verificar os pontos fonte, curva resultante, poligono de
controle e pontos de controle, conforme a legenda. Vale ressaltar que para estes resultados,
foram considerados 22 pontos de Gauss na integragdo (na quadratura Gaussiana), além dos

refinamentos p =1 e h = 10.
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Curva resultante
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3 (g=0W/m?

2 —————————————— ————————— ———————— ———————— & —————4—0—
# #*

-

# 4(0°C) 2 (100°C) #

05— -
#

&*
&*
&*
&*
*

1(q=0W/m)

06— =
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Figura 5.7: Resultado obtido para conducdo de calor em um retangulo.

Para melhor ilustrar o problema da conduc¢éo de calor em um retangulo, é plotado uma re-
presentagao em mapa de cor na Figura[5.8|a seguir, em que é possivel perceber o comportamento

da temperatura e do fluxo de calor.
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Figura 5.8: Mapa de cor obtido para conducdo de calor em um retangulo.

Percebe-se que hd uma gradagdo de cor mais quente para cor mais fria a medida que

desloca-se para a esquerda.

5.1.6 Arquivo dad_ 3

Este exemplo é referente a um problema de conducédo de calor em um cilindro sendo mo-

delado como um problema 2D. Sabe-se tanto a temperatura no contorno interno, que é 100°C,

como o fluxo de calor no contorno externo, que é de —200%. A condutividade térmica do

material é de 1%. Os raios interno e externo do cilindro possuem 1 m e 2 m, respectivamente.

A Figura [5.9 a seguir ilustra melhor o problema, sendo S, o contorno externo e S; o contorno

interno. A solucéo analitica para a temperatura deste problema é dada por:
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Figura 5.9: Problema potencial em uma regidio anelar[8].

T(r) = T; + gere log <:) , (5.1)

7

sendo T; é a temperatura no contorno interno, g. ¢ o fluxo de calor no contorno externo, r. é
o raio externo do cilindro e r; é o raio interno do cilindro. A solucdo analitica para o fluxo de

calor é dada por:

Te

q(r) = ge~ (5.2)

Na Figura [5.10] a seguir é possivel verificar os pontos fonte, curva resultante, poligono de
controle e pontos de controle, conforme a legenda. Vale ressaltar que para estes resultados,
foram considerados 22 pontos de Gauss na integragdo (na quadratura Gaussiana), além dos

refinamentos p =1 e h = 10.
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Figura 5.10: Resultado obtido para condugdo de calor em wm cilindro.

Para melhor ilustrar o problema da conducao de calor em um cilindro, é plotado uma repre-
sentacdo em mapa de cor na Figura [5.11] a seguir, em que é possivel perceber o comportamento
fisico tanto da temperatura quanto do fluxo de calor com a variacdo do tamanho do raio. Desta
forma, as temperaturas e fluxos de calor sdo passadas dos pontos de controle para os pontos de

colocagao, com o auxilio da matriz E.
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Figura 5.11: Mapa de cor obtido para condugdo de calor em um cilindro.

Percebe-se que ha uma gradacao de cor mais fria para cor mais quente a medida que a
temperatura e o raio do cilindro aumentam. Para que seja feita uma comparacio das solugoes

analiticas e numéricas, utiliza-se a seguinte relacao:

tado Numérico — Analiti
Erro Percentual — Resultado Numérico — Resultado Analitico 100%

Resultado Analitico

Tabela 5.1: Resultados das solugoes analiticas e numéricas para a temperatura.

Resultados Valor
Solugdo numérica 377.2700 °C
Solucao analitica 377.2589 °C

Erro percentual de temperatura | 0.0029
Erro absoluto de temperatura 2.9437e-05

Tabela 5.2: Resultados das solugoes analiticas e numéricas para o fluxo de calor.

Resultados Valor
Solucao numérica -399.9251 W/m?
Solucao analitica -400 W/m?

Erro percentual de temperatura | 0.0598
Erro absoluto de temperatura 5.9844e-04

51



Desta forma, visto que tanto os erros percentuais como os erros absolutos para os resultados
de temperatura e fluxo de calor foram muito baixos, conclui-se que os valores foram satisfatérios,
o que valida o programa PropGeo para o uso em andlise isogeométrica bidimensional do método

dos elementos de contorno.

5.1.7 Arquivo dad_ 4

Este exemplo é referente a um problema de conducao de calor em uma geometria mais
complexa que a da subsecdo anterior, sendo modelado como um problema 2D. Sabe-se que a
geometria possui 7 segmentos, conforme as Figuras e As temperaturas nos segmentos
1 e 5 sdo de 0°C e 100°C, respectivamente. Ja os segmentos 2, 3 e 4 tém fluxo de calor de
30W/m?2, enquanto que os segmentos 6 e 7 tém fluxo de calor de 0W/m?2. O raio interno do

segmento 3 é de 1m.

Na Figura [5.12] a seguir é possivel verificar os pontos fonte, curva resultante, poligono de
controle e pontos de controle, conforme a legenda. Vale ressaltar que para estes resultados,
foram considerados 22 pontos de Gauss na integracdo (na quadratura Gaussiana), além dos

refinamentos p =1 e h = 10.

2 =|<v$ # # # # iﬁ # # # # T _ —y T
¢ 2 - & Pontos fonte
* 4 (30 wfm , H ~ Curva resultante
\‘& — — — Paligono de controle
18 \\ #*  Pontos de controle ||
£ \{K\
~
2 %\
WL 3 (30 W/m?) 4
# *
ey \
L T sowW/my) T % i
S W *, \
7 E \
AN )
# . \
/! ! ll
12 % / \ \ N
! \ '
5 (100°C) 3
10— # % % % )
\
#
L # ]
0.8 #
&
0.6 !
L #® B
’\\k 7(0W/m?) 2 (30 W/m?)
TR #
$
04— t ]
#
*
&
0.2 |
*
g 1(0°C)
0 ok # ! * * ¥ * # L # * §
1] 0.5 1 15 2

Figura 5.12: Resultado obtido para condugdo de calor em tal geometria.
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Para melhor ilustrar o problema da conducdo de calor na geometria mais complexa, é
plotada uma representagdo em mapa de cor na Figura [5.13]a seguir, em que é possivel perceber

o comportamento fisico tanto da temperatura quanto do fluxo de calor.

Temperatura

x
90

@
\

x

| A.ii D
__ L]
% Pontos de colocacao

0.00 025 050 075 100 125 150 175 2.00

Figura 5.13: Mapa de cor obtido para condugdo de calor em tal geometria.
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6 CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

6.1 Conclusao

Neste trabalho foi apresentada uma formulacao isogeométrica dos métodos dos elementos de
contorno para problemas bidimensionais. Sabendo que as NURBS sédo as fungoes de base mais
utilizadas em programas CAD, a sua utilizagdo na andlise isogeométrica é imprescindivel. Sendo
assim, em um primeiro momento foi iniciada a implementagdao de uma abordagem simplificada
do método dos elementos de contorno isogeométricos para problemas bidimensionais, com o
auxilio do programa BEM?2Diso em linguagem M AT LAB [8]. Na segunda etapa do Projeto de

Graduacao, reimplementou-se o programa anterior para linguagem Julia, sendo esse o PropGeo.

Sabendo que os pontos de colocagdo ndo estdo necessariamente contidos nos poligonos de
controle, percebeu-se a necessidade de tratar de maneira diferenciada as condi¢ées de contorno no
método isogeométrico, sendo utilizada a matriz de transformacao E. Com o auxilio da Transfor-
mada de Telles foram calculadas integrais que possuam certo grau de singularidade. Resultados
satisfatorios foram obtidos com relacao aos valores de temperatura e fluxo de calor em problemas
potenciais bidimensionais, em que valores de erros entre solugdes numéricas e analiticas foram
comparadas. Diminui¢oes dos erros podem ocorrem com aumento do niimero de ponto de Gauss

na integragao, assim como pelos refinamentos h e p.

6.2 Trabalhos futuros

Como sugestao para trabalhos futuros que abranjam o método dos elementos de contorno

isogeométrico, tem-se:

o Implementagao da transformagdo de NURBS em curvas de Bézier (extracao de Bezier).
As NURBS tém um alto custo computacional, devido a sua forma de calculo recursiva.
Alguns trabalhos da literatura, como em vistos em [1], transformam as NURBS em curvas

de Bézier para diminuir o custo computacional.
o Estender a formulagdo para outros problemas, como problemas elasticos e acusticos.

o Estender a formulagdo para problemas tridimensionais.
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ANEXOS

Programa PropGeo

include ("dad.jl")

(
include ("nurbs.jl")
include ("calcula_PropGeom. j1")
include ("formatiso.j1l")
include ("telles.jl")
include ("inpoly.jl")

(

include ("mostra_problema.jl")
using FastGaussQuadrature

using PyCall

using PyPlot

plt=PyPlot

@pyimport matplotlib.tri as tri

# plotlyjs ()
PyPlot.close("all") # close all plot windows

# O numero de nos (knots), m, o numero de pontos de controle, k, e a ordem da
# curva, n, estao relacionados por:

# m=%k +n + 1

PONTOS, SEGMENTOS, CCSeqg, kmat=dad_3 () #Arquivo de entrada de dados
# PONTOS, SEGMENTOS, MALHA, CCSeqg, kmat=dad_2 () #Arquivo de entrada de dados

# NOS,ELEM=format_dad (PONTOS, SEGMENTOS, MALHA) # formata os dados (cria as
crv, contorno=format_dad_iso (PONTOS, SEGMENTOS) # formata os dados

# display (mostra_geo (crv))

dcrv=map (x->nrbderiv (x), crv)

n = length(crv); # Numero total de elementos
p=1; #refinamento p

for i=1:n

degree=crv[i].order-1

coefs,knots = bspdegelev(degree,crv[i].coefs,crv[i].knots,p)
crv[i] = nrbmak (coefs, knots)

end

h=10; #refinamento h

for i=1:n
novosnos=linspace (0,1,h+2)
degree=crv[i] .order-1

coefs,knots = bspkntins(degree,crv[i].coefs,crv[i].knots,novosnos([2:end-1])
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crv[i] = nrbmak (coefs, knots)

end

z=0;

for k=1:n

for i=l:crv[k].number
z=z+1

end

end

numcurva=zeros (Integer, z)
collocPts=zeros (z)
CDC=zeros (z, 3)

collocCoord=zeros(z, 3)

z=0;
nnos=zeros (Integer, n)
for k=1:n

p=crv[k].order-1;

nnos [k]=crv[k].number;

valorCDC=CCSegl[k,3];

tipoCDC=CCSeqglk,2];

for i=l:crv[k].number

z=z+1;

numcurva[z]=k;
collocPts([z]=sum(crv([k].knots[ (i+1): (i+p)])/p;
if (i==2)
collocPts[z-1]=(collocPts[z]+collocPts[z-1])/2;
end

if (i==nnos[k])
collocPts[z]=(collocPts[z]+collocPts([z-1])/2;

end

CDC[z,:] = [z,tipoCDC,valorCDC];
end
end

nnos2=cumsum ([0 nnos'],2);

E=zeros (length(collocPts), length(collocPts));

for i=1l:length(collocPts)
collocCoord[i, :]1=nrbeval (crv[numcurva[i]], collocPts[i]);
B, id = nrbbasisfun (crv[numcurval[i]],collocPts[i])

E[i, id+nnos2 [numcurval[i]]]1=B

end

# legend('Curva resultante', 'Poligono de controle', 'Pontos de controle', 'Pontos fonte')

H,G=calcula_PropGeom(collocCoord,nnos2,crv,dcrv, kmat)

H=H-E/2

A,b= aplica_CDC(G, H,CDC,E)

x=A\b # Calcula o vetor x

Tc,gc=monta_Teq(CDC, x) # Separa temperatura e fluxo
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T=ExTc
a=Exqgc

Ti=100
go=-200
ri=1
ro=2

Toa=Ti-go*roxlog(ro/ri) # Temperatura analitica no circulo externo

ncont=size (contorno, 1)
ncollocpoints=size(collocPts, 1)
ELEM=zeros (Integer,ncollocpoints, 2)
noini=1

for ii=1l:ncont
icont=contorno[ii, 1]
ncont=contorno[ii, 2]
nofim=nnos2 [icont+ncont]
indnos=collect (noini:nofim)
ELEM[noini:nofim, 1]=indnos
ELEM[noini:nofim, 2]=indnos+1
ELEM[nofim,2]=noini
noini=nofim+l

end

# mostra_problema (ELEM, NOS_GEO, NOS, tipoCDC,valorCDC, normal)
mostra_heatmap (collocCoord[:,1:2],T,ELEM)
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Arquivo de entrada dad

# Entrada de dados para analise de temperatura pelo

# metodo dos elementos de contorno

# Matriz para definicao de pontos que definem a geometria

# PONTOS = [numero do ponto, coord. x do ponto, coord. y do ponto]
function dad_2 ()

# Entrada de dados

# Matriz para definicao de pontos

# PONTO = [numero do ponto, coordenada x do ponto, coordenada y do ponto];
L=2;

PONTOS = [1 0 0

2 2xL 0

3 2+«L L

4 0 LJ;

Segmentos que definem a geometria
SEGMENTOS=[No do segmento, No do ponto inicial, No do ponto final,
Radio]
Raio do segmento: > 0 -> O centro eh a esquerda do segmento (do ponto
inicial para o ponto final)
< 0 -> O centro eh a direita do segmento (do ponto

inicial para o ponto final)

H= FH H= H = K = H

= 0 -> O segmento eh uma linha reta

SEGMENTOS = [1 1 2 O0;
22 3 0;

33 40;

4 41 0];

Condicoes de contorno nos segmentos
CCSeg=[Segmento, tipo da CDC em x, valor da CDC em x ,

tipo da CDC em y, valor da CDC em Y]
tipo da CDC = 0 => o deslocamento eh conhecido
tipo da CDC = 1 => a forca de superficie eh conhecida
Para condicoes de contorno de forca normal conhecida proceder:
tipo da CDC em x = 2, valor da CDC em x = valor da forca normal

Neste caso pode-se atribuir quaisquer valores para tipo da CDC em y e

H= FH FH H = H = H

para valor da CDC em y

CCSeg=[1 1 O
201

310

4 0 071;

k=1;
return PONTOS, SEGMENTOS, CCSeg, k
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end
function dad_1 (ne=10,et=1)

PONTOS = [1 0 0

2 1 0]

# Segmentos que definem a geometria

# SEGMENTOS=[No do segmento, No do ponto inicial, No do ponto final

# Raio, tipo do elemento]
# Raio do segmento: > 0 -> O centro eh a esquerda do segmento (do ponto
# inicial para o ponto final)

# < 0 -> O centro eh a direita do segmento (do ponto
# inicial para o ponto final)

# = 0 -> O segmento eh uma linha reta

# Tipo do elemento = 1 -> Elemento quadratico continuo

# = 2 —-> Elemento quadratico descontinuo

# = 3 -> Elemento linear continuo

SEGMENTOS = [1 1 2 .5 et
221 .5 et]

CCSeg=[1 1 O
2 0 171;

k=1;

return PONTOS, SEGMENTOS, CCSeg, k

end

function dad_0 (ne=10)

PONTOS = [1 0 O

210

311

4 01 1]

# Segmentos que definem a geometria

# SEGMENTOS=[No do segmento, No do ponto inicial, No do ponto final

# Raio, tipo do elemento]
# Raio do segmento: > 0 -> O centro eh a esquerda do segmento (do ponto
# inicial para o ponto final)

# < 0 -> O centro eh a direita do segmento (do ponto
# inicial para o ponto final)

# = 0 -> O segmento eh uma linha reta

# Tipo do elemento = 1 —-> Elemento quadratico continuo

# = 2 —-> Elemento quadratico descontinuo

SEGMENTOS = [1 1 2 0

2230

3340

4 4 1 0]

CCSeg=[1 1 O

2 01

310
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4 0 01;

k=1;

return PONTOS, SEGMENTOS, CCSeg, k

end

function dad_3()

a=lj;

b=2;

PONTOS = [1 -b 0 ;

2 b 0 ;

3 -a 0 ;

4 a 07;

# Segmentos que definem a geometria

# SEGMENTOS=[No do segmento, No do ponto inicial, No do ponto final,
# Raio]

# Raio do segmento: > 0 -> O centro eh a esquerda do segmento (do ponto
# inicial para o ponto final)

# < 0 -> O centro eh a direita do segmento (do ponto
# inicial para o ponto final)

# = 0 -> O segmento eh uma linha reta

SEGMENTOS = [1 1 2 Db;

2 21 b;

334 -a

4 4 3 -al;

CCSeg=[1 1 -200
2 1 =200

3 0 100

4 0 10071;

kmat=1;

# Geracao automatica de pontos internos
npi=17;
NPX=npi; # Numero de pontos internos na direcao X

NPY=npi; # Numero de pontos internos na direcao Y

# disp('Erros em relacao a solucao analitica')

# nnos=size (NOS,1);

# npint=size (PONTOS_int,1);

# r=sqgrt (PONTOS_int (:,2) ."2+PONTOS_int (:,3) ."2);
a=1;

b=2;

Ti=100;

qo=-200;

gqi=-gox*b/a;
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To=Ti-go*bxlog(b/a);

return PONTOS, SEGMENTOS, CCSeg, kmat

end

function dad_4 ()

PONTOS = [1
2 2 0

3 2 1

4 1 2

5 0 2

6 .25 1

7 1.25 1];
#

#

#

#

#

#

#

#

SEGMENTOS =
223 0
334 1

4 45 0
551 0

6 6 7 -

77 6 -.51;
CCSeg=[1 0 O
211

311

411

500

6 10

710 1;
kmat=1;

Raio do segmento:

>

0

Segmentos que definem a geometria

SEGMENTOS=[No do segmento, No do ponto inicial, No do ponto final,

Raio]
-> O centro eh a esquerda do segmento (do ponto
inicial para o ponto final)
-> O centro eh a direita do segmento (do ponto
inicial para o ponto final)

-> O segmento eh uma linha reta

return PONTOS, SEGMENTOS, CCSeg, kmat

end
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Funcao calcula_ PropGeom

function calcula_PropGeom(collocCoord, nnos,crv,dcrv, kmat)
dcrvs=map (x->nrbderiv (x),crv)
n = length(crv); # Number of curves

ncollocpoints=size(collocCoord, 1)

H=zeros (ncollocpoints,ncollocpoints);

G=zeros (ncollocpoints,ncollocpoints);

npgauss=12;

gsi,w=gausslegendre (npgauss) # Calcula pesos e pontos de Gauss
for i =1 : n

uk=unique (crv[i] .knots)

ne=length (uk)-1;

for j=1l:ne
range=[uk[Jj],uk[J+1]]
mid=(uk[j+11+uk[j]) /2
for k=l:ncollocpoints
xfonte=collocCoordl[k, 1]

yfonte=collocCoordlk, 2]

# Integrais de dominio

g,h,id=integra_elem(xfonte,yfonte,crv[i],dcrv([i], range,mid, gsi, w, kmat,collocPts[k])

# Integracao sobre o elemento (I = int F n.r/r dGama)
H[k,id+nnos[i]]=H[k, id+nnos[i]]+h;
G[k,id+nnos[1]]1=G[k,id+nnos[i]]+g;

end
end
end
return H,G
end

function integra_elem(xfonte,yfonte,crv,dcrv,range,mid,gsi,w,k,cpt)

# Integracao sobre os elementos (integral TI)

# Numero de pontos de Gauss usados na integracao de I

npg = length(gsi);

dudgsi=(range[2]-range[l])/2

g = zeros(crv.order)
h = zeros(crv.order)
id = zeros(crv.order)
eet = (range[l]+range[2]-2*cpt)/(range[l]-range[2]);

eta,Jt=telles(gsi,eet);

# id=zeros (Int,crv.order, 1)
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for i = 1 : npg # Percorre os pontos de integracao
p,dp=nrbdeval (crv,dcrv, etal[i]/2*(range[2]-range[l])+mid)

B, id = nrbbasisfun(crv,etal[i]/2«* (range[2]-range[1l])+mid)
dgamadu=norm (dp)

x=p[l]-xfonte # Calcula a coordenada x do ponto de integracao
y=p[2]-yfonte # Calcula a coordenada y do ponto de integracao
dxdgsi=dp[l];

dydgsi=dp[2];

dgamadgsi=sqrt (dxdgsi”2+dydgsi”~2) ;

sx=dxdqgsi/dgamadgsi; # Componente x do vetor tangente

sy=dydgsi/dgamadgsi; # Componente y do vetor tangente

nx=sy; # Componente x do vetor normal unitario

ny=-sx; # Componente y do vetor normal unitario

r=sqrt (x"2+y"2); # raio

rx=x/r; # Componente x do vetor unitario r

ry=y/r; # Componente y do vetor unitario r

nr=nx*rx+nyxry; # Produto escalar dos vetores unitarios r e n
Tast=-1/ (2+pixk)*log(r)

gast=1/(2*pi) » (rx*nx+ry*ny) /r

h = h + Bxgastxdgamadu xdudgsix wl[i]lx Jt[i]

g + BxTastxdgamadu xdudgsix w[i]* Jt[i]

end
return g, h, id

end

function aplica_CDC (G, H,CDC,E)

# Aplica as condicoes de contorno trocando as colunas das matrizes H e G

ncdc = size(CDC,1); # numero de linhas da matriz CDC
A=H;

B=G;

for i=l:ncdc # Laco sobre as condicoes de contorno

tipoCDC = CDC[1i,2]; # Tipo da condicao de contorno

if tipoCDC == 0 # A temperatura eh conhecida
colunalA=-A[:,1]; # Coluna da matriz H que sera trocada
A[:,1]=-B[:,1]; # A matriz H recebe a coluna da matriz G

B[:,1i]=colunalA; # A mstriz G recebe a coluna da matriz H

end

end

valoresconhecidos=E\CDC[:,3] # Valores das condicoes de contorno
b=B*valoresconhecidos; # vetor b

return A,Db

end

function monta_Teq (CDC, x)

# Separa fluxo e temperatura
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# ncdc = numero de linhas da matriz CDC

# T = vetor que contem as temperaturas nos nos

e

vetor que contem o fluxo nos nos

ncdc = size (CDC,1);

T=zeros (ncdc)

g=zeros (ncdc)

for i=l:ncdc # Laco sobre as condicoes de contorno
tipoCDC=CDC[i,2] # Tipo da condicao de contorno
valorCDC=CDCI[1i,3] # Valor da condicao de contorno

valorcalculado=x[1i] # Valor que antes era desconhecido

if tipoCDC == 1 # Fluxo eh conhecido
T[i] = valorcalculado; # A temperatura eh o valor calculado
gl[i] = valorCDC; # O fluxo eh a condicao de contorno

else # A temperatura eh conhecida

T[i] = valorCDC; # A temperatura eh a condicao de contorno
gl[i] = valorcalculado; # O fluxo eh o valor calculado

end

end

return T,qg
end
end{lstlisting}

\newpage
\subsection*{Programa formatiso}
\label {Anexo 4}

\begin{lstlisting}

function calcula_arco(x1l,vyl,x2,y2,xc,yc,raio)

# Function to compute the tetl angle between the line from point

# horizontal direction and the the tet2 angle between the line from point

# and the horizontal direction

dxl = x1 - xc; dyl =yl - yc
dx2 = x2 - xc; dy2 = y2 - ycC
tetl=atan2 (dyl,dxl);
a=[dx1l,dyl,0];
b=[dx2,dy2,0];

angle = atan2 (norm(cross(a,b)),dot(a,b));
if (raio>0)

tet2=tetl+angle;

else

tet2=tetl-angle;

end

[tetl, tet?2]

end

function calcula_centro(xl,vyl,x2,y2,raio)

# Compute the center of an arc given two points and the radius

to

(x2,y2)

(xc,yc)

to
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xm= (x1+x2) /2

ym=(yl+y2) /2

b=sqgrt ( (x2-x1) "2+ (y2-yl)"2)
tl=(x2-x1)/b

t2=(y2-yl)/b

nl=t2

n2=-tl

h=sqgrt (abs (raio”2-(b/2)"2))
if (raio>0)

if (nl1==0)

XC=Xm

yc=ym-n2/abs (n2) «h

else

xc=-nl/abs (nl) xsqrt (h*"2+nl1"2/(nl1"2+n2"2) ) +xm;
yc=n2/nlx (xc—xm) +ym

end

else

1if (nl1==0)

XC=Xm

yc=ym+n2/abs (n2) «h

else

xc=nl/abs (nl) *sqrt (h*"2+nl1"2/(n1"24n2"2) ) +xm;
yc=n2/nlx* (xc—xm) +ym

end

end

[xc,yc]

end

function calc_ncont (SEGMENTOS)
num_seg=size (SEGMENTOS, 1) ;

t=1;

p2=0;

p_ini = SEGMENTOSI[1,2];

icont=1; # indice de contornos
contorno=zeros (Int32,1,2)
contornof[l,1]=p_ini;

while (t<num_seq) # While over all lines

while (p2!=p_ini)

pl = SEGMENTOSI[t,2]
p2 = SEGMENTOSI[t, 3]
if p2 == p_ini

if t < num_seg

p_ini = SEGMENTOS[t+1,2]

icont=icont+1;

contorno=[contorno; zeros(Int32,1,2)]
contorno[icont, l]=p_ini;
contornof[icont-1,2]=p_ini-contorno[icont-1,1]
end;

end;

t=t+1

end #end of while p2
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end

if (icont>1)
contorno[icont,2]=num_seg-sum(contorno[l:icont-1,2]);
else

contorno[l, 2]=num_seg;

end

return contorno

end

function format_dad_iso (PONTOS, SEGMENTOS)
contorno=calc_ncont (SEGMENTOS) ;

ncont=size (contorno,1);

icrv=0;

ncurves=sum (contornol[:,2])

crv=Array{Curve} (ncurves)

j3=0;

for j=l:ncont

pini=contorno[j,1]; # Ponto onde comeca o contorno j
nseg=contorno(j,2];

for i=l:nseg

icrv=icrv+l;

raio=SEGMENTOS [i+pini-1,4] #define valores para o raio
npl=Int32 (SEGMENTOS [i+pini-1,2])
np2=Int32 (SEGMENTOS [i+pini-1,3])
pl=[PONTOS [npl,2], PONTOS[npl, 3],
p2=[PONTOS [np2, 2], PONTOS[np2, 3]

if (raio==0)

; # Define as coordenas x

; #Define as coordenasdas y
]; #Define o primeiro ponto da curva

0
,0]; #Define o segundo ponto da curva

crv[icrv]=nrbline (pl,p2);

else

xc,yc=calcula_centro(pl[l],pl[2],p2[1],p2[2],raio);

sang,eang = calcula_arco(pl[l],pl[2],p2[1],p2[2],xCc,yC,raio);
centro=[xc,yc,0];

crv[icrv]=nrbcirc(raio, centro, sang, eang);

end

end

end

return crv,contorno

end

function monta_Teq(tipoCDC,valorCDC, x)

# Separa fluxo e temperatura

# ncdc = numero de linhas da matriz CDC
# T = vetor que contem as temperaturas nos nos

# g = vetor que contem o fluxo nos nos

ncdc = length (tipoCDC)

T=zeros (ncdc)

g=zeros (ncdc)

for i=l:ncdc # Laco sobre as condicoes de contorno
if tipoCDC[i] == 1 # Fluxo eh conhecido
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T[i] =
qli] =
else #
T[i] =
qlil =
end

end

return

end

x[1]; # A temperatura eh o valor calculado
valorCDC[i]; # O fluxo eh a condicao de contorno

A temperatura eh conhecida

valorCDC[i]; # A temperatura eh a condicao de contorno

x[1]; # O fluxo eh o valor calculado

qu

function mostra_geo (crvs)

p=plot (legend=:none, aspect_ratio=:equal)

for i in crvs

p=nrbplot (1)

end

P
end
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function calcula_arco(x1l,yl,x2,y2,xc,yc,raio)

# Function to compute the tetl angle between the line from point

# horizontal direction and the the tet2 angle between the line from point

# and the horizontal direction

dxl = x1 - xc; dyl =yl - yc
dx2 = x2 - xc; dy2 = y2 - ycC
tetl=atan2 (dyl,dxl);
a=[dx1l,dyl,0];
b=[dx2,dy2,0];

angle = atan2(norm(cross(a,b)),dot(a,b));
if (raio>0)

tet2=tetl+angle;

else

tet2=tetl-angle;

end

[tetl, tet2]

end

function calcula_centro(xl,vyl,x2,y2,raio)

# Compute the center of an arc given two points and the radius

xm=(x1+x2) /2

ym=(yl+y2) /2

b=sqgrt ( (x2-x1) "2+ (y2-yl)"2)
tl=(x2-x1)/b

t2=(y2-yl)/b

nl=t2

n2=-tl

h=sqgrt (abs (raio”2-(b/2)"2))
if (raio>0)

if (nl==0)

XC=Xm

yc=ym-n2/abs (n2) xh

else

xc=-nl/abs (nl) xsqrt (h*"2+nl1"2/(nl1"2+n2"2) ) +xm;
yc=n2/nlx (xc—xm) +ym

end

else

if (nl==0)

XC=Xm

yc=ym+n2/abs (n2) xh

else

xc=nl/abs (nl) *sqrt (h"2+nl1"2/(n1"24+n2"2) ) +xm;
yc=n2/nlx* (xc—xm) +ym

end

end

[xc,yc]

to

(x2,y2)

Funcao formatiso

(xc,yc)

to
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end

function calc_ncont (SEGMENTOS)
num_seg=size (SEGMENTOS, 1) ;

t=1;

p2=0;

p_ini = SEGMENTOSI[1,2];

icont=1; # indice de contornos
contorno=zeros (Int32,1,2)
contorno[l,1l]=p_ini;

while (t<num_seq) # While over all lines

while (p2!=p_ini)

pl = SEGMENTOS[t,2]
p2 = SEGMENTOS[t, 3]
if p2 == p_ini

if t < num_seg

p_ini = SEGMENTOS[t+1,2]

icont=icont+1;

contorno=[contorno; zeros(Int32,1,2)]
contorno[icont, l]=p_ini;
contornof[icont-1,2]=p_ini-contorno[icont-1,1]
end;

end;

t=t+1

end #end of while p2
end

if (icont>1)

contorno[icont, 2]=num_seg-sum(contorno[l:icont-1,2]);
else

contorno[l,2]=num_seqg;

end

return contorno

end

function format_dad_iso (PONTOS, SEGMENTOS)

contorno=calc_ncont (SEGMENTOS) ;

ncont=size (contorno,1);

icrv=0;

ncurves=sum (contorno[:,2])

crv=Array{Curve} (ncurves)

33=0;

for j=l:ncont

pini=contorno[j,1]; # Ponto onde comeca o contorno j

nseg=contorno[j,2];

for i=l:nseg

icrv=icrv+l;

ralo=SEGMENTOS [i+pini-1,4] #define valores para o raio

npl=Int32 (SEGMENTOS [i+pini-1,2]); # Define as coordenas x

np2=Int32 (SEGMENTOS [i+pini-1,3]); #Define as coordenasdas y

pl=[PONTOS [npl, 2], PONTOS[npl, 3]
]

,0]; #Define o primeiro ponto da curva
p2=[PONTOS [np2, 2], PONTOS[np2,31,0

,0]; #Define o segundo ponto da curva
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if (raio==0)

crv[icrv]=nrbline (pl,p2);

else
xc,yc=calcula_centro(pl[l],pl[2],p2[1],p2[2],raio);
sang,eang = calcula_arco(pl[l],pl[2],p2[1],p2[2],xCc,yC,raio);
centro=[xc,yc,0];
crv[icrv]=nrbcirc(raio, centro, sang, eang);

end

end

end

return crv,contorno

end

function monta_Teq(tipoCDC, valorCDC, x)

# Separa fluxo e temperatura

# ncdc = numero de linhas da matriz CDC
# T = vetor que contem as temperaturas nos nos

# g = vetor que contem o fluxo nos nos

ncdc = length (tipoCDC)
T=zeros (ncdc)
g=zeros (ncdc)

for i=l:ncdc # Laco sobre as condicoes de contorno

if tipoCDC[i] == 1 # Fluxo eh conhecido
T[1i] = x[1i]; # A temperatura eh o valor calculado
q[i] = valorCDC[i]; # O fluxo eh a condicao de contorno

else # A temperatura eh conhecida

T[1i] = valorCDC[i]; # A temperatura eh a condicao de contorno
qli] = x[1]; # O fluxo eh o valor calculado

end

end

return T, g

end

function mostra_geo (crvs)

p=plot (legend=:none, aspect_ratio=:equal)
for i in crvs

p=nrbplot (i)

end

P
end
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function telles (gamm, eet)

eest =

terml

eet™2 - 1;

eetreest + abs(eest);

if terml < O

terml
terml
else

terml

end

term2

(—terml)~(1/3);

-terml;

terml” (1/3);

eceetxeest — abs(eest);

if term2 < 0

term2 = (-term2)”"(1/3);
term2 = -term2;

else

term2 = term2”(1/3);
end

GAMM = terml + term2 + eet;
Q = 1 + 3xGAMM"2;

A= 1/Q;

B = —-3%xGAMM/Q;

C = 3xGAMM"2/Q;

D = -B;

eta =

Jt = 3%xAxgamm.”2 + 2%Bxgamm + C;

return

end

’

Axgamm.”3 + Bxgamm.”2 + Cxgamm + D;

eta,Jt

Funcao telles
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Funcao inpoly

function inpoly (p, node, edge, reltol = 1.0e-12)

H H= = K H H

INPOLY: Point-in-polygon testing.

Determine whether a series of points lie within the bounds of a polygon
in the 2D plane. General non-convex, multiply-connected polygonal

regions can be handled.

SHORT SYNTAX:

in = inpoly(p, node);

P : The points to be tested as an Nx2 array [x1 yl; x2 y2; etc].
node: The vertices of the polygon as an Mx2 array [X1 Y1; X2 Y2; etc].
The standard syntax assumes that the vertices are specified in

consecutive order.

in : An Nx1 logical array with IN(i) = TRUE if P (i, :) lies within the

region.

LONG SYNTAX:

[in, on] = inpoly(p, node, edge, tol);

edge: An Mx2 array of polygon edges, specified as connections between
the vertices in NODE: [nl n2; n3 n4; etc]. The vertices in NODE
do not need to be specified in connsecutive order when using the

extended syntax.

on : An Nx1 logical array with ON(i) = TRUE if P(i,:) lies on a
polygon edge. (A tolerance is used to deal with numerical

precision, so that points within a distance of

reltolxmin (bbox (node)) from a polygon edge are considered "on" the
edge.
EXAMPLE :
polydemo; # Will run a few examples

See also INPOLYGON

The algorithm is based on the crossing number test, which counts the
number of times a line that extends from each point past the right-most
region of the polygon intersects with a polygon edge. Points with odd
counts are inside. A simple implementation of this method requires each
wall intersection be checked for each point, resulting in an O (NxM)

operation count.
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#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#

P

nnod

# #

G AN N A A A A AN AR A A A A

n =

nc =

# C
# 0t

1. The test points are sorted by y-value and a binary

find the first point in the list that has a chance

with a given wall.

have reached the last point in the list that has a

intersection.

points are checked for each wall,

The sorted list is also used to

This implementation does better in 2 ways:

search is used to
of intersecting
determine when we

chance of

This means that in general only a small portion of

rather than the whole set.

2. The intersection test is simplified by first checking against the

bounding box for a given wall segment.

Checking against the bbox is

an inexpensive alternative to the full intersection test and allows

us to take a number of shortcuts,
full test needs to be done.
Darren Engwirda: 2005-2009
Email
Last updated

roblems or suggestions? Email me.
e = size(node,1);

PRE-PROCESSING

size(p,1);

size(edge,l);

hoose the direction with the

est. This should ensure that

biggest range as the "y-coordinate"

minimising the number of times the

d_engwirda@hotmail.com
28/03/2009 with MATLAB 7.0

for the

the sorting is done along the best

# direction for long and skinny problems wrt either the x or y axes.

dxy
if d
# F
p =
node

end

# P
dxy
tol
if t
tol
end
# S
i =
Y= P
% =

# #

GRS A A A A A A A A A A A A A

cn =

= maximum(p,1l) -minimum(p,1);
xy[1]1>dxy[2]

lip co-ords if x range is bigger
pl:,[2,1]];

= nodel:, [2,1]];

olygon bounding-box

= maximum (node, 1) -minimum (node, 1) ;
= reltolxminimum (dxy) ;

0l1==0.0

= reltol;

ort test points by y-value
sortperm(p[:,2]);

[i,2]1;

pli,11;

MAIN LOOP

falses (n);

we don't have

LS A N N N N N N A A N N A A

# Because we're dealing with mod(cn, 2)
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# to actually increment the crossing number, we can

# Just flip a logical at each intersection (faster!)

on = cnl[:];
for k = l:nc #

# Nodes in current edge

nl = edgelk,1];
n2 = edgelk,2];

Endpoints - sorted so that

- also get xmin

yl = node[nl,2];

y2 = node[n2,2];
if yl<y2

x1 = node[nl,1];
x2 = node[n2,1];
else

vt = yl;

vl = y2;

y2 = yt;

x1l = node[n2,1];
x2 = node[nl,1];
end

if x1>x2

xmin = x2;

xmax = x1;

else

xmin = x1;

xmax = X2;

end

Loop through edges

[x1,y1] & [x2,y2] has yl<=y2

= min(x1l,x2), xmax = max(xl,x2)

# Binary search to find first point with y<=yl for current edge

if y[1]>=yl
start = 1;
elseif y[n]l<yl
start = n+1;

else
lower = 1;
upper = n;

for § = 1:n

start = convert (Int32, round(1/2* (lower+upper)));

if yl[start]l<yl

lower = start+l;
elseif yl[start-1]<yl
break;

else

upper = start-1;

end

end

end

# Loop through points

for j = start:n

# Check the bounding-box for the edge before doing the intersection
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# test. Take shortcuts wherever possible!

Y = yI[jl; # Do the array look-up once & make a temp scalar
if Y<=y2
X = x[3]; # Do the array look-up once & make a temp scalar

if X>=xmin

1if X<=xmax

# Check if we're "on" the edge
on[j] = on[3j] || (abs((y2-Y)x*(x1-X)-(yl-Y)~*(x2-X))<=tol);

# Do the actual intersection test
if (Y<y2) && ((y2-yl)=*(X-x1)<(Y-yl)=*(x2-x1))

cnl[j] = ~cn[]J];

end

end

elseif Y<y2 # Deal with points exactly at vertices

# Has to cross edge

cn[j] = ~cnl[]Jl;

end

else

# Due to the sorting, no points with >y
# value need to be checked
break

end

end

end

# Re—-index to undo the sorting
cn[i] = cnlon;

on[i] = on;

return cn;

end # inpoly ()
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function mostra_heatmap (NOS, T, ELEM)
nelem=size (ELEM, 1) ;

figure();

XY=NOS;
triang = tri.Triangulation(XY[:,1], XY[:,2])
cor=T

t=triang[:triangles]+1

centroid=(XY[t[:,1], :]+XY[t[:,2],:1+X¥Y([t[:,3],:1)/3.0;

i = inpoly (centroid,NOS, ELEM) ;
ind=collect (l:size(t,1));

ind=ind[i];

# Take triangles with internal centroids
t = t[ind, :]1;

nelem=size (ELEM, 1) ;

Funcao mostra_ problema

plt.plot (NOS[:,1],NOS[:,2],"kx",markersize=4,1linewidth=1,label="Pontos de colocacao");

# Plot the node of the elements
plt.grid("on")
plt.legend()

ELEM2=[ELEM ELEM[:,2]];

ncont=50;

# plt.triplot(XY[:,1], XY[:,2], t-1, color=(0.0,0.,0.),linewidth=0.4)
plt.triplot (NOS[:,1], NOS[:,2], ELEM2-1, color=(0.0,0.,0.),linewidth=0.4)

plt.tricontourf(Xy([:,1], XY¥[:,2], t-1, cor, ncont)

plt.colorbar()

plt.axis ("equal")

plt.title ("Temperatura")

ax = plt.gca() # get current axes

end
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