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RESUMO

A transmutacdo é uma técnica de generalizacao de funcoes de distribuicoes, a
partir da composi¢ao de uma distribuicao acumulada base. Neste trabalho utiliza-se a trans-
mutagao quadrética, proposta por Shaw (2009), para obter a distribui¢do de valor extremo
generalizada transmutada. Foram geradas algumas medidas da nova distribuigao como os
momentos, quantis, fun¢oes de sobrevivéncia e risco e as estatisticas. Realizou-se simulacoes
de dados via método da transformada inversa, os parametros da distribuicao foram estima-
dos por maxima verossimilhanca e as estimativas testadas via simulagao Monte Carlo. Além
disso, o modelo foi utilizado para ajustar trés conjuntos de dados reais, relacionados a indices
financeiros.






Capitulo 1

Introducao

Muitos problemas estatisticos tém interesse em obter informacao a respeito
de acontecimentos raros (de baixa frequéncia), que podem, por sua vez, gerar resultados
desastrosos. Assim, a distribuicdo generalizada de valores extremos surge como uma proposta
de modelo capaz de fornecer tais informacoes, mesmo com a escassez de dados provenientes
das caudas das distribuicoes.

A distribuigdo generalizada de valores extremos (popularmente conhecida por
GEV, do inglés: generalized extreme value) consiste de uma familia que redne distribuicoes
de valor extremo desenvolvidas a partir da chamada teoria dos valores extremos. Esta teoria
é baseada no estudo da distribuicao limite das estatisticas do méximo normalizado (ou do
minimo) de variaveis aleatorias independentes, que gera a chamada "distribui¢do de valor
extremo'.

Os principais desenvolvedores da teoria, Fisher e Tippet (1928), mostraram
que uma distribuicao de valor extremo pode ser de um dos trés tipos: Gumbel, Fréchet e
Weibull, que também sao conhecidas como distribuicao de valor extremo tipo I, II e III, res-
pectivamente. Posteriormente, Jenkinson [1955] mostrou que as trés distribui¢oes extremais
mencionadas podem ser escritas em uma tnica distribuicao, a distribuicao generalizada de
valores extremos.

Historicamente, as primeiras aplicacoes da teoria se concentraram na area de
hidrologia, buscando analisar a frequéncia de fluidos em fenomenos como precipitacoes e
inundacoes, e também em modelagens de terremotos e emissoes radioativas, dentre outros.
Porém, com o desenvolver da teoria, a aplicabilidade tem se tornado cada vez mais ampla,

algumas das principais areas que recentemente utilizam essa teoria sao atuaria, para calculo da
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probabilidade da ruina por eventos extremos, e financas, para modelar ativos que apresentam
cauda pesada.

No presente trabalho estudamos uma generalizagao da distribuicao GEV, deno-
minada GEV transmutada. A transmutacao de uma distribuigdo, é uma técnica desenvolvida
por Shaw e Buckley (2009), e consiste na introducao de mais um parametro a uma dada dis-
tribuicao base, com a finalidade de inserir assimetria ou curtose na mesma, isso se d& através
de composicao da funcao de distribuicao acumulada, quando esta possui inversa. Apesar de
ser uma técnica relativamente nova, a transmutacao ja foi aplicada a varias outras fungoes de
distribuicao.

Assim, neste trabalho sao investigadas as principais medidas de probabilidade
da distribuicao GEV transmutada, bem como a estimacao dos parametros do modelo. Para
isso, o contetido do trabalho estd composto por quatro capitulos. No capitulo 2 apresentam-
se resultados preliminares sobre a técnica de transmutagao e a distribuicao GEV. O terceiro
capitulo trata da distribuicao GEV transmutada e calcula algumas medidas de probabilidade
importantes. A parte de inferéncia dos parametros esta disposta no quarto capitulo. E, por

fim, o capitulo 5 apresenta uma aplicacao da estimacao do modelo para dados reais.



Capitulo 2

Conceltos Preliminares
2.1 TECNICA DE TRANSMUTACAO

A técnica de transmutacao foi criada por Willian T. Shaw e [an R. C. Buckley
em (2009), com o intuito de conseguir obter uma distribuicdo assimétrica a partir de uma
simétrica. A técnica foi amplamente aceita e na literatura ja sao conhecidas as transmuta-
coOes de diversas distribuicoes simétricas e nao simétricas. Alguns exemplos de distribuicoes
transmutadas e seus autores sao dadas a seguir: a transmutacao da log-logistica foi dada por
Aryal (2013); da Gumbel e Weibull por Aryal e Tsokos (2009) e (2011), respespectivamente;
da Exponencial, Rayleigh e Lindley-geometrica por Merovei (2013) ; Weibull-geometrica por
Merovci e Elbata (2014); Fréchet por Mahmoud e Mandouh (2014).

No préximo capitulo, obtemos a distribuicao GEV transmutada que engloba as
distribuigoes transmutadas da Weibull (em seu suporte negativo) , Gumbel e Fréchet. Para
tanto, nesta secao apresentamos a forma geral de uma distribuicao transmutada.

A base da transmutacgao esta consolidada como uma func¢ao da inversa da fun¢ao
de distribuigao acumulada, Gr(u) = G(F~(u)), em que F e G possuem o mesmo suporte,
sendo F~'(u) = min{z € R: F(z) > u}, a transformada inversa de F, para u € [0, 1].

A fungao de Gg(u) percorre o intervalo unitario I = [0, 1], e sob os pressupostos
adequados satisfazem Gr(0) = 0 e Gr(1) = 1. O mapa de transmutacao quadrética é definido
como: Gr(u) = u+ Au(l —w), [A] <1, 0 <u <1, do qual resulta que as fungoes de

distribuicao acumuladas satisfazem a relacao:
F(z) = (14+ \)G(z) — M\G(z)*.

Quando G(x), fungao de distribui¢do acumulada da distribui¢ao base, é abso-

lutamente continua, a derivada gera a fun¢ao de densidade de probabilidade dada por:

f(x) = (1+A) g(x) — A 29(2)G(2),
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em que f(z) e g(x) sao as fungoes de densidade de probabilidade associadas com as
distribui¢oes acumuladas F'(x) e G(z), respectivamente. Observa-se que para A = 0
temos a distribuicao da variavel aleatoria de base. Outro ponto a se notar é: quando o
valor do parametro A é negativo a funcdo de densidade f(x) possui a mesma estrutura
de uma mistura da distribuicdo base com sua skew correspondente, isso porque (1 + \)
e (—A) resultariam em valores entre 0 e 1, assim como sdo os pesos de uma mistura
de distribui¢des e o segundo elemento da mistura (2g(z)G(x)) corresponde a generaliza-
¢ao da distribuigdo g(x) conhecida por skew G, introduzida por O’Hagan and Leonard (1976).
2.2 DISTRIBUICAO DE VALORES EXTREMOS GENERALIZADA - GEV

A distribuicao generalizada de valores extremos, proposta por Jenkinson (1955),
reine as trés distribuicoes de valor extremos desenvolvidas por Fisher e Tippet (1928), que
sao: Gumbel, Fréchet e Weibull. Tais distribuicoes foram desenvolvidas na teoria dos valores
extremos e sao obtidas através do limite de maximos (ou minimos) normalizados da seguinte

maneira;

lim P (u < g;> — [Flapz + b)) — G()

n— 00 an,
onde M, representa max{Xi, X, ..., X;;} (ou o minimo), em que Xj, X, ..., X,, sdo variaveis
aleatorias independentes e identicamente distribuidas (iid), e a, > 0 e b, sdo constantes de
normalizagao.
Desta forma, uma variavel aleatéria X é definida como generalizada de valores

extremos com parametros de forma (indice caudal) v, locacao p e escala o > 0 se sua fungao

de densidade de probabilidade (fdp) é dada por:

-1 J_n M_%
[1+7—($‘“)J 1t } 7#0

1
g<x) = g 7 c— 1) (2'1)
1 Gl )] 767%
e o oe ,7v=20
E tem fungao de distribui¢do acumulada (fda) dada por:
1
{~ht)

Glz) =1 © 770 (2.2)

_(z—p)
e &

e ;, 7=0

O dominio da distribuicao, quando v = 0 é composto por toda a reta dos reais

ja quando v # 0, o dominio é definido pela expressao 1 + 7@ > 0. O parametro de forma
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da distribuicao GEV também define a qual das trés distribuicoes de valor extremo o modelo
se relaciona, sendo que para v = 0 a GEV esta associada a distribuicaio Gumbel, quando

v > 0 relaciona-se & Fréchet e quando 7y < 0 segue Weibull (em seu suporte negativo).
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Capitulo 3

Distribuicao GEV transmutada

3.1 DEFINICAO

A técnica de transmutacao, proposta por Shaw e Buckley, no ano de 2009,
consiste em uma generalizacao de distribuicoes, tornando-as mais flexiveis. Motivados, na
area de matematica financeira, pela necessidade de familias paramétricas mais trataveis, de-
senvolveram uma composi¢ao da fun¢ao de distribui¢do acumulada (quando a mesma possui
inversa) com o objetivo de aumentar a assimetria e curtose em uma dada distribuigao base,
principalmente em distribui¢oes simétricas.

Neste contexto, como a distribuicao GEV é amplamente utilizada para modelar

eventos extremos de financas, definimos a fda da GEV transmutada a partir de:

F(z) = (1+ NG(2) — A[G ()2 (3.1)

e a fdp da GEV transmutada a partir de:

f(@) = g(2)[(1+X) — 2XG(x)] (3.2)

onde G(z) é a fungao de distribuigdo acumulada e g(z) a fungao de densidade da
distribuigdo GEV dadas em 2.2 e 2.1. Resultando em F'(z), a fda da distribuigao transmutada
com a adigao do parametro A, tal que |A| < 1.

Assim sendo, as expressoes da fda e a fdp da GEV transmutada, sao:

Para v # 0 com z : 1 + v > 0, temos:

[

_1
1_}_7(&2;@] v}

F(z) = Aol (1+A) — Aol 7 (3.3)
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fla) = (1+7M)_i_1§€{—[1+7w]—#} (1+A)—2Ae{_[”7(x”wﬁ} . (3.4)

o

Para v = 0 com x € R, as expressoes sao:

Flz) = {ee (”3“)} [(1+A) —Aee(”;")] (3.5)

1 (z—p) _ (z—p) _ (z—p)
fl)=—e"7 e 7 [(1+A)—2X e ° (3.6)
o

A Figura 3.1 mostra como o parametro A\ influencia no comportamento da
distribuicao transmutada, em particular, para A = 0 a transmutacao retorna exatamente a
distribuicao base, que neste caso é a GEV. Aqui estao plotados para = 0 e o = 1 um grafico

com v negativo igual a —0.5, positivo igual a 0.5 e igual a 0, variando os valores de A.

GEV Transmutada (y= -0.5) GEV Transmutada (y= 0.5)

— A=-09
- A=-07
067 A=-05
- A=-03

05 - T oA=0
A=03
A=05
0.4 - A=0.7
o A=09

)
)

GEV Transmutada (y= 0)

05
— A=-09
- A=-07

)

Figura 3.1 — Distribuicdo GEV Transmutada variando A

Pode-se notar que o modo como o parametro A modifica a distribuicao ocorre
de maneira diferente de acordo com os valores de 7. Observando os graficos plotados na

Figura 3.1, verifica-se que para o caso em que 7 recebeu valor negativo igual a —0.5 o
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parametro A definiu a altura da curva de distribuicao, sendo que quanto maior seu valor
absoluto mais alto o ponto de maximo da funcao e mais pesada fica a sua calda, ocorrendo
que, para os valores negativos de A as curvas sao mais altas que para os valores positivos. Da
merma forma acontece quando v = 0, mudando apenas o fato de que as curvas mais altas
estao ligadas aos valores positivos de A\. Em contra partida, quando 7y é positivo, as alturas
seguem exatamente o valor real de A, atendendo a relagao descrita por, quanto maior o valor

de lambda, maior a altura da funcao e maior o peso de sua cauda.

3.2 MOMENTOS

Nesta secao serao apresentados os momentos para distribuicaio GEV transmu-
tada. Os momentos sao medidas capazes de caracterizar uma distribuicao de probabilidade.
Sendo os quatro primeiros momentos indicativos de tendéncia central, dispersao, assimetria
e curtose nesta ordem. Para a obtencao de uma férmula geral para os momentos, calcula-se
a seguir o k-ésimo momento de ordem (E(X*) = [2*f(x)dz) da distribuicao GEV trans-
mutada para v # 0 e para o caso de v = 0 serd calculada a funcao geratriz de momentos
(Mx(t) = E(e")).

Para v > 0 e atentando-se a restricao de que a expressao 1 + 7M deve ser

o

positiva, tem-se que o dominio da distribuicao GEV transmutada se da por x > pu— %, assim:

{_[14_7(1*#)]_%

e

Fazendo a distributiva do dltimo termo,

E(X") = /OO 2"

(1+A) — 2Ae{_[l+y(x;m]%}] da

21a

(1+X)— 2)\6{_[1+er#}] , € se-

parando a expressao na diferenca entre duas integrais, nas quais as constantes serao postas

como multiplicadoras, chega-se em:

o

(””(x;m) _H] [6{[1“%‘”]%}] dr
(“”@)_Hl <e{—[l+vw‘*}>2 N

=la

2\ [
o

n—

=19
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Para resolver cada uma das integrais utiliza-se a substituicao dada por y =
1+ 7@, logo y > 0 e dy = 1dz. E para substituir também o termo 2¥, o x ¢ isolado na

expressao de substituicao e elevado a k* poténcia, sendo este polindémio simplificado usando

k k—i i
binémio de newton de modo que z* = Z Cy (,u — E) (gy) . Entao:

i=0 " "
E(Xk) (L+A) /Oozkjcz( O-)k_i (U >Z -1 ,y*%o'd
= p—= —y |y e T —dy
o Jo =" B! B! v
k k—i A
2\ /OO ( 0’) (U ) 1y g, A0
- — Colp—— —yly e —dy
7 Jy 203 Y Y

i=0
Retirando da integral o que nao se relaciona com y, obtem-se a expressao:

k k—i i+1
I+ A ; o o iy b
By = . )E Ck(u——) (—) / yo e Ty
=0 v v 0

k ki i+l oo ;
-2 > G (u - g) (g) / y e Ty
El— Y Y 0

Neste momento, com o objetivo de resolver as integrais pelo método da funcao
gama generalizada, é necessario que as expressoes i — %Y —1le _%y sejam positivas. Para tanto,
como esta ¢ a situacdo em que v é sempre maior que zero, utiliza-se uma nova substituicao

dada por u =y~ e du = —y~2dy, com u € (00, 0]. Com isso, o resultado ¢ dado por:

k k—i i+1 0
14+ A . 1 1
Bxt) = j; )E Ci (#‘%) (%) /u”v“e—“—u—mu

1
—i+=+1 —2u~ —
7,+,Y+ e 2u —u 2du

|
(\W)
1>
-
Q
VRS
=
|
ENRN
N————
=
4
VR
50q
N——
T
g 2
<

Com essa substituicao, ¢ garantido que o expoente que anteriormente era —%

se torne sempre positivo, dado que v > 0. E o sinal negativo ocasionado pela substituicao

inverte os limites de integracao.

k k—i i+1
1+ A . oo 1
BxY) = |LF )Zc; (u—%) (%) ]/ wT e dy
g - 0
k k—1i i+1 00
2\ - o o 1 1
sl o) (@) e
o Z "( v v 0
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Agora, assumindo que o expoente —i + % — 1 também seja positivo, ou seja,

usando a restricao ¢ < % — 1 que indica que a expressao s6 serd capaz de calcular momentos

até % — 1 (que s6 é positivo inteiro quando v € (0, %]), usa-se a funcdo gama para resol-
o . F(a_+1)

ver as integrais ( fungao gama: / %" dr = bail ) Entao, o resultado final para os
0 cb

momentos da distribuicao GEV transmutada com v > 0 é dado por:
k o\ g\
E(X*)=>"Ci (u - —) (—) [T(1 —76) (14+ A —2"))] (3.7)
=0 Y Y
Para v < 0, o que muda inicialmente sao os limites de integracao, que vao de
—0o0 até (u — %), porém no decorrer das substituicoes o resultado fica exatamente igual ao
encontrado para vy > 0.
Portanto, para obtencao da média da distribuicao GEV transmutada com v # 0

substitui-se na equagao 3.7 o valor £ = 1, lembrando que a expressao s6 é valida para |y| < 0.5.

B = (- 2) + (Z) P -+ a-2)
i i
Para o calculo da variancia é preciso conhecer o segundo momento (k = 2) da

distribuicdo. Dado por:
) = (u- §)2+2 (k=2) Zra -+ r-z)
v <€)2 T(1 - 29) (14 A~ 22))]

Y
Substituindo o resultado na formula da variancia (Var(X) = E(X?)—[E(X)]?),

e manipulando a expressao para simplificacao, obtém-se:

Var(X) = (%)2 D1 =27) (1+ X =2X) =T?(1 —9)(1+ A = 27A)?]

Agora, para o caso v = 0, calcula-se abaixo a funcdo geradora de momentos
(Mx(t) = E(e") = [ €' fx(z)dz), com o objetivo de encontrar também, a média e variancia
para este caso particular da distribuicao GEV transmutada.

_(z—p)

00 —e o _(z=p)
My (t) = B(e!¥) = / wé 7 € AN =2 7 |da
_ g

o0

(z—p)

Para resolver a integral, usaremos a substituicao dada por u =e~ = , com u

no intervalo (0o, 0), desta forma x = p—olog(u) e dv = =Zdu, assim reescreve-se a expressao
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CcOomao:

0 —u B
E(e™) = / eHlu—olog) L€ 14+ X— 2)\6_“]—Jdu
o u

o)

Neste momento, é possivel cancelar dentro da multiplicacao u e o restando do
cancelamento o (—1) que seré o fator que inverteré os limites de integra¢ao, também abriremos

o expoente t(u — olog(u)) separando em duas bases.
E(etX) = / eelost)e=u[(1 4 ) — 27e ]du
0

Retirando os termos que nao dependem de u e separando as integrais apos a

distributiva, tem-se como resultado:

E(e!) = et {(1 + )\)/ u e du — 2)\/ u_t"e_?”du]
0 0

Desta forma pode-se resolver as integrais, com algumas limita¢oes, da mesma
maneira que foram resolvidas as integrais para o caso v # 0, usando a fungao gama generali-

zada restringindo t < % O resultado é:
Mx(t) = E(e") = e*T(1 — to) [(1 + \) — 2" )] (3.8)

Com a funcao geradora de momentos é possivel gerar o momento de ordem n
calculando a n-ésima derivada da funcao aplicada no ponto zero. A média, portanto, seria a

primeira derivada E(X) = 2 My (t)]—o.
%Mx(t) — {[ue"T(1 — to) + *T'(1 — to)(—0)] [(L+A) — 2]
+ (1 —to) [-A(2710g(2)0)] }|,_,

Muitos termos dessa equacao obtida sao iguais a 1 quando ¢ = 0, assim a

expressao final resultante para a média da distribuicao GEV transmutada quando v =0 é:

E(X)=p+0C — A\olog(2)

.1
onde C' = lim (Z — - ln(s)) = 0.577215

§—00 m
m=1

Novamente, para o calculo da variancia precisamos obter o segundo momento

que, em se tratando de funcao geradora de momentos ¢é igual a derivada de segunda ordem
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no ponto ¢t = 0, para que possamos substituir na formula da variancia (Var(X) = E(X?) —

[E(X)]?), entao:

7T2

Var(X) = o? i A1+ ))log?(2)

3.3 MEDIDAS DE CONFIABILIDADE

A confiabilidade para um certo tempo 7', sendo 1" uma variavel aleatoria GEV

transmutada é dada pela seguinte formula: R(t) = 1 — F(t). O resultado da confiabilidade

=1 [0 ()

neste estudo é:

1.0

08

04

0.2

0.0

Figura 3.2 — Funcao de Sobrevivéncia da GEV Transmutada

A Figura 3.2 ilustra o comportamento da confiabilidade da distribuicaio GEV
transmutada variando-se valores de A e 7.
Em estatistica, a funcao de probabilidade condicional de falha, descreve a pro-

babilidade instantanea de ocorréncia do evento "sobrevivén cia" até um tempo arbitrario.



19
Esta entao seria outra carateristica de interesse para uma amostra aleatoria da distribuicao

GEV transmutada. E é dada por h(t) = %:

(1%—A)——2Ae{_p+wu;m]%}]

h(t)— 1 1
_hy M*?} {_ 1+ M*v}
1—[6{[ e <1+)\—/\6 155
1.5_ ;{r
— =1 S
- s S/
-------- =05 K
------ =0
=05
10 =08
=1
05 |
0.0 -

Figura 3.3 — Funcao de risco da GEV Transmutada

A Figura 3.3 ilustra o comportamento da funcao risco da distribuicao GEV
transmutada variando-se valores de A e .

3.4 QUANTIS

A funcao quantil é obtida a partir da inversa da funcao de distribui¢ao acumu-
lada e retorna o valor associado a uma dada probabilidade acumulada e também pode ser
usada para simular dados que seguem a distribuicao.

Sendo assim, a seguir serao dados os passos para obtencao da funcao quantil

da distribuicdo GEV transmutada, onde por questdo de notagdo F(z) passa a ser denotado

por Q.
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Para v # 0

P =@ = anel T [e{[lwwﬁ}r

Com objetivo de completar quadrados e facilitar os calculos, o primeiro passo
feito foi multiplicar os dois lados da igualdade por (—4\) e logo em seguida somar em ambos

os lados (1 + \)?, assim a equagao gerada é:

(14 A2 —4AQ = (14 A)? — 4X(1 + A)e{_[lﬂw];} N QAG{_[IHW](%}]

A partir deste ponto ja é possivel completar quadrados na expressao a direita

1
— (z=p)17
da igualdade, [(a — b)* = a® — 2ab + V7], onde a = (1 + A eb:2/\e{ St }
g
— @=p)~ 7 2
(1T+X0)=4Q = [(1+)) - ored 1] }]

Para os proximos passos deve-se aplicar raiz quadrada, em seguida, subtrair
(1+ \) e dividir por —2\, aplicar a fun¢ao In e multiplicar (—1), tudo isso em ambos os lados

da igualdade:

SEFRFT = (43 el )

1+ A — /A + N2 —4\Q (x— )]
—ln< 2 >:[1—|—’y . ]

Neste momento eleva-se a —v e entao facilmente pode-se isolar x na equagao:

[_1n<1+)\—\/(1+>\)2—4)\62>] PN

2\ o

O resultado final para a funcao quantil da distribuicao GEV transmutada é

dado por:

2

"{—1 + {—m <1+A—\/m>]v}

+u=ux (3.9)

~
Para o caso particular em que v = 0, 0s passos sao basicamente os mesmos.

No infcio multiplica-se a expressao por —4\, soma (1 + \)?, completa-se quadrados, aplica-se
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a raiz quadrada, subtrai (1 + \) e continua-se realizando passos até que x esteja isolado na

igualdade. Obtendo:

@-w) _@-m?
ot

2\

U{_ln [_ln<1+)\— \/(1+>\)2—4)\Q>

} +u=ux (3.10)

As expressoes quantis sao muito utilizadas em simulacées de dados. Neste
trabalho, no Capitulo 4, as simulacoes de dados serao feitas via método da transformacao
inversa, sendo utilizadas as funcoes quantis.

3.5 ESTATISTICAS DE ORDEM

Sejam X (1), X(2), X(3), ..., X(n) as estatisticas de ordem de uma amostra aleatoria
X1, Xo, X3, ..., X, obtida de uma populagao que segue uma distribuicao f(x), entao a fungao
de distribuicao de probabilidade da j-ésima estatistica de ordem é dada por:

n!
(=Dl =)

Fx (@) = Sx (@ Fx(@)P L= Fx(a)]"

paraj =1,2,3,---,n

Aplicando as fungoes de densidade de probabilidade 2.1 e de distribui¢ao acu-
mulada 2.2 da distribuicao GEV obtém-se gx ., a fdp da j-ésima estatistica de ordem da
GEV.

Para v # 0, foi utilizada a substituicao w = 1 + 7@ com o objetivo de
diminuir a expressao, entao:

9x;(T) = ! e_wi%luf%*l e_wi% " 1—6_“’7% "
Xa) (j—Dl(n—j)! o

_1
Para simplificar, o expoente (7 — 1) do termo [e‘w V] é colocado como multi-

plicador junto o primeiro expoente:

= ! Ly t1ew 7| [p-G-Dw ™3 o
950 ) = 1w = ) {E“’ Te } {6 l—e

Desta forma é possivel juntar as exponenciais obtendo a féormula geral para a

j-ésima estatistica de ordem da GEV:

L Lttt [ d]™ 3.11
ol = G e ¢ o 1
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Como a distribuicao GEV esté interessada em modelar eventos méaximos ou mi-
nimos, a seguir estao calculadas a primeira e n-ésima estatisticas de ordem. Para a estatistica
de ordem n, substitui-se na férmula geral 3.5 7 = n. Portanto, a n-ésima estatistica de ordem,
que representa a distribuicao do maximo, da distribuicao GEV é dada por:

1
o _1 1 _pw ¥

9xy (@) = ZwF e

Para a estatistica de ordem 1, substitui-se na férmula geral j=1. O resultado

gera a distribuicao do minimo de uma distribuicao GEV:

Quando 7 = 0 a formula geral para a estatistica de ordem ¢ dada a seguir, em

C e~ (2—p)
que foi utilizada a substituicao v = e~ e

n! ve Y n o
950 ) = T o 0 ) T (312)

As funcoes das estatisticas de n-ésima e primeira ordem, correspondentes ao

maximo e minimo da distribuicao GEV para v = 0 estao descritas a seguir:

nv —v

ve

ve

1 — fvnfll
—(1-e)

Em particular, observa-se que a estatistica de ordem 1, quando n = 2, é exa-
tamente a f.d.p. da GEV transmutada para A = 1. Esta caracteristica ocorre de maneira
semelhante para a segunda estatistica de ordem da GEV, onde, para n = 2, tem-se que ¢é
exatamente igual a f.d.p. da GEV transmutada para A = —1. Como nestes casos n=2,
a estatistica de ordem 1 representa a distribuicao do minimo e a estatistica de ordem 2 o
mAaximo.

Agora, sera calculada a j-ésima estatistica de ordem para uma amostra aleatoria
da distribuicio GEV transmutada no caso em que 7 # 0, permanecendo a substituicao

utilizada anteriormente dada por w =1+ 7(1;—”). O resultado obtido é:
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T4+ XA—2e @ 7
G- Di(n— ) - AT

1 _1\ 171 1 1\ 1n—d
X {ew K (1—1—)\—)\6"“” W)} [1—6“’ K (1—1—)\—)\6“’ 7)]

Novamente, para encontrar as estatisticas de ordem n e 1 substitui-se o valor de

fx, (@) = n! w—%—leiw ( 1> (3.13)

J na equacao 3.13, encontrando as distribui¢oes do maximo e minimo da GEV transmutada:

1
w

- _1 1 1 n—1
fxo, (@) =n w e . (1+)\—2)\e“’ W) {ew ! (1+)\—)\ew 7)1

_1_,€ e d o\
fX(l)(x):n w 7 . 14+X—2Xe 1—e 14+ X—)de

Para o caso de 7 = 0, repetindo procedimentos semelhantes aos realizados

anteriormente, o resultado obtido para a j-ésima estatistica de ordem é dado pela expressao

. _(z—p)
a seguir, em que v =€~ o :

fxp@) = = 1)7;”(!71 5 “;U [(1+A) =22 (3.14)

< [LEA= A L (e (XA =2 )]

Obtemos entao as estatisticas n-ésima e de primeira ordem, substituindo j pelos

valores n e 1, respectivamente, na férmula 3.14 resultando na distribuicao de maximo e minimo
da GEV transmutada para v = 0:

fX(n)(I) = nveam [(1 +A) — 2)\671}] [(1 + - )\efv)nq}

fxo (@) = nvea_” [(1 +A) — 2/\€_U]
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Capitulo 4

Estimacao e Simulacao

Neste capitulo serdao apresentadas simulacoes da distribuicio GEV transmu-
tada realizadas computacionalmente e seus resultados. Para tanto foi utilizado o software
estatistico RStudio em sua versao 3.2.4. O objetivo foi gerar amostras que seguem a
distribuicao em estudo com parametros conhecidos para entao aplicar o método de estimacao
de maxima verossimilhanca e avaliar a eficiéncia do mesmo.

4.1 ESTIMACAO POR MAXIMA VEROSSIMILHANCA (MV)

O método utilizado para a estimacao dos parametros procura, baseado nos
resultados obtidos por amostra, o parametro (ou o conjunto de pardmetros) que maximizam
a fungao de verossimilhanga (L) de uma distribui¢do de probabilidades. Tal fungao é definida
da seguinte forma, se z1, xs, ..., x, for uma amostra aleatéria (independente e identicamente

distribuida), entdo:

L(0;x1, 9, ..., 2n) = H f(i]0)
i=1

Usualmente, utiliza-se a fungao conhecida como log-verossimilhanca, que nada

mas ¢ que a aplicacao da fun¢ao logaritmo na funcao de maxima verossimilhanca.

ZL(0;x1,x9,...,x,) = log(L(0; 21, 2, ..., x,)) = Zlog(f(xﬂ@))
i=1

Para a distribuicako GEV transmutada as funcoes de méxima log-

verossimilhanca estao descritas abaixo para o caso de v = 0 e v # 0 respectivamente:

n _(zi—w)

ZL(0;1,29, ..., 2,) = — Z {bg(a) T e_mau)} + Zlog(l +A=2X¢ 7 )
i=1

- o
=1
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1 n
ZL(0;x1,29,...,x,) = —nlog(o)— (5 + 1) Zlog (1 + g(xz _ M))
i=1

o i (1 + g(ﬂfz - #))i + ilog <1 + A - 2)\6{_<1+Z(%_“))_%}>

i=1
Os estimadores de maxima verossimilhanca sao obtidos pela solugao do sistema
de equagoes dados pelas derivadas da funcao log-verossimilhanca em relacao a cada um dos
parametros a serem estimados. A seguir estao descritos os sistemas gerados pela distribuicao
GEV transmutada para a obtencao das estimativas.
Para v = 0 foi utilizada, no sistema de equacoes, a substituicaio dada por

w = *=£ com o objetivo apenas de diminuir a expressao. Temos entao:

0L " a e We "
92— N e o) ~0
o " ; 7 ; T+ A—2xe "

0L T 22~ (@ —pee T
- = —n—i—Z(ﬂSl p)[L—e ]+ ;1+/\—2)\eew =0

0L ~  1—2e"
S

Também foi feita uma substituicao para quando v # 0 com o mesmo objetivo

e esta se da da seguinte forma w = 1 + Z(z; — p), assim:

n n 1 n -1_ —w%
0L _ ZH—V)_Z“’T”+Z e T

O — otlE—n) o =1 0<1+)\—2)\e—w7)
0.7 (1+7) " -5l Y3 one w7
n 7)( p)w” g e
Ly BEA Lo
g g i=1 [O’—l-’)/ i=1 i=1 14+ XN—=2 e ’Y]

ow

0L i IOg (1) (zi — ) B iw_l [log(w) (x; — ,u)}

. Z {log (- u)} 2 e™v 7 0

Yow

1
14+ A—=2N v 7

-

0% " 1 =27
I i1 1+ A =2 w7
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Para a resolucao dos sistemas de equacoes e portanto, para encontrar as
estimativas dos parametros foi utilizado um método de minimizacao de funcoes, desenvolvido

por Nelder, J. A. e Mead, R. (1965), através do software estatistico de programagao, RStudio.
4.2 ILUSTRACOES NUMERICAS

Para realizar as simulacoes de amostras foi utilizado o método da transformada
inversa. Este método utiliza a fungdo quantil (aqui apresentadas nas equagoes 3.9 e 3.10)
para gerar valores de determinada variavel aleatoria X que possua funcao de distribuicao
acumulada Fx(x). Os valores sdo gerados por X = F;'(U), em que U segue distribuicio
Uniforme variando de 0 a 1.

Foram geradas, em cada uma das combinacdes de parametros definidas, M =
100 amostras de tamanho n = 1000. Os parametros g e o se mantiveram constantes
iguais a 0 e 1, em todas as combinacoes utilizadas, o parametro ~ variou entre os valores
—0.9, —0.5, 0, 0.5, e 0.9, e por fim, X recebeu valores igual & —0.9, 0.1, e 0.9. Com isso foi
possivel a criacao de trés cenarios distintos, caracterizados pelo valor de 7, sendo assim, no
cendrio 1 estao as combinacoes em que v > (, nos cenarios 2 e 3 encontram-se vy =0e v < (
respectivamente.

Em cada um dos cenérios foram calculadas as estimativas dos parametros (uti-
lizando a fungao optim do R - R Core Team, 2015) para as M = 100 simulacoes geradas e

M o~

o resultado para a estimacio apresentado na tabela 4.1 é definido por 6 = Z % Os vieses

i=1
((0—0)) gerados pelas estimativas e os erros quadraticos médios para cada um dos parametros

o (6,0
(EQM = Z lT) estao na Tabela 4.2 abaixo.

Tabela 4.1 — Parametros e estimativas no cenério 1 (v > 0)

0= (11 o3 7 \) 0= 7 7 A

(0; 1; 0.9; —0.9) | 6; = (0.1802; 1.1515; 0.8918; —0.7034)
= (0; 1; 0.5, —0.9) | B, = (0.1383; 1.0659; 0.5054; —0.7314)
=(0; 1; 0.9; 0.1) | 65 = (—0.1746; 0.8377; 0.9138; —0.2703)

(0; 1; 0.5; 0.1) | 85 = (—0.2787; 0.8102; 0.5122; —0.3857)
=(0; 1; 0.9; 0.9) |05 = (—0.3484; 0.5384; 0.6354; —0.0313)

(0; 1; 0.5, 0.9) | G5 = (—0.4360; 0.5926; 0.3278; —0.1449)
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O resultado que mais chama a atencao nas Tabela 4.1 se deve ao fato de que
todas as estimativas para o parametro A foram negativas, e em especial, a combinacao de
05 obteve uma estimativa para este parametro bastante proxima de zero, que supostamente
retorna a GEV transmutada para sua forma base que ¢ a GEV.

A Figura 4.1 abaixo ilustra as curvas regidas pelos parametros estimados em
cor azul juntamente com as curvas geradas pelos valores reais dos parametros em cor ver-
melha. Em todas as combinagoes de parametros utilizadas o ajuste observado nos graficos é
aparentemente muito bom. Porém ao analisar a Tabela 4.2, que contém os vieses, podemos
notar que algumas diferencas entre o verdadeiro valor do parametro e a estimativa obtida
sao razoavelmente significantes, apesar de resultarem em curvas extremamente semelhantes.

Este fato, muito provavelmente se deve a existéncia de relacao entre os parametros.

0.6
|
0.6

(X;01)
0.4 .
|
(X;02)
0.4

0.0
|

0 2 4 6 -2 0 2 4 6
X X
«© _| «© _|
o o
© _| © _|
o o
S 3
2 31 2 31
o~ | o |
o o
o | o |
e T T T T S T T T T
0 2 4 6 -2 0 2 4 6
X X
«© _| «© _|
=] =}
© _| © _|
o S}
2 =
2 31 £ 31
o~ | |
o =]
o | 2 4
e T T T T ° T T T T T
0 2 4 6 -2 0 2 4 6

X X

Figura 4.1 — Distribuicao GEV teorica e sua estimativa para as combinacoes no cenério 1.
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Analisando os vieses obtidos parametro a parametro, contidos na Tabela 4.2,
pode-se notar que o v foi muito bem estimado nos casos em que os valores de A foram -0.9 e
0.1 e as piores estimativas foram encontradas para A quando ele assumia o valor real de 0.9.
A tabela apresenta também os valores do EQM para as estimativas, os baixos valores para
esta medida mostram que o algoritmo obteve estimativas semelhantes em todas as M = 100

amostras geradas.

Tabela 4.2 — Viés e EQM no cenario 1 (y > 0)

0 Viés EOM —
o o ~y A
01 | (—0.1802; —0.1515; 0.0082; —0.1966) | 0.0931 | 0.1094 | 0.0019 | 0.0891
05 | (—0.1383; —0.0659; —0.0054; —0.1686) | 0.0615 | 0.0267 | 0.0011 | 0.0884
05 | (0.1746; 0.1623; —0.0138; 0.3703) 0.0735 | 0.1077 | 0.0052 | 0.2348
0, | (0.2787; 0.1898; —0.0122; 0.4857) 0.0428 | 0.0191 | 0.0012 | 0.1325
05 | (0.3484; 0.4616; 0.2646; 0.9313) 0.0283 | 0.0389 | 0.0122 | 0.2374
0s | (0.4360; 0.4074; 0.1722; 1.0449) 0.0375 | 0.0205 | 0.0026 | 0.2407

Partindo para o cenario 2, onde tem-se que v = 0, foram realizados os mesmos

procedimentos e os resultados obtidos estao descritos a seguir:

Tabela 4.3 — Parametros e estimativas no cenério 2 (y = 0)
0= (u; 03 N 0= (1 7; )
0, = (0; 1; —0.9) | 6, = (0.6664; 1.1299; 0.0545)
0y = (0; 1; 0.1) | 6y = (0.0502; 1.0370; 0.1775)
05 = (0; 1; 0.9) | 05 = (—0.2773; 0.8864; 0.3295)

Tabela 4.4 — Viés e EQM no cenario 2 (y = 0)

EQM
0 Viés

0, | (—0.6664; —0.1299; —0.9545) | 0.1971 | 0.0258 | 0.4194
05 | (—0.0502; —0.0370; —0.0775) | 0.0392 | 0.0087 | 0.0988
65 | (0.2773; 0.1136; 0.5705) 0.1279 | 0.0229 | 0.5355
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No cenario 2, encontramos uma combinacao de parametros, aqui definida como

05, que foi muito bem estimada pelo algoritmo, gerando vieses minimos para cada um dos
parametros, como descrito na Tabela 4.4. No respectivo grafico apresentado na Figura 4.2 para
fs, existe dificuldade na distingao entre a funcao real e a estimada. Ja para as combinagoes
0, e 05 os resultados mostram estimativas nao tao boas para todos os parametros, em especial
para A, que obteve os maiores vieses nas duas combinacoes. O reflexo disto pode também ser
visto na Figura 4.2, em que os graficos das respectivas combinagoes mostram um desajuste
entre a curva com parametros reais em vermelho e sua estimagao em azul. Novamente, uma
das estimativas para A resultou em um valor proximo de zero, neste caso para a combinacao

definida por 6;.

05
05

0.4
0.4

(X:6,)
1(X:82)

0.2
I
0.2
I

0.1
0.1

0.0
0.0

0.5
I

0.4

1(X:85)
0.3

0.2
I

0.1

0.0
I

Figura 4.2 — Distribuicao GEV teorica e sua estimativa para as 3 combinacoes no cenério 2.

Por fim, os resultados das simulagoes geradas para o cenario 3, caracterizado por
v < 0, sao apresentados. Neste cenério, existiram alguns problemas no algoritimo de estima-
cao para duas das combinacoes de parametros, o que levou a retirada uma das combinacoes e
a substituicao forcada de um dos parametros na outra. Esses casos ocorreram nas estimacoes

que seriam (u =0, o =1, y=-09, A=-09)e (p=0, c =1, v=0.9, A =0.1) sendo



30

que a primeira configuracao de parametros foi removida e na segunda o valor de \ foi substi-

tuido por 0.5. Dadas as novas combinacoes de parametros a serem simulados e estimados, os

resultados sao:

Tabela 4.5 — Parametros e estimativas no cenério 3 (v < 0)

0= (pn; o3 7 A

0= (m 7; 7 N

0 = ( )
03 = ( )
0, = (0; 1; —0.5; 0.9) | 6,
05 = ( )

= (0; 1; —0.5; —0.9) | 6; = (0.0845; 0.9606; —0.5039; —0.7625)

&
I

0; 1; —0.5; 0.1
0; 1; —0.9; 0.5

el
I

(
(
(
(
(

0; 1; —0.9; 0.9 05 =

0.4996; 1.1949; —0.4797; —0.5651)
0.7780; 1.3864; —0.7326; —0.5554)
0.9229; 1.0443; —0.3653; —0.6248)
1.0467; 1.3478; —0.6207; —0.6079)

ocorreu no cenario 1. A Tabela 4.6 apresenta os vieses e os erros quadraticos médios obtidos

Novamente todas as estimativas do parametro A foram negativas, assim como

para as cinco combinagoes de parametros simuladas.

Tabela 4.6 — Viés e EQM no cenério 3 (y < 0)

EQM

0 Viés —

I o 5 A
01 | (—0.0845; 0.0394; 0.0039; —0.1375) | 0.0320 | 0.0101 | 0.0009 | 0.0792
0 | (0.4996; —0.1949; —0.0203; 0.6651) | 0.1336 | 0.0243 | 0.0014 | 0.2299
5 | (0.7780; —0.3864; —0.1674; 1.0554) | 0.0629 | 0.0366 | 0.0005 | 0.0653
0, | (0.9229; —0.0443; —0.1347; 1.5248) | 0.0675 | 0.0067 | 0.0016 | 0.1520
05 | (1.046; —0.3478; —0.2793; 1.5079) | 0.0380 | 0.0096 | 0.0009 | 0.0534

1, apesar de o método obter estimativas por vezes distantes dos reais valores dos parametros,
as curvas estimadas sao visualmente muito satisfatorias. Mais uma vez a explicacao deste

fato pode ser devido a uma possivel relacao entre os parametros que infelizmente nao seré

As ilustracoes apresentadas na Figura 4.3 mostram que, assim como no cenario

tratada neste trabalho.
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Figura 4.3 — Distribuicao GEV teorica

e sua estimativa para as combinagoes no cenério 3.
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Capitulo 5

Analise em Dados Reais

Com o objetivo de aplicar os resultados obtidos até entdao, foram utilizados
trés bancos de dados reais sobre indices financeiros. O primeiro deles se trata do Ibovespa,
um grande indice de agoes da bolsa de valores de Sao Paulo que reflete o desempenho das
cotagoes das agoes mais representativas do mercado acionario brasileiro. Outro banco se
refere ao S&P 500, um indice baseado em capitalizagoes de 500 grandes empresas do mercado
de acoes americano. Também foi utilizado o indice Dow Jones que é baseado na cotacao das
acoes de 30 das maiores e mais importantes empresas dos Estados Unidos. Todos os dados
utilizados podem ser obtidos através do site http://br.investing.com /indices.

Para cada um dos indices foram utilizados dados didrios dos ultimos 10 anos, a
partir de 03/01/2006 até 31/10/2016. Para o Ibovespa foram obtidas 2.707 observagoes, para
0 S&P 500 foram 2768 e para o Dow Jones 2795. A fonte de dados fornece os tltimos valores
dos indices no dia, bem como seus valores de abertura, médximo e minimo, sendo que, para
esta andlise foram utilizados os valores de abertura em todos os indices.

Por se tratar de dados financeiros, é comum o interesse em analisar o compor-
tamento da variacao dos indices. Para isso, é utilizado o retorno, que pode ser definido de
algumas maneiras distintas, e neste trabalho foi utilizado o retorno composto continuamente,

ou log-retorno, que é definido segundo a equacao:
ry = log(F;) — log(P-1),

em que P, corresponde ao valor no instante t.
Calculados os retornos, é possivel notar que, assim como é de se esperar, no

comportamento de retornos ha o excesso de curtose, claramente visualizado na Figura 5.1:
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Ibovespa S&P 500 Dow Jones
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Figura 5.1 — Retornos dos indices.

Visto que a distribuicao desenvolvida neste estudo modela valores extremais,
foram pegos, dentro de blocos compostos por 7 dias, os valores maximos dos retornos. Esta
técnica é conhecida por Block Max. Entao, os novos histogramas para os dados se comportam

como ilustrado na Figura 5.2:
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Figura 5.2 — Medidas de maximo em blocos

A seguir estao apresentadas as principais estatisticas descritivas para os trés

bancos de dados em questao. Na Tabela 5.1 tem-se a média (E(X)), variancia (Var(X)),

n > i (T — @)
(n—1)(n—2) s3
(max (X)), minimo (min(X)) e mediana (mediana(X)).

coeficiente de assimetria (ca(X)) definido por ca(z) = , Maximo
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Tabela 5.1 — Estatisticas descritivas dos dados.

INDICE E(X) | Var(X) | ca(X) | max(X) | min(X) | mediana(X)
Ibovespa 0.0214 | 0.0002 | 2.3572 | 0.1208 3x 107 0.0186
S&P 500 0.0144 | 0.0001 | 2.7219 | 0.1055 | —7 x 1074 0.0112
Dow Jones | 0.0130 | 0.0001 | 2.5203 | 0.0966 —0.0011 0.0099

A partir dos bancos de dados gerados pelos maximos de blocos, é a hora de

ajustar a distribuicao GEV transmutada, estimando os parametros pelo método de maxima

verossimilhanca. Em seguida, para checar o ajuste analisar os qqplots para cada um deles.

Abaixo, tem-se a tabela com as estimacoes obtidas, o histograma dos dados com a curva

estimada e o qgplot para cada banco:

Tabela 5.2 — Parametros estimados.

-~

INDICE m G ~ A
IBOVESPA | 0.02098 | 0.01500 | 0.28645 | 0.95497
S&P 500 0.01222 | 0.01080 | 0.43309 | 0.80260
DOW JONES | 0.00782 | 0.00651 | 0.30470 | 0.14741

Dos resultados da estimativas, podemos observar que o parametro A foi estimado

em valores diferentes de 0 (zero), indicando que a distribui¢do de probabilidade GEV nao seria

mais adequada que a GEV transmutada para estes bancos de dados.
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Figura 5.5 — Curva estimada para os dados do Dow Jones.

Em todos os casos podemos observar, analisando os graficos quantil a quantil,

que a distribuicao GEV transmutada se ajusta muito bem como estimativa de distribuicao

para os dados utilizados. Para verificar o ajustamento da distribuicao estimada aos dados,

foi realizado o teste de Kolmogorov-Smirnov, este é um teste nao paramétrico baseado na

diferenca absoluta méxima entre a funcao de distribuicao acumulada estimada e a funcao de

distribuicao empirica dos dados, e também o teste de Anderson Darling. Ambos testam as

seguintes hipoteses:

Hy : Os dados seguem a distribuicao em questao;

H 4 : Os dados nao seguem a distribuicao.
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Para tanto, a estatistica utilizada no teste de Kolmogorov-Smirnov é dada por:

D,, = sup,|F,,(x)—F(z)|. Ja a estatistica para o teste de Anderson Darling é definida segundo
< [F,(x)— F
[Ful) = F(2)]
oo F()[1 = F(x)]
de distribui¢do acumulada assumida para os dados e F),(x) representa a funcao de distribuicao

(x). Em que, F(z) representa a fungio

a seguinte expressao: A% = n/

acumulada empirica dos dados, correspondente a propor¢ao de valores menores ou iguais a .
Desta forma , a Tabela 5.3 estao apresentados os resultados para a estatistica
do teste de Kolmogorov-Smirnov e seu valor-p, bem como a estatistica do teste de Anderson

Darling e seu valor-p.

Tabela 5.3 — Testes de hipoteses.

INDICE D, p-valor | A% | p-valor
IBOVESPA 0.03363 | 0.7752 | 0.4488 | 0.7993
S&P 500 0.03613 | 0.6810 | 0.5901 | 0.6573
DOW JONES | 0.03558 | 0.6935 | 0.7058 | 0.5539

E a partir do teste de Kolmogorov-Smirnov e Anderson Darling, é possivel
concluir, com a analise dos p-valores obtidos, que nao existem evidéncias estatisticas contra

a hipotese de que os dados seguem as distribui¢oes GEV transmutada aqui estimadas.



Capitulo 6

Consideracoes Finais

O presente trabalho teve como intuito aplicar a técnica de transmutacao na dis-
tribuicao generalizada de valor extremo, obtendo entao uma nova distribuicao denominada
GEV transmutada. A transmuta¢ao é uma técnica relativamente nova (2009) e tem sido
amplamente usada na literatura para introduzir assimetria em distribui¢oes. A distribuicao
GEV tem grande importancia em modelagem de eventos extremos com cauda pesada. Por-
tanto, neste relatorio, procura-se ampliar ainda mais a aplicabilidade da GEV, desenvolvendo
a generalizagao da mesma por meio da transmutagao quadratica.

Obtido o modelo, as caracteristicas foram estudadas por meio de calculos de
medidas de probabilidades relevantes. Foram calculados os momentos, quantis, medidas de
confiabilidade e estatisticas de ordem. Dentro dessas medidas, pode-se notar algumas especi-
ficidades da distribuicao GEV transmutada, entre elas, a funcao de momentos s6 é capaz de
fornecer momentos quando o valor do parametro vy € (0,0.5]; a fun¢ao de distribuigao GEV
transmutada também pode ser obtida pelas estatisticas de ordem da distribuicao GEV, em
casos particulares.

Foram realizadas simulagoes da distribuicao e estimacoes, onde, intuitivamente,
pode-se concluir a partir dos resultados que existe uma relagao entre os parametros na GEV
transmutada. Essas possiveis relacoes nao foram estudadas neste trabalho. Ficando como
sugestao para continuacao deste trabalho.

A GEV transmutada foi aplicada na estimacgao de trés bancos de dados sobre
indices financeiros, sendo eles, Ibovespa, S&P 500 e Dow Jones. O ajustamento da distribuicao
foi realizado, primeiramente, por andlise visual do grafico quantil a quantil gerado. Em

seguida, foi realizado o teste de Kolmogorov-Smirnov, que conclui que a distribuicao GEV
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tansmutada tem um bom ajustamento para modelar os dados utilizados neste trabalho. Sendo
que, as estimativas do parametro A todas diferentes de 0 (zero), indicam que o modelo GEV

transmutado seria melhor opc¢ao em comparacao a distribuicao GEV.
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