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Resumo

Um programa em linguagem Python foi desenvolvido utilizando o Método das
Diferencgas Finitas. Este programa serd implementado na simulacao do escoamento de
um fluido magnético sujeito a uma expansao abrupta. Um estudo tedrico serd conduzido
visando a futura implementacao de termos magnéticos as equagoes governantes. Neste pro-
blema classico da Mecanica dos Fluidos postula-se que a presenca de efeitos magnéticos
possui o potencial de prover grandes alteragoes nos padroes do escoamento recirculante,
inclusive com possibilidade de controle desta regiao. Esta possibilidade de controle de des-
colamento de camada limite forcado por uma expansao abrupta para um escoamento em
baixo nimero de Reynolds de um fluido magnético sera explorada em um estudo futuro.
Foi conduzido um estudo acerca da efetividade e custo computacional associado & imple-
mentacao do problema em estudo. Estratégias numéricas sao propostas para otimizacao

da solugao deste problemas.

Palavras-chave: Ferrohidrodinamica, Fluidos magnéticos, Expansao abrupta, Gra-
diente adverso de pressao, tensor de Maxwell, Métodos das Diferencas Finitas, Descola-

mento de camada limite.
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Abstract

A code in Python was be written using the Finite Differences Method differencing
method. The code will be implemented on a ferrofluid flow subjected to a one-way sudden
expansion simulation. A study was be conduced regarding the magnetic effects to be im-
plemented to the governing equations. The potential of the magnetic effects to promote
strong impacts on the recirculating flow patterns, including its controll, is postulated.
The geometry-driven boundary layer detachment controll at low Reynolds numbers in
a ferrofluid flow will be investigated in a future study. The effectiveness and computa-
tional cost of the developed code will be investigated and new numeric approaches will

be proposed, aiming code optimization.

Key-words: Ferrohydrodynamics, Ferrofluids, Abrupt expansion, Sudden expansion, Ad-
verse pressure gradient, Maxwell stress tensor, Finite Differences Method, Boundary layer

detachment.
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1 INTRODUCAO

1.1 Fluidos Magnéticos

Um fluido magnético consiste em uma suspensao coloidal estavel de subdominios
de particulas magnéticas de escala nanométrica (3 - 15 nm) em um liquido carreador.
As propriedades de tal solucao sao fortemente afetadas, tanto pelo movimento Browni-
ano que mantém as particulas suspensas, quanto pela magnetizacdo permanente de cada
particula subdominio. Para que tal suspensao seja estavel é necessaria a adigdo de um
anti-aglomerante a superficie das particulas, garantindo que as colisoes particula-particula

sejam elasticas, evitando a aglomeracao e, consequentemente, sedimentacdo das mesmas.

A estabilidade de uma suspensao coloidal de subdominios magnéticos deve ser
garantida a fim de proporcionar ao material propriedades bem definidas, conferindo apli-
cabilidade e confiabilidade em ambito industrial e em estudos cientificos. Um fluido mag-
nético é estavel se tanto suas interacoes entre particulas, tais quais a magnética e as forcas
atrativas de van de Waals, quanto as influéncias externas, como campo magnético e gra-
vitacional, forem consideradas na sele¢do de parametros da solu¢ao, como concentragao
e dimensao das particulas magnéticas, atendendo as condigoes de estabilidade e balango

energético da solucao.

G

Figura 1.1 — Esquema representativo da colisao elastica entre duas particulas revestidas
com uma camada molecular de um dispersante

A ferrohidrodindmica ¢é a area do estudo de fluidos nao Newtonianos que tem como



base o estudo de escoamentos de fluidos magnéticos na presenca de um campo magné-
tico. Dessa forma, as equagoes fundamentais que governam a hidrodinamica de fluidos
magnéticos provém da combinacao entre as equacoes de Maxwell do eletromagnetismo,
simplificadas na auséncia de cargas elétricas livres e conducao de corrente elétrica, e as
equacgoes da dinamica dos fluidos. Tal combinacao resulta no acoplamento entre o mo-
vimento do fluido e sua interagdo com o campo magnético aplicado e serd a base para

analise proposta neste trabalho.

Fluidos magnéticos, atualmente, sao amplamente utilizados em vedacoes de eixos
rotativos (Raj (1982)), sistemas de amortecimento inteligentes (Iglesias et al. (2014), Raj
e Moskowitz (1980)), em sistemas de resfriamento de usinas nucleares (Rosensweig et al.
(1965)), entre outros. Sendo um material inteligente, com propriedades controldveis, ha
uma variedade de aplicacoes em desenvolvimento, incluindo aplicagoes médicas como a
concepcao de uma valvula implantavel para o alivio de glaucomas baseada em nanoparti-
culas ferromagnéticas (Paschalis et al. (2013)) e a simulagao do direcionamento magnético

de medicamentos por via sanguinea (Gitter e Odenbach (2013)).

1.2 Escoamento laminar sujeito a uma expansao abrupta

Escoamentos sujeitos a expansoes abruptas e outras mudangas repentinas de ge-
ometria descrevem muitos problemas em aplicagdes industriais (e.g. trocadores de calor,
resfriadores de dispositivos eletronicos e reatores nucleares) e tem sido objetivo de estudo
para o desenvolvimento de técnicas de solugao versateis e determinagao das relagoes entre
os varios parametros que caracterizam a formagao de areas de recirculagdo para diferentes

taxas de escoamento e coeficientes de expansao do canal.

Como uma alternativa a abordagem de soluc¢ao do problema pelo método do aco-
plamento entre o campo de pressao e o campo de velocidade, sera adotada a formulagao
vorticidade-funcao de corrente, implementada na simulagdo do escoamento de um fluido
Newtoniano sujeito a uma expansao abrupta por Fletcher et al. (1985), Dagtekin e Unsal
(2011), utilizando o método das diferengas finitas para a solugdo das equacoes diferenciais

parciais que governam o problema.

O escoamento laminar de fluidos Newtonianos sujeitos a mudancgas abruptas de
geometria sao estudados de forma abrangente ha decadas, tanto numéricamente (Macagno
e Hung (1967), Habib e Whitelaw (1982)), quanto experimentalmente (Khezzar et al.
(1985), Back e Roschke (1972)), na determinagao da perda de carga em tais escoamentos,

e metodologias para minimizar perdas energéticas.

Simulag¢oes numéricas de controle da instabilidade, provocada por mudancas abrup-
tas na geometria de um escoamento, foram realizadas por meio da injecao e sucgao de
fluido apés a expansao Kaiktsis e Monkewitz (2003), e pela aplicagdo de campos magné-

ticos em escoamentos de fluidos magnéticos sujeitos a forcas de Lorentz Mramor et al.



Figura 1.2 — Ilustragdo do descolamento de camada limite provocado pela geometria, e
neste caso pelo alto niimero de Reynolds (Rey =~ 10000), em um escoamento
axisimétrico (Dyke (1982))
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Figura 1.3 — Descricao do problema - Controle de intensidade das zonas de recirculagao
apos a expansao do canal por meio da aplicacao de campos magnéticos Hy

Entrada ——

(2014). Analogamente, a proposta deste trabalho é a simulagdo numérica do controle de
intensidade das zonas de recirculagao, geradas pela expansao abrupta no escoamento de
um fluido magnético nao condutor de corrente elétrica, por meio da aplicacao de campos

magnéticos apds a expansao como exemplificado na figura 1.3.

O cédigo a ser desenvolvido em Python serd implementado no dominio continuo,
mostrado na figura 1.3, com discretizacao e condigdes de contorno que serao desenvolvidas

no capitulo 4.



2 OBJETIVOS

Os objetivos deste trabalho serdao descritos inicialmente de forma sucinta na pri-
meira secao deste capitulo, citando o ordenamento de andlises e discussoes necessarias a
serem desenvolvidas, e na se¢ao seguinte serao comentadas suas restrigoes e peculiarida-
des, para que seja obtida uma formulacoes bem posta e consiste do estudo numérico a ser

conduzido na segunda etapa deste trabalho.

2.1 Objetivos Gerais

O presente trabalho tem como objetivo principal a investigacao numérica do esco-
amento bidimensional de um fluido magnético sujeito a uma expansao abrupta unidire-
cional. Uma investigacao tedrica serda conduzida visando a formulagao de um escoamento
de um fluido magnético sujeito a uma expansao abrupa, submetido a um campo mag-
nético aplicado, e do consequente potencial tedrico de controle da intensidade das zonas
de recirculagao provocadas pela geometria do escoamento. Para conduzir esta andlise,
serao discutidas, comparadas e interpretadas as diferentes formulagoes das condigoes de
contorno dos campos escalares e vetoriais a serem determinados, os modelos de equa-
¢Oes constitutivas existentes para um fluido magnético a partir das equagoes de Maxwell
no limite magnetostatico e as equagoes evolutivas de movimento e vorticidade resultan-
tes. Serao estabelecidas também andlises tedricas acerca dos modelos de magnetizacao
de equilibrio de uma suspensao coloidal de particulas magnéticas e das formulagoes para
a equacao evolutiva fenomenolégica do campo de magnetizacao existentes. A formulacao
vorticidade-funcao corrente serd desenvolvida e ir4 compor o sistema de equagoes a ser so-
lucionado numericamente como alternativa ao método do acoplamento pressao-velocidade
das equagoes governantes. Ao fim da discussao e determinagao do conjunto de formulacoes
a ser utilizado, um algoritmo sequencial serd proposto para implementacao e solugao das
equacoes governantes de uma analise Ferrohidrodinamica, juntamente com as equagoes

obtidas a partir da formulagao vorticidade-funcao corrente de um meio magnetizavel.



2.2 Objetivos Especificos

e Definicao das condigoes de contorno: Escolha apropriada da formulacao das
condi¢oes de contorno para o campo induc¢ao magnética B e campo aplicado H a
partir da solenoidade e irrotacionalidade dos campos, respectivamente, nas interfaces
entre os meio que compoem o sistema fisico em estudo e aplicacdo da solucao do
campo magnético gerado por um ima permanente retangular obtida por MacCaig
(1987);

e Determinacao do modelo de magnetizacao de equilibrio que sera adotado:
Estabelecer uma analise acerca da relevancia da utilizacao neste estudo de corregoes
de O(¢?) e O(¢?) propostas por Ivanov e Kuznetsova (2001) para modelo de Lange-
vin, que negligencia interagoes magnéticas e hidrodinamicas entre particulas, para
a concentracao ¢ da solugdo magnética e razao de forcas magnéticas e Brownianas

« caracteristicas neste problema;

e Escolha da formulacao da equacao evolutiva fenomenolégica da magneti-
zacao do meio a ser utilizada: Visando a concepcao de uma investigagdo numé-
rica consistente, serdo comparadas as formulacoes propostas por Felderhof e Kroh
(1999), Shliomis (2001) e Miiller e Liu (2001), e determinada a proposigao de equagao
fenomenoldgica que contabilize de forma mais completa os fendmenos investigados

na escala de tempo de relaxagdo magnética caracteristica do problema;

e Desenvolvimento da formulagdo vorticidade-funcao corrente: Visando a
simplificacao da solugao numérica a ser desenvolvida neste trabalho, sera desen-
volvida e utilizada a formulagdo vorticidade-funcao corrente para o escoamento de
um fluido magnético, e descritas as vantagens na sua utilizacdo em comparacao ao

método do acoplamento de campo de pressao e velocidade (acoplamento P — v);

e Proposicao de um algoritmo sequencial de solugao: Determinada a formula-
¢ao a ser utilizada na solucao e obtido o sistema de equagoes adimensionais gover-
nantes do problema em estudo, serd proposto um algoritmo que sera implementado
em Python, apés a discretizagdo do meio continuo pelo Método das Diferencas Fini-
tas, para a solugao iterativa do problema a partir das condig¢oes de contorno e inicial

pré-determinadas.



3 FUNDAMENTACAO TEORICA

3.1 Equacoes de Maxwell e limite magnetostatico

As equacoes de Maxwell sdo um conjunto de quatro equagoes que descrevem com-
pletamente os fendmenos eletromagnéticos. Por meio de um rigoroso formalismo mate-
matico, Maxwell foi capaz de unificar leis experimentais do eletromagnetismo, resultando

nas seguintes equacgoes apresentadas em formulacao diferencial:

B
VXE=-— %t Lei de Faraday
oD . .
VxH=J+ o Lei de Ampeéere-Maxwell
V-D = ps 1? Lei de Gauss
V-B=0 2% Lei de Gauss

sendo E o campo elétrico, H o campo magnético aplicado, J a densidade de corrente
elétrica e py a densidade de cargas elétricas livres, B campo indugao magnética ou campo

induzido, e a densidade de fluxo elétrico D.

A Eletrohidrodidamica e a Magnetohidrodindmica sao as areas do estudo de flui-
dos nao-Newtonianos que analisam os efeitos gerados pela existéncia de cargas elétricas
livres e a interacoes entre campos magnéticos e fluidos condutores de corrente, respecti-
vamente. Em uma anélise Ferrohidrodindmica (FHD), descarta-se a existéncia de cargas
elétricas livres e a presenca de forcas de Lorentz, geradas pela conducao de corrente elé-
trica através de um fluido submetido a um campo magnético externo. Dessa forma, em
nossa analise serao descartadas a densidade de carga livre py, a densidade de corrente
livre J, o deslocamento elétrico D e o campo elétrico aplicado E, inexistente no problema

proposto.

Sabendo que qualquer campo magnético deve satisfazer as Equacgoes de Maxwell,
como mostrado por Grant e Phillips (2013), Landau et al. (1984), aplicando o limite
magnetostatico as Equagoes de Maxwell obtemos as equagdes de campo empregadas em

uma andlise Ferrohidrodindmica livre de interagoes eletrostaticas, como mostrado por



Cunha e Couto (2008):

V-B=0 (3.1)
VxH=0 (3.2)

3.2 Estudo do sistema de equacoes da FHD

3.2.1 Conceitos Ferromagnéticos

Charles Coulomb determinou em 1785, com base em observacoes experimentais,
que polos de mesma polaridade se repelem, e polos de polaridades diferentes se atraem
como uma forga proporcional ao produto de suas intensidades de polo, e inversamente pro-
porcional ao quadrado da distancia entre eles. Segundo o desenvolvimento de Rosensweig
(2013), dados dois polos pontuais de intensidades p e p’ imersos em vacuo e separados
por uma distancia r, a magnitude da for¢a atuante sobre eles é dada por

/

pp

F—
AT pugr?

(3.3)

direcionada ao longo das linhas de campo ligadas aos pélos. Seja uma particula de prova
esférica, p’ negativa, o campo magnético H na vizinhanca de um polo pontual p de area
dada por a = 4mr? é R

PP Py Py (3.4)
Amper?  poa Ho

sendo r o vetor posicao orientado de p a p’, T o vetor unitario de r e p; a densidade

H=

superficial de pélos magnéticos.

O campo magnético H tem a unidade de Ampere por metro [A/m], o pardmetro

Lo é a permeabilidade magnética no vacuo e tem o valor de pg = 47 x 1077H x m~1.

No SI, um campo induzido é definido da forma que, no vacuo, B = puoH, e da

equagao (3.4) pode ser escrito na forma

p A A
B = Topat = pst (3.5)

O campo B pode ser interpretado como linhas de indugao ao redor de um poélo de

intensidade p e tem unidade de Weber por metro quadrado, ou Tesla [T].

A magnetizacdo do meio M, ou intensidade de magnetizacao, denota o estado
de polarizacao da matéria magnetizada e tem unidade de Amperes por metro [A/m].
Considerando um pélo de intensidade uniforme p com uma area a, sua magnetizacao ¢é
dada por
r=—r (3.6)

sendo p, a densidade superficial de polos magnéticos.



Considerando que uma esfera uniformemente magnetizada produz um campo ex-
terno equivalente ao campo gerado por um dipolo, posicionado no centro da esfera, com
o mesmo momento magnético total, serao analisadas agora as contribui¢oes dos campos
H e M na composi¢ao do campo indu¢ao magnética B. Comparando as equagoes (3.4)
e (3.6), podemos inferir que o campo externo aplicado H contribui com pugH linhas de
indugdo, enquanto a magnetizacdo do meio M fornece uma contribuicao de pgM linhas
no campo induzido total B. Consequentemente, a partir da densidade superficial podemos

concluir que o campo indugao magnética é dado por

B = ;io[H + M] (3.7)

Dessa forma, esta estabelecida a relacao entre o campo indug¢ao magnético B e os

campos magnético aplicado H e magnetizacao do meio M.

3.2.2 Superparamagnetismo

Considerando uma suspensao sem magnetizacao liquida, com particulas magné-
ticas orientadas randomicamente, observa-se que a aplicagdo de um campo magnético
resulta gradualmente na orientagao das particulas subdominio suspensas em dire¢ao ao
campo aplicado. Para campos magnéticos de baixa intensidade aplicados, o surgimento
de torques magnéticos causado pelo desalinhamento dos campos H e M provoca o alinha-
mento parcial das particulas, superando parcialmente a agitacao térmica da suspensao.
O aumento da intensidade do campo magnético aplicado resulta no aumento do estado
de magnetizacao da suspensao, e para campos intensos as particulas podem se orientar
completamente e a magnetizacao da suspensao atinge seu valor maximo, denominado

magnetizacao de saturacao. Tal fendmeno esta representado pela figura 3.1.

Superparamagnetismo ¢é o estado fisico de um material onde o campo de magneti-
zacao global da suspensao e o campo magnético aplicado sao colineares, e sua magnitude
corresponde a soma dos momentos magnéticos das particulas suspensas. De forma geral,

para um material continuo e anisotrépico, tem-se:
M=S ‘H (3.8)
=m

em que S € um tensor de segunda ordem denominado sucetibilidade magnética e repre-

senta a tendéncia de um meio continuo a se magnetizar, dado um campo aplicado.
Dessa forma, substituindo (3.8) em (3.7):

B = (S, +1) H (3.9)

Define-se entao po(S, + I) como o tensor permeabilidade magnética P no caso

mais geral de um meio continuo anisotrépico. Para meios continuos e isotropicos, tem-se:
§m =Xml (3.10)

— M =x,,H (3.11)
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Figura 3.1 — A magnetizacao gradual de uma suspensao magnética - A figura 3.1a repre-
senta a auséncia de campo magnético aplicado e de magnetizacao liquida
da suspensao. A figura 3.1b representa um campo magnético aplicado de
baixa intensidade e magnetizagao parcial da suspensao. A figura 3.1c denota
o alinhamento total dos momentos magnéticos das particulas e a suspensao
atinge sua magnetizacdo de saturagao

em que X,, € a propriedade escalar denominada sucetibilidade magnética do meio, fun-
¢ao da intensidade do campo aplicado H e da temperatura T do meio. Dessa forma,
substituindo (3.10) em (3.9):

B = po(xm(H,T)I
B = uo(xm(H,T)

+
||t

)-H (3.12)
(3.13)

+
T

sendo pu(H,T) = xm(H,T)+1 a funcdo permeabilidade magnética do meio. Observe que,
como fig ¢ uma constante, o produto pop(H,T) = p(H,T). Dessa forma:

B = u(H,T)H (3.14)

3.2.3 Potencial Magnético

Matematicamente, qualquer campo vetorial irrotacional pode ser escrito em fungao
do gradiente de uma fungao escalar Aris (2012). Dessa forma, sendo o campo aplicado
H irrotacional no limite magnetostatico, é possivel definir H em func¢ao de uma funcao

escalar na forma:

H=V¢, (3.15)
em que ¢, corresponde ao campo escalar potencial magnético. Inserindo o campo mag-
nético induzido, definido na equacao (3.7) na equacao (3.1):

VM +H) =0 (3.16)
— V-M=-V-H (3.17)



e substituindo (3.15) em (3.17), tem-se uma equacao de Laplace para o potencial magné-
tico Vo,,:
Vipm = -V -M (3.18)

Conclui-se que, a partir da equagao (3.18), é possivel determinar o campo aplicado
através de um campo potencial magnético ¢,,, porém a determinacao de condicoes de
contorno em termos de ¢,, que resultem em um campo H fisicamente consistente é uma
tarefa numérica complicada. Estas condigoes sdo frequentemente expressas por meio de
condi¢oes de contorno de Neumann e devem resultar em um campo magnético aplicado
irrotacional, para que a Lei de Ampére em regime magnetostatico seja satisfeita. Uma
alternativa na determinacao destas condi¢oes de contorno sera descrita futuramente na

secao Condigoes de contorno magnéticas.

Sabendo que no vicuo a magnetizacdo do meio é nula, a partir da equagao (3.7),
tem-se:
B = uoH (3.19)

e substituindo as equagoes (3.19) e (3.15) em (3.1):

V- (10Vm) =0 (3.20)
1o(V2h) =0 (3.21)
= V?¢,, =0 (3.22)

e portando, no limite superparamagnético o potencial magnético ¢,, ¢ uma solucao da

Equacao de Laplace.

3.2.4 Relaxacao Magnética

A relaxacao magnética é o fendmeno de resposta, associado a direcdo de mag-
netizagao das particulas M, ap6és uma mudanca na direcao do campo aplicado H. Tal
fendmeno é regido por dois mecanismos: a rotagao das particulas magnéticas da suspen-
sao e pela rotacao do vetor magnetizagdo interno a particula. O mecanismo de rotagao
das particulas, ausente em meios solidos, é associado a um tempo de difusao rotacional
Browniano 75, de origem hidrodindmica, dado por

3V1o
T g
BT kT

(3.23)

em que V é o volume da particula e 7y € a viscosidade do fluido base. Em contrapartida, o
mecanismo de rotacao do vetor magnetizacao interno a particula esta associado a flutua-
¢oes da magnetizagao interna da mesma. Tais flutuagoes sao induzidas em situagoes onde
a energia térmica kT, em que k é a Constante do Boltzmann e T a temperatura absoluta
do fluido associada a particula, supera um limite energético dado por KV, em que K é
a constante de anisotropia do material e V' é o volume da particula. Considerando uma

particula subdominio uniaxial ferromagnética e livre de um campo magnético aplicado,
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sua magnetizacao se dara em uma das diregoes opostas entre si, sobre o eixo preferencial
de magnetizacao, que consiste em uma direcao energeticamente favoravel de magnetizacao
interna a particula. Neste caso, em que KV < kT, o tempo caracteristico 7 referente as

flutuagoes da direcao de magnetizagao interna a particula é, como mostrado por Leliaert

et al. (2014), dado por:

™ = ;Oexp (I]:;/) (3.24)
em que fy ¢ uma frequéncia caracteristica do material magnético de aproximadamente
10° Hz. Dessa forma, o tempo equivalente de relaxacao magnética, frequentemente usado
devido a ocorrencia simultdnea dos mecanismos Brownianos e de Néel e adotado por
Rinaldi e Zahn (2002), Rosensweig et al. (1965), é dado por:

1 1 1
=4 = (3.25)
Teq TB TN
TNTB
= Ty = ——— 3.26
‘N + TR ( )

A partir da equagao (3.26), pode-se inferir que se 7x < 75, entdo 7., — Ty € a
relaxacao magnética ¢ dominada pelo mecanismo de Néel, enquanto se 73 < 7y temos
que 7., — Tp € 0 mecanismo Browniano rege a relaxacdo magnética. A partir de uma
andlise de escala das equagbes (3.23) e (3.24) é possivel estabelecer uma rela¢ao entre
escalas de tempo de relaxacao e o volume de uma particula suspensa. Considerando uma
particula esférica, pode ser inferido que 7y ~ exp(d®) e 75 ~ d3. Observe que, devido a
exponencial do cubo do didmetro da particula, o tempo caracteristico de Néel 7y exibe
uma forte dependéncia ao volume da particula, quando comparado ao tempo caracteris-
tico Browniano 7g. Dessa forma, pode-se verificar o mecanismo de relaxacao magnética
dominante, e seu respectivo tempo caracteristico equivalente, a partir do didmetro das

particulas ferromagnéticas suspensas no liquido base.

E possivel estabelecer uma comparacao entre os tempos caracteristicos de relaxa-
¢ao magnética, e suas ordens de grandeza, e uma relacao entre suas escalas e perturbagoes
provenientes do escoamento, a partir da representacao do comportamento de uma parti-
cula méagnética e do seu momento de dipolo em um escoamento, como mostrado na figura
3.2.

No caso em que o tempo de relaxacdo magnética equivalente ¢ o tempo de rela-
xacao Browniano, descrito na figura 3.2a, perturbacgoes sobre a orientagao do momento
de dipolo magnético ocorrem unicamente por mecanismos Brownianos, e tal orientacao
esta acoplada a orientacao da propria particula. Na situacdo em que a barreira energé-
tica, associada a particula, dada por KV seja superada pela energia térmica k7', o tempo
de relaxacao de Néel adquire relevancia na relaxagao magnética do meio e sao induzidas
flutuacoes internas na orientagdo do momento de dipolo da particula, como mostrado
por Fannin e Charles (1994). Sendo o tempo de Néel 7y muito menor que o tempo de
relaxagao Browniano 7z, o tempo de relaxacao equivalente 7., serd dominado por 7y de

forma que 7., = 7n. Neste limite, o tempo de resposta do meio a perturbacoes induzidas

11
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Figura 3.2 — Esquema representativo da relacao entre o tempo de relaxacdo magnética
caracteristico e a rotagao do momento de dipolo magnético de uma particula

pelo escoamento serao infinitesimais e a magnetizacao global serd dada pela magnetiza-
¢ao de equilibrio My, e portanto o escoamento, com nimero de Reynolds associado de
ordem moderada, ndao é capaz de perturbar a orientacao do dipolo magnético e indu-
zir o surgimento de torques internos aos meio, como mostrado na figura 3.2b. Caso os
tempos de relaxagdo de Néel e Browniano sejam de mesma ordem de magnitude e dado
pela equacao (3.26), o momento de dipolo magnético adquire uma velocidade angular w;,
independente da rotacao da particula, que devera ser contabilizada na determinacao do

campo de magnetizagao do meio, como representado na figura 3.2c.

3.2.5 CondicGes de contorno magnéticas

Nesta secao serao definidas as condigoes restritivas dos vetores B e H nos contor-
nos entre meios continuos distintos, que serao utilizadas futuramente na solu¢ao numérica
do problema abordado neste trabalho. As condi¢oes de contorno magnéticas serdo espe-

cificadas para as interfaces descritas pela figura 3.3.

O objetivo desta secao é a definicao das condigoes de contorno magnéticas, deter-

minando a contribuicao da magnetizagao do material que constitui o canal de escoamento
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Figura 3.3 — Esquema representativo das interfaces entre os meios, em que puo é a per-
meabilidade magnética do ar (i.e. aproximadamente igual a permeabilidade
magnética do vacuo), presente entre o ima e o duto, ji1 e uo a permeabilidade
magnética do canal e do fluido magnético, respectivamente.

sobre o campo indugao magnética total no dominio do escoamento. Tal determinacao sera
feita a seguir para os campos magnético aplicado H e inducao magnética B a partir de

uma analise do fluxo de tais campos nos dominios na interface mostrados nas figuras 3.4a
e 3.4b.

Hy,
59 By, By " Hy
_ Do — < l o
€ Meio 2 € v —Meio 2
Meio 1 Meio 1
> '\
L
Hl H in
Hy,
I D | 5

Figura 3.4 — Analise da continuidade das condi¢oes de contorno em um volume infinite-
simal 0V e uma curva fechada L, ambos sobre a interface entre os meios em
analise.

3.25.1 Condicdo de contorno para B

Considere a superficie fechada 6.S mostrada na figura 3.4a, representando um disco
de volume 0V, diametro D e altura ¢, e situado entre dois meios continuos 1 e 2. A condic¢ao
de contorno para o campo indu¢ao magnética B a ser determinada é consequéncia direta

da equacdo de Gauss para o magnetismo (3.1) no limite magnetostatico, em formulagao
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integral dada por:

///WV-BdV:ﬁéSB-ﬁdS:O (3.27)

No limite em que a altura € tende a zero (i.e. ¢ < D), o fluxo total de linhas de
inducao sobre a superficie 4S do disco tem contribui¢oes somente nas dreas superior A,
e inferior A;, contidas nos meios 2 e 1, respectivamente. Como € < a, sendo a = D/2 o
raio do disco, |B|ra® > |B|27ae, e portanto a contribuigao do fluxo de indugao magnética

na superficie lateral do disco pode ser desprezada. Neste caso a integral de superficie na

/ BindS = / Bs,dS, (3.28)
A1 AQ

independente do tamanho das dreas A; e A;. Como A; = A a equagdo (3.28) s6 é

equagao (3.27) se reduz a:

satisfeita se a componente normal de B for continua através da interface entre os meios 1

e 2. Neste caso, tem-se:

ou

(Bi—By)-h =0 (3.30)

Tal condigao deve ser valida em ambas interfaces mostradas na figura 3.3.

3.2.5.2 Condicdo de contorno para H

As condigoes de contorno para o campo magnético H podem ser determinadas a
partir da condicao magnetostatica V x H = 0 seguindo o esquema mostrado na figura
3.4be partindo da integragao da condicao de irrotacionalidade de H na superficie limitada

pelo contorno L, como conduzido por Cunha (2012):

/(VxH)-fldS:yéH-f:dL:O, (3.31)
S L

em que t é o vetor tangente unitario ao caminho L. No caminho descrito na figura 3.4b,
tem-se que D > ¢, e portanto as integrais de linha de primeira espécie em D do caminho
L sao muito maiores que as integrais de linha em D. Desta forma, a integral ao longo do

caminho fechado L da equagao (4.81), reduz-se a:

H-tdL=@Q H-tdL, (3.32)

D1 D2

que resulta em:
Hy : E - Hx : E =0 ou Hlt = H2t> (333)

ou ainda a partir do Teorema de Stokes:

V x (Hy — Hy) =0, (3.34)
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e portanto é possivel concluir que a componente tangencial do vetor H é continua entre os
meios analisados. Note que é possivel reescrever a equagao (3.33) em termos do potencial

magnético, sendo H = —V¢,,, tem-se:
Vol -t =Ve? -t (3.35)

0¢,, _ 06n,
ot ot

(3.36)

em que t, neste caso, representa a direcao tangencial ao caminho L, e nao um parametro

de tempo.

Como argumentado por Campos et al. (2015), a imposigao de condigoes de con-
torno em termos do potencial magnético ¢,, nao é uma tarefa trivial, por serem expressas
em termos de condi¢oes de contorno de Neumann e a condigao restrita de que o campo
H calculado deva ser irrotacional. Desta forma, a imposicao das condi¢oes de contorno
de Neumann sera utilizada na transicao entre as interfaces mostradas na figura 3.3, en-
quanto uma formulagdo alternativa para determinacao das condi¢des de contorno para
a solucao do campo magnético H sera utilizada para solucionar tal campo gerado por
um ima retangular de polaridade uniforme, representado na figura 3.5, e determinar suas

componentes na interface com o duto de escoamento.

Figura 3.5 — Coordenadas referentes a solu¢do do campo magnético gerado por um ima
retangular permanente de polaridade uniforme

A investigacao da influéncia da intensidade do campo magnético aplicado H sobre
o campo de vorticidade é o foco deste trabalho, e portanto o campo aplicado considerado
nas futuras simulagoes sera dado por um ima permanente retangular situado sob o dominio
de escoamento, como mostrado na figura 1.3 e cuja solugao foi determinada por MacCaig

(1987), dada em forma adimensional por:

J . y+b+{(y+b)2<g;-_a)2}1/2 y—b—l—{(y—b)Q(x—i—a)Q}l/Q]
H, = 4¢,U01 ly_b+{<y_b)2(x_a)2}1/2 X y—l—b+{(y—|—b)2($+a)2}1/2 (337)
_ J n y+a+ {(y - 6)2(x + a)2}1/2 y—a+ {(y + 5)2@ _ 6L)2}1/21
RS [y ot {02 PR yrat (ol ey 55
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em que H, e H, sao as componentes do campo H nas direcoes tangenciais x e y na
superficie do ima e = e y representam a coordenada de um ponto arbitrario no dominio
de célculo onde se deseja avaliar tais componentes, como usado por Campos et al. (2015)

no estudo numeérico do escoamento de um fluido magnético sobre uma placa plana.

Por meio das equagoes (3.37) e (3.38) serd possivel estabelecer condigoes de con-
torno consistentes para a O estudo consiste na investigacdo da influéncia de um campo
magnético aplicado, ja determinado, sobre o campo de vorticidade do escoamento de um
fluido magnético sujeito & uma expansao abrupta. Por meio das equagoes, (3.37) e (3.38),

serd possivel estabelecer condi¢des de contorno consistentes para a solugao do problema.

3.3 Tensor de tensoes de Maxwell

O Tensor de Maxwell - tensor de tensdes magnético - fornece uma 1til ferramenta
na descri¢do quantitativa de forgas e suas distribui¢oes. Além disso, o Tensor de Maxwell
incorpora nao somente as forcas de campo, mas também a densidade de forcas de super-
ficie presentes em fluidos magnéticos. Um fluido magnético consiste em uma suspensao
coloidal de nanoparticulas magnéticas (dominios magnéticos) em um fluido base. O com-
portamento resultante da suspensao pode ser quantificado em uma combinagao entre o
regime Newtoniano e o regime Magnético de tal suspensao da seguinte forma:

Nt (3.39)

g:

[S]

em que g’ é o tensor que incorpora o comportamento Newtoniano do fluido base e g
é o tensor de Maxwell, que incorpora o comportamento magnético das nanoparticulas

presentes em tal suspensao coloidal.

Desenvolvimento de uma expressao matematica para o Tensor de Maxwell

Partindo de uma nuvem teste de dipolos magnéticos ao redor de um ponto no
espaco, pelo Teorema de Brown, a nuvem de dipolos é equivalente a uma distribuicao de
densidade de pélos py. Sabendo que H é a forca por unidade de pdlo, a densidade local
de forca aparente F é:

F=pyH (3.40)

pv = —poV-M Teorema de Brown

Agora, é necessario manipular o lado direito da equagao (3.40) para que ele possa
ser escrito como o divergente de um tensor, mantendo assim a homogeneidade de ordem

tensorial da equacao.
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retomando e substituindo (3.17) no Teorema de Brown, é obtida uma nova expres-

sao para a densidade de podlos:

pv = — po(—V - H) (3.41)
pv = poV - H (3.42)

Assim, substituindo (3.41) em (3.40) podemos escrever uma expressao para a den-

sidade de forca local aparente em termos do campo magnetizante H:

F = 1oH(V - H) (3.43)

Dada a identidade (A.17) em apéndice:

V.(HH)=H VH+H(V-H) (3.44)
— H(V-H)=V.(HH)-H VH (3.45)

podemos reescrever (3.43) na forma:
F = 1y[V - (HH) — H - VH] (3.46)

e utilizando a identidade (A.13) em apéndice:

H-VH = ;vm —H x (V x H) (3.47)

inserindo a equagao (3.2) na equagao (3.47):
H-VH = ;vm (3.48)
— F=V-(0HH) -V (;uOHQ) (3.49)

Dada a identidade (A.20) em apéndice, reescrevemos a equacao (3.49):

1
F=V-(uHH) -V (2u0H2I) (3.50)
1
— F=V. (MOHH - 2u0H21> (3.51)
Portanto temos que
M 1 2
o = pHH — §,u0H 1 Tensor de Maxwell
p

e incorporando os efeitos magnéticos, obtemos o tensor de tensoes do fluido magnético

em estudo :

oV +a (3.52)
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em que p,, denota uma pressao magnética e D é o Tensor Taxa de Deformacao definido
por:

_ Vu+Vu’
=

D (3.54)

Observe que o termo poH na equagio (3.53) corresponde ao campo indugdo mag-
nética B em um meio nao polarizdvel. A fim de generalizar a equacao (3.53), tem-se

que

B =uoH (Meio nao polarizéavel)
o =—p.l+BH (3.55)

Observe que como iy é um escalar, o seguinte termo na equagao (3.53) pode ser

manipulado, de forma que:

poHH = HyoH (3.56)
— ;HH = HB, (3.57)

como descrito por Campos et al. (2015) na analise numérica do comportamento da camada
limite no escoamento de um fluido magnético, submetido & um campo magnético aplicado,

sobre uma placa plana.

Na proxima secao sera demonstrada a objetividade das equagoes constitutivas pro-
postas e, em seguida, serao analisadas as implicagoes resultantes da escolha de formulacao,
entre BH e HB, do termo nao isotréopico do tensor de tensoes magnético na obtencao de

uma equacao do movimento para um fluido magnético.

3.3.1 Objetividade das Equacées Constitutivas

O objetivo desta secao é demonstrar, analiticamente, a objetividade do termo néao
isotrépico do tensor de tensoes das equagoes constitutivas propostas na secao anterior
para as formulacoes BH e HB, garantindo posteriormente uma simulagao numérica teo-

ricamente bem fundamentada e devidamente demonstrada.

Na proposicao de uma equacao constitutiva, além de buscar uma completa descri-
¢ao das propriedades fisicas e termodinamicas de um material, e suas respectivas relagoes,
é necessario que a descricdo proposta seja absoluta e invariante. Dessa forma a resposta
do material é observada da mesma forma para qualquer observador, e portanto obedece
o Principio da indiferen¢a material (Material Frame Indiference - MFI) postulado por
Truesdell e Toupin (1960). As propriedades descritas por uma equagao constitutiva sao
assumidamente intrisecas ao material e, portanto, devem ser invariantes a diferentes ob-

servadores em diferentes sistemas de referéncia.

Aris (2012) define um tensor cartesiano de segunda ordem como uma entidade

com nove componentes no sistema de coordenadas cartesiano 0123 (A4;;,4,5 = 1,2, 3) que,

18



com a rotacao do sistema de coordenadas para 0123 se torna:
Apy = QipQjqAij, (3.58)

em que as componentes do tensor ortogonal );;€;€; sao dadas por ();; = &, - €;, sendo &
e &; os vetores unitarios que compoem as bases candnicas dos sistemas ortogonais 0123
e 0123, respectivamente. Desta forma, as componentes @);; sao dadas por cossenos de
angulos relativos a uma transformagcao de rotacao de um observador do sistema 0123 para

o sistema 0123 arbitrario.

Pela relacao de ortogonalidade dada por Q - QT = I, tem-se que
Ai; = QipQigApq (3.59)

Dessa forma, sendo H e B dois vetores, o conjunto de nove produtos dados por H;B; ¢é
um tensor de segunda ordem e obedece a transformagao dada pela equagao (3.58). Sendo

Aij = HiBjI

A,, = H,B, (3.60)

= QipH;Q ;¢ B; (3.61)

= QipQjq(HiB;) (3.62)

= Ay = QipQjgAij (3.63)

Pode-se observar que a demonstracao da objetividade do tensor BH ¢é andloga a

demonstracao feita para o tensor HB.

3.4 Equacao do Movimento para um Fluido Magnético

Nesta secao, serda deduzida uma Equacao do Movimento para o fluido em estudo

(incompressivel, barotrépico e magnético) a partir da Equagao de Cauchy:

Du
— =V- 3.64
P =V atrg (3.64)
substituindo (3.39) em (3.64), tem-se:
Du
p—- =V-(a" +a") +pg (3.65)
Dt = =
D
pﬁ? =V -V +V.-a" +pg (3.66)

19



Desenvolvendo o termo V - g™:

=—V-(pI)+2uV-D (3.68)
o . o o, (o0 .. 0
=— a—xiei - (pdjré;ér) + Naixiei : <anUk€jek + axjukekej> (3.69)
0 R 0 8uk R 8“1 N
= — 87;[2-2961 + Mal‘i (81‘1 e+ aneJ> (370)
__ 9 5 i BN I 71
&Eipez +p 8:1712 er + 8:1:]- (3:171) €; (3 7 )
——
V-u=0

3.4.1 Formulacao BH

V-g" =V (-pnl+BH) (3.73)
=V - <_“°f21+ [110(M + H)H]) (3.74)
=110 l—v : (P;I> +V-(MH)+V- (HH)] (3.75)

2

— V.M =y [—v (g) +M-VH+H(V-M)+H-VH+H(V-H)] (3.76)

Inserindo (3.17) e utilizando a equagao (3.48) em (3.76):

V- aM =ug [—v (?) +M-VH+H(V-M) + vP; —H(V- M)] (3.77)

Assim, simplificando os termos temos:

V-a¥ = M- VH] (3.78)

Substituindo (3.72) e (3.78) em (3.66), tem-se a equagdo do movimento de um
fluido magnético utilizando a formulagao BH do termo nao isotrépico do tensor de tensoes
magnético:

Du

1
L _SVp+uVPut g+ M. VH (3.79)
Dt P p
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3.4.2 Formulaciao HB

Desenvolvendo o termo V - g™:

V.-a" =V (-p.l+HB) (3.80)
_v. (—“0521+H(M0(M+H))> (3.81)
—t0 [—v - (TI) LV (HM) 4+ V- (HH)] (3.82)
—0 [—V (f) LH-VM+M(V-H) +H-VH+HV-H)|  (383)

Substituindo (3.48) em (3.83) e simplificando os termos:

VoM =po[H- VM + M(V - H) + H(V - H)] (3.84)

Utilizando a identidade (A.11) em apéndice:

Vx(MxH)=M(V-H)—H(V-M)+H-VM-M-VH  (3.85)
— M(V-H)+H - VM=V x (M xH)+H(V-M)+ M- VH (3.86)

Substituindo (3.17) em (3.86), tem-se:

M(V-H)+H- VM=V x M xH)-H(V-H)+M-VH (3.87)
E inserindo (3.87) em (3.84) temos:

V-a" =[VxMxH)-H(V-H)+M-VH+H(V - H) (3.88)
= V.ol =1V x (M x H)+ M- VH] (3.89)

Substituindo (3.72) e (3.89) em (3.66), tem-se:
Du
P pr = —Vp + pV*u+ pg + 1V x (M x H) + oM - VH (3.90)
e dividindo a equagao (3.90) por p, é obtida a equagdo do movimento de um fluido mag-
nético, através da formulacao HB:
Du

|
S _SVp+VPutg+ U x M x H) + M VH (3.91)
Dt p p p

3.4.3 Comparacao entre formulacdes

Dadas as expressoes obtidas para a Equacao do Movimento de um fluido magné-

tico:
Du 1 2 Mo ~
T “Vp+vViu+g+=—M-VH (Formulacao BH)
p p
D 1
7Dltl =— -Vp+vViu+g+ Hog « (M x H) + Hone . vH (Formulacao HB)
p p p
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Pode-se inferir que em casos onde o campo aplicado H é constante (em pequenos
gaps de escoamento) e portanto VH é zero, a influéncia dos efeitos magnéticos observados
experimentalmente nao sao computados analiticamente na formulagdo BH. Sendo assim,
neste trabalho serd adotada a formulagao HB, por ser uma formulagao mais completa,

na tentativa de obter uma descricdo mais precisa dos fendomenos a serem estudados.

3.5 Estudo de efeitos de assimetria em Fluidos Polares

A colinearidade, entre os campos Magnetizagdo do meio M e Campo magnético
aplicado H, proporciona uma simplificagdo consideravel na analise de escoamentos de
fluidos magnéticos. Em suspensoes de particulas subdominio de tamanho suficientemente
reduzido, a direcao de M rotaciona livremente no interior da particula solida em suspen-
sao, seja qual for a orientacdo da particula, estabelecendo um caso de equilibrio estatico.
Entretanto, no caso de particulas de maior escala, o momento magnético m acoplado a

direcao da particula d é dado por

m = p,aqd = pgMayd, (3.92)

sendo p, a densidade superficial de pdlos, a4 a area superficial da particula e g a
permeabilidade magnética no vacuo. Nesse caso, uma variacao na direcao do campo apli-
cado H perturba a magnetizacdo M da particula que, devido a torques viscosos reativos,
rotaciona em uma escala de tempo caracteristico superior a de particulas subdominio.
Dessa forma, o desalinhamento entre os campos resulta em um torque magnético 1, por

unidade de volume de valor finito

Tm = PJOM x H (393)

De forma anéloga, o torque associado & cada particula magnética 7,,° submetida

a um campo aplicado, esquematizado na figura 3.6, é dado por:
T’ = pom x H, (3.94)
em que m é o momento magnético da particula e H o campo magnético aplicado.

Localmente, o desalinhamento entre os campos m e H é causado pela agao hi-
drodinamica do escoamento sobre as particulas magnéticas. Tanto a rotacionalidade do
escoamento, quanto a aplicagdo de um campo magnético em uma direcdo nao colinear
com a vorticidade (i.e. a velocidade angular da particula), provocam o desalinhamento
global entre os campos M e H. Tal fendmeno ocorre em escoamentos com um tempo
caracteristico de relaxacao magnética equivalente ao tempo de relagao Browniano 75 e,

portanto, o momento de dipolo magnético m de cada particula possui direcao fixa.

Escoamentos com tempo de relaxacdo magnética equivalente ao tempo caracteris-
tico de Néel, com momentos magnéticos de velocidade angular relativa a particula, serao

discutidos na secao 3.9.
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Figura 3.6 — Torque atuante em uma particula magnética de magnetizacdo m imersa em
um campo magnético aplicado H.

Observe a figura 3.7. E possivel observar na figura 3.7a o surgimento de um tor-
que magnético na particula, causado pelo desalinhamento dos vetores m e H devido a
vorticidade do escoamento. Entretanto, a aplicacdo do campo magnético na direcao do
campo de vorticidade do escoamento nao provoca perturbacao na orientagdo do momento
de dipolo m da particula pela acdo da vorticidade, como representado na figura 3.7b,
e a particula rotaciona livremente em torno do eixo z. Feita esta analise a respeito da
influéncia da direcao de aplicacado do campo magnético H, é possivel concluir que, com
o objetivo de se realizar um controle da vorticidade das particulas apés uma expansao
abrupta no escoamento de um fluido magnético, a dire¢ao de aplicacao do campo H devera
ser a representada na figura 3.7a, como havia sido representada inicialmente na figura 1.3.
Como mostrado por Rosensweig et al. (1969), a aplicagdo de um campo magnético externo
no escoamento uniforme viscométrico cisalhante de um fluido magnético resulta em um
aumento da viscosidade aparente de até quatro vezes, para campos de alta intensidade.

m T
TR
Twa~, >~ H

e

\\\\\
\‘\A\A\A\A\

T e e, wiz,9)
; L
., TTTT TTT T - "

Figura 3.7 — Comparativo entre possiveis dire¢oes para a aplicacdo do campo magnético
externo e suas implicagoes

Sera deduzida a influéncia de torques internos na quebra de simetria do tensor de
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tensoes, e as consequéncias de um estado de tensao assimétrico do material.
Analisando o balango de momento angular L de uma particula:

DL
=37 3.95
D (3.95)

sendo XT os torques atuantes em um volume infinitesimal fluido, tem-se:

dL = (x x pu)dV (3.96)

— L _/(x « pu)dV (3.97)

e substituindo (3.97) em (3.95) tem-se:

D
Di V(X x pu)dV = XT (3.98)

Observe que, como consequéncia do Teorema Transporte de Reynolds e da Equacao

da Continuidade, sendo G = (x x u) é possivel manipular o termo a esquerda de (3.98):

D DG
= | »Gav = v 3.99
Dt/Vp /vat (3.99)

D
— / p—(x x u)dV = XT. (3.100)
Dt

Considerando que o torque T tem componentes associadas as forcas de campo e de
superficie, ¢ possivel explicitar tais componentes para desenvolver uma andlise profunda

sobre a origem de tais torques:

YT= YT, + XT, (3.101)
—~— ——
super ficie  volume
D
= [ p—(xxu)dV = ¥XT,+XT, (3.102)
Dt

desenvolvemos os termos, tem-se:

YT, :/(x Xt)ds ; t=n- (3.103)
S

[S]

YT, = / (X X pg + pTm)dV (3.104)
v

Observe que em (3.104) o termo x X pg é o torque associado a forga gravitacio-
nal, e o termo pT,, corresponde aos torques internos presentes em um fluido magnético
submetido a um campo magnético externo, ambos por unidade de volume. Dessa forma,
substituindo (3.103) e (3.104) em (3.102) tem-se:

D
/ p—(x xu)dV = /x X tds—i—/(x X pg + pTm)dV (3.105)
v Dt s v

1 2 3
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Desenvolvendo a integral 2 em notagao indicial:

/x X (h-og)ds = / z;€; X (njé; - Opplré,)ds (3.106)

S S
:/xlél X (njajpép)ds (3107)

S
:/eipmxmjajpémds (3.108)

S

Observe que €m0, = Apj, sendo A um tensor de segunda ordem. Dessa forma,

utilizando o Teorema da Divergéncia:
0
S v O
Inserindo A,,; e continuando com o desenvolvimento:

0
/ €ipmTi0jpTjds = / €ipm = (Ti0jp)dV (3.110)
S v ox

J
8@- Gajp
= [ Cipm |Cjpm s 22| AV
fm w252

ox; __ .
Lembrando que or = d;j, tem-se:

/Gipmxiajp”jds :/ [Eipmgip + Ez‘pmfiagjp} av (3.111)

s 1% 8xj

= [ xx (ﬁ-a)ds:/[e:0'+x>< (V-a)ldV (3.112)
s =

A equacao (3.112) é uma variagdo do Teorema da Divergéncia, inicialmente pro-
posto por Aris (2012). Substituindo (3.112) em (3.105) tem-se:

D
/Vth(X xu)dV = /V[e co+xx(V-a)ldV + /V(x X pg + pTm)dV (3.113)

=,

Pelo Teorema da Localizacao e expandindo o termo p%(x X u):

D
th(xxu)—e:a—xx(V~U)—xxpg—me]dV:O (3.114)

D D
pxx Sl 4 pux oo —eig—xx (V@) =X X pg = pTim =0 (3.115)
uxu=0

PTm (3.116)

D
X X pﬁltl—V~g—pg —€:0

Observe que manipulando a Equagao de Cauchy (3.64), tem-se:

pﬁ—v-g—pgzo, (3.117)
que corresponde ao termo entre colchetes em (3.116), que portanto é igual a zero. Dessa
forma:

—€:0 = pTy (3.118)
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Expandindo o termo € : g:

E . g = eijko_jkéi (3119)
= €12302361 + €312012€3 + €231031E2 + €321021€3 + €213013E2 + €13203261 (3.120)
= (023 — Ugg)él + (0’31 - 0'13)@2 + (012 - 021)é3 (3121)

Se T, = 0 entao a partir de (3.118), tem-se:
023 = 032 (3.122)
012 = 0921 (3123)
013 = 031 (3.124)
= 045 = 0jj (3125)

e assim:

g=0g" (3.126)

Se Tm # 0 entdo a partir de (3.118), tem-se:
ag#a’ (3.127)

Provamos assim como a existéncia de torques internos magnéticos, gerados pela
aplicagdo de um campo magnético externo, provoca a quebra de simetria do tensor de

tensoes de um fluido magnético.

3.6 Equacao da Vorticidade para um Fluido Magnético

Nesta etapa sera deduzida uma equagao para a vorticidade do escoamento de um

fluido magnético. Primeiramente sera aplicado o rotacional na equagao (3.91):
Du 1 2 Mo
V x (Dt>:V>< )V (V) £ g OV (Vo (M H)
+ 10y x (M- VH) (3.128)
p

Considerando que o campo gravitacional é constante no problema, tem-se que
Vxg=0

D |
v x (Dltl>zv>< (—pvp>+va(v2u)+‘;°vX(vX(MxH))+’fo(M-VH)

(3.129)

Sendo o fluido barotrépico, situagao na qual nao ha estratificacao de massa especi-

fica devido a gradientes de temperatura e o campo de massa especifica é fun¢ao unicamente
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do campo de pressao (p = p(p)). Além do mais, é comum considerar que tal fluido magné-
tico seja incompressivel e que o campo de massa especifica do meio permanece constante

e homogéneo (p constante). Desta forma, a partir da equagao da continuidade:

o=V (3.130)

tem-se que V - u = (0 para escoamentos incompressiveis e o campo de velocidades u é um

campo solenoidal. Desta forma a partir de (3.129) tem-se:

l;f:g-Vu+yv25+‘;°[vX(VX(MxH))JrvX(M-VH)} (3.131)

Dada a identidade vetorial:

Vx(MxH) =MV-H)-H(V-M)+H-VM - M- VH (3.132)

Inserindo (3.132) em (3.131), tem-se:

Z;f:£-Vu+uv2£+’upo[V><(M(V-H)—H(V-M)+
+H VM- M- VH)+Vx (M-VH)] (3.133)

=& Vu+ vV + ‘;‘)[v x (M(V - H) — H(V - M) + H - VM)] (3.134)

inserindo (3.17) e (3.45) em (3.134):

gf = g-vu+yv2§+“p°[v x (V- (HM) + H(V - H))] (3.135)

— ¢ Vu+ vV + “po[v x (V- (HM) + V - (HH) — H - VH)] (3.136)

e substituindo (3.47) em (3.136) tem-se:

gf_g Vu + V2 + p[ (V-(HM)+V-(HH)—;VH2+H><(V><H))]

(3.137)

Sabendo que V x H = 0 e que V x VH? = 0, sendo H o médulo de H, tem-se
uma expressao para a vorticidade do escoamento de um fluido magnético, barotrépico no

caso tridimensional:

gf = ¢ Vu+vVi + “p“ [V x (V- (HM) + V- (HH))] (3.138)
— 2 e vur vy Y1V (V- (HM + HE)) (3.139)

A equagao (3.139) representa a forma mais compacta da equagdo da vorticidade
obtida para o escoamento de um fluido magnético. No caso de um escoamento bidimen-
sional, o termo & - Vu é zero:

Dg

5 = vV + R ; IV x (V- (HM + HH))| (3.140)
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Apesar de expressar a forma mais compacta da equacao da vorticidade associada
ao escoamento de um fluido magnético barotropico no caso bidimensional, a equacao
(3.140) nao é a forma mais simplificada a ser discretizada, e portanto serd manipulada. A
partir da identidade vetorial (A.12), serd feita outra manipulagdo dos termos magnéticos

da equagao da vorticidade (3.131). Dada a equagao (3.131)

gf:yV2§+AjOO[V>< (Vx(MxH))+V x(M-VH)] (3.141)

e a identidade vetorial (A.12), tem-se:
Vx[Vx(MxH)=V[V:-(MxH)| - V*(M x H). (3.142)

Desenvolvendo o termo entre colchetes do primeiro termo a direita da equagao

(3.149) em notagao indicial:

0 . R 0
AV (M X H) = aei . (Mij)ejkpep = 87(]\/[][‘[]6)674]6 (3143)
0H, OM;
= Mjﬁixi + Hkiax: €ijk (3.144)
=—M-(VxH)+H- (Vx M) (3.145)

Como V x H = 0, consequéncia da Lei de Ampere-Maxwell no limite magne-

tostatico, o primeiro termo se anula. Expandindo o segundo termo em notacao indicial,

tem-se:
M.
. aM3 aMl aMQ aMz aMg 0M1
= H, O + Hs D2 + Hj B, H, D25 H, 9, + Hj 05 (3.147)
VD =0 (3.148)

pois H=H; + Hy e M = M; + M5 no caso bidimensional. Dessa forma tem-se que

V x [V x (M x H)] =-V*M x H) (3.149)
e a equacao da vorticidade do escoamento de um fluido magnético no caso bidimensional
¢é dada por
23 _ 2 Ho 2
E—i—u-Vé-qu%—?[Vx(M-VH)—V(MXH)] (3.150)

Posteriormente, a equagao (3.150) serd adimensionalizada e discretizada para que

possa ser resolvida numericamente.

3.7 Limite superparamagnético

Na condicao de superparamagnetismo, como representado na figura 3.1c, a mag-

netizagao do meio se orienta completamente na direcao do campo aplicado e que, como
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citado na equagao (3.8), tal grau de magnetizagao estd associada a sucetibilidade magné-

tica do meio x,,, de forma que:

M = M, = y,,H (3.151)

Sera deduzida a Equacao da vorticidade de um fluido superparamagnético, no
caso mais geral de um meio com sucetibilidade magnética variavel. Neste caso, inserindo
(3.151) em (3.131), tem-se:

D¢

o =€ Vu vV + "po{v % [V X (xmH x H)| + V x [ynH-VH]}  (3.152)

Como H x H = 0, substituindo a equagao (3.48) em (3.152) tem-se:

Dg

o 2 Ho 2
oy = & Vut Vgt 2—pv X [xmVH] (3.153)

Desenvolvendo o ltimo termo a direita da equagao (3.153) em notagao indicial,

tem-se:
0 OH?
2| 5. J 5
V x [XmVH } = 8%6, X (Xmﬁmk ek> (3.154)
o [ OHZ\
= (Xmamk> €ikpCp (3.155)
OH? 0y O0*H?
_ J m J -
- (amk o, + Xm@xﬁm) €ikpCp (3.156)
=VXm X VH? + x,, V x VH? (3.157)
= V x [xmVH?| =V x VH?, (3.158)

pois o rotacional do gradiente do escalar H? é igual a zero. Substituindo (3.158) em (3.153),
tem-se a equacao da vorticidade de um meio magnético com sucetibilidade magnética
variavel:

D¢

o= £ Vu+ Vi ;L;me X VH? (3.159)

Assim, pode-se concluir que até mesmo no limite superparamagnético (i.e. mag-
netizagdo do meio M tem a mesma diregdo do campo magnético aplicado H), gradientes
de suscetibilidade magnética (e.g. devido a gradientes de temperatura) sdo mecanismos
geradores de vorticidade. Tal fenomeno foi estudado por Gontijo e Cunha (2012), que con-
duziram experimentalmente estudos sobre convecgao termo-magnética em cavidades, com
medicao dos campos de temperatura e das taxas de transferéncia de calor, e com deter-
minagao de padroes de escoamento e de instabilidades por meio da visualizagao direta do
escoamento. Observou-se a formacgao de correntes convectivas secundarias, provenientes
da estratificacdo do campo suscetibilidade magnética induzido, tanto pelos gradientes de
temperatura na cavidade, quanto pela aplicagdo de um campo magnético externo. Siqueira

et al. (2013) também conduziu estudos tedricos acerca a influéncia de campos magnéticos
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rotativos sobre fluidos magnéticos e observou taxas de aquecimento e resfriamento com
perfis simétricos e sua correlacdo com o campo de vorticidade associada ao escoamento

induzido do fluido.
Em meios com suscetibilidade magnética constante (Vx,, = 0), tem-se que

D¢
Dt = ¢ -Vu+ V3¢ (3.160)

e, consequentemente, nao ha nenhuma contribuicao de fatores magnéticos como mecanis-
mos geradores de vorticidade. De fato o limite superparamagnético com suscetibilidade
constante resulta em uma expressiva simplificacdo matematica da equagao da vorticidade
para um fluido magnético, diminuindo significativamente o custo computacional de simu-
lacoes e facilitando o desenvolvimento analitico do problema, porém tal proposicao pode
resultar em uma descri¢ao falha devido aos mecanismos negligenciados na formulagao da
equagao (3.160). Serao abordados os casos do escoamento de um fluido magnético, tanto
no limite superparamagnético com gradientes de suscetibilidade magnética, quanto o caso
mais geral de um fluido barotrépico. Para isso sera desenvolvida uma equacao evolutiva da
magnetizacdo do meio, a fim de analisar profundamente a relagdo entre o campo de vor-
ticidade &€ e a magnetizacao do fluido M, com o intuito de obter uma simulagao numérica
que compute todos os mecanismos incorporados a equagao evolutiva para a magnetizacao

que sera proposta posteriormente.

Considere a equagao de Laplace para o potencial magnético (3.18):
V¢, = -V -M (3.161)
no limite superparamagnético, a magnetizagdo do meio é dada pela equacao (3.151):
M = x,,H (3.162)
e com suscetibilidade variavel de acordo com o campo aplicado H:
Xm = Xm(H). (3.163)
Inserindo (3.15) em (3.162), tem-se:
M = xnVon (3.164)

e inserindo (3.164) em (3.161), tem-se:

Vim ==V - (xmVém) (3.165)

V2hm == Vxm - Vom — X Vn (3.166)
2 = — .

Vi = (1 - xm> Vm - V. (3.168)
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A equagao (3.168) é a equagao de Laplace para o potencial magnético com susce-
tibilidade magnética variavel, e ird compor o sistema de equagdes governantes para este

Ccaso.

A seguir serd desenvolvida uma formulagao para a equagao evolutiva da magnetiza-
¢ao, que ird compor o sistema de equagoes governantes do caso mais geral do escoamento

de um fluido magnético barotropico.

3.8 Modelos de magnetizacao de equilibrio de suspensoes magné-

ticas

A magnetizacao é definida, macroscopicamente, como o estado de polarizagao de
um meio continuo magnetizado. Inicialmente sera definida nesta se¢do o conceito de mo-
mento magnético, como propriedade molecular ou nano, e sua direta relagdo com a mag-
netizacao do meio, como propriedade macroscopica, para que seja obtida posteriormente

uma descri¢ao para a quantidade de magnetizacao.

Seguindo o desenvolvimento de Cunha (2012), a defini¢do de momento de dipolo
magnético pode ser feita, de forma simples, considerando um circuito fechado de pequena
area AA conduzindo uma corrente elétrica I constante. O momento de dipolo magnético
associado a este circuito, medido em joules por tesla ou em ampere metro quadrado
(JT—1 = Am?) é, por definigao:

m = [AAn (3.169)

sendo n o vetor unitario normal & pequena area AA, definido pelo sentido da corrente
elétrica.

Seja um elemento continuo de volume §V formado por um ntimero suficientemente grande
de particulas magnéticas, ou momentos magnéticos, distribuidas de forma estatisticamente
homogénea e que sejam independentes no volume material 0V, pode-se calcular uma mé-
dia dos momentos de dipolo contidos neste volume continuo do meio §V de forma que o
resultado desta média tenha variagdes muito pequenas na escala local AV. Nestas condi-
¢oes, pela hipotese de ergodicidade, pode-se dizer que a média volumétrica dos momentos
de dipolo em um periodo de tempo e a média da distribuicao de probabilidade associ-
ada aos momentos de dipolo magnético das particulas contidas no volume material oV’
sao equivalentes. Dessa forma, define-se a média volumétrica dos momentos magnéticos
distribuidos em 0V como sendo

. 1
m)(x.0) = Jim i [ om0y, (3.170)

em que X ¢ uma posicao fixa no interior do volume material 6V, em torno da qual é
calculado o momento de dipolo médio local, e y percorre todo o volume 0V, podendo estar

no dominio das particulas magnéticas suspensas ou no dominio do fluido base continuo
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como mostrado na figura 3.8. Considerando que o sistema atingiu o estado de regime

permanente, a dependéncia do tempo serd desconsiderada nessa analise.

Fluido Base

Figura 3.8 — Esquema representativo do volume 0V da média volumétrica com posi¢ao x
fixa e uma coordenada de varredura interna y em um volume infinitesimal
0V de uma suspensao de particulas magnéticas com um momento magnético
m associado.

Para a suspensao em estudo, o volume total §V pode ser escrito em termos da

soma do volume do meio mais o volume total das particulas magnéticas suspensas:
N
5V =V + 3 vk, (3.171)
i

sendo 0V, o volume do meio, N o ntimero total de particulas suspensas e v, o volume de

uma particula. Dessa forma, pode-se escrever a equacao (3.170) na forma

/6 . m(y)dV + / m(y)dV

N . (3.172)
> vk

(m)(x) = i, 57

Sabendo que o fluido base da suspensao nao exibe comportamento magnético, a
contribuigdo da integral no volume do meio base continuo se anula, pois m(y) = 0 para
qualquer y que nao pertenca ao dominio das particulas magnéticas suspensas. Tem-se

entao que

1
00 = i sy [ v 17

Matematicamente, a equacao (3.173) representa uma média volumétrica de todos
os momentos de dipolo magnéticos orientados na direcao do campo magnético aplicado.
Na escala do continuo, a magnetizacao representa o efeito médio das componentes dos
momentos de dipolo magnéticos na direcao do campo magnético aplicado. Para o fluido
magnético em estudo, pode-se interpretar a magnetizacao M como uma medida global do
grau de alinhamento de momentos magnéticos com o campo magnético aplicado. Apro-
ximando a equagao (3.173) pela sua representagao discreta, considerando uma suspensao

com N particulas de mesmo volume v, e multiplicando e dividindo a somatéria por N,

(m) = (;/) kN1 m" v} = v, (g/) (i{ /i mk> (3.174)
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Definindo o niimero de densidade de particulas n e a média dos momentos de

dipolo magnético m:

(3.175)
1 N

m = szk, (3.176)

¢ obtida uma expressao equivalente para a média volumétrica dos momentos de dipolo
magnético:
(m) = v,nm = ¢m (3.177)

em que ¢ = nv, ¢ a fracdo volumétrica de particulas em 0V. Finalmente, a partir da
equagao (3.200) é possivel definir a quantidade vetorial local média em §V° denominada

magnetizagao M:
M = u = nm (3.178)

Up

Pode-se inferir da equagao (3.178) que no caso onde todos os momentos magné-
ticos em 0V estao alinhados com a direcdo do campo aplicado H a média volumétrica
corresponde ao valor maximo da magnetizacao, denominada magnetizacao de saturacao
do fluido My, e permanece constante para intensidades superiores do campo magnético
aplicado H. A magnetizacdo M é, portanto, uma média volumétrica de momentos mag-
néticos na direcao do campo aplicado H por unidade de volume da particula. Definida
a magnetizacao M como propriedade global da suspensao, é conveniente definir possi-
veis valores que tal propriedade assume como fungao da intensidade de campo magnético

aplicado e do escoamento ao qual o meio é submetido.

A magnetizagdo de equilibrio Mg descreve o estado do meio magnetizavel em re-
pouso, onde todos os momentos de dipolo magnético das particulas suspensas se orienta-
ram parcialmente na diregdo do campo aplicado e atingiram orientagdes estacionérias (i.e.
o sistema estd em regime permanente). No caso onde os momentos de dipolo magnético
da suspensao estao completamente orientados na dire¢do do campo magnético aplicado, a
magnetizacao do meio atinge seu valor maximo, denominado magnetizagao de saturagao
M. Dessa forma, a magnetizacao de equilibrio é limitada pela magnetizacao de saturagao,
ou seja:

0 <M, < M; (3.179)

Sendo um fluido magnético uma suspensao de particulas magnéticas, é conveniente
definir a magnetizacao de saturacao do meio como uma funcao, tanto da magnetizacao
do solido My, quanto da fracao volumétrica ¢ de particulas magnéticas suspensas. Dessa
forma:

M, = ¢M, (3.180)

e podemos inferir que a magnetizagao de saturagao do meio liquido continuo corresponde

a uma porcentagem da magnetizagao do sélido magnético em suspensao.
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A média dos momentos de dipolo magnético (m) pode ser calculada, teoricamente,
a partir da funcao densidade angular de probabilidade Py, tal que para uma colecao de N
particulas com momentos de dipolo magnético independentes, o nimero de particulas na
configuracao entre 0 e § + df é dado pela probabilidade Pydf, sendo 6 o angulo que um
determinado vetor momento magnético m de uma particula faz com o campo aplicado
H. Dessa forma, considerando que a média m satisfaz as condi¢des anteriores e a partir
da defini¢ao discreta de m expressa na equagao (3.176), a média de probabilidade padrao

na forma integral é dada por Rosensweig (2013):
0
m= éH/ (mcos0)Py(0)do (3.181)
0

sendo éy = H/|H|. Para momentos magnéticos com orientacoes independentes, uma
funcéo de densidade de probabilidade P(6) normalizada, com [ P(#)df = 1 em todo o
intervalo 6, é tipicamente uma distribuigdo dada por McQuarrie (1976) com fator expo-
nencial de Boltzmann:

1
P(0) = isinﬁexp(—%). (3.182)

Neste contexto, € corresponde a energia necessaria para desalinhar o momento de
dipolo magnético m de seu alinhamento paralelo, ou preferencial, com o campo magnético

aplicado H.

Sendo de = T,,df e T,, = mH sin § a intensidade do torque magnético por unidade
de volume de particula. Considera-se a intensidade dos momentos de dipolo magnético
m igual para todas as particulas suspensas, porém, devido as variagoes de orientagao de
m de cada particula, é necessario que o célculo da média de probabilidade dado pela
equagao (3.181) seja realizado para orientagoes 6 arbitrarias. A solugdo da integral dada
em (3.181), para a densidade de probabilidade P(#) de momentos de dipolo magnéticos
de orientagoes independentes, resulta em

m=m (cotha - 1) =m/L(x) (3.183)

«

sendo a funcdo Langevin L(a) o resultado médio, proveniente da condi¢do de que os
momentos magnéticos das particulas suspensas nao estavam necessariamente orientados
na dire¢do do campo aplicado.

O parametro adimensional
~ mH
kT
representa a razao entre as forgas magnéticas F,,, ~ mH /I e forgas brownianas Fg ~ kT/l,

(0%

(3.184)

sendo [ uma escala caracteristica de comprimento da suspensao como, por exemplo, o
diametro das particulas suspensas. De forma global, a magnetizacao de equilibrio de um
fluido magnético é bem descrito pela equacao de Langevin, como mostrado por Odenbach

e Thurm (2002), Blums et al. (1997):

%0 = [coth(oz) - 1} =L(«a) (3.185)



substituindo a equacao (3.180) em (3.185), tem-se:
My

A = OL(@) (3.186)

A partir de uma anélise da equagao (3.184) é possivel inferir que o > 1 descreve
0 caso em que o campo externo domina o movimento das particulas, que nao apresentam
resposta relevante as flutuagoes térmicas do movimento Browniano e permanecem alinha-
das na direcao do campo aplicado. Caso o < 1, a suspensao apresenta uma magnetizacao
muito pequena devido ao dominio das forgas brownianas e os momentos magnéticos pos-
suem uma distribuicao de orientacoes aleatorias. Em tais casos, é possivel representar a

funcao Langevin por uma série de Taylor em torno de o na forma

a o 2a°

~N == —4 — +... 1
Lla)~ 5=+ gt (3.187)

com o limite £(a) = /3 representando a condigao de paramagnetismo do fluido.

Pode-se observar que a magnetizacao de equilibrio, descrita pela equagao (3.186),
¢ funcao da fragdo volumétrica de particulas magnéticas ¢ e que o modelo de Langevin
consiste um modelo de ordem ¢, desprezando interagoes magnéticas entre particulas.
Segundo Gontijo (2014), o modelo de Langevin descreve muito bem o comportamento de

suspensoes magnéticas diluidas e, consequentemente, o problema estudado neste trabalho.

Corregoes de ordem superiores O(¢?) e O(¢?) foram propostas por Ivanov e Kuz-
netsova (2001), com corregoes do calculo da magnetizagao de equilibrio para interagoes
magnéticas de, pelo menos, trés particulas proximas na suspensao. Neste caso, a funcao
Langevin corrigida pode ser estendida para suspensoes magnéticas com fragoes volumé-
tricas de aproximadamente 20%. No caso em que « > 1, quando as forcas magnéticas sao
muito superiores as for¢as Brownianas na suspensdo (i.e. as interagdoes campo-particula
dominam as interagoes particula-particula), todos os modelos de magnetizacao entram
em colapso e convergem para o mesmo valor de magnetizacao de saturacao M, como

mostrado por Gontijo e Cunha (2015), independente do valor da fragdo volumétrica.

Em regioes onde v ~ 1, a descricdo do comportamento de suspensdes magnéticas
nao diluidas demanda corre¢oes de ordem superiores a fim de contabilizar os efeitos de
interagao entre pares de particulas sobre a magnetizacao de equilibrio da suspensao devido
a discrepancia obtida pela analise comparativa entre os modelos feita por Gontijo e Cunha
(2015). O modelo proposto por Ivanov e Kuznetsova (2001) é expresso por:

drdMp(a) 1 <4W)QM (a)dQML(a) (47)? (dML(a)>2 |

3 da 2 da? 144 do

3

MO = ML(O{) []_ +

(3.188)
em que M/ («) representa o modelo de Langevin O(¢). A expressao (3.188) foi expandida
por Gontijo (2014), e pode ser expressa por:

Mo = M@)o+ [ Mag(e)] 0+ { |5 () bl +

513 (a)] Md}¢3, (3.189)
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Figura 3.9 — Gontijo e Cunha (2015): A magnetizacao de equilibrio em fun¢ao de « para
¢ = 0.05 e A = 1.0. A linha continua representa o modelo de Langevin
O(¢), a linha pontilhada e os quadrados representam os modelo O(¢?) e
O(¢?) de Ivanov e Kuznetsova (2002), respectivamente. Por tltimo, os pontos
pretos representam os resultados numéricos, desconsiderando a periodicidade
para interagoes magnéticas, de Gontijo e Cunha (2015). Em detalhe estao
plotados os valores de magnetizacao de equilibrio para pequenos valores de
a, com a solugao assintética para o < 1 : My/pMy = «/3 em um regime
paramagnético

em que as fungoes L(a), g(a),h(a) e z(a) sao dadas por:

L(a) = coth(a) - =; (3.190)
g(a) =L(a) {—acosechz(a) + (ﬂ : (3.191)
(@) =L*(a) [20% coth(e) cosech?(a) — (ﬂ ; (3.192)
() _g@) (3.193)

Observe que, apesar da a magnetizacao de equilibrio M ser definida para um fluido
magnético em repouso, devido ao movimento Browniano tal suspensao sempre possuira
agitacao a nivel molecular e interagoes magnéticas de particulas suspensas. Tal fendmeno
de interacao de longo alcance microestrutural, negligenciado na determinacao da magne-
tizacao de equilibrio pelo modelo de Langevin, é o fator que demanda corre¢ées no célculo

da magnetizacao de ordem O(¢), em especial para suspensoes nao diluidas.
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3.9 Desenvolvimento de uma equacao evolutiva para a magnetiza-

cao do meio

Estabelecida uma formulagao para a magnetizacao de equilibrio My, uma das pro-
priedades mais determinantes da caracterizacao de um fluido magnético, deve-se obter
uma equacao evolutiva para que seja determinada a influéncia hidrodindmica na determi-

nacao da magnetizacao de um fluido magnético em um escoamento.

Como discutido anteriormente, e mostrado na figura 3.7a, a vorticidade do es-
coamento de um fluido magnético submetido a um campo magnético provoca o desa-
linhamento dos momentos de dipolo magnéticos das particulas e, consequentemente, o
surgimento de torques internos. Sem uma formulacao absoluta, equagoes evolutivas feno-
menolégicas para a magnétizacao de um fluido magnético tem sido propostas nas tultimas

décadas, e sua formulagao sera descrita a seguir.

Para baixas magnetizagoes ou para campos aplicados de baixa intensidade, a evolu-
cao da magnetizacao M de um meio incompressivel com vorticidade €, dada por Felderhof
e Kroh (1999), é dada por:

DM 1 1
— = M| + —(My, — M). 3.194
B = 56X M+ = (Mo - M) (3194)
A equagao (3.194) corresponde a um modelo de Debye com um tempo de relaxagao

magnética isotropico 7z com interagoes hidrodindmicas e magnéticas entre particulas

negligenciadas.

O sistema convencional de equagdes referentes a uma andlise ferrohidrodinamica é
composto pela equagao do movimento de um fluido magnético dada pela equagao (3.91),
pela equagao da continuidade (3.130), pelas equagoes de Maxwell no limite magnetostatico

(3.1) e (3.2) e pela equagdo de magnetizagio, deduzida por Shliomis (2001), dada por:

%\f:;(gxMHi(MO—MH&(MxH)xM, (3.195)
em que o tltimo termo a direita da equagao (3.195) incorpora torques magnéticos visco-
sos & proposi¢do de uma equagao fenomenoldgica evolutiva descrita em (3.194) proposta
por Felderhof e Kroh (1999). Considerando a dependéncia da magnetizagdo de um fluido
magnético em relacdo a parte simétrica D do tensor gradiente de velocidade Vu, foi
demonstrada experimentalmente tal dependéncia Odenbach e Thurm (2002), cuja formu-

lagao foi proposta por Miiller e Liu (2001):

DM

1 1
5 =3 &* M)+ (Mo —M)+D M (3.196)

em que o ultimo termo a direita da equagao (3.196) reflete o acoplamento da magnetizagao

do meio com alongamento do escoamento. A equagao (3.196) foi proposta considerando

37



que o campo magnético aplicado H é de baixa intensidade e pode ser omitido. Incorpo-

rando os efeitos provenientes do campo aplicado, tem-se

— == — (MxH)| xM+—(Myg—M)+D-M 3.197
que possui termos capazes de contabilizar a influéncia do campo aplicado no escoamento

de um fluido magnético a ser investigado numericamente neste trabalho.

As proposic¢oes de equagoes evolutivas fenomenologicas para a magnetizacao des-
critas pelas equagoes (3.194) a (3.197) foram elaboradas baseadas em um tempo equi-
valente de relaxagdo magnética Browniana 7p. Caso este escoamento possua um tempo
caracteristico de relaxagdo magnética de Néel 7y (i.e. particulas cujo momento de dipolo
magnético possui um grau de liberdade extra e rotaciona livremente dentro da particula),
a determinagdo de M s6 podera ser feita, de forma consistente, incorporando termos
relativos a velocidade de rotagdo do momento de dipolo interno a particula w. Gontijo
(2014) expressa a variacdo material da velocidade angular das particulas que compoem
um fluido magnético, a partir de uma andlise do balangco do momento angular de um
volume continuo, na forma:

Dw

J
PI Dy

= 1/'V?w + oM x H, (3.198)

em que p representa a massa especifica do volume infinitesimal continuo em anélise, J seu
momento de inércia polar, i’ a magnetoviscosidade do meio, M o campo de magnetizacao
e H o campo magnético aplicado. Note que a equagao (3.198) sé possui sentido fisico para
um fluido magnético com tensor de tensdes assimétricos (i.e. com torques internos), cujas
particulas magnéticas nao giram livremente no sentido da vorticidade, como mostrado na

figura 3.7b.

Ao fim desta andlise acerca da influéncia do tempo de relaxacdo magnética carac-
teristico sobre a formulacao de uma equagao evolutiva para a magnetizagdo do meio, é

possivel generalizar a equagao evolutiva de M na forma:

DM 1 1
=[£+A] « M+ 2(Mg— M)+ D-M, (3.199)
Dt 2 T
em que o parametro A pode representar torques magnéticos viscosos, dados por 6%(ﬁ(l\/l x H),
ou uma velocidade interna de spin w das particulas magnéticas suspensas na solugdo. Um
fluxograma de tomada de decisao sobre a formulacao a ser utilizada a partir da determi-

nacao do tempo de relaxacao magnética dominante esta presente na figura 3.10.

Um dos objetivos deste trabalho consiste na visualizacao de altera¢gdes macroscopi-
cas no escoamento de um fluido magnético, geradas pela presenca de torques magnéticos
internos a solucao. O acoplamento entre a velocidade angular de spin das particulas mag-
néticas e variagoes no campo global de magnetizacdo M nao perturba tal escoamento em

escalas de relaxacao magnéticas predominantemente Brownianas, e portanto a solugao de
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DM~ [3&+A| xM+LMy—M)+D-M

B L TN ™ < TR ™TB =~ TN

- — TNTB_
B = [+ v M Mo M) 4D [ = S

pJ 22 = V2w + iyM x H | . A=w
Determinar w

B =3¢ +w/ xM+ 1 (My-M)+D-M

Dt Te

Figura 3.10 — Determinacao de uma expressao para equagao evolutiva fenomenolédgica do
campo de magnetizacdo do escoamento de um fluido magnético, subme-
tido & um campo aplicado, em termos do tempo de relaxagdo magnética
equivalente
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tal equacao nao sera abordada neste trabalho. Desta forma, a equagao evolutiva para a

magnetizacdo do meio a ser utilizada na presente andlise é dada por:

DM

1 1
= §£+&(Mxﬂ) XM+ —(Mg—-M)+D-M (3.200)

6ug B

Posteriormente a formulacao vorticidade-funcao corrente sera desenvolvida, que
possibilitard a solucao para o problema evitando a necessidade de solucao de variaveis

primitivas.
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4 FORMULACAO NUMERICA

4.1 Método das diferencas finitas

Frequentemente a solugao de situagoes praticas de engenharia é conduzida por meio
da solugao de problemas fisicos relativamente complexos, com a finalidade de determinar
o comportamento de campos associados entre si (e.g. pressdo, velocidade, temperatura,
campo magnético induzido). Os campos destas varidveis, fun¢oes de coordenadas espaciais
e temporais, sao expressos na forma de equacgoes diferenciais deduzidas por meio da apli-
cagao de um principio fisico maior, como o principio da conservagdo da massa, segunda
lei de Newton, primeira lei da termodinamica, equacoes de Maxwell do eletromagnetismo,

a um volume infinitesimal do meio a ser estudado.

Com o intuito de exemplificar o Método das Diferencas Finitas, serd descrito a
seguir o método de solugdo do problema classico da equagao transiente da difusao de
calor, que na auséncia de geragao interna de energia pode ser expressa por:

orT
O =
p p at

em que p ¢ a massa especifica do meio continuo em estudo, C), é a propriedade material

= kV°T, (4.1)

calor especifico a pressao constante, k é a condutividade térmica do meio, T' o campo de

temperatura, t a varidavel tempo e V2 o operador escalar Laplaciano.

A solugao da equacao (4.1) resulta na determinagdo do campo de temperatura
T = T(x,y,2,t), em que z, y e z representam as coordenadas do espago cartesiano
tridimensional e t a variavel tempo. Por ser uma func¢ao de coordenadas espaciais, a
equagao (4.1) deve ser resolvida em um dominio de calculo a partir da aplica¢ao tanto das
condigoes de contorno, quanto das condigoes iniciais associadas ao campo T'. Entretanto,
tal equagdo nao possui solugao analitica e demanda técnicas computacionais e numéricas

de solucao.

A solugao por métodos numéricos e computacionais de equagoes sem solugao ana-
litica, em mecanica dos fluidos, é denominada Computational Fluid Dynamics - CFD e
consiste na proposicdo de técnicas eficientes de solucao das equacgoes diferenciais par-
ciais de forma aproximada atravéis de codigos computacionais de simulacdo numérica,
que ¢ a metodologia adotada para solucao do problema proposto neste trabalho. Outras

metodologias permitem a solucao de problemas similares, como o Método dos Volumes Fi-
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nitos (Finite Volume Method - FVM) e o Método dos Elementos Finitos (Finite Elements
Method - FEM), utilizadas por Ramos et al. (2005) e Lavrova et al. (2003) na na solugao
de escoamentos laminares de fluidos magnéticos em dutos e de problemas acoplados da

Ferrohidrodinamica, respectivamente.

Sera introduzida a metodologia de solucao de equagdes diferenciais parciais conhe-
cida como Método das Diferengas Finitas na solugao da equagao (4.1). Um ponto comum
entre os métodos citados anteriormente é a necessidade de discretizar o dominio de célculo
da solugao. Dessa forma, ao invés da obtengao da solucao de todo o dominio que seria
obtida por meio de uma solucao analitica, a solucao sera obtida para um nimero finito de
pontos, que sera entao extrapolado para todo o dominio com erros numéricos associados.
Um exemplo de discretizacao de um dominio de calculo retangular é mostrado na figura
4.1.

Dominio de calculo

(a) (b)

Figura 4.1 — A figura 4.1a representa o dominio de célculo neste exemplo da solucao da
equagao do calor sem geracao pelo método das diferencas finitas. A figura
4.1b mostra a discretizacao do dominio de calculo em uma malha de 4096
nos.

i+ 1

Z_]-v] Z7j Z+1>]

=

Az

Figura 4.2 — Ampliacdo de um né interno em uma malha bidimensional
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Considerando uma malha de calculo bidimensional, em que um né interno arbi-
trario possui a numeracao ilustrada na figura 4.2. Uma expansao em série de Taylor para
determinar as temperaturas nos nés [i + 1, j],[¢ — 1, 7], 1,7 + 1] e [i,7 — 1] em termos de

seu valor no né central [i, j] fornece:

or O*T Ax?

EJrl,j = E,j —+ %Aﬂf + w72' + O(Al’g) (42)
or 0*T Ax?
T, 1, =T, ;, — — - Az? 4.
g =Ty = g AT~y T OMAT) (43)
orT 0?T Ay?
T'i,jJrl = Tzi,j + aiyAy + aisz + O(Ayg) (44)
OT = T Ay
T;,j—l = Tzi,j - aiyA — ainT + O(Ay?)) (45)

Utilizando o argumento de que os termos ordem Az? e Ay? sdo muito pequenos,
dado que as dimensoes Az e Ay ja constituem grandezas de pequena ordem, é possivel
truncar a série finita expressa nas equagoes (4.2) a (4.5), considerando apenas termos
ordem Az e Ay. Note que este procedimento leva a uma soluc¢ao aproximada da equagao
governante do problema. De fato, a medida que mais nés sao adicionados a malha de
calculo, a tendéncia ¢é a obtencao de uma solugao aproximada mais proxima da realidade

fisica que se pretende simular. Procedendo desta forma, tem-se

<3T> ~ Ly = Tiy (4.6)

ox it1/2,5 Az

<8T> n Lig — i1y (4.7)
ox io1/2.4 Az

<8T> n Lot — iy (4.8)
Y )12 Ay

(m’) ~ Lig — i1 (4.9)
0 /) ij-1/o Ay

A obtencao de termos envolvendo derivadas de segunda ordem depende das deri-

vadas de primeira ordem expressas nas equagoes (4.6) a (4.9) e pode ser dada por:

oz ~ (4.10)

’PT\ (g%)iﬂ/z,j N (%)171/24 Tiv1;+Ti1; — 215
. - Az Ax?

e
& (57) 02— (50)
T ~ 9 )i j4+1/2 9y /ij—1/2 ~ Tijp1 + 1550 — 2155 (4.11)
). Ay Ay? ' '
A discretizacao de termos de derivada temporal segue o mesmo raciocinio, de modo
que
oT T TP
— ~ L ) (4.12)
ot i At
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Neste caso o indice superior p denota o instante de tempo anterior, enquanto o
indice p+ 1 denota o valor da temperatura no instante atual. Determinadas as expressoes
para os termos associados as derivadas espaciais e temporais que surgem na equagao da
difusdo de calor, é possivel escrever esta equagao diferencial parcial em sua forma dis-
cretizada. Explicitando a equacao (4.1) em termos das suas componentes bidimensionais,
tem-se:

10T 0°T 0°T
=4 == (4.13)
adt  0x®  0y?

em que « é uma propriedade do meio, conhecida como difusividade térmica, dada por

k

= —. 4.14
o (4.14)

«

Utilizando as derivadas expressas nas equagoes (4.10), (4.11) e (4.12), a equagio
(4.15) ¢ descrita em sua forma discretizada como:
+1 T r r r r r
1 =T T+ T, 20 Tha + T — 2T

a At - Ax? * Ay? (4.15)

Note que o indice superior, referente ao instante de tempo em que os termos do
lado direito da equagao sao considerados, foi definido de forma arbitraria na equacao
(4.15) como r. Na verdade existem trés opgoes para o instante de tempo em que se deseja
avaliar estes termos. Na formulacao a ser utilizada no presente contexto, o indice r sera
feito igual a p, isto implica que a solugdao do valor da temperatura em cada né evoluira
no tempo de acordo com os valores das temperaturas dos nés vizinhos em um instante
de tempo anterior. Desta forma, para simplificar a equacao (4.15) antes de prosseguir,
considera-se neste momento uma malha de calculo na qual Az = Ay e isolar o termo
17 ]+ ' Procedendo desta maneira, ontém-se:

TP = Fo(TPy ;+ TPy + TP + TP 1) + (1 — 4Fp)T? (4.16)

7 7 7',.7”

em que Fp é definido como niimero de Fourier, um parametro adimensional expresso
por Fp = alAt/Az* O valor do ntimero de Fourier ¢ conhecido a partir do momento
em que a malha de calculo é construida e o passo de tempo é imposto pelo usuario.
A equagao (4.16) traz a seguinte informagao: o valor da temperatura de um né interno
arbitrario no instante de tempo atual em uma malha de célculo, que possui como objetivo
representar um dominio fisico espacial onde se deseja conhecer informagoes sobre o campo
de temperatura de um problema fisico em que o meio encontra-se estacionario, pode ser
determinado através dos valores das temperaturas dos noés vizinhos avaliados em um
instante de tempo anterior e de seu proprio valor também avaliados em um instante de

tempo anterior.

Desta forma, pode-se propor um algoritmo geral para a determinagao dos campos
de temperatura (em problemas de condugao de calor, ou seja, meio estaciondrio) em

superficies de forma arbitraria da seguinte forma:
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1. Constroi-se uma malha de calculo que represente o dominio discretizado no qual
deseja-se conhecer o campo de temperatura e como o mesmo evolui no tempo a

partir de uma condicao inicial;

2. Impoe-se uma condicao de contorno para o problema, na qual as temperaturas dos

nos de fronteira sdo conhecidas;

3. Impoe-se também uma condicao inicial para o valor de todos os nés internos que

compoem a malha de calculo;

4. A partir da equagao (4.16) os valores das temperaturas em todos os nés internos da

malha de calculo no instante de tempo atual sao determinados;

5. O processo iterativo de evolucao temporal da solu¢ao continua até que a maior va-
riacao entre a temperatura de um né interno arbitrario avaliada entre dois instantes

consecutivos de tempo seja menor que uma tolerancia pré-estabelecida pelo usuario;

6. Apds a convergéncia da solugao o processo termina.

4.2 Comparacao entre formulacoes

A andlise numérica do desenvolvimento de escoamentos consiste em, dado um
campo de velocidade u(x,t) em um dado tempo ¢, obter a dependéncia do campo de

velocidade dada por %u(x,t) e entdao calcular u(x,t) em um passo seguinte de tempo

dado por t 4+ At. Considere a equacao do movimento, na sua forma adimensional, para

um fluido Newtoniano incompressivel:

ou 1
a——u-Vu—Vp%—E

VZu (4.17)
Neste caso, dado u(x,t) é possivel avaliar as contribuigoes dos termos u - Vu e

L V?u a variacdo temporal do campo de velocidade %‘t‘. No caso bidimensional, tem-se:

Re

Ou  Ou  Ou Jp 1 _,

ov ov ov  0Jp 1 _,

A A P R 41

ot " ox Uay oy T Rev ! (4.19)
ou Ov
i T 4.2
E + Dy 0 (4.20)

Dado o sistema de equagoes a ser solucionado numericamente, deve ser optada
inicialmente o tipo de solucao a ser obtida, acoplada ou segregada. A solucao acoplada,
ou direta, dos sistemas de equacoes algébricas gera uma matriz de coeficientes e soluci-
ona todas as incégnitas simultaneamente, porém a matriz de coeficientes gerada é muito
grande, esparsa e com poucos coeficientes nao-nulos mesmo para discretiza¢des moderada-

mente refinadas, como mostrado por Maliska (1994). Dessa forma, o custo computacional
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associado a inversao desta matriz de coeficientes inviabiliza a solugao direta do problema,

a menos que um robusto método de tratamento de matrizes esparsas seja usado.

A solucao segregada dos sistemas de equacgoes através de métodos iterativos, que
descartam as operagoes referentes aos elementos nulos na matriz de coeficientes, ¢é a al-
ternativa mais viavel. Neste caso, o acoplamento pressao-velocidade em escoamentos in-
compressiveis, ou em escoamentos onde o campo de massa especifica nao é fortemente
dependente do campo de pressao, se destaca e confere alta complexidade na solucao do

sistema de equagoes.

Entretanto, o método de solugdo segregada requer que todas variaveis tenham
uma equacao evolutiva para ser avangada no decorrer do calculo. No caso de escoamen-
tos incompressiveis isotérmicos, porém, nao ha uma equagao evolutiva para o campo de
pressao e sua influéncia é descrita somente em termos de seu gradiente nas equagoes do
movimento (4.18) e (4.19). Dessa forma, a dificuldade do problema esta associada esté na
determinacao do campo de pressao, expresso apenas em termos de seu gradiente nas equa-
¢oes do movimento para o caso bidimensional, de forma que as componentes do campo
de velocidades obtidas satisfacam a conservacao da massa explicitada na equagao (4.20),
como feito por Zogheib e Barron (2011) na solugao da equagao do movimento pelo método
das diferengas finitas em um dominio bidimensional. Caso o sistema de equacoes fosse re-
solvido de forma acoplada através da inversao da matriz dos coeficientes, o problema do

acoplamento pressao-velocidade nao existiria.

Outra alternativa é a formulacao Vorticidade-Funcgdao de corrente, utilizada por
Agouzal et al. (2014) na simula¢do numérica do escoamento de um fluido incompressivel
através de um meio poroso e por Tzirtzilakis (2015) na simulagdo do escoamento de
um fluido biomagnético submetido a um campo magnético externo a fim de reduzir a
friccao em aneurismas de diversas geometrias. Tal formulagao possui vantagem em relagao
ao custo de simulagao, quando comparado a metodologia do acoplamento do campo de
pressao e velocidades, pois dispensa procedimentos iterativos de solugao. Apesar de sua
formulacao ser restrita a problemas bidimensionais, essa formulacao é atrativa devido
a0 seu baixo custo computacional e serd a formulacao utilizada na solu¢ao do problema

proposto neste trabalho. Na secao seguinte sera deduzida sua formulacao.

4.3 Formulacao Vorticidade-Funcao de corrente

Dada a equagdo (3.150) da vorticidade deduzida para um fluido magnético no caso

bidimensional
0
£+U-V§:VV2£+MPO[V x (M- VH) — V(M x H)] (4.21)
e a equacao (3.200) evolutiva da magnetizacao
— VM = |= — (M x H M+ —(Mg—M)+D-M. 4.22
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Sabendo que a Vorticidade de um escoamento é definida como sendo o rotacional

do campo de velocidades:

£€=Vxu (4.23)

desenvolvendo (4.23) em notagao indicial:

R 0 . Ouy, .
fiei = 87:15]-% X UR€ = T%Ezjkei (424)
e no caso bidimensional:
— £ =863 (4.25)
8uz 0u1

=|— - — 4.26
53 <8x1 61‘2) ( )

Sabendo que admitir que tal fluido seja incompressivel é uma boa aproximacao,
pela Equacao da Continuidade:
V-u=0 (4.27)

e portanto, se u ¢ um campo solenoidal, ele pode ser escrito como:
u=Vxay (4.28)

expandindo a derivada material das equagoes (4.21) e (4.22), é conveniente desenvolver

os termos convectivos em termos da fun¢ao corrente @ de forma que:

u-VE = (Vxp) Ve (4.29)
u-VM = (V x 9) - VM (4.30)

substituindo (5.1) em (4.21), tem-se:

0
£+(VX¢)-V£=VV2E+/;O[VX (M- VH) — V(M x H)]. (4.31)
Analogamente, substituindo (5.2) em (4.22) e reescrevendo a equagao evolutiva da

magnetizacdo do meio em termos da fungao corrente, tem-se:

5 T (Vxe) VM= 5£+67¢(M><H) XM+ (Mo~ M) +D- M. (4.32)

Por fim, desenvolvendo (4.28) em notagao indicial:

w;ié; = aax]éj X 1€y, (4.33)
= ?;f:qjkéi (4.34)
para um escoamento bidimensional
U = gf; (4.35a)
Uy = — gﬁf (4.35b)
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e e substituindo (4.35a) e (4.35b) em (4.26), tem-se:

BN
53_ 3x1 _8x1 _81’2 81’2

_ Oips 0%
§3= — ( 017 + (%%> (4.36)
— &= — V% (4.37)

Dadas as expressoes obtidas na formulacao vorticidade-funcao corrente, em adi-
¢ao com condigcoes de contorno e iniciais consistentes, o problema a ser investigado esta

completamente formulado e bem posto.

4.4 Sumario do Sistema de equacGes

Os sistemas de equacgoes a serem adimensionalizado e solucionados numericamente,

obtidos a partir da formulacao vorticidade-funcao corrente, sao dados por:

Vip =— ¢ (4.38a)
T (U x)VE= V% PV % (M- VH) — V(M < H) (4.38D)
Vi =—V -M (4.38c¢)
H= Vo, (4.38d)
oM 1 o 1
S T (VX)) VM = §£+67¢(M><H> ><M+E(M0—M) +
+ D-M, (4.38¢)

no caso mais geral do escoamento de um fluido magnético barotropico com magnetizagao

regida por uma equagao evolutiva fenomenoldgica.

O caso do escoamento de um fluido magnético no limite superparamagnético com
suscetibilidade varidvel (x., = xm(H)) também serd objetivo de estudo deste trabalho,
afim de investigar a consisténcia da formulacao HB, e o sistema de equacoes governantes

que regem tal problema é dado por:

Vip=—¢ (4.39a)

0
af +(V x ) - V& = vVZ€ + ;‘vam x VH? (4.39b)
V¢, = — (1 - Xm) VX - Vo (4.39¢)
H= Vo, (4.39d)
M = M, = L(a)pMsepy (4.39¢)
X :]\f[o (4.39f)




4.5 Parametros fisicos da Ferrohidrodinamica

Dados os sistemas de equagoes governantes (4.38) e (4.39), os parametros adi-
mensionais associados podem ser obtidos diretamente a partir das equacoes diferenciais

parciais contidas na se¢ao anterior considerando as seguintes escalas tipicas:

1 M

lo
€= 6 ¥ = ¥ M= =
H Uo 2% 2v72 1
H=— t"=—t V"'=[V; =gV ¢y, = —bm 4.4
H()’ lo y V 0V7 V 0V ) ¢m H0l0¢ ( O)
desta forma, inserindo (4.40) em (4.38a):
Vi =—¢ (4.41)
1 * U

Ul V¥ = — 2¢ (4.42)
V¥t = — ¢, (4.43)

inserindo (4.40) em (4.38b):

U2og*  UZl,

UO * ILLDHQ *

2o I3 E pl2
(4.44)
85* * * ek v 2% ook MOHS * * * Tk 2% * *
o (VT x ) Vg = Ve piir {V'x (M"- V*H") - V*"(M" x H")}

(4.45)

nin e = =20 com rametr imension razao entr r
Definindo R U(;lo como o parametro adimensional da razdo entre forcas de

N . . U2
inércia e forgas viscosas no escoamento denominado Reynolds e Re,, = :0 2> COMO O
0

parametros adimensional Reynolds magnético, razao entre a pressao mecanica e a pressao
magnética do escoamento, tem-se:
0¢”
ot*

1 1 .
f= Ve VI x (M VTHY) - V(MY x HY) ), (4.46)

+(V*xp*)-V*E Toe Re.

inserindo (4.40) em (4.38c):

loHo o H,
LAV = - 20V M (4.47)
V¥er = — V' M, (4.48)
substituindo (4.40) em (4.38d):
H,
HoH* = lolov*gb,’; (4.49)
0
H* = V*¢7, (4.50)

49



e inserindo (4.40) em (4.38¢), tem-se:

H()Uo oM* 1H0U0 1 /,LOHS
’ at*Jr(wa)V ] [2 lo€+6¢ﬂ( x H*)| x M"+
H 1
oo [*(MS ~M") +D*- M*] (4.51)
1
+ —(Mj—-M") + D" - M~ (4.52)
B
oM* 1 1 Re
1
+ — (Mg — M) + D* - M*, (4.53)
B
observe que 75 = %TB. Definindo 75 = %, em que D é o coeficiente de difusividade
Browniano dado por:
T
p_Fv (4.54)
6mpa
tem-se:
U
T =273 (4.55)
lo
Uy 12
r=—— 4.56
B lO D ( )
75 =Pe, (4.57)

em que Pe é o parametro adimensional Ntimero de Péclet, razao das taxas de transporte

de massa advectivas e difusivas de um escoamento. Desta forma, reescrevendo a equacao

(4.53):

oM* 1 1 Re
* NVIMF = [ = * I
o TV XYV &t 6o Ren

1
(M}, — M*)+D* - M*

M* x H*)| x M*+ —
(M x HY) | x MY+
(4.58)

2

Assim, omitindo a notagao “*” de adimensionalidade, pode-se escrever o sistema

de equagoes governantes na forma adimensional:

Vip= — ¢ (4.59a)
0 1 1
8§+(V><1/))-V§: EVQ&JFRTTH{VX (M- VH) - V*(M xH)} (4.59b)
Vi =—V -M (4.59¢)
H= V¢, (4.59d)
oM 1 1 Re 1
m+<VX¢)'VM:[2£+&ﬁM(MXH>] ><1\/I—|—P—6(MO—M) +
+D-M (4.59e)
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Procedendo com a adimensionalizacao do sistema (4.39), substituindo (4.40) em

(4.39) e omitindo a notagao “*” de adimensionalidade, tem-se:

Vip= —¢ (4.60a)
Bl 1
o (VX ) VE= = VE+ e (Vtm x VH?) (4.60D)
2 _ .
Vipy = (1 +Xm> VXm - Vom (4.60c)
H =V, (4.60d)
X :]\20 (4.60f)

Adotando a notacao (x,y) para o sistema de coordenadas, indices numéricos para
determinacao de componentes vetoriais e de vetores unitarios e expandindo o sistema de

equagoes governantes na forma adimensional em termos de suas componentes:

s | s ) 4 A
( 92 + 37 &3 = — &383 (4.61a)
s oL 0Yogs |, _ ) 1 [0%: 0% 1 | Oxm OH®  Oxm OH | | 4
{ ot + Oy 0r Oz Oy }e3 N {Re < Ox? + 0y? + Rem | Oz Oy Oy Oz s (4.61b)
82¢m 82¢m 1 8Xm 6¢m 8Xm ¢m
_ Pm 4.61
( o2 + oy? 14+xm | Ox Ox + Oy Oy (4.61c)
8 m A
H.& = gx & (4.61d)
Odm ,
Hy8&; = gy & (4.61e)
M1&1 = L(a)pMaér (4.61f)
M2&; = L(a)pMaérr,2 (4.61g)
_Mo
X =" (4.61h)

51



(3¢97)
(369°7)

(97)
(Pe9¥)

(°£9%)

(9€9°7)

(e€97)

(829°7)

(329°%)

(929%)

(Pzo'¥)

(9297%)

(929°7)

(ez9'7)

9 (0)7 = Ty
VHRPpp(0)7 = TlN

@Q [4=Y4
z = °
uge
To e - H@C«.‘N
M) . 20
EX 14 Q 4 v
fip fip n e vag H+HAEQNQ+E@N©
o Xe T o0 X fig v a0 fig 10
w fig  cve \ou | _ . Sone  Sene S
ot _tosolvm (g gl _oftes
— w 14
e ™e oo ™e] N UL
B3 — =% EheQ  fPe0
fip Q
fig xQ Y A,
. VEQM@LvHEmwm — g et Gve e | awe
i z —cop) 2L 4 (g - el a1 I . o
@ e e Pre@ P20 ! oy $9 + Qﬁwm —r=" e ke  wehe  ve
(4 . od +AN§NN~NH§N\M§NH‘WNV 2 T T
fio 0., fioxo e [4 + (g — Sg.\iﬂ e .
El g+ E gy — 1 z = ey
e ™ o™ e Vigg
H@MM@ ='olH
fip 0
[4
fie + W@ T ugp - Y90
TV e . w0
fipzo e _
0 ey —
T e, e [ Nw< mﬂ+ °H 0 " we e
fio R °H — mm ¢ Rl 'H:0 e AL Hel . fig xo  w@ fig L e
s9q | L o — n N L0 He€ » fig | zr0 \24 | _ €94 ——— — — S0h0 | 50
1| e H € foro zo fig oy L+ 2e 50/ €30 o
fi €
T e . e 'e Tt tHe'we | 1 0 ‘ i 0
zQ re e §N+Hm®m§© H0 m@n_l 4
NWN QHE - SO e Hmm® £ty — — o
14

“\ e | B0

52



4.6 Discretizacao das Equacoes Governantes pelo Método das Di-

ferencas Finitas

O sistema de equagoes governantes dado por (4.62) serd discretizado a partir da
metodologia de discretizacao pelo Método das Diferencas Finitas exemplificado anterior-
mente. A aproximacao das derivadas parciais serd feita pela diferenca centrada dos pontos
de calculo, pois o céalculo efetuado a partir da diferenca centrada possui um erro menor
(O(Az)? e O(Ay)?) quando comparado a diferenciacio adiantada ou atrasada (O(Ax) e
O(Ay)), como demonstrado por Cunha (2003).

Considere a primeira equagao do sistema (4.62), no caso bidimensional dada por:

Vip =—¢ (4.64)
O*p  Pp
@ + 87312 - - € (465)

Aproximando as derivadas de primeira e segunda ordem com diferenca centrada
por meio da expansao por séries de Taylor da funcao ¥ nos pontos genéricos do dominio

de calculo, descritos na figura 4.2, tem-se:

Vg1 = i+ (gﬁ) Az + (’)(Ax)2 + ... (4.66)
Ox i
_ oY 2
a )
VYij-1 = Yij — (15) AAy +O(Ay)? + ... (4.69)

Desprezando termos O(Az)? e O(Ay)? e efetuando a subtragio de (4.66) por (4.67)
e (4.68) por (4.69), respectivamente, tem-se:

o\ Wiy — Yiny
<0x>”. - 2Ax (4.70)
o Yijr1 — Yij1
— PR AL AL - 4.71
<ay>i,j 24y (4-71)

Aproximando as derivadas de segunda ordem, também pela expansao em séries de

Taylor, tem-se:

2 2
Yig1; = i+ (gﬁ) N Az + (g;ﬁ) N (A;‘) + O(AI)?’ + ... (4.72)
2] ) 2, )
2¥) 2¥)



Efetuando a soma das equagoes (4.72) e (4.73), tem-se:

0% Yig1; — 2055 + s

— ) = : : 4.74
<8x2>. . (Az)? (4.74)

l’]
analogamente:

9% Yijr1 — 25+ s

e R ’ : 4.75
(3312 >J (Ay)? (4.75)

Substituindo (4.74) e (4.75) em (4.65), tem-se a expressao discretizada da equagao
governante (4.65):

Yig15 — 2055 + iz n Yijr1 — 205 + i
(Az)? (Ay)?

— ¢ (4.76)

Utilizando a mesma metodologia explicitada na discretizagao da equagao (4.65), as
demais equagoes que compoem o sistema (4.63) foram discretizadas e o sistema obtido é
dado pelas equagoes algébricas (4.78). Para facilitar a notagao a suscetibilidade magnética

Xm sSera representada apenas por Y.
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4.7 Condicoes de contorno

A partir do sistema de equagoes governantes adimensionais discretizadas, dadas
pelos sistemas (4.77) e (4.78), serao definidas malhas de célculo para a solu¢ao numérica
aproximada do sistema. O céalculo das variaveis a serem determinadas nos pontos discreti-
zados do continuo sera expressa na forma de um sistema linear da forma Ax = b a partir
da determinacao das condi¢bes de contorno no dominio de calculo ilustrado na figura 1.3.
A figura 4.3 é uma representacdo da malha de calculo computacional usada na discreti-
zacao do dominios de calculo, e serd usada para auxiliar a especificagao das condigoes de

contorno das interfaces dos dominios.

i
H \ Calculus Domain

h y
L.

L

Figura 4.3 — Malha de calculo com dimensoes representadas para especificacao das condi-
¢oes de contorno, definicao de escalas tipicas e adimensionalizagao das con-
digoes de contorno. H é a altura do canal apds a expansao, h é a altura do
degrau, 7 é a altura da se¢do de entrada do escoamento e L é o comprimento
do canal

O dominio de célculo representa a discretizacao espacial do dominio continuo de
escoamento apos a expansao unidirecional. Estabelecendo uma anélise a partir da parede
inferior, a partir da condi¢ao de nao-escorregamento do escoamento, tem-se que u; o =
Us o 0 e pode-se considerar que w’ij = 0 representa o valor constante que descreve a
linha de corrente adjacente a parede inferior e & face do degrau. A geracao de vorticidade
na parede ¢ consequéncia direta da imposicao da condi¢ao de nao-escorregamento do
escoamento, que por meio da difusao e da adveccao a partir da parede é transportada ao
resto do dominio. Este transporte pode ser analisado expandindo a funcao ¢; ; em um né

adjacente a parede infeior 9; ;11 na forma:

oY 1 0% , 10%
ij+1 = Vijo + 7 P - Ay)3 + .. 4.
¢,J+1 ¢730+8y 28y2< y)+6ay3( y)+ ( 79)
2,0 2,70 2,30
em que, pela condicdo de nao-escorregamento
0
a;j - (4.80)
Z'ij
e
0% ou
— == 4.81
Oy*| Oyl (481)
2,70 2,70
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Sendo a vorticidade dada por

_8'0 ou

=5~ 5 (4.82)

e sabendo que ao longo da parede % = 0, pois v ¢é constante e igual a zero, tem-se:

ou
S0 = 5| - (4.83)

i,50
Substituindo 4.80, 4.81 e 4.83 em 4.79, tem-se:

§ijo = (A2y)2(¢i,jo — Yijo+1) (4.84)

A equagao 4.84 é conhecida como condicao de contorno de Thom, abordada por
Weinan e Liu (1996) na formulacao de escoamentos viscosos em regime transiente usando
a formulagao vorticidade-funcao corrente, e foi obtida a partir da imposicao da condicao
de nao-escorregamento na parede inferior. Observe que neste problema 1; ;, = 0, po-
rém este termo serd mantido na expressao visando futuras simula¢oes com paredes nao

estaciondrias.

Considerando a parede superior, 1); ; pode ser avaliado a partir da integracao do
perfil de velocidade na entrada do dominio. Considerando um escoamento senoidal ou
parabdlico U(y) na regido de entrada do dominio, a fungdo corrente terd suas condi¢oes
de contorno dadas pela integragdo do campo de velocidades U(y) ao longo da entrada do

canal. Com base na figura 4.3, a funcao corrente 1) nos nés intermediarios sera dada por:

H
MM:/ Uy)dy (4.85)
h
e de forma andloga a equacao 4.84, a vorticidade na parede superior serd dada por:
2
£i7jmaz = w(wiajmaz - ¢i7jmaz_1) (486)

4.7.1 Proposicao de um perfil de velocidades na entrada do dominio de cal-

culo

Para conduzir o estudo numérico proposto, supds-se um perfil de velocidades to-
talmente desenvolvido na regido de entrada do escoamento no dominio de calculo. Perfis
de velocidades parabdlicos foram propostos, para escoamentos em dutos retangulares, por

Purday (1949), validados experimentalmente por Holmes e Vermeulen (1968) e Muchnik

et al. (1973): . N
5 =G - ()

em que 2b e 2a representam a altura e a largura, respectivamente, de uma se¢ao de duto

: (4.87)

retangular, para um sistema de coordenadas centrado na area da secao do duto. Para um
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escoamento bidimensional, pode-se considerar a largura da se¢cao do duto tendendo ao
infinito, dessa forma tem-se:
.u y\"
lim — = {1 — () } 4.88
2a—00 UO b ( )
Desta forma, sendo ax = 2b/2a a razao de aspecto do duto, que no limite quando a

tende ao infinito, implica que n = 2 (Hartnett et al. (1998)). Fazendo uma transformagcao

de coordenadas, para o sistema de coordenadas descrito na figura 4.3, tem-se:
u = —16y° + 24y — 8, (4.89)

que sera o perfil de velocidades adimensional adotado como condi¢do de contorno na
regiao de entrada do escoamento no dominio de calculo. A partir da equagao 4.89, pode-
se deduzir expressoes analiticas para as condi¢oes de contorno para a fungao corrente e
para a vorticidade, a partir das equacoes 4.80 e 4.83, tem-se as condigoes de contorno

hidrodinamicas na entrada:

Ui frow= — 16y° + 24y — 8 (4.90)
16

w|inflow: - ?(yg - hs) + 12(y2 - h2) - 8(y - h) (491)

§|inflow: 32y — 24 (492)

Para a regiao de saida do dominio é desejavel que as condi¢oes de contorno na saida
promovam uma transi¢ao suave através da fronteira, evitando assim descontinuidades na
interface de calculo. Dessa forma, considerando um escoamento totalmente desenvolvido
na regiao de saida do dominio, tem-se:

ou  Ov
—=—=0. (4.93)
Jdxr  Ox

A partir da consideracao de escoamento totalmente desenvolvido para a vortici-

dade, tem-se:

0& B

e 0 (4.94)
0 (Ov Ou
p (8:5 - 8@/) =0 (4.95)

e portanto o campo de vorticidade é constante ao longo da fronteira de saida.

Como desenvolvido por Thoman e Szewczyk (1966), sabendo que a partir da hip6-

. 2
tese de escoamento totalmente desenvolvido % =0equev= _%ﬁ? tem-se que ?)72’ =0.

Para um passo Ax constante, na interface de saida do dominio (i = m), tem-se:

fimazyj = fimazflyj (496)
I/Jima.ryj - 2¢imam_1,j - wimam_zyj (497)
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4.7.2 Construcao das matrizes

Considere o sistema de equagoes (4.78) no caso do escoamento de um fluido mag-
nético no limite superparamagnético com suscetibilidade variavel. Reescrevendo o sistema
explicitando o termos das variaveis nos pontos de malha em regime permanente, tem-se

o sistema de equagoes 4.98.

Aplicando as equagdes discretizadas descritas no sistema (4.98), é possivel cons-
truir o sistema linear referente a um dominio representativo (nx,ny) para a equacao da
fungao corrente (4.98a). Contudo, um sistema linear equivalente, mesmo para uma malha
reduzida, possui dimensoes que dificultam sua representagao grafica. Desta forma, sua

construcao sera exemplificada por meio da linguagem computacional Python.

Dado um dominio (nx,ny), os valores das fun¢oes nos nds externos da malha
serao dados pelas condi¢oes de contorno e, portanto, nao serao incluidos na construcgao do
sistema linear. Desta forma, a matriz dos coeficientes tera dimensao de (nx — 2,ny — 2),

como ilustrado na figura 4.4.

10) CE— c ) @i |
; 5 9 7 ; ny — 2
(0] —— ) @ |

nr — 2

Figura 4.4 — Representacao do dominio de célculo. N6s de contorno estao representados
pela linha tracejada e serdo escritas as equagoes para as regioes 1 a 9, de
acordo com o nimero e posi¢do de noés vizinhos determinados pelas condigdes
de contorno do problema. As regioes 1,2,3 e 4 sao compostas por apenas um
no.
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Representando a construcao das matrizes em linguagem computacional, tem-se:

Construcdo da matriz dos coeficientes A

1 def constructMatrix (nx, ny, dx, dy):

2

3 A = np.zeros (((nx—2)*(ny—2), (nx—2)*x(ny—2)))

4

5 row_number = 0 # row counter

6

7 for j in range(l,ny—1):

8 for i in range(1l,nx—1):

9

10 # Corners

11 if i==1 and j==1: # Bottom left corner

12 Alrow_number,row_number] = —2.0/(dx*%2) —2.0/(dy=**2)
13 Alrow_number,row_number+1] = 1.0/ (dx**2)

14 A[row_number,row_number+nx—2] = 1.0/ (dy=*%2)

15

16 elif i=nx—2 and j==1: # Bottom right corner

17 Alrow_number,row_number] = —1.0/(dx*%2) —2.0/(dy=*%2)
18 Alrow_number,row_number—1] = 1.0/ (dx**2)

19 Alrow_number ,row_number+nx—2] = 1.0/ (dy=**2)

20

21 elif i==1 and j=my—2: # Top left corner

22 Alrow_number,row_number] = —2.0/(dx*%2) —2.0/(dy=**2)
23 A[row_number,row_number+1] = 1.0/ (dx*%2)

24 Alrow_number,row_number—(nx—2)] = 1.0/(dy=*%2)

25

26 elif i=mx—2 and j=ny—2: # Top right corner

27 Alrow_number,row_number] = —1.0/(dx*%2) —2.0/(dy=**2)
28 Alrow_number,row_number—1] = 1.0/ (dx*%2)

29 Alrow_number,row_ number—(nx—2)] = 1.0/ (dy=*%2)

30

31 # Sides

32 elif i==1: # Left boundary

33 Alrow_number,row_number] = —2.0/(dx*%2) —2.0/(dy=**2)
34 Alrow_number,row_number+1] = 1.0/ (dx**2)

35 Alrow_number ,row_number+nx—2] = 1.0/(dy=**2)

36 Alrow_number,row_number—(nx—2)] = 1.0/(dy=*%2)

37

38 elif i=nx—2: # Right boundary

39 A[row_number,row_number] = —1.0/(dx*%2) —2.0/(dy=*%2)
40 Alrow_number,row_number—1] = 1.0/ (dx*%2)

41 Alrow_number,row_number+nx—2] = 1.0/(dy=*%2)

42 Alrow_number,row_number—(nx—2)] = 1.0/(dyxx2)

43

44 elif j==1: # Bottom boundary

45 Alrow_number,row_number] = —2.0/(dx*%2) —2.0/(dy=**2)
46 Alrow_number,row number+1] = 1.0/ (dx*x2)

47 A[row_number,row_number—1] = 1.0/ (dx**2)

48 A[row_number,row_number+nx—2] = 1.0/ (dy=%2)

49

50 elif j=ny—2: # Top boundary

51 Alrow_number,row_number] = —2.0/(dx*%2) —2.0/(dy=**2)
52 Alrow_number,row_number+1] = 1.0/ (dx**2)

53 Alrow_number ,row_number—1] = 1.0/ (dx**2)

54 A[row_number,row_number—(nx—2)] = 1.0/ (dy=**2)

56 # Interior points

62



57 else:

58 Alrow_number,row_number] =
59 A[row_number ,row_number+1]
60 A[row_number,row_number —1]
61 A[row_number , row_number+nx —
62 A[row__number,row_number—(nx —2)
63

64 row_number += 1 # Jump to next
65

66

67 return A

—2.0/(dx*%2)
1.0/ (dx*x*2)
1.0/ (dx*x*2)
2] = 1.0/(dy**2)

= 1.0/(dy*%2)

—2.0/(dy**2)

row of the matrix

Construcdo da matriz RHS (Right Hand Side)

| def constructRHS (w, psiBc, nx, ny, dx, dy):

2

3 RHS = np.zeros ((nx—2)*(ny—2))

5 row_number = 0 # row counter

6 for j in range(l,ny—1):

7 for i in range(1l,nx—1):

8

9 # Corners

10 if i==1 and j==1: # Bottom left corner

11 RHS[row_number] = — w[j,i] — psiBc[j—1,i]/(dy**2) — psiBc[j,i—1]/(dx**2)
12

13 elif i=nx—2 and j==1: # Bottom right corner

14 RHS[row_number] = — w[j,i] — psiBc[j—1,i]/(dy**2)
15

16 elif i==1 and j=—ny—2: # Top left corner

17 RHS[row_number] = — w[j,i] — psiBc[j+1,i]/(dy**2)— psiBc[j,i—1]/(dx*%2)
18

19 elif i=mnx—2 and j=ny—2: # Top right corner

20 RHS[row_number] = — w([j,i] — psiBc[j+1,i]/(dy=*x2)
21

22 # Sides

23 elif i==1: # Left boundary

24 RHS[row_number] = — w[j,i] — psiBc[j,i—1]/(dx*x2)
25

26 elif i=nx—-2: # Right boundary

27 RHS[row_number] = — w[j,i]

28

29 elif j==1: # Bottom boundary

30 RHS[row_number] = — w[j,i] — psiBc[j—1,i]/(dy**2)
31

32 elif j=—my—2: # Top boundary

33 RHS[row_number] = — w[j,i] — psiBc[j+1,i]/(dy*x*2)
34

35 # Interior points

36 else:

37 RHS[row_number] = — wl[j,i]

38

39 row_number += 1 # Jump to next row

40

41 return RHS

Nos codigos utilizados para ilustrar a construcdo da matriz referente a equagao

(4.98a), 'w’ e 'psiBc’ representam a vorticidade £ e a condigao de contorno para a fungao

corrente, respectivamente. Para a solugdo da equacao de Poisson para a func¢ao corrente,
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escrita na forma de um sistema linear A -z = RHS, sera utilizado a rotina spsolve do
pacote scipy.sparse.linalg, que resolve sistemas lineares com matrizes esparsas. A equagao
da vorticidade, também escrita na forma de um sistema linear A-x = RH S, sera resolvida
explicitamente, utilizando um esquema semelhante ao descrito na equacao 4.16, e o avango

da solucao no espaco e no tempo pode ser esquematizada pela figura 4.5

p p+1

Figura 4.5 — Descricao do avanco das iteragoes em um esquema explicito de solugao.

4.8 Proposta de algoritmo sequencial para solucdao do problema

O sistema de equagoes governantes, escalares e vetoriais, (4.38a) a (4.38¢e), deve ser
solucionado numericamente por meio de técnicas de discretizacao espaciais e temporais,
como o Método das Diferencas Finitas, a fim de analisar o comportamento das variaveis
acopladas nesse sistema e obter uma completa descricio do escoamento de um fluido

magnético sujeito a uma expansao abrupta, com erros de calculo aceitaveis.

A metodologia de solugao adotada tem como etapa inicial a definicdo dos para-
metros fisicos que regem o escoamento em estudo e a imposi¢ao, tanto das condig¢oes
de contorno do problema, quanto de uma condicao inicial para os campos contidos nas

equagoes governantes.

A segunda etapa da solugao consiste na solugdo dos campos ¥, €, M, H e ¢,, de

forma iterativa para sucessivos passos de discretizacao espacial determinados previamente.

Ao fim deste processo, todos os campos necessarios para a descricdo do escoamento
ja foram solucionados (i.e. os valores de &, %, ¢,,,, H, M apds um passo de tempo numérico
foram determinados) e o sistema de equagoes (4.38a) a (4.38¢) deve ser resolvido de forma
iterativa para sucessivos passos de tempo para que a solucao do escoamento real evolua

no tempo e atinja um regime convergente. Em seguida esta uma algoritmo proposto para
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ser utilizado na simulagao de escoamentos de fluidos magnéticos isotérmicos, assimétricos
na presenca de gradientes de campo magnético, que sera implementada nos dominios I e

IT mostrados na figura 1.3.
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Algoritmo Proposto

1. Input de dados

a

b

) Parametros fisicos: Re, Re,,, Pe

) Condigoes de contorno para M, H, ¢,,,, &, ¥;

¢) Condigoes iniciais para H, ¢,,,, 1 (campos constantes)
)

d) Caélculo da condigao inicial M = My(a, ¢, A)
2. Inicializando o calculo

a) Solucao da equagao de Laplace da fungao corrente (sem vorticidade) e da Equa-

¢ao da vorticidade na auséncia de efeitos magnéticos

i. Solucao do sistema

VZp = 0

(4.99)
G (Vxw) &= vV

ii. Esta determinado & sem os efeitos de magnetizacao;

iii. Determinar ), com vorticidade associada, por meio de V2t = —¢.
b) Solucao da equagao de Laplace para o potencial magnético

i. Determinar ¢,, por meio de V2¢,, = 0 utilizando as condi¢oes de contorno
apropriadas (Neumann nao homogénea para ¢, baseada na conservagao

da componente tangencial de H na interface);

ii. Determinar H por meio de H = V¢,,.
c¢) Solugao da magnetizagao M
i. Inicialmente M = Mp;

ii. Solucionar a equacao da vorticidade com efeitos magnéticos.

%—F(VX’(/))'Vé

1, 1
5t = —Vi¢+

Re Re,,

{Vx (M- VH) - V(M x H)}
(4.100)

d) Inicio do processo iterativo de solu¢ao na discretizagao espacial

i. A partir de &, ¢, e H, solucionar a equacao evolutiva da magnetizacao e

determinar M:

oM 1 1 Re 1
W—F(wa)VM = 55 + @Rem (M x H) ><M+E(M0—M)+D~M
(4.101)
ii. Inserir M calculado no passo anterior em V2¢,, = —V - M;

iii. Calcular novo ¢,,;
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iv. Calcular novo H;
v. Calcular novo &;

vi. Retornar ao passo (d)-i até convergéncia.

e) Fim

3. Para t=0 — inicio do processo iterativo de solucao na discretizacao tem-

poral
4. t = {At,2At,...,nAt}

5. Fim
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5 RESULTADOS E DISCUSSOES

5.1 Regime puramente hidrodinamico

5.1.1 Proposicdo de um perfil de velocidades parabdlico

Visando a validagao do cédigo computacional escrito, foram conduzidas simula-
¢oes numéricas para Re = 50 e Re = 100 para que sejam estabelecidas comparacoes
com os resultados obtidos por Iwai et al. (2000) e Kalita e Gupta (2010). Simulagoes
tridimensionais do escoamento de um fluido Newtoniano sujeito a uma expansao abrupta
for conduzidas, afim de determinar os efeitos provocados por diferentes razoes de aspecto
sobre o escoamento, por Iwai et al. (2000). Resultados semelhantes foram obtidos por Ka-
lita e Gupta (2010) em simulagdes numéricas bidimensionais baseadas em uma formulagao

velocidade-fungdo corrente (u — 1)).

Com o objetivo de estabelecer uma comparacao com os trabalhos citados, no pre-
sente trabalho as simulagoes numéricas também foram feitas para uma altura de degrau
h = 0.5. Os resultados obtidos estao ilustrados nas figuras 5.1 e 5.2, e a evolugao dos

respectivos erros ao longo do niimero de iteragoes estd ilustrada nas figuras 5.3a e 5.3b:

1.0
0.8

0.0 — T — ,
00 05 1.0 15 20 25 3.0 35 40

Figura 5.1 — Resultado da simulacio: Re = 50,dz = 0.01,dy = 0.02,dt = 1,5 x 107%.
Plot das linhas de corrente e campo de vorticidade. Ponto de recolamento
Xr=20.8

Para os regimes simulados numericamente neste trabalho, os resultados obtidos
nao estdo completamente em concordancia com os resultados esperados. A partir dos

resultados apresentados por Iwai et al. (2000), presentes na figura 5.4, observa-se que
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Figura 5.2 — Resultado da simulacdo: Re = 100,dr = 0.01,dy = 0.02,dt = 3,0 x 107%.
Plot das linhas de corrente e campo de vorticidade. Ponto de recolamento
Xr =20
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(a) Evolucao do erro associado ao campo de vorticidade em fun¢ido do nimero de iteragoes na
simulagao ilustrada pela figura 5.1
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(b) Evolugao do erro associado ao campo de vorticidade em fungdo do nimero de iteragdes na
simulacdo ilustrada pela figura 5.2
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Figura 5.4 — Resultados obtidos por Iwai et al. (2000). Xr/S representa a razao entre
a coordenada do ponto de recolamento do escoamento apds a expansao e o
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Figura 5.5 — Resultados obtidos por Kalita e Gupta (2010).2X/L representa a razao entre
duas vezes a coordenada do ponto de recolamento do escoamento apds a
expansao e a altura do duto apés a expansao (i.e.: duas vezes a altura do
degrau).
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para Re = 50 e Re = 100 a razao entre o ponto de recolamento da camada limite apds
a expansao e a altura do degrau é, aproximadamente, igual a 3 e 5, respectivamente. As
simulagoes deste trabalho resultaram, para uma altura de degrau h = 0.5, em razoes de
1,6 (Re =50) e 4,0 (Re = 100).

Diferentemente da malha uniforme utilizada nos calculos numéricos deste trabalho,
as simulagoes conduzidas por Iwai et al. (2000) e Kalita e Gupta (2010) foram executadas
em malhas com refinamento nao-uniforme, com maior refinamento nas regioes de gradi-
entes de velocidades mais intensos. O nao refinamento da malha de calculo deste trabalho
resultou em ruidos numéricos, como apresentado na figura 5.6, e também limitou a di-
mensao L do dominio de calculo, ilustrada na figura 4.3. No estudo conduzido por Iwai
et al. (2000), a dimensdo L do dominio de célculo equivale a 20 unidades de compri-
mento adimensionais (L = 40h), enquanto os resultados apresentados por Kalita e Gupta
(2010) foram obtidos para L = 15 unidades de comprimento adimensionais (L = 30h).
A imposicao de um dominio extenso, para uma malha computacional uniforme, implica
inevitavelmente em um ntumero elevado de nos e, consequentemente, em alto custo com-

putacional.

"'ﬁ—

Figura 5.6 — Ampliacao do canto inferior esquerdo da figura 5.2 - Detalhamento do ruido
numeérico presente no resultado obtido

5.1.2 Comprimento da malha computacional

Simulagdes de escoamentos sujeitos a um expansao abrupta sao frequentemente
conduzidas em extensos dominios computacionais, frequentemente com comprimentos
equivalentes a vinte alturas de degrau adimensionais. A extensao do comprimento do
dominio confere ao codigo estabilidade para um maior intervalo de niimeros de Reynolds
a serem estudados, porém demanda um refinamento nao uniforme do dominio de cal-
culo. (IWAI et al., 2000) conduziu simulagdes para 100 < Re < 300, enquanto (KALITA;
GUPTA, 2010) investigou o problema fisico para 100 < Re < 800 Neste trabalho, devido

ao nao refinamento do dominio de célculo, foram realizadas simulagoes para Re = 100
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afim de determinar o comprimento minimo do dominio computacional, garantido a nao

interferéncia das condi¢des de contorno na saida do dominio sobre os resultados obtidos.

1.0
0.8
0.6
0.4
0.2

0.0
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

coocoor
oOoNDO®O

CO00o0H
oNrO®O

(¢c) L=28

Figura 5.7 — Simulagoes feitas para diferentes comprimentos de malha. Re = 100, dx =
dy = 0.02, ertro = 1074 e dt = 1,2 x 1073

E possivel observar que neste regime Re = 100, o menor dominio (L = 4) nio
apresentou alteragoes de comportamento na zona de recirculagao, quando comparado aos
dominios maiores. As futuras simulacoes, sem refinamento de malha, serdo feitas para um
comprimento de dominio computacional de L = 4, visando utilizar o menor nimero de
nos computacionais, sem implicar perturbacao das condig¢oes de contorno de saida sobre

o resultado obtido.

O refinamento local da malha de calculo computacional poderd ser feita por meio
da interpolacao dos nés originais, como ilustrado na figura 5.8. Tal processo exemplifica
a transformacao de incrementos originais iguais a Ax = 0.1 em 0.001 < Az < 0.271, por
meio de uma funcio y(z) = aX?, com a = 1. No refinamento a ser implementado, o fator
A serd ajustado para que a interpolacao gere uma malha suficientemente refinada nos nés
da entrada do dominio de calculo (i.e.: incrementos menores no valores mais proximos
de zero), garantindo que os fendmenos necessarios a convergéncia da simula¢ido sejam

computados e evitando um alto custo computacional.
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Figura 5.8 — Ilustracdo da interpolagao de uma malha de cdlculo homogénea, resultando
em uma malha computacional localmente refinada para y(z) ~ 0.
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6 CONCLUSOES

A partir das discussoes estabelecidas neste trabalho foi possivel formular e fun-
damentar o problema a ser investigado de forma consistente na forma de um sistema de
equagoes. A deducao da equacao evolutiva da vorticidade feita a partir da formulacao HB
do tensor de Maxwell resulta em um termo extra de geracao de vorticidade, proveniente
de mecanismos magnéticos, e implicard em uma descri¢cao mais completa dos fendmenos
a serem estudados, quando comparada com a formulacao BH. Determinou-se também a
vantagem da utilizacdo de uma equagao evolutiva fenomenoldgica para a magnetizacao do
meio M, a partir de modelos para a magnetizagao de equilibrio M sobre a formulac¢ao do
problema baseado no limite superparamagnético. Desta forma, a partir da determinacao
da dependéncia da evolucao da magnetizacao do meio em relagao ao campo de vorticidade,
da presenca de torques viscosos, da existéncia de um tempo finito de relaxagao magnética
e da parte simétrica do tensor gradiente de velocidade (fendmenos negligenciados no limite
superparamagnético) espera-se ser possivel conduzir um estudo numérico consistente dos

fendmenos ferrohidrodinamicos reais em anélise.

Apos a implementacao do problema em estudo, livre de efeitos magnéticos, foi cons-
tatada a necessidade de conduzir as simulagoes numéricas propostas em malhas computa-
cionais nao uniformes. Foi possivel concluir que a geometria do problema fisico demanda
refinamento de dominio em regides muito pequenas, quando comparadas ao comprimento
do dominio, onde os gradientes de velocidade sao muito intensos, enquanto na regiao
de saida do dominio tais gradientes sao despreziveis (hipétese de escoamento totalmente

desenvolvido) e permite incrementos grosseiros de avango no espago.

A implementagdo de uma malha de calculo ndo uniforme (e.g.: por meio de uma
interpolagao de varidveis) conferird maior estabilidade e precisao ao codigo computacional
desenvolvido, e permitirda simulagoes computacionais em um intervalo maior de niimeros
de Reynolds (em regime laminar). A obtencao de resultados para diferentes regimes de
escoamento irda garantir a validacdo do cédigo desenvolvido neste trabalho, a partir de
resultados numéricos obtidos previamente Iwai et al. (2000), Kalita e Gupta (2010). A
validacao do c6digo no regime nao-magnético irda conferir confiabilidade aos resultados
a serem obtidos a partir da implementagao dos fendmenos magnéticos, extensivamente

discutidos e estudados no presente trabalho.
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7 TRABALHOS FUTUROS

A partir das discussoes desenvolvidas e dos resultados preliminares obtidos, um
estudo mais aprofundado seré conduzido pelo autor deste trabalho como um tema de mes-
trado, objetivando a implementagdo dos efeitos magnéticos ao problema estudado apds
uma validagao incontestavel do comportamento do escoamento no caso puramente hidro-
dindmico. Resultados coerentes com outros trabalhos validados e consolidados (Iwai et al.
(2000) e Kalita e Gupta (2010)) séo a prioridade para a continuacao deste trabalho, pois
a validagao do codigo computacional desenvolvido no caso puramente hidrodinamico sera
um aspecto que ird conferir credibilidade aos resultados observados apés a implementa-
¢ao dos termos magnéticos, que consiste no objetivo final deste estudo. A continuagao do

presente estudo pode ser estruturada da seguinte forma:

e Avaliar a necessidade de transcrever o cédigo desenvolvido para uma
linguagem compilavel: A transcricao e execucao do cédigo desenvolvido em um
compilador de alta eficiéncia possibilitara a utilizacao de malhas mais refinadas, com
um custo computacional associado menor. O desenvolvimento de métodos numéricos
nao compoe o escopo de objetivos deste trabalho, porém a utilizagao eficiente dos
mesmos, juntamente com a implementacao de malhas nao-uniformemente refinadas

ird otimizar a execucgao deste algoritmo;

e Implementacao dos efeitos magnéticos em regime superparamagnético:
A primeira formulacao a ser investigada, incorporando efeitos magnéticos, sera ba-
seada na formulagdo deduzida na segdo 3.7, em que resulta em gradientes de sus-
cetibilidade magnética como mecanismos geradores de vorticidade em um regime
superparamagnético. Tais gradientes serao implementados de modo forcado, base-
ados em gradientes de temperatura ou concentracao no dominio de céalculo e no

desalinhamento entre estes gradientes e o campo magnético aplicado H;

e Implementacao dos efeitos magnéticos a partir da solucao de equagoes
evolutivas para a magnetizacao: Considerando escalas de relaxagdo magnética
superiores a escala de Néel, compostas ou dominadas pelas escalas Brownianas,
diferentes propostas de equagoes evolutivas para a magnetizacdo serao investigadas.
Tal investigacao sera conduzida partindo do caso mais simples, em que o termo de

relaxacao magnética é balanceado apenas pelo termo que computa a influéncia da
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vorticidade na magnetizacao, seguida pela implementacao de um termo de precessao
e, por fim, incorporando efeitos provenientes gerados pela parte simétrica do tensor

gradiente de velocidades sobre a magnetizagao global do sistema.
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A Cbdigos computacionais

MAIN

1l import numpy as np

2 from vorticity import ftcs

3 from vorticity import calculateU

4 from vorticity import calculateV

5 from streamFunction import solveStream
6 from streamFunction import constructBc

7 import time

8

9 time0 = time.time ()
10

11# Grid

12

13L = 4.0

l4H = 1.0

15h = 0.5

16

17nx = 401
18ny = 51

19

20dx = L/(nx—1)
21dy = H/(ny—1)
22

23x = np.linspace (0,L,nx)
24y = np.linspace (0,H,ny)
25

2()# Physical Parameters
27Re = 100.0

28

294#  VALIDACAO — Flow and heat transfer characteristics of backward—facing
30 # step laminar flow in a rectangular duct
31#

324 Re = 100; Xr/S ~ 5.0

33

344 Boundary Conditions

35w = np.zeros ((ny,nx))

36 psiBc = constructBc.constructBe(nx, ny, h, y, dy)
37 psi = psiBc

38

394 Time Step

40 dt = (Re)*0.03*min(dx,dy)**2
A1

42 erro = 1.0

13 erroList = []

44 count = 0

45 countList = []
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47 while erro>10E—5:

48 wDummy = w. copy () # Copy current w values before iteration
49

50 psi = solveStream.solveStream (w, psiBc, nx, ny, dx, dy)
51 u = calculateU.calculateU (psi,dy,nx,ny,h,y)

52 v = calculateV .calculateV (psi,dy,nx,ny)

53 w = ftcs.ftes(w, u, v, psi, Re, dt, dx, dy, h, y)

54

55 erro = np.max(np.abs (w—wDummy) )

56 erroList .append(erro)

57

58 count +=1

59 countList .append (count)

60

61 print erro

62

63# Print simulation time
64 print "Total Simulation time:"

65 print ((time.time() — time0)/3600)

66# Print reatachment point

67 Xr = np.where(np.abs(np.gradient (u[l,:],dx)) < 0.00001)
68 print "Flow reatachment point:"

69 print Xr[0]*dx

70

71 import matplotlib.pyplot as plt

72 from matplotlib import cm

73

74X,Y = np.meshgrid (x,y)

75u = calculateU.calculateU (psi,dy,nx,ny,h,y)

76v = calculateV .calculateV (psi,dy,nx,ny)

77

78 plt .axes ().set__aspect(’equal’)

79 plt . contourf(X,Y,w,cmap = cm. viridis)

80 plt.streamplot (X,Y,u,v, color = ’w’,arrowsize = 0.7, density = 1.0, linewidth = 0.4)
81 plt.savefig (’INSERIR’, format=’eps’, dpi=1000)

82 plt.xlim (0.0,L)

83 plt.ylim (0.0 ,H)

84

854 Plotting error

86 plt.axes ().set_aspect(’auto’)

87 plt.plot (countList [100:],erroList [100:])

88 plt.savefig (’INSERIR.eps’, format=’eps’, dpi=1000)

streamFunction /constructMatrix

1l import numpy as np

2 from numba import jit

3

4 @jit (nopython=True)

5 def constructMatrix (nx, ny, dx, dy):

6

7 A = np.zeros (((nx—2)*(ny—2), (nx—2)*(ny—2)))
8

9 row_number = 0 # row counter

10

11 for j in range(l,ny—1):

12 for i in range(l,nx—1):

13

14 # Corners
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30

33
34

2K
09

36

42
43
44
45
46
a7

49

Gl Ot U1 T T T OT T T Ot
OO UITTRER DR RO

if i==1 and j==1: # Bottom left corner
Alrow_number,row_number] = —2.0/(dx*%2) —2.0/(dy=*x%2)
A[row_number,row_number+1] = 1.0/ (dx*x2)

A[row_number,row_number+nx—2] = 1.0/ (dy=*%2)
elif i=mx—2 and j==1: # Bottom right corner
A[row_number,row_number] = —1.0/(dx*%2) —2.0/(dy=*x*2)
A[row_number,row_number—1] = 1.0/(dx=*%*2)
Al

row_number,row_number+nx—2] = 1.0/(dy*%2)

elif i==1 and j=ny—2: # Top left corner
Alrow_number,row_number] = —2.0/(dx*%2) —2.0/(dy=*x%2)
Alrow_number,row_number+1] = 1.0/ (dxxx2)
Alrow_number,row_number—(nx—2)] = 1.0/(dy=*%2)

elif i=mnx—2 and j=ny—2: # Top right corner

Alrow_number,row_number] = —1.0/(dx*%2) —2.0/(dy=*%2)
Alrow_number,row_number—1] = 1.0/ (dx*x2)
Al

row_number,row_number—(nx—2)] = 1.0/ (dy**2)

# Sides

elif i==1: # Left boundary
A[row_number,row_number] = —2.0/(dx*%2) —2.0/(dy=*x%2)
A[row_number,row_number+1] = 1.0/(dx=*%2)
A[row_number,row_number+nx—2] = 1.0/ (dy=*%2)
A[row_number,row_number—(nx—2)] = 1.0/ (dy=*%2)

elif i=nx—2: # Right boundary

—2.0/(dy*%2)
1.0/ (dx**2)

1.0/ (dy*%2)

1.0/ (dy**2)

Alrow_number,row_number] = —1.0/(dx%%2)
A[row_number,row_number—1] =
A[row_number,row number4nx—2] =
Al

row_number,row_number—(nx—2)] =

elif j==1: # Bottom boundary

Alrow_number,row_number] = —2.0/(dx*%2) —2.0/(dy=*%2)
A[row_number,row_number+1] = 1.0/ (dx*x2)
A[row_number,row_number—1] = 1.0/ (dx*x2)
A[row_number,row_number4nx—2] = 1.0/ (dy=*%2)

elif j=my-—2: # Top boundary
A[row_number,row_number] = —2.0/(dx*%2) —2.0/(dy=*%2)

Alrow_number,row_number+1] = 1.0/ (dxxx2)

Alrow_number,row_number—1] = 1.0/ (dxxx2)
Alrow_number,row_number—(nx—2)] = 1.0/ (dyxx2)

# Interior points

else:
Alrow_number,row_number] = —2.0/(dx*%2) —2.0/(dy=*x*2)
Alrow_number,row_number+1] = 1.0/ (dx*x2)
Alrow_number,row_number—1] = 1.0/ (dx*x2)
A[row_number,row_number4nx—2] = 1.0/ (dy=*%2)
Al

return A

row_number,row_number—(nx—2)] = 1.0/ (dy**2)

row_number += 1 # Jump to next row of the matrix!

streamFunction /constructRHS
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Set diagonal
fetch i+1
fetch j+1

Set diagonal
Fetch i-1
fetch j+1

Set diagonal
fetch i+1
fetch j—1

Set diagonal
Fetch i-1
fetch j—1

Set diagonal
fetch i+1
fetch j+1
fetch j—1

Set diagonal

Fetch i-1
fetch j+1
fetch j—1

Set diagonal

fetch i+1
fetch i—1
fetch j—+1

Set diagonal

fetch i+1
fetch i-—1
fetch j—1

Set diagonal
fetch i+1
fetch i—1
fetch j+1
fetch j—1



1l import numpy as np

2

3 def constructRHS (w, psiBc, nx, ny, dx, dy):

4

) RHS = np.zeros ((nx—2)*(ny—2))

6

7 row_number = 0 # row counter

8 for j in range(l,ny—1):

9 for i in range(1l,nx—1):

10

11 # Corners

12 if i==1 and j==1: # Bottom left corner

13 RHS[row_number] = — w[j,i] — psiBc[j—1,i]/(dy*=*2) — psiBc[j,i—1]/(dxx*%2)
14

15 elif i=mx—2 and j==1: # Bottom right corner

16 RHS[row_number] = — w[j,i] — psiBc[j—1,i]/(dy=*%2)
17

18 elif i==1 and j=—ny-2: # Top left corner

19 RHS[row_number] = — w[j,i] — psiBc[j+1,i]/(dy=**2)— psiBc[j,i—1]/(dx**2)
20

21 elif i=nx—2 and j=—ny-—2: # Top right corner

22 RHS[row_number] = — w[j,i] — psiBc[j+1,i]/(dy**2)
23

24 # Sides

25 elif i==1: # Left boundary

26 RHS[row_number] = — w[j,i] — psiBc[j,i—1]/(dx*%2)
27

28 elif i=—nx-2: # Right boundary

29 RHS[row_number] = — w[j,i]

30

31 elif j==I: # Bottom boundary

32 RHS[row_number] = — w[j,i] — psiBc[j—1,i]/(dy=*x*2)
33

34 elif j=ny-—2: # Top boundary

35 RHS[row_number] = — w[j,i] — psiBc[j+1,i]/(dy**2)
36

37 # Interior points

38 else:

39 RHS[row_number] = — w[j,i]

40

41 row_number += 1 # Jump to next row!

49

43 return RHS

streamFunction /constructBc

1l import numpy as np
2
3 def constructBc(nx, ny, h, y, dy):

4 psiBc = np.zeros ((ny,nx))
5 psiBc [0 ,:] = 0.0

6 lbound = np.where(y <= h)
7 ubound = np.where(y > h)
8 psiBc[lbound ,0] = 0.0

9 for j in ubound[0]:

10 psiBc[j,0] = parProf(h,y[j]) # parabolic Profile
11 psiBec[—1,:] = psiBc[—1,0]
12 psiBc[:, —1] = psiBc[:, —2]
13 return psiBc

14
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15 def parProf(h,y):
16 return — (16.0/3.0)*(y**3 — h*%3) + 12.0%(y**2 — h*x2) — 8.0x(y — h)

streamFunction/map1Dto2D

| import numpy as np

2

3 def maplDto2D(psilD, psiBc, nx, ny):

4 psi = np.zeros ((ny,nx))

6 row_number = 0

7 for j in range(l,ny—1):

8 for i in range(l,nx—1):

9 psi[j,i] = psilD[row_number]
10 row_number 4= 1

11

12 # Dirichlet BC

13 psi[0,:] = psiBc[0,:]

14 psi[:,0] = psiBc[:,0]

15 psi[—1,:] = psiBec[—1,:]

16

17 # Neumann BC

18

19 psi[:,—1] = 2xpsi[:,—2] — psi[:, —3]
20

21 return psi

streamFunction /solveStream

1l import scipy as sp

2 from scipy.sparse.linalg import spsolve

3 import constructMatrix

4 import constructRHS

5 import maplDto2D

6

7 def solveStream (w, psiBc, nx, ny, dx, dy):

8 A = constructMatrix.constructMatrix (nx, ny, dx, dy)

9 A = sp.sparse.csc_matrix (A)

10 RHS = constructRHS.constructRHS (w, psiBc, nx, ny, dx, dy)
11 psilD = spsolve (A,RHS)

12 psi = maplDto2D .maplDto2D (psilD, psiBc, nx, ny)

13 return psi

vorticity /calculateU

1l import numpy as np
2

3 def calculateU (psi,dy,nx,ny,h,y):

4 U = np.zeros ((ny,nx))
5 lbound = np.where(y <= h)
6 ubound = np.where(y > h)

/ for i in range(nx):
8# INTERIOR POINTS

9 U[:,i] = np.gradient(psi[:,i],dy)
104 BOTTOM BC
11 U[0,:] = 0.0
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12# TOP BC

13 U[-1,:] = 0.0

14# RIGHT BC

15 Ul:,—-1] = U[:, —2]

16 # BACKWARD FACE BC

17 for j in lbound[0]:

18 U[j,0] = 0.0

194 INFLOW BC

20 for j in ubound[0]:

21 U[j,0] = — 16.0%y[j]#*2 + 24.0%y[j] — 8.0
22 return U

vorticity /calculateV

1l import numpy as np
2

3 def calculateV (psi,dx,nx,ny):

4 V = np.zeros ((ny,nx))
5 for j in range(ny):
6# INTERIOR POINTS

7 V[j,:] =— np.gradient(psi[j,:],dx)
8# LEFT BC

9 V[:,0] = 0.0

10# TOP BC

11 V[-1,:] = 0.0
12# BOTTOM BC

13 V[0,:] = 0.0

144 RIGHT BC

15 V[:,—1] = V[:, —2]
16 return V

vorticity /constructMatrix

1l import numpy as np
2
3 def constructMatrix(u, v, Re, nx,

ny7

dx, dy, dt):

) A = np.zeros (((nx—2)*(ny—2), (nx—2)*x(ny—2)))

6

7 row_number = 0 # row counter

8

9 for j in range(1l,ny—1):

10 for i in range(1l,nx—1):

11

12 # Corners

13 if i==1 and j==1: # Bottom left corner

14 Alrow_number,row_number] = (1.0/dt + (2.0/Re)*(1.0/dx*%2 + 1.0/dy=%2))
15 Alrow_number,row_number+1] = ( u[j,i]/(2*xdx) — 1.0/(Rexdxx%2))

16 Alrow_number ,row_number+nx—2] = ( v[j,i]/(2xdy) — 1.0/(Rexdy=**2) )

17

18 elif i=nx—2 and j==1: # Bottom right corner

19 Alrow_number,row_number] = (1.0/dt + (2.0/Re)*(1.0/dx*%2 + 1.0/dy=%2))
20 Alrow_number ,row_number—1] = ( — u[j,i]/(2*dx) — 1.0/(Rexdx*%2))

21 Alrow_number,row_number+nx—2] = ( v[j,i]/(2xdy) — 1.0/(Rexdy=**2) )

22

23 elif i==1 and j=my—2: # Top left corner

24 A[row_number,row_number] = (1.0/dt + (2.0/Re)*(1.0/dx*%2 + 1.0/dy=*%2))
25 A[row_number,row_number+1] = ( u[j,i]/(2xdx) — 1.0/(Rexdx*x2))
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26 Alrow_number ,row_number—(nx—2)] = ( — v[j,i]/(2+dy) — 1.0/ (Rexdy=**2))
27

28 elif i=nx—2 and j=ny—2: # Top right corner

29 Alrow_number,row_number] = (1.0/dt + (2.0/Re)*(1.0/dx*%2 + 1.0/dy=%2))
30 Alrow_number,row_number—1] = ( — u[j,i]/(2*dx) — 1.0/(Rexdx*%2))

31 A[row_number,row_number—(nx—2)] = ( — v[j,i]/(2xdy) —1.0/(Rexdy*x2))
32

33 # Sides

34 elif i==1: # Left boundary

35 A[row_number,row_number] = (1.0/dt + (2.0/Re)*(1.0/dx*%2 + 1.0/dy=*x*2))
36 Alrow_number,row_number+1] = ( u[j,i]/(2*dx) — 1.0/(Rexdxxx2))

37 Alrow_number,row_number+nx—2] = ( v[j,i]/(2xdy) — 1.0/(Rexdy=*%2) )

38 Alrow_number,row_number—(nx—2)] = (—v[j,i]/(2*dy) —1.0/(Rexdy=*x*2))

39

40 elif i=mnx-—2: # Right boundary

41 Alrow_number,row_number] = (1.0/dt + (2.0/Re)*(1.0/dx*%2 + 1.0/dy=*%2))
42 A[row_number ,row_number—1] = ( — u[j,i]/(2*dx) — 1.0/(Rexdxx*x*2))

43 A[row_number ,row_number+nx—2] = ( v[j,i]/(2xdy) — 1.0/(Rexdy=x2) )
44 A[row_number,row_number—(nx—2)] = (—v[j,i]/(2xdy) —1.0/(Rexdy=*x*2))

45

46 elif j==1: # Bottom boundary

47 A[row_number,row_number] = (1.0/dt + (2.0/Re)*(1.0/dx*%2 + 1.0/dy=*%2))
48 A[row_number,row_number+1] = ( u[j,i]/(2xdx) — 1.0/(Rexdx*%2))

49 A[row_number,row_number—1] = ( — u[j,i]/(2+«dx) — 1.0/(Rexdx*x%2))

50 Alrow_number,row_number+nx—2] = ( v[j,i]/(2xdy) — 1.0/(Rexdy=**2) )

51

52 elif j=ny—2: # Top boundary

53 Alrow_number,row_number] = (1.0/dt + (2.0/Re)*(1.0/dx*%2 + 1.0/dy=%2))
54 Alrow_number,row_number+1] = ( u[j,i]/(2*xdx) — 1.0/(Rexdxx%2))

55 Alrow_number,row_number—1] = ( — u[j,i]/(2%dx) — 1.0/(Rexdx*%2))

56 Alrow_number,row_number—(nx—2)] = (=v[j,i]/(2*%dy) —1.0/(Rexdy*%2))

57

58 # Interior points

59 else:

60

61 # Upwind scheme for u and v differencing

62

63 if uf(j,i] > 0.0:

64 if v[j,i] > 0.0:

65 A[row_number,row_number] = (1.0/dt + (2.0/Re)*(1.0/dx*%2 4+ 1.0/dy*%2) +\
66 ulj,i]/dx + vl[j,i]/dy)

67 Alrow_number,row_number+1] = ( — 1.0/(Rexdx=*x%2))

68 A[row_number,row_number—1] = ( — u[j,i]/(dx) — 1.0/(Rexdx*%2))
69 Alrow_number,row_number+nx—2] = ( — 1.0/(Rexdyxx2) )

70 A[row_number,row_number—(nx—2)] = (—=v[j,i]/(dy) —1.0/(Rexdy=*%2))
71

72 elif v[j,i] <= 0.0:

73 Alrow_number,row_number] = (1.0/dt + (2.0/Re)*(1.0/dx*%2 + 1.0/dy=*=*2) +\
74 ali,il/dx — v[i,i]/dy)

75 A[row_number,row_number+1] = ( — 1.0/(Rexdxxx%2))

76 Alrow_number,row_number—1] = ( — u[j,i]/(dx) — 1.0/(Rexdxx%2))
7 A[row_number,row_number+nx—2] = ( v[j,i]/dy — 1.0/(Rexdy=**2) )
78 Alrow_number,row_number—(nx—2)] = ( — 1.0/(Rexdy*%2))

79

80 elif u[j,i] <= 0.0:

81 if v[j,i] > 0.0:

82 A[row_number,row_number] = (1.0/dt + (2.0/Re)*(1.0/dx*%2 4+ 1.0/dy*%2) —\
83 ulj,i]/dx + v[j,i]/dy)

84 Alrow_number,row_number+1] = ( u[j,i]/dx — 1.0/(Rexdx*%2))

85 Alrow_number,row_number—1] = ( — 1.0/(Rexdx#*x%2))

86 A[row_number,row_number4+nx—2] = ( — 1.0/(Rexdy=*%2) )

87 A[row_number,row_number—(nx—2)] = (=v[j,i]/(dy) —1.0/(Rexdy=*x2))
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89 elif v[j,i] <= 0.0:

90 Alrow_number,row_number] = (1.0/dt + (2.0/Re)*(1.0/dx**2 + 1.0/dy=%2) —\
91 wlj,il/dx — v[j,il/dy)

92 Alrow_number,row_number+1] = ( u[j,i]/dx — 1.0/(Rexdx*x2))

93 Alrow_number,row_number—1] = ( — 1.0/(Rexdx*x%2))

94 Alrow_number,row_number+nx—2] = ( v[j,i]/dy — 1.0/(Rexdy*%2) )

95 A[row_number,row_number—(nx—2)] =

( —1.0/(Rexdy=*x%2))

100 # Alrow_number,row_number] = 1.0/dt + (2.0/Re)*(1.0/dx*x2 + 1.0/dy=%2)
101 # A[row_number,row_number+1] = ( u[j,i]/(2xdx) — 1.0/(Rexdx*%2))

102 # A[row_number,row_number—1] = ( — u[j,i]/(2xdx) — 1.0/(Rexdx*x*2))

103 # A[row_number,row_number+nx—2] = ( v[j,i]/(2xdy) — 1.0/(Rexdy*%2) )
104 # A[row_number ,row_number—(nx—2)] = ( — v[j,i]/(2xdy) —1.0/(Rexdy=%2))
105

106 row_number += 1 # Jump to next row of the matrix!

107

108

109 return A

vorticity /constructRHS

1l import numpy as np

2

3 def constructRHS(u, v, Re , w, nx, ny, dx, dy, dt):

4

5 RHS = np.zeros ((nx—2)*(ny—2))

6

7 row__number = 0 # row counter

8 for j in range(1,ny—1):

9 for i in range(1l,nx—1):

10

11 # Corners

12 if i==1 and j==1: # Bottom left corner

13 RHS[row_number] = w([j,i]/dt — ( — u[j,i]/(2.0%dx) — 1.0/(Rexdx*x2))*w[j,i—1] — \
14 (= v[i,i]/(2%xdy) — 1.0/(Rexdy=*=*2))sw[j—1,i]

15

16 elif i=mx—2 and j==1: # Bottom right corner

17 RHS[row_number] = w[j,i]/dt — ( u[j,i]/(2.0%dx) — 1.0/(Rexdx=*=%2))*w[]j,i+1] — \
18 (= v[j,i]/(2+dy) — 1.0/(Rexdy=*2))*w[j—1,i]

19

20 elif i==1 and j=—ny-2: # Top left corner

21 RHS[row_number] = w[j,i]/dt — ( — u[j,i]/(2.0xdx) — 1.0/(Rexdxxx2))*w[j,i—1] — \
22 ( v[j,i]/(2xdy) — 1.0/(Rexdy=**2))sw[j+1,i]

23

24 elif i=mx—2 and j=ny-—2: # Top right corner

25 RHS[row_number] = w([j,i]/dt — ( u[]j,i]/(2.0%dx) — 1.0/(Rexdx*=2))*w[j,i+1] — \
26 ( v[j,i]l/(2xdy) — 1.0/ (Rexdy=**2))*w[j+1,i]

27

28 # Sides

29 elif i==1: # Left boundary

30 RHS[row_number| = w[j,i]/dt — ( — u[j,i]/(2.0%dx) — 1.0/(Rexdx**2))xw[j,i—1]
31

32 elif i=—nx-2: # Right boundary

33 RHS[row_number] = w[j,i]/dt — ( u[j,i]/(2.0%xdx) — 1.0/(Rexdx*2))*w[j,i+1]

34

35 elif j==I: # Bottom boundary
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36 RHS[row_number] = w[j,i]/dt —(—v[j,i]/(2.0xdy) —1.0/(Rexdy**2))*w[j—1,i]
37

38 elif j=—ny-—2: # Top boundary
39 RHS[row_number] = w[j,i]/dt — ( v[j,i]/(2.0xdy) — 1.0/(Rexdy=*x2) )sw[j+1,i]
40
41 # Interior points
42 else:
43 RHS[row_number] = w[j,i]/dt
45 row_number += 1 # Jump to next row!
46
47 return RHS
vorticity /ftcs

1 from numba import jit

2 import numpy as np

3

4 @jit (nopython=True)

5

6 def inletVorticity (h,y):

7 return 32.0xy — 24

8

9 def ftcs(W, U, V, psi, re, dt, dx, dy, h, y):
10 Wn = W. copy ()

11

12 W[1:—=1,1:—1] = Wn[l:—1,1:—1] + (1./re)=\

13 (dt/dy**2 * (Wn[2:,1: —1] — 2«Wn[l:—1,1:—1] + Wn[: —2,1: —1])) =\
14 U[l: —1,1: —=1]*(Wn[l: —1,2:] — Wn[l:—1,: —=2])*(dt/(2xdx)) —\
15 V[1:=1,1: =1]*(Wn[2:,1: —1] — Wn[: —2,1: —1])*(dt /(2+dy))

16

17 hnode = max( np.where (y<h))

18 inlet = max( np.where(y>=h))

19

20 # Step face BC

21 W[0:(hnode[—1]),0] = (2.0/dx*%2)*(psi[0:(hnode[—1]),0] — psi[0:(hnode[—1]),1])
22

23 # Top BC

24 W[—1,:] = 2«(psi[—1,:] — psi[—2,:])/(dy*x*2)

25

26 # Bottom BC

27 WI[0,:] = 2x(psi[0,:] — psi[l,:])/(dyx=*2)

28

29 # Inlet BC

30 for j in inlet:

31 W[j,0] = inletVorticity (h,y[j])

32

33 # Outlet BC
34 W[, —1] = Wi, —2]
35

36 return W
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A Identidades vetoriais

(AxB)-C=A (BxC)=(CxA) B
Ax(BxC)=B(A-C)—C(A- )
(AxB)-(CxD)=(A-C)B-D)-(A-D)B-C)

VxVp=0
V. (VxA)=0
V(g192) = ¢1Vd2 + 2V
V- (pA) =9V -A+A-Vo
X (pA) = ¢V x A + Vo x A
( ‘B)=A-VB+B - VA+AXx(VxB)+Bx(VxA)
V.- (AxB)=B:-(VxA)—-A.(VxB)
x (AxB)=A(V-B)-~B(V-A)+B-VA—A-VB
X (Vx A)=V(V-A) - V2A
A-VA=_-V(A-A)—Ax(VxA)

S o=

V- (Vo1 x Vo) =
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B Identidades tensoriais

AB.-C=A(B-C) (A.15)
A-BC= (A B)C (A.16)
V- (AB)=A-VB+B(V-A) (A.17)
A-T=T" A (A.18)

I A=A1I=A (A.19)
V- (9l) = Vo (A.20)
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