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RESUMO

Uma estrutura quando submetida a carregamentos externos gera tensdes internas e defor-
mac0es para se adequar aquela acdo. A analise estrutural € o campo da engenharia que se dedica a
encontrar quais sdo esses efeitos gerados na estrutura, de modo a produzir dados que subsidiem o
projeto estrutural. Sendo assim, se faz necessario propor novos modelos e métodos de célculo que
representem uma estrutura de modo a encontrar resultados mais precisos, confiaveis e proximos da
realidade. Neste sentido, este trabalho propde que, através da solucéo elastica, se encontre a melhor
solucéo plastica no ponto de vista de representatividade da estrutura. Esta solucao se devera a dois
métodos, o de Projeto de Minimo Peso (PMP) e Minima Norma Euclidiana (MNE), que para sub-
sidiar a implementacéo dos dois serdo utilizados o Método da Rigidez Analitico e 0 Método Elas-
toplastico Incremental. A implementacdo destes métodos sera feita com o auxilio do programa
POORTIC2D, que por sua vez utiliza um pré-processador grafico denominado TRUSS_GI. Ambos
os programas foram implementados em linguagem C++, que suporta completamente a programa-
cdo orientada a objetos. Os algoritmos para o Método da Rigidez Analitico, para o Método Incre-
mental, para a Minima Norma Euclidiana serdo implementados no proprio POORTIC2D, o Projeto
de Minimo Peso serd implementado com o auxilio do software LINDO.

ABSTRACT

A structure when undergoes an external load is submitted to internal tensions and defor-
mations, in order to resist that action. The structural analysis is the engineering field that holds
the responsibility to find out how those effects are generated on the structure and their values, in
order to allow the structural design. That said, it is necessary to come up with new calculus meth-
ods and models that represent the structure in order to generate better and more reliable results.
This work seeks to through the elastic solution find out the best plastic solution, in the category of
structural representability. This solution is due to two methods, the Minimal Weight Design and
the Minimal Euclidian Norm, and, to allow the analysis, two other methods will be used, the Direct
Stiffness Method and the Elastic-Plastic Method. These methods implementation will be done with
the POORTIC2D programming support, which uses a graphic pre-processor named TRUSS_Gl.
Both software were created using the C++ language, which completely supports object-oriented
programming. The algorithms for the Direct Stifness Method, the Elastic-Plastic Method and the
Minimal Eucidian Norm will be created inside POORTIC2D, the Minimal Weight Design will use
the LINDO software as a solver.
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1. INTRODUCAO

1.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Uma carga externa causa deformacdes e tensdes num corpo. Quando esta carga é removida,
0 corpo pode ou ndo retornar a sua configuracdo original. Dizemos que essa deformacéo € elastica
se 0 material sofre apenas deformacdo reversivel e, um material pléstico, quando este retém parte
da deformacdo no descarregamento. Assim, 0 comportamento plastico caracteriza-se pela depen-
déncia da historia de deformacdes e a teoria da plasticidade constitui-se de estudos e anélises do
comportamento dos materiais que experimentam uma deformacéo pléstica, sendo, portanto, um

complemento essencial a teoria da elasticidade.

Por outro lado, as formas prontamente aplicadas de qualquer teoria dependem dos modelos
matematicos idealizados tanto nas propriedades do material quanto na natureza estrutural. Assim,
quando essas teorias sdo aplicadas a uma mesma estrutura, por exemplo, uma resposta mais realista

em termos de estabilidade, rigidez e resisténcia, serd sempre obtida.

Dentro dos modos possiveis de realizar a analise de uma estrutura, a mecanica computaci-
onal vem ganhando mais forca com o avancgo da tecnologia. As facilidades criadas pela possibili-
dade de realizar os calculos, muitas vezes complexos, computacionalmente permitem que resulta-
dos melhores sejam obtidos. Um software de andlise estrutural facil de usar permite que estudantes

e profissionais possam realizar diversas simulagfes em pouco tempo.
1.2 PROBLEMATICA

O objetivo da analise estrutural é determinar os efeitos gerados pelas a¢des sobre uma es-
trutura, para tanto é necessario a utilizacdo de modelos matematicos e todo modelo de calculo é

uma simplificacdo da realidade para algo possivel de ser calculado com as ferramentas disponiveis.

A engenharia estrutural procura, com os resultados da analise estrutural, obter projetos que
atendam as especificacGes do cliente e de normas técnicas, além de proporcionar 0 menor custo

possivel.



Desta forma, encontrar resultados mais adequados a realidade implicara melhores desem-
penhos estruturais, seja por atendimento as normas ou a critérios de economia. Estes resultados
mais adequados podem ser advindos de melhores algoritmos, métodos e modelos criados, ou de

melhoramento de vers@es ja consagradas.
1.3 JUSTIFICATIVA

A andlise estrutural vem ganhando ferramentas mais completas e robustas para alcancar
seus objetivos, conforme a mecanica computacional se desenvolve, por isso a avaliagdo por méto-
dos numéricos vem ganhando mais importancia na analise de estruturas. Em conjunto com resul-
tados experimentais, os resultados numéricos estdo cada vez mais presentes nas analises do com-

portamento de estruturas.

Diversos pesquisadores vém trabalhando com o objetivo de buscar solu¢des mais econémi-
cas e métodos alternativos para a analise estrutural, de modo a encontrar resultados melhores. A
utilizacdo de métodos numéricos, em detrimento de ensaios experimentais permite uma investiga-

¢ao mais ampla, devido a reducdo de custos envolvidos no trabalho de laboratério.

Sendo assim, propor uma metodologia que melhor represente as respostas das estruturas
aos carregamentos, de forma sistematica e sem negligenciar as simplificacGes, é propor técnicas de
otimizacdo de estruturas capazes de formular matematicamente um problema, em busca da resposta
Otima. Isto €, a partir de um processo numérico se obtém uma configuracdo da estrutura que resulta
em uma performance 6tima, seja devido ao atendimento de algum critério de maxima rigidez, seja
por satisfazer restricdes tanto sobre as varidveis de projeto, quanto sobre o comportamento da es-
trutura (tenséo de falha, frequéncia, modos, deslocamentos permitidos etc.).

1.4 OBJETIVOS

Este trabalho tem como objetivo geral a analise e verificagdo do comportamento estrutural
de pérticos planos, a ser feita através de algoritmos para uma abordagem numérica confiavel e
satisfatoria. A analise numérica sera feita através de algoritmos implementados em linguagem C++,

conjuntamente com a utilizacéo do software LINDO e o auxilio de POORTIC2D (Nascimento e



Gomes, 2014) para a solugdo elastica, que por sua vez utiliza a interface grafica TRUSS_GI (Go-
mes, 2001) para modelagem e pré-processamento.

Para alcancar o objetivo geral, serdo buscados como objetivos especificos: a apresentacao
do desenvolvimento matematico necessario para a formulacdo e o estudo de porticos planos, a
apresentacdo do método elasto-plastico incremental e seu modelo constitutivos, apresentar a teoria
das inversas generalizadas e 0 método da minima norma euclidiana, o projeto de minimo peso,
programacdo linear e, por fim, a implementacdo dos métodos em linguagem C++, de modo a con-
seguir utilizar as vantagens da programacéo orientada a objetos para criar rotinas computacionais

flexiveis e de facil utilizac&o.

2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 O METODO DE RIGIDEZ ANALITICO

O método da rigidez analitico, também conhecido como método das deformacdes, é a forma
mais usual de aplicacdo do método dos elementos finitos, e muito utilizado para resolucéo de es-
truturas na mecanica computacional (Felippa, 2000). O método se enquadra na categoria de méto-
dos matriciais, ou seja, utilizam matrizes para representar a estrutura. (Felippa, 2000). O objetivo
desta abordagem €é encontrar uma matriz tal, que quando multiplicada por um vetor que represente
0s carregamentos, o resultado seja um outro vetor que represente os esforgos internos da estrutura

(Harrison, 1973), conforme mostrado na equacéo abaixo.
{SR} = [B].{W} 1)

Harrison (1973) demonstra que a matriz [B] pode ser obtida, para o caso de ndo existirem

deslocamentos impostos a estrutura, através da equacdo abaixo:

[B] = [S].[A]". [[A]. [S]. [A]"] " v



2.1.1 A MATRIZ DE RIGIDEZ DOS MEMBROS [S]

O método da rigidez analitico € uma aplicacdo do método dos elementos finitos, de modo
que este divide a estruturas em elementos finitos, onde as propriedades mecanicas destes sdo con-
sideradas como constantes. A analise deve partir entdo da subdivisdo da estrutura em elementos e
nos.

Cada membro tem sua contribuicdo analisada separadamente para a matriz da estrutura
como um todo. A Figura 1 abaixo mostra as variaveis envolvidas na concepcao dos elementos da
matriz em questéo.

p o %%

?Vu b

M21

Figura 1 - Esforgos Internos e Deformacgoes

A matriz de rigidez dos membros leva em consideracdo as condi¢des de contorno de cada
elemento. Os termos que aparecem na matriz do elemento se referem aos esforcos que aparecem

nos elementos devido a deformac@es unitarias aplicadas na extremidade do mesmo.

As formas possiveis para matriz dos elementos estdo mostradas abaixo:

e Ambas extremidades com nds rigidos:

EA 1 (3)
— 0 0
L
4E1 2EI
0o — ==
L L
0 2El1 4EI
i L L |

e Extremidade a esquerda rotulada, extremidade a direita rigida:



[E4 ] )
.
0 0
o o 3
L

e Extremidade a esquerda rigida, extremidade a direita rotulada:

== 0 o

|z 3EI 0| ©)
I

lo ¢ o

e Ambas extremidades com nés rotulados:

EA 0 0
L (6)
0 0 O
0 0 O

Sendo E o médulo de elasticidade do material, A a area da se¢do transversal e L o compri-

mento do membro.

As contribuicdes de cada membro sdo entdo compiladas em uma Gnica matriz de forma:

[S,] .. .. 0o .. 0
B IR Y P 7
[S] = 0 0 "
L 0 w0 [Sne]‘3n3x3ne

Sendo que [Sn] representa a contribuicdo de cada membro para a matriz [S], é possivel entdo
perceber que a matriz [S] tera dimensdo de (3.ne)x(3.ne), sendo que ne representa 0 nimero de

elementos da estrutura.

2.1.2 A MATRIZ ESTATICA DA ESTRUTURA [A]

A matriz de estaticidade da estrutura é computada para levar em consideragdo as equagoes
de equilibrio para o célculo dos esfor¢os solicitantes (Harrison, 1973). Um membro conectado a

dois nds ndo apoiados e sem carregamentos ao longo de seu comprimento, teria o diagrama de



corpo livre mostrado na figura abaixo Figura 2. O angulo o deve ser dado em funcdo do sistema de

coordenadas globais da estrutura.

v;f

KVB A
MBCD K ij ?BD
gB A/VTB A Mg,
%)

Mga

Figura 2 - Diagrama de Corpo Livre - Elemento

A Figura 2 mostra os esforcos internos de um elemento e os carregamentos aplicados sobre
os nos extremos deste elemento. Os esfor¢os internos t€ém o sobescrito ‘AB’ ou ‘AB’, enquanto os

carregamentos externos tém ‘A’ ou ‘B’. Com o auxilio da figura anterior podemos escrever as
seguintes equaces de equilibrio:

e Para o né aesquerda:

Hy+Tcosa+Vsina =0 (8)

Vp+Tsina—Vcosa=0 (9)

Mg — Mg, =0 (10)
e Paraonoadireita:

Hy,—Tcosa+Vsina=0 (1)

Vy+Tsina+Vcosa =0 (12)



Mb — Mba =0 (13)
A matriz [A] para um membro seria entdo dada pela equacéo abaixo:
i sina sina 7
cosa 7 7
. —Cosa —cosa
sina 7 7
Al = ° —sir11 a —sir?a o
cosa I 7
. cosa cosa
sina I 7
L0 0 1

A matriz mostrada na equacao anterior foi computada para um unico elemento, sem apoios

nas suas condic6es de contorno, fazendo o equilibrio entre os esforcos internas e as forgas externas.

No caso de existir alguma restricdo de movimento em um dos n6s do membro, essa restricdo deve

ser levada em conta.

Para cada restricdo de movimento, uma linha da matriz [A] é removida. As explicacdes

serdo aprofundadas com base na forma matricial das equacgdes de equilibrio, mostradas abaixo:

i sina sina 1
— cos
) L
(Hq . —cosa —cosa
-s
I/a mnaoa I I T
My | _ 0 1 0 M (15)
< H > - _Sin —c . ab
b a —sina |'|\/
v, cos a T T ba
M, ) . cosa  cosa
s
mnaoa I I
L0 0 1 .

Caso exista uma restricdo ao movimento, a linha da matriz [A] referente ao carregamento

naquela direcdo deve ser removida. Por exemplo, caso exista um apoio de segundo género no né
direito do membro. Ou seja, 0 n6 a direita ndo pode transladar nem na direcéo global x, nemy. Isso

implica que as quarta e quinta linhas devem ser removidas, as que se referem a Hy € Vb.



A implicacdo do tamanho da matriz [A] geram um novo dado a se saber sobre a estrutura.
O grau de indeterminacdo cinematica, ou grau de liberdade. Este nimero representa quantos des-
locamentos ndo conhecidos existem na estrutura. E também o ndmero de linhas que existira na

matriz [A]. O grau de indeterminacéo cinematica sera entdo dado pela equacéo abaixo:

p=3.nn—nr (16)

Sendo B o grau de indeterminagdo cinemaética, nn o numero de nos e nr o nimero de movi-

mentos restringidos. A equacgdo abaixo mostra como sera a aparéncia da matriz [A] computada para

toda a estrutura.
[[A4] 0 0 7
[A] - O -, -, .. -, 0 ( )
L0 ... 0 [Ane]'ﬁx3ne

Sendo que o elemento numerado n, que vai do né nimero a ao n6 numero B contribuira

com duas matrizes 3x3.

O elemento superior esquerdo da primeira matriz serd o elemento a11 da equacao (15), e 0s
elementos que estdo nas linhas 1 a 3 compde a primeira matriz. Esta serd posicionada na matriz

[A] global de modo que o seu elemento superior esquerdo esteja na posi¢ao aan.

O elemento superior esquerdo da segunda matriz sera o elemento as1 da equacéo (15), e 0s
elementos que estdo nas linhas 4 a 6 compde a primeira matriz. Esta serd posicionada na matriz

[A] global de modo que o seu elemento superior esquerdo esteja na posi¢ao apn.

2.1.3 A MATRIZ CINEMATICA DA ESTRUTURA [C]

As duas matrizes apresentadas até este ponto, [A] e [S], representam, respectivamente as
equac0es de equilibrio, e as equacdes de deformacéo dos elementos. Adicionalmente, precisamos

calcular quais seriam as equacdes de compatibilidade da estrutura.



As equac0es de compatibilidade da estrutura visam relacionar como as deformacdes de um
membro influencia as deformacdes de outro membro ligado a este. Porém, as deformagdes de um

membro sdo suficientemente definidas pelas translacGes e rotagdes dos seus nos.

A forma mais simples de se obter a matriz cinemaética € tirar proveito das simplificacfes
possiveis de uma analise Linear-Elastica, como € o caso desta. Para estruturas que apresentam este
comportamento, a matriz cinematica pode ser obtida prontamente, uma vez que se tenha a matriz

estatica da estrutura, através da equacdo abaixo (Harrison, 1973):

(€] =[4] o

A matriz cinematica terd a seguinte forma:

[4,]" 0 0
o
0 .. 0 v [ARedTl g

2.1.4 A MATRIZ DE FLEXIBILIDADE DA ESTRUTURA [F]

A matriz de flexibilidade da estrutura é aquela que quando multiplicada pelo vetor de car-
regamentos o resultado é o vetor de deformacdes, ou seja:

{X} = [F].{W} (20)

Harrison, 1973, mostra que a matriz de flexibilidade da estrutura pode ser obtida através da
seguinte equagdo:

[F] = [[A].15].[4]"] ey

A matriz de flexibilidade € definida a partir de sua inversa, a matriz de rigidez [K]. A matriz

original, quando multiplicada pelo vetor de deformagdes, o resultado sdo os carregamentos.

2.1.5 O VETOR DE CARREGAMENTOS {W}

O vetor de carregamentos deve ser montado seguindo a mesma ordem de numeracdo dos

nos que foi utilizada para o computo das demais matrizes, além de que seus termos devem ser
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ordenados seguindo a ordem para cada né. A equacdo abaixo mostra como deve ser feito o vetor

de carregamentos para um no:

H
{V (22)
M
O vetor de carregamentos para a estrutura completa deve ter a seguinte forma:
(Wi}
| |
wy=1 )} @3
P
Wl

Este vetor de carregamentos foi computado considerando apenas cargas concentradas nos

nos. As cargas distribuidas sdo tratadas em 2.1.7.

2.1.6 O VETOR DE ESFORCOS SOLICITANTES {SR}

O vetor de esforcos solicitantes para um membro é descrito na equacdo abaixo, e 0s termos

na Figura 3.

T
{ MAB} @4
Mp4

M (2
o

Figura 3 - Esforcos Internos - Vetor SR
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Os esforcos solicitantes em um membro sdo completamente conhecidos atraves destes va-

lores. O esforgo cortante pode ser obtido utilizando-se as equagdes abaixo, que fazer referéncia a

/ \
/M

Mss m

oA

AB

Figura 4:

Figura 4 - Diagrama de Corpo Livre - Determinacdo Esforco Cortante

e Sem carga distribuida:

—(Myp + Mpy) 25
Vap = I = Vpa (25)
e Com carga distribuida:
—(Myp + Mpy) Qqx.L.cosa+q,.L.sina (26)
Vap = +

L 2
—(Myp + Mpy) qx.L.cosa +qy.L.sina @7)

Vga = I - >

Sendo Ve e Vg 0s esforgos cortantes & esquerda e a direita respectivamente, gx e gy cargas
distribuidas nas direcOes x e y globais, respectivamente, ao longo de todo o comprimento do ele-

mento em questao.
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O vetor de esforcos solicitantes da estrutura global tera a seguinte forma:

(28)

I
N N
~

95

:U cee
S

—
—_—

{SR}

2.1.7 CARGAS DISTRIBUIDAS

O vetor de carregamentos mostrado na equacéao (23) sé carregas as informagdes de cargas
aplicas aos nés da estrutura. Cargas distribuidas sdo aplicadas ao longo dos elementos, sendo assim

estas devem ser tratadas para serem reduzidas a carregamentos aplicados aos nos.

Segundo Harrison (1973), as cargas distribuidas devem ser reduzidas a uma forca e um
momento aplicado em cada um dos n6s do elemento carregado. Estes carregamentos nodais devem

ser tais que sejam capazes de anular o efeito da carga distribuida sobre a estrutura.

A estrutura deve, entdo, ser resolvida utilizando o método da rigidez analitico, com os car-
regamentos especificados, e as reducdes das cargas distribuidas. Os resultados devem ser adicio-

nados aos existentes devido ao efeito das reducdes, com sinal trocado. A Figura 5 abaixo resume.

12



G-,
T/ Mo

Figura 5 - Esquema de Resolucdo - Carga Distribuida — MRA

Sendo Qre, Qry MQr séo as resultantes do carregamento que obedecem ao exposto anteri-
ormente, e devem ser aplicadas aos nds extremos do elemento. Com relacao aos esforcos internos,
MQ: apresenta 0 mesmo valor, mas sinal trocado, e o NQr deve ser calculado obedecendo aos

critérios expostos anteriormente.
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A resolucéo do caso (a) deve ser feita resolvendo-se o caso (b) e somando o resultado com

os valores do caso (c), como mostrado na equagao abaixo:

{SR}oy = {SR} ) + {SR}(¢ (29)

A resolucéo para o caso (b) é a aplicacao direta do MRA, e a resolucdo para o caso (c) é a
aplicacdo direta dos resultados classicos da analise estrutural, presentes em Sussekind (1973).

Sendo assim, os esfor¢cos em um elemento genérico seriam calculados como sendo:

( )

Hy + Qrxar
Vo + eral

: ()
N Mg + MQyq N
Myp ¢ = [B].{ : s+ { MQ,q (30)

| M, | Hy + Qo | MQ.., |
L) Vot Qopr | U i)
M, + My

\ : J
Os valores das cargas a serem aplicadas nos nds ou diretamente aos esforcos internos da
estrutura variam com as condicdes de ligacdo do elemento, se este tem liga¢des rotuladas ou rigi-

das.

2.1.7.1 ELEMENTO COM DUAS LIGACOES RIGIDAS

Para o caso de duas ligacdes rigidas, as forcas envolvidas na reducdo serdo dadas por:

qxL 31

Qrxar = Qrxpr = % (1)

qyL 32

erar = erbl = % (32)

g,(Lsina)? q,(Lcosa)? 33

MQy, = _Mqub == 12 + . 12 59
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2.1.7.2 ELEMENTO COM DUAS LIGACOES ROTULADAS

Para o caso de duas ligacdes rotuladas, as forcas envolvidas na reducéo serdo dadas por:

qxL 34
Qrxar = Qrxpr = % (34)
qyL 35
eral = erbr =L (39)
MQyq = Mqub =0 (36)

2.1.7.3 ELEMENTO COM UMA LIGACAO RIGIDA E UMA ROTULADA

Para o0 caso de um elemento com uma ligacdo rigida e outra rotulada, supondo que a ligacdo

rotulada seja no N6 A:

qxL 37
erar - 3? 37)
qxL 38
Qrxpr = 5% (38)
qylL 39
erar = % (39)
dy (40)
Qrypr = 5

MQrq =0 (41)

L sin a)? L cos a)?
MQyry = _<Qx( f ) _l_Qy( - ) ) (42)

2.2 ANALISE ELASTO-PLASTICA INCREMENTAL

221 COMPORTAMENTO ELASTOPLASTICO

O método da rigidez analitico supfe que todos os materiais constitutivos tém comporta-
mento linear com relacdo as cargas aplicadas, independente dos valores das cargas, conforme ex-

posto por Harrison (1973).
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O Método da Rigidez Analitico supde, entdo, que o material tem um diagrama tenséo de-
formagé&o do tipo mostrado na Figura 6.

Tensdo

Deformacao

Figura 6 - Diagrama Tensdo Deformacdo — Linear-Elastico

O Meétodo Incremental considera que o material terd um diagrama tesdo-deformacéo do tipo
elastoplastico, como mostrado na Figura 7.

Tensao

Deformacgdo

Figura 7 - Diagrama Tensdo Deformag&o - Elastoplastico
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Segundo Hibbeler (2010) um corpo constituido por um material com comportamento
elastopléstico, quando submetido a tensdes devidas a momento fletor, ird, com o aumento da carga
aplicada, ter um aumento das tensdes até o limite dado pelo valor do patamar do diagrama. Apds
atingir esse limite nas fibras externas, com o aumento da carga, as fibras mais internas irdo se
plastificar progressivamente, até que haja a plastificagdo completa da se¢do, tornando aquele ponto
uma rétula plastica. A Figura 8 resume o processo de plastificacdo da secao:

O G? G? G?

& i

Aumento da Carga

""-m.___‘_“_
_--"/
Figura 8 - Plastificacdo da Secéo

Sendo que oy representa a tensdo de escoamento do material. Poréem, para o método incre-
mental, o dado de entrada utilizado é o Momento Plastico, em vez da propria tensdo. O momento

plastico representa 0 maior momento que a secao é capaz de resistir.

Qualquer carga adicional aplicada a uma secdo totalmente plastificada geraria uma rotacdo

indefinida, ou seja, a se¢do passa a funcionar como uma rétula.

2.2.2 ESTRUTURAS ELASTOPLASTICAS

Estruturas constituidas por materiais com comportamento aqui descrito podem apresentar
vantagens quando dimensionadas levando em consideragdo o aumento de carga causado pela plas-
tificacdo da se¢do, por exemplo, porticos metalicos (Harrison, 1973).

Estruturas elastoplasticas quando expostas a um carregamento de valor crescente teriam
seus valores de esforgos internos crescendo linearmente com a carga, até o ponto onde em alguma
secdo seria alcancado o valor do momento plastico, ou seja, até a formacdo de uma rétula plastica.

Desse modo acontece uma queda da rigidez da estrutura como um todo. O processo de formacéo

17



de rétulas continua até que a estrutura se torne um mecanismo. A Figura 9 abaixo mostra como o

processo se desenvolveria para uma viga biengastada e com uma carga concentrada aplicada.

P M S T

,

() 17 Andlise pelo MRA

Ui
A % T
A I"-"Ip J7 ey
“ ¢ B
[ I [
o =
b 1
[ s Mlm e
o
E (b 27 Andlize pelo MRA
g
k / M\Ii\ Moo
oM Mp | M .
A ™ L) S l“"-«.__ L~
;. 7 7 ! :-. : = .
7 S o~
- L
My
(¢ 37 Andlize pelo MEA
b I"-"Ip MP
YERY) M J;. ! L A
A
AN I HF 2R N
SE T o= L - =
My,

(d) Mecarismo de Colapso Plastico

Figura 9 - Analise Elasto-Plastica Incremental (Harrison, 1973, modificado)

Como mostrado na figura, supfe-se que entre as formac6es das rotulas a estrutura tenha um
comportamento linear elastico. Um diagrama tenséo x deformacé&o genérico da estrutura é mostrado

abaixo.
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32 Rotula

22 Rotula

12 Rétula

Tensao

Deformacao

Figura 10 - Diagrama Tensdo Deformacéo - Estrutura Elastoplastica

2.23 O METODO INCREMENTAL

O método incremental consiste em dar incrementos de carga a um carregamento pré-defi-
nido para uma estrutura. Estes incrementos sdo calculados de modo a serem suficientes para a
formacédo da proxima rétula plastica. Cada rotula plastica é considerada como sendo criada apenas

devido ao momento fletor.

Wang (1963) prop6s o algoritmo mais utilizado para este método. O algoritmo comeca com
a andlise linear-elastica da estrutura, de modo a determinar onde estdo os pontos de momento ma-
Ximo, que serdo os pontos de formacao de rotulas plastica. Com a determinacdo destes valores de
momento, calcula-se o fator de carga, que quando o carregamento for multiplicado por este valor,
fard com que se forme uma rotula plastica na estrutura. Os valores de momento obtidos para esta

analise sdo subtraidos dos valores de capacidade resistente de cada secéo.

A interagéo seguinte comega com a analise linear-el&stica da estrutura com a rétula formada
na interacdo anterior. Apés cada analise, o valor do fator de carga obtido é somado aos valores ja
obtidos nas anélises anteriores.
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Cada interagdo se segue desta maneira, até que a estrutura se torne um mecanismo. O re-
sultado da anélise é o carregamento que leva a estrutura ao colapso pléstico, os esforgos e as de-

formacdes logo antes do colapso.

A perda de estabilidade da estrutura pode ser percebida quando grandes deformagdes forem
atingidas, quando o fator de carga for muito pequeno ou quando a matriz de rigidez, explicada em
2.1.4 se tornar singular (Vieira, 2000).

2.3 MINIMA NORMA EUCLIDIANA

2.3.1 SISTEMAS LINEARES

A solucdo completa de uma estrutura pelos métodos classicos da teoria das estruturas passa
pela resolucdo de um sistema de equacdes lineares com m equagdes e n incognitas, ou seja, a reso-

lucdo de uma equacao matricial do tipo mostrado abaixo.
[A]m,n- {X}n,l = {B}m,l (43)
Esse sistema pode ser classificado em trés tipos diferentes (Mello, 1996):
e Sistema Possivel e Determinado

Quando o posto da matriz [A] (p[A]) é igual ao nimero de linhas ndo nulas dos vetores {x}
e {B}. Esse caso ocorre com a solucdo de uma estrutura isostatica, utilizando apenas a Matriz

Estatica da Estrutura, descrita em 2.1.2.
e Sistema Impossivel

Quando o posto da matriz [A] € menor que o nimero de linhas ndo nulas do vetor {B} e do
vetor {x}, ou, o vetor {x} tem dimensdo menor que a do vetor {B}, entdo a matriz [A] terd mais

linhas do que colunas.
e Sijstema Possivel e Indeterminado

Quando o posto da matriz [A] é menor do que o nimero de linhas ndo nulas de {B}, e o
numero de linhas ndo nulas de {x} é maior do que de {B}. A resolucdo de uma estrutura hiperes-

tatica coerente recai na resolucdo de um sistema deste tipo.
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2.3.2 TEORIAS DAS INVERSAS GENERALIZADAS
As inversas generalizadas sdo aquelas que obedecem a seguinte condigdo (CSI, 2009):
[A]. [A]"[A] = [4] (44)

A partir da definicdo mostrada em (44) é possivel mostrar que, dado um Sistema Possivel,
Determinado ou Nao, como mostrado em (43), a matriz [G], mostrada na equacdo abaixo, sera
solucéo do sistema apenas se esta for uma matriz inversa generalizada de [A], para qualquer valor
de {B}.

(X} = [G].{B} (45)

Ainda, para um Sistema Possivel Indeterminado, todas as solucfes deste sistema sdo pos-

siveis de ser obtidas, a partir de uma inversa generalizada de [A], [A]’, a partir da solucéo abaixo:

X} = [A]"{B} + (IAI"[A] - ID{Z} (46)

Onde [I] representa a matriz identidade, e a {Z} um vetor adequado. A afirmacdo contida
em (46), é equivalente a dizer que todas as solucdes podem ser obtidas a partir da equacao (45),

utilizando todas as inversas generalizadas de [A].

Caso, além de cumprir as definicOes dadas pelas equacdes anteriores, a matriz [A]” cumpra

as defini¢des dadas pelas equacdes abaixo, esta sera denominada Inversa de Moore-Penrose.

[AI[A]*[A] = [A] (47)
[A][A][A]" = [A]" )
[A][4]" = [E], “9)
[A]"[A] = [E], 0)
[E]? = [E], oY
[E]; = [E] 2
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2.3.3 NORMA EUCLIDIANA

Norma é o nome dado a uma fungdo que associa um numero escalar a um vetor (Anton,
2012). A Norma Euclidiana é amplamente utilizada dentro da Algebra Linear ¢ esté ligada ao con-
ceito geométrico de comprimento, esta pode ser calculada para um vetor do espaco R™ pela for-

mula abaixo, em funcéo das suas componentes:

— 2 2 4 ... 2 (53)
lv| = |vi+v5+ -+ 02

A equacdo anterior pode ser reescrita em forma vetorial:

v] = V)T {v} 4)

Tal modelo permite uma generalizacdo para matrizes, utilizando-se uma matriz positiva
definida, [N], que ser& a matriz peso da norma:
141l = VTA"[N][A] )
2.3.4 INVERSA GENERALIZADA DE MINIMA NORMA

Dentre todas as solugcbes possiveis para o sistema de equacdes lineares dadas pela equacao
(45), existira pelo menos uma que tera a menor norma euclidiana possivel, ou seja, uma que satis-

faca a seguinte condicao:
;| = [[A:]"{B} > |xm| = [[Am]*{B}| V i (56)

Segundo Mello (1996), Rao demonstrou que uma Inversa Generalizada de Moore-Penrose

sera dada por:
[AL7m = [N]THA]T ([A]IN]~H[ATT) (57)

Pode ser que haja mais de uma inversa de minima norma, porém, cada uma delas levara a

solugdes distintas.

2.35 A SOLUCAO ELASTICA E AS INVERSAS GENERALIZADAS

Utilizando a descricdo das estruturas segundo a apresentacdo mostrada em 2.1, os esforgos

solicitantes serdo aqueles dados pela resolucdo da equacéo abaixo:
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[A]{SR} = {W} (58)

Mello (1996) mostra que para uma estrutura hiperestatica esse sistema sera classifica como
Possivel e Indeterminado, ou seja, existe uma inversa generalizada de [A], tal que a equacéo abaixo
seja verdadeira:

{SR} = [AI"{W} + (1] - [E]){Z} (59)

Sendo que o vetor {Z} é do mesmo tipo que o dado pela equacédo (46), e a matriz [E]. dada

pela equacdo (49).

A Matriz de Flexibilidade da Estrutura, [F], conforme descrita em 2.1.4, é Positiva e Defi-

nida, podendo assim ser utilizada como uma matriz peso da norma euclidiana, ou seja:
ml = J{m}"[F{m} (©0
E uma Inversa Generalizada de Minima Norma Euclidiana poderia ser dada, entdo, por:
[Am = [F17'[AI" ([AIIF]~ 1 [A]T)" (61)

Lembrando que [F]™! = [K]:

[Al7m = [KI[AT" ([AIKT[A]T) (62)

Por fim, comparando com a equacéo (2), chegamos a conclusao de que a matriz [B] é uma
inversa generalizada de minima norma da matriz [A], e que a matriz [F] pode ser substituida por
qualquer outra matriz Positiva e Definida, como a matriz Identidade. Essas conclusdes s&o mostra-

das nas equacdes abaixo:
[A]7m = [K][A]" ([A]IK][A]T)" = [B] (63)
[F] = ([AlIK][A]")~* = [1] (64)
2.4 PROJETO DE MINIMO PESO

Conforme foi mostrado em 2.2.2, uma estrutura constituida por materiais com comporta-
mento elastoplastico podem apresentar uma folga entre a carga aplicada a esta estrutura e a carga
que leva ao colapso plastico, e essa folga é funcéo, entre outros parametros, do momento plastico

das sec¢des da estrutura.
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Em situacOes de projeto, a especificacdo de uma se¢cdo com maior momento pléstico pode
levar & um custo e um peso préoprio maior da estrutura (Horne, 1979), portanto, é de interesse dos
projetistas e dos clientes que a estrutura tenha um momento plastico tal que atenda com a menor

folga possivel os critérios dos Estados Limites.

Conforme Horne (1979) mostra, o peso por metro de um membro com sec¢do constante de

uma estrutura pode ser aproximado pela equacao abaixo:
g = kM3 (65)

Onde k representa uma constante de proporcionalidade indeterminada. E possivel aproxi-
mar n como sendo igual a 1, sem grandes perdas de precisdo (Horne, 1979), com isso, 0 peso total

de uma estrutura seria dado por:

G = "Z I; My, (66)

Portanto, o problema se torna o de encontrar uma combinacéo de se¢Ges que seja capaz de
resistir ao carregamento, a0 mesmo tempo que em que minimiza a funcao G. Escrevendo a equacao
anterior na forma matricial, utilizando vetores para representar 0s comprimentos e 0s momentos

plasticos, temos:

(67)

6=k ) ()7 (M}
24.1 TEOREMAS DA PLASTICIDADE

Os momentos plasticos possiveis de serem escolhidos para as se¢fes da estrutura devem
obedecer certas condices, e estas sdo dadas através dos teoremas da plasticidade, estes sdo expli-

cados nos tdpicos abaixo.
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2.4.1.1 TEOREMA ESTATICO

Segundo o teorema estético da plasticidade, um carregamento (Ws) atuando sobre uma es-
trutura, que gera um campo de tensdes que seja estatica e plasticamente admissivel, € um limite

inferior do carregamento (WRr) que leva a estrutura ao colapso, ou seja:
W; < W, (68)

Por campo de tensdes estaticamente admissivel se entende que as condicdes de equilibrio
estatico sdo satisfeitas, e por campo de tensdes plasticamente admissivel que os critérios de resis-
téncia dos materiais sdo respeitados.

O teorema do limite inferior da plasticidade produz solucgdes seguras desde que as suas
hipo6teses sejam respeitadas. Sendo assim, este teorema representa um limite superior para o0s va-

lores possiveis dos momentos plasticos {Mp}.

2.4.1.2 TEOREMA CINEMATICO

Segundo o teorema cinematico da plasticidade, um carregamento (W) atuando sobre uma
estrutura, que gera um campo de deformacdes que seja estatica e plasticamente admissivel, € um
limite superior do carregamento (WR) que leva a estrutura ao colapso, ou seja:

Wi =2 W, (69)

Por campo de deformac6es estaticamente admissivel se entende que as condicdes de apoio

sdo respeitadas, que o campo é continuo e as equacdes de compatibilidade sdo obedecidas.

O teorema do limite superior da plasticidade produz solugdes seguras desde que as suas
hipoteses sejam respeitadas. Sendo assim, este teorema representa um limite inferior para os valo-

res possiveis dos momentos plasticos {M;}.
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2.4.1.3 TEOREMA DA UNICIDADE

Segundo o teorema da unidade, um carregamento (W,) atuando sobre uma estrutura, que
gere um campo de tensdes e deformacfes que seja estatica e plasticamente admissivel é o proprio

carregamento que leva a estrutura ao colapso, ou seja:
W,=W,=W,=W, (70)

A partir dos teoremas anteriores, € possivel perceber que o carregamento que leva a estru-

tura ao colapso pléstico deve obedecer as seguintes condi¢es (Horne, 1979):

a) Condicdes de Equilibrio (Teorema Estéatico)
b) Condicdes de Resisténcia dos Materiais (Teorema Estatico)
c) Condigdes de Compatibilidade (Teorema Cinematico)

d) Condicdes de Formacao de Rétulas Plasticas (Teorema Cinematico)

Sendo assim, Mello (1996) propde escrever todas essas equagdes em forma matricial para
que seja possivel aplicar os conceitos da Programacdo Linear para resolver o problema de minimo

peso.

2.4.2 FORMULACAO DO PROBLEMA

Supondo que em uma estrutura com n membros, existam nd Momentos Plasticos diferentes.
Este caso pode ocorrer, por exemplo, numa estrutura aporticada onde se espera que os pilares te-
nham se¢do constante entre si e ao longo de comprimento, e as vigas sigam 0 mesmo principio.

Mello (1996) propde que seja utilizada uma matriz de projecgdo Js tal que:

{Mp}nxl = [slnxnalMatna x 1 (71)

Para atender as condi¢des de resisténcia dos materiais, € preciso que as duas equacdes

abaixo sejam atendidas:
[Usl{Ma} + [I]1{SR} = 0 (72)

Usl{iMy} — [I11{SR} = 0 (73)
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Para atender as condicGes de equilibrio, e utilizando as notacfes apresentadas em 2.1, €

preciso que a seguinte equacéo seja atendida:
[AI{SR} = {W} (74)

Viera e Melo, (2000 e 1996), utilizam a notacdo para representar todas as equacdes que

envolvem o problema:

MIN [{1}": {O}T]
Us]

I [{SR}] o] "

2.43 PROGRAMACAO LINEAR

A resolucdo de um problema onde se deseja determinar os valores de um conjunto de vari-
aveis de modo a maximizar ou minimizar uma funcéo objetivo linear, sujeita a uma série de restri-
cOes também dadas por equacdes lineares é objeto de estudo da Programacéo Linear (Bertsimas e
Tsitsiklis, 1997).

Diversos problemas em pesquisa operacional, econometria, entre outros do mercado finan-
ceiro podem ser aproximados ou resolvidos por intermédio da programacéo linear. A quantidade
de problemas e sua aplicabilidade ao mundo real foi motivador para que diversos pesquisadores

desenvolvessem softwares e algoritmos para a resolucéo destes problemas.

O algoritmo SIMPLEX, desenvolvido por George Dantzig, é o mais difundido para a reso-
lucdo de problemas de Programacao Linear. Trata-se de um algoritmo interativo que procura pela
solucdo Otima a partir das solugdes dos extremos das equacOes de restricdo. O software LINDO

utiliza este algoritmo.
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3. IMPLEMENTACAO

3.1 POORTIC2D E TRUSS_Gl

POORTIC2D (Nascimento e Gomes, 2014) é uma ferramenta construida com o auxilio do

pré-processador grafico para trelicas TRUSS_GI (Gomes, 2001). A ferramenta foi implementada

em linguagem C++, que suporta completamente a programacao orientada a objetos (POO) (Gure-

wich, 2000), e divido em 3 mddulos, Pré-Processamento, Processamento e POs-Processamento.

O modulo de pré-processamento possibilita a definicdo da geometria da estrutura, as con-
di¢bes de contorno, a aplicacdo dos carregamentos e a definicdo das propriedades das se-
cOes, além de gravar os dados e envia-los aos outros modulos.

O mddulo de processamento recebe os dados passados pelo pré-processamento, realiza as
operagOes necessarias sobre estes de modo a obter os esfor¢os solicitantes, reacGes de apoio,
cargas de colapso plastico, dentre outras. Neste médulo foram implementados os Métodos
da Rigidez Analitico, Elastoplastico Incremental, Minima Norma Euclidiana e Projeto de
Minimo Peso.

O modulo de pds-processamento é responsavel pela visualizacdo dos resultados na forma
de diagramas, de esforcos seccionais ou de corpo livre. Este modulo recebe os dados do

processamento e do pré-processamento.

Os mddulos de POORTIC2D foram implementados buscando utilizar as vantagens possi-

veis com a utilizacdo de uma linguagem de programacao orientada a objetos, em especial a reuti-

lizacdo de codigo. A interface de Gomes (2000) foi reutilizada na criacdo do PORTIC2D, e as

classes criadas para a implementacdo dos métodos e do pos-processamento sdo independentes.
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3.2 METODO DA RIGIDEZ ANALITICO

O método de Rigidez Analitico consiste de matrizes que representam a estrutura baseadas
nas operagdes descritas na Eg. 2.1, quais sejam, a matriz de estaticidade, [A], a matriz de rigidez
dos membros, [S], e o vetor de carregamentos {W}. As demais matrizes sdo construidas a partir de
operagdes sobre essas. Sendo assim, 0 minimo de informagdes necessarias para montagem dessas,
séo:

e Numero de Nos

e Numero de Elementos

e Coordenadas dos Nos

e Conectividades entre os elementos

e Condicdes de Apoio

e Condicdes de Ligacdo Internas

e Carregamentos dos Nés

e Carregamentos dos Elementos

e Dados da secio de cada elemento (Area, Inércia)

e Dados do material constitutivo (Mddulo de Elasticidade)

3.21 CONSTRUCAO DAS MATRIZES

O sistema de armazenamento de dados utilizado para a implementacdo do método deve ser
capaz de passar as informagOes mostradas anteriormente para a construcdo das matrizes. Gomes
(2000) utiliza uma estrutura de listas circulares duplamente linkadas para 0 armazenamento dessas

informacdes.

Nascimento (2014) mostra onde as informagdes sdo necessarias. O resumo, bem como as

informacBes necessarias é aqui reproduzido e ilustrado no fluxograma da figura 11.
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Namero de Nos
Condicbes de Apoio

AV
Matriz e Vetor de Qondigégs de con}omo.
A area, inércia e modulo
Resicoes de elasticidade dos
Graus de Liberdade
elementos
Tamanhos e
KI— Cossenos diretores
dos Elementos
AV
Matriz de Matriz de Rigidez
Equilibrio dos Elementos

Av4

Matriz de Rigidez
da Estrutura

Vetor de Esforcos
Solicitantes

Figura 11 - Fluxograma do Método da Rigidez

Cada matriz € entéo construida utilizando as informagdes explicitadas na Figura 11, e com

as formas mostradas na Eq. 2.1.

3.22 LIMITACOES E SIMPLIFICACOES

O método da rigidez analitico considera que a estrutura tenha um comportamento exclusi-
vamente linear elastico ao longo da analise. Admite-se que as deformacfes geradas pelas cargas
aplicadas a estrutura sejam pequenas e que, sendo assim, os efeitos de 2% ordem possam ser des-

prezados.

Apesar de ser possivel aplicar mudancas a matriz [S] para levar em consideracao os efeitos
do cisalhamento a estrutura, estas mudangas ndo foram contempladas neste trabalho e os proprios

métodos numéricos inserem um certo grau de precisdo aos resultados da analise
3.3 METODO ELASTO-PLASTICO INCREMENTAL
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Wang (1963) propbs um algoritmo efetivo para a aplicagdo do método incremental, con-
forme exposto em 2.2.3. As analises linear-elésticas necessarias para o calculo elasto-pléastico po-
dem sem realizadas com a aplicacdo do método da rigidez analitico. Existe vantagem na utilizagéo
do MRA, pois a insercdo da uma rotula na estrutura apenas altera a Matriz de Rigidez dos Elemen-
tos, [S], e as que derivam dela, sendo assim, a Matriz Estéatica, [A], se mantém igual, para o caso

de existirem apenas cargas concentradas. A Figura 12 resume o0 método.

Constracio da Matriz 3

Construcio da Matriz A

-

Resolugdo MEA

Caloudar Fatores de Carga

Encontrar Wienor F ator

IC aloular fatores cumulativos, momento
acwnulados e deformagties

Sitn
P ds-Processam ento Colapsa?

Min

Modificar a Mattiz 3

Figura 12 - Fluxograma Método Incremental

Quando existem apenas cargas concentradas aplicadas a estrutura 0s maiores momentos
fletores ocorrerdo nos noés, porém, no caso de uma estrutura com cargas distribuidas, os momentos

maximos podem acontecer no meio de um elemento.
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No primeiro caso, 0s termos das matrizes devem ser mudados e alguns zerados, apenas. No
segundo caso, pode ser necessario reorganizar as matrizes, pois caso a rotula deforme no meio de

um elemento, este devera ser divido em dois outros.

3.3.1 CARGAS CONCENTRADAS

As modificagcdes necessarias na matriz [S] para levar em consideragdo sdo simples, basta
mudar o caso de ligacdo interna dos elementos que se ligam ao n6 onde a rétula plastica se formou.
Por exemplo, um elemento poderia ter sua contribui¢do a matriz [S] dada pela equacao (3). E, caso

uma roétula se forme a sua esquerda, sua contribuicdo passaria a ser dada pela equacéo (4).

3.3.2 CARGAS DISTRIBUIDAS
3.3.2.1 ENCONTRAR O MOMENTO MAXIMO

A existéncia de cargas distribuidas aplicadas a estrutura faz com que os momentos fletores
maximos possam ocorrer no meio dos vaos, entdo, para um elemento se faz necessario verificar se
o esforco cortante se anula em algum ponto ao longo deste elemento. Se o ponto de cortante nulo
existir ao longo do elemento, e considerando que este elemento esteja submetido a um carrega-
mento uniformemente distribuido:

VapL (76)

X=—
—Vga+ Vyp

O valor do momento maximo sera entdo calculado como sendo:

Vea — Vag (77)
Mgz = My + Vap. X + =222 27

Sendo que Vag e Vea sdo dados pelas equacdes (26) e (27), respectivamente, e Mag € lido
diretamente do Vetor SR.

3.3.2.2 MODIFICACOES NAS MATRIZES

Caso 0 momento maximo ocorra em um ponto no meio do elemento ali se formara uma
rotula para essa interagédo, e serdo necessarias modificagdes nas matrizes [S] e [A] para levar em

consideracdo essa mudanca estrutural.
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Para a matriz [S], cada elemento tinha uma contribuigdo dada pelas equacdes (3), (4), (5)
ou (6), e a matriz completa serd dada por (7). No caso de formagdo de uma rétula no meio do

enésimo elemento, a matriz sera entdo dada pela equacgéo abaixo:

1Sy .. .. 0 0 (78)
REEEEN
[S] = 0 , 0
: . [Shel :
L0 .. 0 T ) L R

Como mostrado na equacéo anterior, sera necessario adicionar mais 3 linhas e 3 colunas a
matriz S, e posicionar a contribui¢cdo do novo elemento a matriz. Essa contribuicdo serd a mesma
do elemento onde a rétula plastica se formou. Apos essa modificacdo serd necessario fazer as mu-

dancas expostas em 3.3.1.

Para a matriz [A] serd necessario recalcular o valor dos membros das sub-matrizes que a
compdem, pois, 0 comprimento dos elementos muda. Um elemento n que se ligava aos nos de
nameros a e b, em uma estrutura que tenha  como grau de liberdade e ne como numero de ele-

mentos, seré divido em dois elementos que irdo estar ligados aos nés a e nn+1 e b e nn+1.

Sendo assim, as sub-matrizes de estaticidade do primeiro elemento irdo ocupar posicoes
tais que 0 0s termos a1 e as1 das sub-matrizes estejam nas posi¢Oes aan € ag+1,n, respectivamente.

Os mesmos termos, mas para o segundo elemento deverdo estar nas posicdes ap,ne+1 € a4 +1,ne+1.

3.3.2.3 MOMENTOS ACUMULADOQOS

O método proposto por Wang (1963) exige que os resultados de momentos encontrados
sejam acumulados, para que se possa calcular quanto de capacidade resistente ainda resta em cada

secdo e assim calcular qual o fator de carga que se pode adicionar a estrutura.

Para o caso de cargas concentradas, ou de estruturas com cargas distribuidas que as rétulas
nédo se formem no meio de elementos, ndo problema nessa gravacgao de resultados, pois o uso de
um vetor simples, como o vetor SR exposto em 2.1.6 resolve essa demanda. Entretanto, quando

ocorre a formagéo de uma rétula plastica fora dos nos sera necessario fazer um tratamento sobre
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os valores de esforcos acumulados para que estes carreguem as informag6es corretas para as pro-
ximas interagOes. A Figura 13 abaixo mostra como o elemento e o diagrama dos esforgos acumu-

lados sera dividido.

(d) ElemertoGenético (by Diagrama de Momertos Fletores () Diagrama de Esforgo Normal

Figura 13 - Divisdo de um Elemento

Em forma matricial, o exposto na Figura 13 ficaria como mostrado nas equacdes abaixo.
Inicialmente nds teriamos um vetor como mostrado na equacéo (80).
(i)

N
{S R } = Myp (79)

Mp4
k .

A divisdo do elemento em dois faria o vetor SR tomar a forma mostrada na equacao (80).

) 3xne

Sendo Mmig calculado pelo método exposto em 3.3.2.1.

(SR} ={ ~"mia} (80)

3x(ne+1)
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3.3.3 LIMITACOES E SIMPLIFICACOES

O método incremental carregas as simplificacGes feitas para 0 método da rigidez, com ex-
cecdo do comportamento exclusivamente elastico. Neste método a possibilidade de comportamento

plastico ja é levada em consideracéo.

Entre cada interagdo do método é considerado que a estrutura apresenta um comportamento
linear elastico, e os efeitos sobre a estrutura sdo calculados com a configuracdo indeformada da
mesma. Harrison (1973) mostra os estudos de alguns autores sobre os efeitos dessa simplificacao
em estruturas metalicas, onde a superestimacédo do fator de carga a flexdo é compensada pelo au-
mento de capacidade resistente devido aos esfor¢cos ndo considerados.

Outra limitagdo do metodo que merece ser destacada é aquela mostrada por Finzi (1957).
Esta limitacdo é devida ao fato do método incremental ndo ser capaz de levar em consideracdo a
diminuicdo do esforco solicitante em uma secdo de modo a rétula plastica deixar de existir. Esse
fato se torna importante em estruturas onde ocorre a formacéo de rotula plastica logo no inicio do

carregamento, mas esta rotula ndo existe na configuracdo de colapso da estrutura.
3.4 MINIMA NORMA EUCLIDIANA

3.4.1 DIFERENCAS

Apesar da matematica avancada que da suporte ao método da Minima Norma Euclidiana,

a sua implementacdo tem apenas uma diferenca em relacdo aos métodos ja apresentados.

Durante o célculo das matrizes necessarias para a solucdo da estrutura, a matriz [S] ndo
precisa ser calculada, podendo ser substituidas pela Matriz Identidade [I], com 0 mesmo tamanho
de [S].

3.4.2 LIMITACOES E SIMPLIFICACOES

As limitacGes e simplificacfes deste método sdo as mesmas dos métodos de Rigidez Ana-

litico e do Elasto-Plastico Incremental, de modo que s6 deve ser aplicado nas mesmas condigdes.
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3.5 PROJETO DE MINIMO PESO

Conforme mostrado em 2.4.3 a resolucao do problema de encontrar a menor configuragédo
para 0s momentos plasticos de uma estrutura que leve a um dimensionamento mais econémico
recai na resolucdo de um problema de programacéo linear (Horne, 1979), assunto este abordado

por diversos autores e com uma gama de softwares disponiveis para resolucdo destes problemas.

POORTIC2D néo foi desenvolvido com a capacidade de resolver problemas de programa-
cao linear, porém este é capaz de gerar todas as informagdes necessarias para a resolucdo deste

problema através do software LINDO.

351 LINDO

LINDO ¢é um software desenvolvido com o objetivo de ser aplicado em éreas de Pesquisa
Operacional, sendo assim um solver para problemas de otimizacao linear, inteira, complexa e ndo
linear. O software disponibiliza versfes educacionais que sdo capazes de resolver problemas do

tipo gerado na andlise de estruturas.

Alguns métodos de entrada de dados sdo possiveis para alimentar o LINDO, entre eles é
possivel utilizar um arquivo .txt com as equacdes e 0s comandos a serem executados pelo pro-
grama, de modo que este analisa 0 arquivo e retira as informagfes necessarias. Este arquivo é co-

mumente chamado de Tableau (Lindo Systems, 2014).
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3.5.2 TABLEAU

O tableau que alimenta o software deve estar organizado da seguinte maneira:

MIN (ou MAX) F({M})
Subject to:

fi{M}) > {A}

fi({M}) <{B}

fi{M}) = {C}
END
RESTRICOES/LIBERACOES

Sendo assim, para que o LINDO resolva o problema de minimo peso para uma estrutura, o

tableau deve ser escrito do modo abaixo

MIN [{1}": {0}7].

Subject to:
U = ] p1st o
Ul = [=1]-|rem|=
o ;i fe
END
FREE {SR}

3.5.2.1 TWO-STOREY FRAME

Estes resultados, quando retroalimentados em POORTIC2D geram os seguintes resultados

para a analise elastoplastica via Minima Norma Euclidiana:
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Figura 14 - Two-Storey Frame - Carga de Colapso Plastico

O fator de carga obtido é proximo ao unitério, levando a um dimensionamento com uso

mais racional dos materiais. Os resultados obtidos nesta analise sdo idénticos aos de Horne, 1979.

35.3 LIMITACOES E SIMPLIFICACOES

A formulagdo proposta por Horne, 1979, e aplicada em POORTIC2D utiliza algumas hipo-
teses simplificadoras. A primeira delas é a de que o comportamento dos materiais constituintes da
estrutura é perfeitamente elastoplastico, tanto a tracdo quando a compresséo. Ou seja, 0 diagrama
tensdo-deformacdo dos materiais constituintes é da forma mostrada no gréfico da Figura 7 - Dia-
grama Tensdo Deformacao - Elastoplastico.

Além da condi¢do mencionada anteriormente, é necessario que a se¢do seja de tal forma,
constituida de tal material que 0 momento plastico positivo seja igual ao momento plastico nega-
tivo, como mostrado na equacéo abaixo. Essas condi¢Oes sao, em geral, atendidas por estruturas

metalicas de secdo simétrica.

My =M, (81)
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4. EXEMPLOS NUMERICOS

Todos os exemplos mostrados nesta se¢éo serdo modelados em POORTIC2D, utilizando

seus modulos de pré, processamento e pds-processamento.

POORTIC2D ¢ capaz de interpretar as informacdes passadas pelo usuério atraves das fer-
ramentas de desenho disponiveis dentro do modulo de pré-processamento. Apos a interpretacao, o
maodulo de processamento € utilizado para aplicar os métodos implementadas neste trabalho e gerar
os resultados que serdo utilizados pelo Gltimo modulo. O pos-processamento se encarrega de inter-
pretar os dados do processamento e mostrar os resultados ao usuério através de diagramas de es-

forgos e de corpo livre.

As secOes seguintes se dedicam a mostrar o uso de POORTIC2D e os resultados de cada

um dos métodos implementados.
4.1 METODO DA RIGIDEZ ANALITICO

Os dados constitutivos para todos os elementos estdo mostrados na tabela abaixo:

Tabela 1 - Dados Constitutivos - Estrutura Exemplo - MRA

Parametro Valor
Area (m?) 0,5.10°2
Inércia (m*) 4.10*
Madulo de Elasticidade (GPa) 2,1.10°

A Figura 15 mostra o resultado do médulo de pré-processamento. Esta entrada de dados é

feita desenhando-se na tela a estrutura desejada e atribuindo valores aos membros.

As Figura 16 a Figura 18 mostram os resultados do médulo de pds processamento. Os dia-
gramas sdo gerados automaticamente em janelas pop-up independentes, e apenas ao comando do

usuario. Os resultados obtidos para os esforcos internos séo mostrados nas figuras abaixo.
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Untitled - Data_Truss Program - o 5 e _ o
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Run Help

DM+ =R& 2
7 @ I [¥TZ ol wim|v|s] %]
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Figura 15 - Exemplo Numérico — Esquema Estrutural Figura 16 - Exemplo Numérico - Diagrama de Esforco
Cortante
L] Bending Moments Diagram = = ] Mormal Force Diagram = =

Ll Ll

(5255  |52.55
#T3 62.13

Figura 17 - Exemplo Numérico - Diagrama de Momento  Figura 18 - Exemplo Numérico - Diagrama de Esfor¢o
Fletor Normal
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Os resultados para mesma estrutura, utilizando o FTOOL (Martha, 2012) sdo mostrados na

figura abaixo:

10.00 EM/m
ARRERRRRREN
100.0 kM 5
P o [T
12 o ez

Figura 19 - Exemplo Numérico — Esquema Estrutural Figura 20 - Exemplo Numérico - Diagrama de Esforgo

Cortante
2 E
W
= 3
- w0 T -
.2 o =R (|
w =
s3] b
@ e}
= - T e
——— e - Fr¥r=

Figura 21 - Exemplo Numérico - Diagrama de Momento  Figura 22 - Exemplo Numérico - Diagrama de Esfor¢o

Fletor Normal

41



Os resultados obtidos por POORTIC2D em relagdo ao Ftool variam em cerca de 3%, como
mostrado na tabela abaixo para os momentos fletores. Tal variacao acredita-se ser devida a preciséo

dos métodos numéricos utilizados.

Tabela 2 - Comparativo momentos fletores

POORTIC2D FTOOL A (%)

Barra 1 - Inferior 113,39 109,9 3,2%
Barra 1 - Superior 76,43 76,8 -0,5%
Barra 2 - Esquerda 76,43 76,8 -0,5%
Barra 2 - Direita 92,11 94,5 -2,5%
Barra 3 - Inferior 115,07 118,7 -3,1%
Barra 3 - Superior 92,11 94,5 -2,5%

411 MATRIZES

As figuras abaixo mostram os valores obtidos para cada uma das matrizes do método. Essas
matrizes sdo geradas internamente ao programa, dentro do modulo de processamento, elas ndo sao

mostradas ao usuario, e aqui sdo reproduzidas para fins didaticos.

e MatrizA.txt - Bloco de notas = =
Arquive  Editar  Formatar  Exibir Ajuda
(% -8.25 -8.25 -1 (% % 8 @ (% 2
1 % 8 -a -8.25 -8.25 8 a a8
a8 8 1 8 1 8 8 8 a8
(% % 8 1 -8 -8 8 -8.25 -8.25
a8 % 8 a 8.25 8.25 1 a a8
a8 8 8 8 a8 1 8 8 1

W
L4 >

Figura 23 - Exemplo Numérico - Matriz A
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|
a
H

e MatrizS.txt - Bloco de notas
Arquive Editar Formatar  Exibir  Ajuda
26.25 8B @ 8 @8 B8 B8 B8 8 A
B 8.4 4.2 2] 2] 5] 5 a a
B 4.2 8.4 4] 5] 5] a a 8
] ] 826.25 4] 5] @ 8 8
] ] <] e 8.4 4.2 2] ] 8
] a e B 4.2 8.4 B ] 8
e e e 5] 5] B26.25 8 ]
] ] 2] 2] 2] B B 8.4 4.2
] ] 2] 2] 2] 5] B 4.2 8.4
L
£ >
Figura 24 - Exemplo Numeérico - Matriz S
2 MatrizSolver.txt - Bloco de notas = =
Arquive Editar Formatar  Exibir - Ajuda
0.421343 8.991573 B.218674 0.421343 B.08842697 8.218674 A
-1.17781 -B.8168539 B.8838889 -1.1376 B.8168539 -9.248392
-0.852549 8.8168539 B.489522 -B.832844 -9.8168539 -8.252219
-8.492611 ] -8.123153 8.492611 e 8.123153
0.852549 -B.8168539 B8.598478 8.832844 ©.8168539 B8.252219
0.832844 -B8.8168539 B.252219 8.852549 ©.8168539 B8.598478
-9.421348 0.00842697 -8.218674 -8.421348 ©8.991573 -B.218674
-1.1376 -8.8168539 -8.248392 -1.17781 B.8168539 B.8830889
-9.832844 ©.8168539 -8.252219 -@8.852549 -9.8168539 B.489522

Figura 25 - Exemplo Numérico - Matriz B

7l VetorWixt-B.. — B

Arquive  Editar  Formatar  Exibir
Ajuda
188 &
-28
13.3333
4]
-28
-13.3333

Figura 26 - Exemplo Numérico - Vetor W
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| VetorSR.txt - ... = O

Arquive  Editar  Formatar  Exibir
Ajuda

22.1348 2
-113.388

-76.4317

-52.5452

89.765

78.7743

-62.1348

-118.873

-92.1876

< >

Figura 27 - Exemplo Numeérico - Vetor SR
4.2 METODO ELASTOPLASTICO INCREMENTAL

Os resultados do Método Incremental séo os valores das cargas que levam a estrutura ao
colapso plastico. POORTIC2D é capaz de implementar completamente este método, utilizando

seus modulos independentes. Todos os resultados sdo comparados com os obtidos por Jorge, 2001,

em suas analises ‘a mao’.
4.2.1 PORTICO BI-ENGASTADO

O esquema estrutural escolhido por Jorge (2001) e o utilizado em POORTIC2D sdo mos-
trados nas figuras abaixo. As propriedades de Médulo de Elasticidade, Inércia e Area sdo iguais
para todos 0s membros.
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Figura 28 - Pdrtico Bi-Engastado Figura 29 - Pértico Bi-Engastado

Esquema Estrutural — (Jorge, 2001) Esquema Estrutural — (POORTIC2D)

De acordo com Jorge (2001), para o pértico mostrado na Figura 28, o valor do fator de

carga seré:

A =50 (82)
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Os resultados para a simulagéo sdo mostrados abaixo:

] Plastic Collapse Load - © i Bending Moments Diagram = B
~ ~
100.00
ﬂsu.uu 00 J
=t ¢ 4 18 * 101
50.00
100.00
1 1
W v
Figura 30 - Pértico Bi-Engastado Figura 31 - Pértico Bi-Engastado
Carga de Colapso Plastico Diagrama de Momentos Fletores

Os nos coloridos de preto representam as posicdes das rétulas plasticas.

Os resultados obtidos para POORTIC2D e pela analise de Jorge (2001) s&o idénticos.

4.2.2 PORTICO TIPO ASNA

O esquema estrutural escolhido por Jorge (2001) e o utilizado em POORTIC2D sdo mos-
trados nas figuras abaixo. As propriedades de Médulo de Elasticidade, Inércia e Area sdo iguais

para todos 0s membros.
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Figura 32 - Pértico Asna Figura 33 - Pértico Asna
Esquema Estrutural — (Jorge, 2001) Esquema Estrutural (POORTIC2D)

De acordo com Jorge (2001), para o pértico mostrado na Figura 32, o valor do fator de

carga sera:

M (83)
=222
1=2, 7

Para a simulagdo em POORTIC2D, consideramos L=4m e Mp=20kN.m, o que resulta

em:

A=11 (84)
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Os resultados para a simulagéo sdo mostrados abaixo:

L] Plastic Collapse Load - © L] Bending Moments Diagram = =

A~ ~

11.00

11.00

Figura 34 - Pértico Asna Figura 35 - Pértico Asna

Carga de Colapso Plastico Diagrama de Momentos Fletores

Os resultados obtidos para POORTIC2D e pela anélise de Jorge (2001) séo idénticos.

4.2.3 VIGA BI-ENGASTADA — CARGA DISTRIBUIDA

Considerando uma viga bi-engastada com uma carga distribuida unitaria ao longo de todo

0 comprimento, o fator de carga sera dado por:

M (85)
_ 14
1=16—7
As figuras abaixo mostram os resultados da simulagéo de tal viga em POORTIC2D.
Para a simulagdo utilizamos L=8m e Mp=16kN.m, 0 que resulta em:
A=4 (86)
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Figura 36 - Viga Bi-Engastada - Esquema Estrutural

Plastic Collapse Load = = L] Bending Moments Diagram - &
~ L)
6.00 16.00
4.00; 00
8.00 8.00
16.00
w W
Figura 37 — Viga Bi-Engastada Figura 38 - Viga Bi-Engastada
Carga de Colapso Plastico Diagrama de Momentos Fletores

Os resultados obtidos em POORTIC2D séo exatamente iguais ao esperado.
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4.3 MINIMA NORMA EUCLIDIANA

4.3.1 SINGLE-BAY FRAME

A resolucdo pelo método da Minima Norma Euclidiana seré realizado utilizando a estrutura

do exemplo mostrada na Figura 39, e os dados constitutivos serdo os mostrados na tabela abaixo:

Tabela 3 - Dados Constitutivos - Single-Bay Frame - MNE

Parametro Valor

Area (m?) 0,5.102

Inércia (m*) 4.10*

Madulo de Elasticidade (GPa) 2,1.10°

M1 3.33 kN.m

M2 3.33kN.m
Untitled - Data_Truss Program - [m] x
File View Grid Constraints Joint Type Loading Material
Run  Help
O &%
[~ @ﬂwgé ma| ||| 2 ﬂ

b
» LEN
md2.
-3
mdl mdl
| | |
I I ]
8 ]

Bereit

Figura 39 — Single-Bay Frame - Esquema Estrutural
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POORTIC2D

Figura 40 — Single-Bay Frame - Esquema Estrutural




Os resultados obtidos automaticamente por POORTIC2D sdo:

B Plastic Collapse Load - m} * 1 Bending Moments Diagram - m} X
Ll ~
3.33
2.00 INS\P’
2.00 * 3.33
1.00
3.33
333%}7 333?’”’7
& v
Figura 41 - Single-Bay Frame Figura 42 - Single-Bay Frame
Carga de Colapso Plastico Diagrama de Momentos Fletores

Foi obtido uma estrutura com Fator de Carga Unitario, e tal situacdo se deve ao uso dos
dados obtidos em 4.4.1.

432 TWO-BAY FRAME

A resolucdo pelo método da Minima Norma Euclidiana sera realizada utilizando a estrutura

do exemplo mostrada na Figura 39, e os dados constitutivos serdo 0s mostrados na tabela abaixo:

Tabela 4 - Dados Constitutivos - Two-Bay Frame - MNE

Parametro Valor

Area (m?) 0,5.10%
Inércia (m*) 4.10*

Maodulo de Elasticidade (GPa) 2,1.10°
Maz (KN.m) 1.167

Maz (KN.m) 05
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As figuras abaixo mostram os esquemas estruturais de referéncia e o simulado.
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Figura 44 — Single-Bay Frame - Esquema Estrutural
POORTIC2D

Figura 43 — Single-Bay Frame - Esquema Estrutural

Os resultados obtidos automaticamente por POORTIC2D séo:

5 20 5 60 50 0.50 0.50
2 60 0.50 12 .00
117 117 0.50 0.507700
Figura 45 - Single-Bay Frame Figura 46 - Single-Bay Frame
Carga de Colapso Plastico Diagrama de Momentos Fletores

Foi obtido uma estrutura com Fator de Carga Unitario, e tal situacdo se deve ao uso dos
dados obtidos em 4.4.2.
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433 TWO-STOREY FRAME

A resolucéo pelo método da Minima Norma Euclidiana seré realizado utilizando a estrutura

do exemplo mostrada na , e os dados constituvos serdo os mostrados na Tabela abaixo.

Tabela 5 - Dados Constitutivos - Two-Storey Frame

Parametro Valor
Area (m?) 0,5.102
Inércia (m?) 4.10*
Modulo de Elasticidade (GPa) 2,1.10°
Maz (kN.m) 4.5
Maz (kN.m) 7.5
Mas (kN.m) 3.0
Maa (KN.m) 4.5
Untitled - Data_Truss Program - O X
File View Grid Constraints Joint Type Loading Material Run  Help
=y =] &%
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Figura 47 — Two-Storey Frame Figura 48 — Two-Storey Frame
Esquema Estrutural Esquema Estrutural (POORTIC2D)
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Os resultados obtidos automaticamente por POORTIC2D sdo:

ug.m NS\ 3.00
=1 * 7.93 3.00
2.04 . .

510
= & >
7156
¥ B

Figura 49 - Two-Storey Frame

Figura 50 - Two-Storey Frame

Carga de Colapso Plastico Diagrama de Momentos Fletores

Foi obtido uma estrutura com Fator de Carga Unitério, e tal situacdo se deve ao uso dos
dados obtidos em 4.4.3.

4.4 PROJETO DE MINIMO PESO
441 SINGLE-BAY FRAME

Utilizando o exemplo de Horne, 1979, mostrado nas figuras abaixo, simulamos 0 mesmo
portico em POORTIC2D:
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Figura 51 — Single-Bay Frame - Esquema Estrutural
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Figura 52 — Single-Bay Frame - Esquema Estrutural

POORTIC2D

A partir desta entrada de dados, POORTIC2D gera o seguinte tableau:

MIN 16MD1 + 12MD2
SUBJECT TO
1) ND-N1>=0
2) MD1 - M2 >=0
3) MD1-M3>=0
4) ND-N4>=0
5) MD2 - M5 >=0
6) MD2 - M6 >=0
7) ND-N7>=0
8) MD2 - M8 >=0
9) MD2 - M9 >=0
10) ND - N10>=0
11) MD1 - M11>=0
12) MD1-M12 >=0
16) ND + N1 >=0
17) MD1+ M2 >=0

©18) MD1+ M3 >=0
19) ND + N4 >=0
20) MD2 + M5 >=0
21) MD2 + M6 >=0
22) ND +N7>=0
23) MD2 + M8 >=0
24) MD2 + M9 >=0

25)
26)
27)
31)
34)
40)
43)
46)
49)
52)
55)

END

ND + N10 >=0

MD1 + M11 >=0

MD1 + M12 >=0
-0.125M2-0.125M3-1N4 =0
+1N1-0.167M5-0.167M6 =0
+1N4-1IN7=0
+0.167M5+0.167M6-0.167M8-0.167M9 = -2
+1M6+1M8 = -0
+1N7-0.125M11-0.125M12 = 1
+0.167M8+0.167M9+1N10=0
+1M9+1M12 = -0

FREE N1
FREE M2
FREE M3
FREE N4
FREE M5
FREE M6
FREE N7
FREE M8
FREE M9
FREE N10
FREE M11
FREE M12




Apds a passagem dos comandos para o LINDO, este apresenta como solucao do problema
de Programacéo Linear os seguintes resultados:

LP OPTIMUM FOUND AT STEP  2125) ND ND
+ N10>=0

26) MD1 + M11 >=0

1.112000 0.000000
N1 -0.888000 0.000000
M2 -3.329341 0.000000
M3 1.988024 0.000000
N4 0.167665 0.000000

OBJECTIVE FUNCTION VALUE M5 -1.988024 0.000000

M6 -3.329341 0.000000

1) 93.22156 N7 0.167665 0.000000

M8 3.329341 0.000000

VARIABLE VALUE REDUCED COST M9 3.329341 0.000000
MD1 3.329341 0.000000 N10 -1.112000 0.000000
MD2 3.329341 0.000000 M11 -3.329341 0.000000
M12 -2320241 n nnnNNN

Os resultados sdo idénticos aos mostrados por Horne, 1979.

442 TWO-BAY FRAME

Utilizando o exemplo de Horne, 1979, mostrado nas figuras abaixo, simulamos 0 mesmo
portico em POORTIC2D:
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Figura 53 — Two-bay Frame Figura 54 — Two-bay Frame

Esquema Estrutural (Horne, 1979) Esquema Estrutural POORTIC2D
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A partir desta entrada de dados, POORTIC2D gera o seguinte tableau:

MIN 3MD2 + 4MD1 20) MD2 - M20 >=0
SUBJECT TO 21) MD2 - M21>=0
1) ND-N1>=0 25) ND + N1>=0
2) MD2 - M2 >=0 26) MD2 + M2 >=0
3) MD2-M3>=0 27) MD2 +M3>=0
4) ND -N4>=0 28) ND + N4 >=0
5) MD1 - M5 >=0 29) MD1 + M5 >=0
6) MD1 - M6 >=0 30) MD1 + M6 >=0
7) ND-N7>=0 31) ND +N7>=0
8) MD1 - M8>=0 32) MD1 + M8 >=0
9) MD1 - M9 >=0 33) MD1+ M9 >=0
10) ND-N10>=0 34) ND + N10 >=0
11) MD1 - M11 >=0 35) MD1+ M11>=0
12) MD1 - M12 >=0 36) MD1+ M12 >=0
13) ND-N13>=0 37) ND +N13>=0
14) MD1 - M14 >=0 38) MD1 + M14 >=0
15) MD1 - M15 >=0 39) MD1+ M15>=0
16) ND - N16 >=0 40) ND + N16 >=0
17) MD2 - M17 >=0 41) MD2 + M17 >=0
18) MD2 - M18 >=0 42) MD2 + M18 >=0
19) ND-N19>=0 43) ND +N19>=0
44) MD2 + M20 >=0
FREE N4 FREE N13
FREE M5 FREE M14
FREE M6 FREE M15
FREE N7 FREE N16
FREE M8 FREE M17
FREE M9 FREE M18
FREE N10 FREE N19
FREE M11 FREE M20
FREE M12 FREE M21

Apbs a passagem dos comandos para o LINDO, este apresenta como solucéo do problema

de Programacéo Linear os seguintes resultados:
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LP OPTIMUM FOUND AT STEP 27
OBJECTIVE FUNCTION VALUE
1)  6.166667

VARIABLE VALUE REDUCED COST
MD2 0.500000 0.000000
MD1 1.166667 0.000000

ND 3.416667 0.000000
N1 -1.666667 0.000000
M2 -0.500000 0.000000
M3 0.500000 0.000000
N4 -2.000000 0.000000
M5 -0.500000 0.000000
M6 -1.166667 0.000000
N7 -2.000000 0.000000
M8 1.166667 0.000000
M9 1.166667 0.000000
N10 -1.000000 0.000000
M11 -0.666667 0.000000
M12 -0.416667 0.000000
N13 -1.000000 0.000000
M14 0.416667 0.000000
M15 0.500000 0.000000
N16 -0.916667 0.000000
M17 -0.500000 0.000000
M18 -0.500000 0.000000
N19 -3.416667 0.000000
M20 -0.500000 0.000000
M21 -0.500000 0.000000

Os resultados sdo idénticos aos mostrados por Horne, 1979.
443 TWO-STOREY FRAME

Utilizando o exemplo de Horne, 1979, mostrado na figura abaixo, simulamos 0 mesmo
portico em POORTIC2D:
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Figura 55 — Two-Storey Frame Figura 56 — Two-Storey Frame
Esquema Estrutural (Horne, 1979) Esquema Estrutural POORTIC2D

A partir desta entrada de dados, POORTIC2D gera o seguinte tableau:

MIN 4MD1 + 6MD3 + 6MD4 + 6MD2 22) ND-N22>=0
SUBJECT TO 23) MD2 - M23 >=0
1) ND-N1>=0 24) MD2 - M24 >=0
2) MD1- M2 >=0 28) ND +N1>=0
3) MD1-M3>=0 29) MD1+ M2 >=0
4) ND-N4>=0 30) MD1+ M3 >=0
5) MD3 - M5 >=0 31) ND +N4>=0

6) MD3 - M6 >=0 32) MD3+ M5 >=0
7) ND-N7>=0 33) MD3+ M6 >=0
8) MD4 - M8 >=0 34) ND +N7>=0

9) MD4 - M9 >=0 35) MD4 + M8 >=0
10) ND - N10>=0 36) MD4 + M9 >=0
11) MD4 - M11 >=0 37) ND +N10>=0
12) MD4 - M12 >=0 38) MD4 + M11>=0
13) ND-N13>=0 39) MD4 + M12 >=0
14) MD3 - M14 >=0 40) ND + N13 >=0
15) MD3 - M15 >=0 41) MD3 + M14 >=0
16) ND - N16>=0 42) MD3 + M15 >=0
17) MD1 - M17 >=0 43) ND + N16 >=0
18) MD1 - M18 >=0 44) MD1 + M17 >=0
19) ND - N19>=0 45) MD1 + M18 >=0
20) MD2 - M20 >=0 46) ND +N19 >=0
21) MD2 - M21>=0 47) MD2 + M20 >=0
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55) -0.5M2-0.5M3+0.33M5+0.33M6-1N22 = 7 FREE N1
58) +1N1-1N4-0.33M23-0.33M24 =0 FREE M2
61) +1M3+1M5+1M23=-0 FREE M3
64)-0.33M5-0.33M6-1N7 = 2 FREE N4
67) +1N4-0.33M8-0.33M9=0 FREE M5
70) +1M6+1M8=-0 FREE M6
73) +1IN7-1N10=0 FREE N7
76)+0.33M8+0.33M9-0.33M11-0.33M12 = -5 FREE M8
79) +1M9+1M11=-0 FREE M9
82) +1N10-0.33M14-0.33M15=0 FREE N10
85) +0.33M11+0.33M12+1N13=0 FREE M11
88) +1M12+1M15=-0 FREE M12
91)+0.33M14+0.33M15-0.5M17-0.5M18+1N19 = 0 FREE N13
94) -1N13+1N16+0.33M20+0.33M21 =0 FREE M14
97) +1M14+1M18+1M21 =-0 FREE M15
100) -1N19+1N22=0 FREE N16
103)-0.33M20-0.33M21+0.33M23+0.33M24 = -5 FREE M17
106) +1M20+1M24 =-0 FREE M18
FREE N19
END FREE M20

Apbs a passagem dos comandos para o LINDO, este apresenta como solucdo do problema

de Programacéo Linear os seguintes resultados:

LP OPTIMUM FOUND AT STEP 31 N7 -2.000002 0.000000
M8 -3.000005 0.000000
OBJECTIVE FUNCTION VALUE M9 -4.500002 0.000000
N10 -2.000002 0.000000
1)  108.0001 M11 4.500002 0.000000
M12 3.000005 0.000000
VARIABLE VALUE REDUCED COST N13 -2.500000 0.000000
MD1 4.500000 0.000000 M14 -3.000005 0.000000
MD3 3.000005 0.000000 M15 -3.000005 0.000000
MD4 4.500002 0.000000 N16 -7.499999 0.000000
MD2 7.500005 0.000000 M17 -4.500000 0.000000
ND 7.499999 0.000000 M18 -4.500000 0.000000
N1 -2.500002 0.000000 N19 -2.499998 0.000000
M2 -4.500000 0.000000 M20 7.500005 0.000000
M3 -4.500000 0.000000 M21 7.500005 0.000000
N4 -2.500000 0.000000 N22 -2.499998 0.000000
M5 -3.000001 0.000000 M23 7.500001 0.000000
M6 3.000005 0.000000 M24 -7.500005 0.000000
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4.5 MNE e PMP

Os resultados obtidos na secdo 4.4 sdo aqueles, que segundo as premissas adotadas em 3.5,
levam ao dimensionamento da estrutura com o menor fator de carga possivel, atendendo aos crité-

rios de carga e seguranca arbitrados pelo Projetista.

Os resultados obtidos em 4.3 mostram quais sdo os fatores de carga para as estruturas di-
mensionadas segundo os critérios de minimo peso. Estes resultados mostram que o fator carga esta
sempre bem proximo do unitario, ndo sendo possivel ser unitario caso existam muitas restrigdes as

variaveis de projeto.

A utilizacdo conjunta do método do Projeto de Minimo Peso e Minima Norma Euclidiana
permite que se obtenha resultados para o dimensionamento com uso racional dos materiais e veri-

fique se as condicdes de seguranca dos estados limites de servico sejam atendidas.
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5. CONCLUSAO

A andlise estrutural é parte integrante de qualquer projeto estrutural, a esta compete o ob-
jetivo de determinar os efeitos das acOes sobre uma estrutura. Para alcangar este objetivo, a enge-
nharia estrutural lanca méo de diferentes métodos, entre estes, 0s métodos computacionais nume-

ricos vém ganhando mais espaco com os trabalhos de diversos pesquisadores.

Dentre os métodos numeéricos utilizados para analise estrutural, 0 método da rigidez anali-
tico é uma das formas mais usuais de aplicacdo, devido a sua vantagem de permitir uma analise
automatica da estrutura. Este método representa as propriedades fisicas e geométricas da estrutura

por matrizes, 0s carregamentos por um vetor e os resultados em outro vetor.

O método da rigidez analitico considera que a estrutura tenha um comportamento linear
elastico, ao passo que o método incremental considera que a estrutura tenha um comportamento
elasto-plastico, ou seja, apresenta um patamar de escoamento bem definido. O resultado deste mé-
todo € a carga que leva uma estrutura ao colapso através da plastificacdo de secBes, os esfor¢os

seccionais e as deformacdes logo antes a ruptura.

O método da minima norma euclidiana é uma facilidade aplicada ao método incremental,
de modo a diminuir o tempo de execucdo do programa e facilitar a resolucdo de estruturas mais
complexas. O método do projeto de minimo tem objetivo inverso ao incremental, de modo que este

parte do fator de carga e dos carregamentos para chegar ao dimensionamento da estrutura.

Os métodos apresentados tém suas limitacGes e simplificagdes que tornam possiveis os cél-
culos. O conhecimento de tais limitacBes é essencial para se saber qual a aplicabilidade dos resul-
tados. E, desta forma, apresentar metodologias mais apropriadas a cada caso ira gerar resultados

mais confiaveis e precisos, levando a melhores desempenhos estruturais.

Trabalhos futuros podem ser desenvolvidos buscando comparagfes entre novos métodos
ou algoritmos de analise, ou mesmo um aperfeicoamento da implementacdo aqui utilizada para
minimizar os erros de precisdo. Um algoritmo de analise com muitas aplicacdes seria a adaptacao
do método da Minima Norma Euclidiana para o seu uso em lajes. A Gltima sugestdo para trabalhos

futuros, porém ndo menos promissora, seria a comparagdo entre 0s momentos fletores internos
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gerados pelos métodos de Minima Norma e de Minimo Peso, de modo a encontrar os dimensiona-

mentos mais racionais.

POORTIC2D foi utilizado como base para toda a implementagdo dos métodos aqui descri-
tos. E possivel perceber com os exemplos apresentados como a utilizagdo de programas de analise
facilita os célculos e permite uma maior gama de estruturas analisadas em pouco tempo. E o sof-
tware tem seus modulos de pré e pos processamento ja completos, de modo que modelar uma

estrutura e visualizar seus resultados ja € completamente possivel.

Entre as caracteristicas de POORTIC2D esta a sua linguagem de implementacdo, que su-
porta a POO, e com isso a reutilizacdo de codigo, como mostrada por Nascimento e Gomes (2014).
Essa possibilidade de reutilizacdo facilita futuras implementaces de métodos derivados destes dois
métodos aqui implementados, além de ser possivel o uso dos mddulos completos de pré e pds

processamento.
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