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Resumo

Neste trabalho abordamos estat́ıstica robusta aplicada ao mercado de ações, para

entender o processo de estimação robusta num conjunto de dados que apresentam outli-

ers. Consideramos os dados referentes as ações da Ambev e as do Bradesco relacionadas

com o ı́ndice IBOVESPA e utilizamos os métodos de estimação robustos feitos pelos

modelos m-estimador de Huber, Tukey bisquare e Hampel. Por fim, comparamos esses

métodos de estimações robustos com o método de estimação por mı́nimos quadrados

ordinários.

Palavras-chave: Estat́ıstica robusta, m-estimadores, ponto de ruptura, função de

influencia.

iv



Abstract

In this work, approach robust statistical applied to the stock market to understand

the robust estimation process in a data set that have outliers. We consider data

concerning the shares of Ambev and Bradesco related with the Ibovespa index and use

the robust estimation methods made by the models m-estimator Huber, m-estimator

Tukey bisquare and m-estimator Hampel. Finally, we compare these methods of robust

estimation with the method of estimation by ordinary least squares.

Keywords: Robust statistical, m-estimator, breakdown point, influence function.
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5.1 Gráficos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

5.1.1 AMBEV S/A ON . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

5.1.2 BRADESCO PN N1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

5.1.3 Considerações Finais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

A Programação no Software R 30

Referências Bibliográficas 37



Introdução

Esta relatório final versa sobre o estudo de estat́ısticas robustas em modelos de

regressão linear. Ummodelo é considerado robusto quando ele não é senśıvel a pequenas

alterações de suas hipóteses.

Os métodos robustos sugiram na década de 60, com o objetivo de suavizar a in-

fluência de valores extremos (outliers) no processo de estimação de parâmetros. De-

vido a grandes dificuldades nos cálculos de estimação desses parâmetros por meio dos

métodos robustos, esses métodos foram deixados de lado. Porém, em meados dos anos

80, os métodos robustos voltam a ter ênfase nos estudos estat́ısticos, pois os trabalhosos

cálculos matemáticos passam a ser resolvidos com a ajuda dos computadores.

Contudo, os métodos de estimação robusta ainda não são oferecidos em cursos de

graduação em estat́ıstica, talvez isso ocorra por causa das dificuldades inerentes da

teoria para esse ńıvel de estudo.

No Caṕıtulo 1, é apresentado o objetivo geral e também os objetivos espećıficos

deste relatório final.

No Caṕıtulo 2 é mostrado o desenvolvimento da literatura estat́ıstica para modelos

de regressão linear, no qual apresentamos os passos que levaram o surgimento do con-
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Introdução 2

ceito de estimação robusta.

No Caṕıtulo 3 apresentamos conceitos preliminares para estimação de parâmetros

para o modelo de regressão linear simples. Apresentamos o conceito de regressão ro-

busta e as definições de robustez qualitativa, função de influência e ponto de ruptura.

No Caṕıtulo 4 definimos o que é um M-Estimador. Dentre um conjunto de M-

Estimadores, nos restringimos as definições dos M-Estimadores de Huber, Tukey bis-

quare e Hampel, que são resistentes a pequenas alterações das hipóteses gaussianas em

um modelo de regressão linear simples . Em cada um desses métodos, apresentamos

suas funções ρ, ϕ e w.

A aplicação da metodologia apresentada nesse relatório é vista no Caṕıtulo 5 no

qual estudamos o modelo de regressão linear robusto em ações da AMBEV S/A ON e

do BRADESCO PN N1.

No Apêndice, apresentamos um teorema e alguns resultados que foram utilizados no

decorrer deste relatório final, bem como a programação utilizada no software estat́ıstico

R.



1
Objetivos

Neste caṕıtulo apresentamos o objetivo geral e os objetivos espećıficos desta

proposta de projeto. Os objetivos, aqui apresentados, servirão de norte para o desen-

volvimento do projeto final.

1.1 Objetivo Geral

Apresentar motivações para o uso de métodos robustos de estimação para mode-

los de regressão e mostrar exemplos que possibilitem uma melhor compreensão desses

estimadores robustos.

Também deseja-se apresentar algumas relações que existem entre métodos robustos

de estimação com o método de estimação por mı́nimos quadrados.

4



1.2. Objetivo Espećıficos 5

1.2 Objetivo Espećıficos

Comparar os modelos de regressão robusto com os de regressão linear clássico

através de exemplos aplicados em conjuntos de dados que possam representar de ma-

neira convenientemente aos interesses desse estudo. Observar quais são as implicações

que os outliers produzem nesses estimadores robustos e nos estimadores de mı́nimos

quadrados.

Queremos observar as implicações dos outliers em conjunto de dados relacionados

a algumas ações da bolsa de valores.

Além do mais, buscamos entender a importância dos conceitos relativos a curva de

influencia e robustez qualitativa e quantitativa para os estimadores apresentados neste

trabalho.



2
Revisão da Literatura

Neste caṕıtulo, descrevemos resumo histórico do surgimento dos estimadores

de mı́nimos quadrados, na literatura estat́ıstica, para estimação de parâmetros num

modelo de regressão linear. Descrevemos também os passos que levaram ao surgimento

da estimação robusta para esses modelos lineares.

2.1 Literatura

Neste trabalho estudaremos estimadores robustos, porém, recorremos a história

para narrar os acontecimentos que sucederam até o surgimento dos conceitos inerentes

a estimação robusta.

Em 1809 Gauss [5] assumiu para o modelo de regressão linear, Yi =
∑n

i=1
BjXij+ǫi,

que os erros possuem uma distribuição normal, com média zero e variância σ2 comum.

Em seus estudos no ano de 1821, Gauss [6] mostrou que entre todos os estimadores

6



2.1. Literatura 7

não-viesados de Bj, os obtidos pelo método de mı́nimos quadrados são os que possuem

a menor variância. Em 1912, Markov apresentou uma versão mais trivial desse teorema

de Gauss e seu resultado é hoje conhecido como teorema de Gauss-Markov.

Com o teorema de Gauss-Markov e com as ideias do teorema do Limite Central (a

soma de pequenos erros se aproximam assintoticamente de uma distribuição normal)

fez com que demais autores usasse o método de mı́nimos quadrados para a estimação

dos parâmetros Bj em modelos de regressão linear.

Alguns anos mais tarde, em 1960, Tukey [16] chama a atenção ao expor que a

presença de outliers ocorrem com uma frequência considerável em distribuições de

dados e faz a seguinte pergunta: ”O que acontece se a distribuição verdadeira desvia

levemente da distribuição normal assumida?”E essa resposta hoje é conhecida, pois

sabe-se que a presença de um único outlier é capaz de influenciar uma estimativa feita

pela média aritmética.

Baseado no trabalho de Tukey [16], Huber [9] apresenta, em 1964, uma forma de

estimação dos parâmetros Bjnos quais os outliers passam a exercer pouca influencia no

modelo estat́ıstico assumido. Esse método de estimação é conhecida como estimação

robusta.

Este trabalho de Huber [9] pode ser considerado como o ińıcio da busca por esti-

madores robustos sob o ponto de vista formal, no qual Huber [9] apresenta uma classe

de estimadores denotada por M-estimadores.

Hampel [7], apresenta em 1968, classificações de estimadores robustos de acordo

com os aspectos:

1. qualitativo: uma pequena pertubação deve causar pequenos efeitos;

2. ruptura: qual grande deve ser uma pertubação para que o modelo entre em

colapso;

3. função de influência: sensibilidade do estimador a pertubações muito pequenas.

No decorrer dos anos, vários autores estudaram os M-estimadores de Huber e

também apresentarem outras classes de estimadores robustos. E com o aux́ılio da
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tecnologia computacional, os estimadores robustos passaram a ser utilizados em re-

soluções de problemas nas diversas áreas do conhecimento. Contudo, ainda existe um

longo caminho para a implementação de vários métodos de estimação robustos nos

softwares estat́ısticos como SAS e R.



3
Preliminares

Neste caṕıtulo, apresentamos as definições de modelo de regressão linear e de

regressão linear simples. Depois, apresentamos o método de estimação por mı́nimos

quadrados para o modelo de regressão linear simples. E encerramos esse caṕıtulo com

as definições de robustez qualitativa, função de influência e ponto de ruptura, que fazem

parte do conceito de regressão robusta.

3.1 Modelo de Regressão Linear

Em uma análise de regressão, busca-se encontrar uma relação entre duas ou mais

variáveis, no qual uma variável pode ser explicada em função de outra(s).

Definição 3.1. Seja X um vetor de variáveis explicativas e Y uma variável resposta

em função de X. Então a relação entre essas variáveis é dada por:

9



3.2. Método de Mı́nimos Quadrados 10

Y = f(X).

3.1.1 Modelo de Regressão Linear Simples

Um modelo de regressão linear, onde existe apenas uma variável explicativa X, é

denominado simples se pode ser escrito da seguinte forma:

Yi = β0 + β1Xi + ǫi (3.1)

em que Yi é o valor da variável resposta no i-ésimo termo, β0 e β1 são os parâmetros do

modelo, Xi é a variável explicativa conhecida (constante) do modelo no i-ésimo termo,

ǫi é o erro aleatório gerado pelo modelo, no qual E(ǫi) = 0 e σ2(ǫi) = σ2 e a covariância

entre ǫi e ǫj é zero para todo i 6= j e i = 1, . . . , n.

Nesse modelo, assumiremos que os erros ǫi são independentes entre si e possuem

uma variância constante σ2.

Em diversas ocasiões os parâmetros populacionais β0 e β1 são desconhecidos e im-

posśıveis serem encontrados com exatidão devido a gradeza de certas populações. Con-

tudo, podemos estimar esses parâmetros através de respectivas amostras da população

em estudo. Assim, apresentamos a seguir o método de estimação por mı́nimos quadra-

dos.

3.2 Método de Ḿınimos Quadrados

SejaX a variável explicativa associada a variável resposta Y , denotamos por (X, Y )

essas observações em que (X1, Y1) representa a primeira delas no nosso conjunto de da-

dos, (X2, Y2) a segunda e (Xi, Yi) a i-ésima observação, onde i = 1, . . . , n.

Assim, o método de estimação por mı́nimos quadrados (MMQ), em um modelo

de regressão linear simples, consiste em encontrar estimadores b0 e b1 para β0 e β1,

respectivamente, em um conjunto de observações de tamanho n, que minimizam a
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seguinte função Q:

Q =
n∑

i=1

(Yi − β0 − β1Xi)
2 . (3.2)

Note que:
∂Q

∂β0

= −2
n∑

i=1

(Yi − β0 − β1Xi)

e
∂Q

∂β1

= −2
n∑

i=1

Xi (Yi − β0 − β1Xi) .

Portanto, ao igualar essas derivadas parciais a zero, e usando b0 e b1 para repre-

sentar, respectivamente, um valor particular de β0 e β1 que minimiza Q, obtemos o

seguinte sistema de equações:





−2
∑n

i=1
(Yi − β0 − β1Xi) = 0,

−2
∑n

i=1
Xi (Yi − β0 − β1Xi) = 0.

Resolvendo esse sistema, temos que:

b0 = Y − b1X

e

b1 =

∑n

i=1

(
Xi −X

) (
Yi − Y

)
∑n

i=1

(
Xi −X

)2 .

Observe que estamos apresentando o MMQ e a seguir enunciamos o Teorema de

Gauss-Markov que explica o motivo desse método ser tão utilizado em processos de

estimação.

Teorema 3.1. Sob as hipóteses do modelo de regressão linear simples apresentado na

equação (3.1) e sem especificar uma distribuição de probabilidade para os erros. Temos

que os estimadores de mı́nimos quadrados, b0 e b1, dos parâmetros β0 e β1, respecti-

vamente, são não-viesados e possuem a menor variância entre todos os estimadores

lineares não-viesados.

3.3 Regressão Robusta

Para os modelos de regressão linear, Huber [9] buscou estimadores que sofrem pouca

influência por valores extremos (outliers), hoje conhecidos por estimadores robustos.
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Hampel [7] classifica os estimadores robustos de acordo com os aspectos:

• qualitativo: uma pequena pertubação deve ter pequenos efeitos;

• romptura: quão grande deve ser uma pertubação antes que o modelo entre em

colapso;

• infinitesimal (função de influência): efeito que cada observação causa individual-

mente no estimador.

3.3.1 Robustez Qualitativa

A primeira definição matemática de robustez foi formulada por Hampel [7]. Ele

considerava que uma pequena mudança na distribuição por de trás dos dados deve

causar somente uma pequena alteração no desempenho de um procedimento estat́ıstico.

Seu conceito de robustez de uma função estat́ıstica é baseado na continuidade em

uma vizinhança de uma distribuição de probabilidade considerada.

Definição 3.2. Dizemos que uma sequência de estat́ısticas {Tn} é robusta qualitativa-

mente para uma distribuição de probabilidade F, se dado ǫ > 0, existe um δ > 0 e um

n0 ∈ Z∗
n, tal que ∀ Q ∈ F e n ≥ n0,

dp (F,Q) < δ ⇒ dp [LF (Tn) , LQ (Tn)] < ǫ,

em que LF (Tn) e LQ (Tn) denotam a distribuição de probabilidade de (Tn) sob F e Q,

respectivamente.

Contudo, essa definição de robustez é somente qualitativa, isto é, ela apenas relata

se um estimador é ou não robusto, porém não consegue medir o ńıvel de robustez.

Como queremos verificar se determinado estimador é mais robusto do que outro, então

é necessário usar alguma medida quantitativa de robustez. No nosso caso, usamos

os conceitos de função de influência e ponto de ruptura para medir a robustez de

determinados estimadores.
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3.3.2 Função de Influência

A função de influência é uma medida de robustez, definida por Hampel [8], que

mede o efeito de pertubações infinitesimais no estimador.

Definição 3.3. Seja β̂ um estimador de β baseado nos dados completos e β̂0 um estima-

dor baseado nos dados após a retirada dos outliers. Então, β̂− β̂0 é denominada curva

de sensibilidade de β̂. A função de influência é uma versão assintótica da curva de

sensibilidade. Assim, para uma pequena fração ǫ de contaminação de outliers idênticos,

a função de influência é dado por

IF
β̂
(x0, F ) = lim

ǫ→0+

β̂∞ [(1− ǫ)F + ǫδx0]− β̂∞ (F )

ǫ
,

em que x0 é o outlier, δx0 é um ponto de massa próximo de x0, e β̂∞ (F ) é o valor

assintótico do estimador de F.

A função de influência mostra-nos o quanto um outlier influencia na estimativa feita.

Para o caso de estimadores robustos, queremos garantir que a função de influencia não

vá para o infinito quando x seja grande.

3.3.3 Ponto de Ruptura

Ponto de ruptura foi introduzido por Donoho e Huber [3] e atualmente é uma

caracteŕıstica quantitativa de robustez bastante conhecida.

O ponto de ruptura mede, em proporção, a maior quantidade de contaminações que

os dados podem conter antes de o estimador falhar.

Definição 3.4. Seja uma amostra aleatória Zn = {(xi, yi) : i = 1, 2, . . . , n} e o esti-

mador β̂ = T (Zn). Então o ponto de ruptura do estimador T para a amostra Zn é

definido por:

ǫ∗ (T, Zn) =
m∗ (Zn)

n
,

em que m∗ (Zn) é o menor inteiro m, para qual
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sup
Zm

‖T (Zm)− T (Zn)‖ = ∞,

ou seja, a menor parte das observações que, substitúıdos por valores arbitrários, pode

levar T para o infinito.

A fim de uma melhor compreensão didática, faremos uma exemplificação para a

média aritmética.

Para média, temos que T (Zn) = Zn = 1

n

n∑

i=1

Zi. Note que ǫ∗
(
Zn, Zn

)
= 1

n
e

consequentemente lim
n→∞

ǫ∗
(
Zn, Zn

)
= 0, para qualquer amostra inicial de Zn.



4
Metodologia

Neste caṕıtulo, apresentamos a definição de um M-Estimador. E dentre um con-

junto deM-Estimadores, nos restringimos aosM-Estimadores de Huber, Tukey bisquare

e Hampel, que são resistentes a pequenas alterações das hipóteses gaussianas em um

modelo de regressão linear simples . Em cada um desses métodos, apresentamos suas

funções ρ, ϕ e w.

Aqui, também definimos o conceito de função redescending e explicamos qual sua

importância no processo de estimação num modelo de regressão linear robusto com

outliers nas caudas.

15



4.1. M-Estimadores 16

4.1 M-Estimadores

Definição 4.1. Seja X1, ..., Xn amostra aleatória com distribuição comum F e seja o

estimador T = Tn(X1, ..., Xn). T é chamado de M-estimador quando:

n∑

i=1

ρ(xi − T ) := min, (4.1)

em que ρ é uma função não constante.

Diferenciando a expressão em (4.1) em relação a T , temos que

n∑

i=1

ϕ (xi − T ) = 0. (4.2)

Podemos escrever a equação (4.2) como

n∑

i=1

wi (xi − T ) = 0, (4.3)

com

wi =
ϕ (xi − T )

xi − T
, (4.4)

note que temos uma representação formal de T como uma média ponderada, ou seja,

T =

∑n

i=1
wixi∑n

i=1
wi

, (4.5)

com o peso dependendo somente da amostra.

Pela definição (4.1), temos que:

• Se ρ(t) = t2, então T =
∑

n

i=1
xi

n
;

• Se ρ(t) = |t|, então T = med(X1, ..., X2);

• Se ρ(t) = − log f(t), onde f é função densidade de FT , então T é estimador de

máxima verossimilhança.
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Dentre os estimadores pertencentes a classe do M-estimadores, apresentamos a se-

guir M-estimadores que são resistentes a pequenas alterações (violações) das hipóteses

gaussianas em um modelo de regressão linear simples. Estes estimadores, resistentes

as essas violações, são chamados de robustos.

4.2 M-Estimador de Huber

Um escolha bastante popular para ρ é a função de Huber proposta por ele em 1994.

Para esta função, temos

ρ (xi − T ) =





1

2
(xi − T )2 , para |xi − T | ≤ k,

k |xi − T | − 1

2
k2, para |xi − T | > k.

(4.6)

E sua função ϕ é

ϕ (xi − T ) =





(xi − T ) , se |xi − T | ≤ k,

k sign (xi − T ) , se |xi − T | > k,
(4.7)

em que sign (x) retorna os valores −1, 0 e 1 para x negativo, zero e positivo, respecti-

vamente.

A sua função peso correspondente é

wi (xi − T ) =





1, para |xi − T | ≤ k,

k
|xi−T |

, para |xi − T | > 0,
(4.8)

no qual k é chamado de constante de ajustamento. Pequenos valores de k produzem

mais resistência a outliers, contudo trás consigo uma perda de eficiência sobre a distri-

buição normal. Temos para k = 1, 345 uma eficiência de 95% no modelo Gaussiano e

também proteção contra alguns outliers que possam estar presentes na amostra.

Observemos os gráficos das funções citadas.

As estimativas de Huber são robustas quando os valores at́ıpicos têm baixa alavan-

cagem, ou seja, não são discrepantes na direção do eixo x. Para obter estimativas que

são robustos contra qualquer tipo de outliers, a função bisquare proposto por Tukey, ou

a proposta por Hampel, pode ser prefeŕıvel, elas são chamadas de funções redescending.
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4.3 M-Estimador de Tukey bisquare

As funções redescending, pertencentes aos M-estimadores, são as ϕ que são não

decrescentes próximas da origem, mas tendem 0 quando tende ao infinito. Isso implica

que para x grande, a sua respectiva função ρ cresce mas lentamente que a ρ (4.6) de

Huber.

Uma escolha popular para ρ e ϕ, que é uma função redescending, são as funções de

Tukey bisquare. Os cálculos para essas funções são similares aos feitos anteriormente

para o M-Estimador de Huber. Esse estimador é especialmente resistente a observações

nos extremos das caudas, pois ρ é limitada e para esta função, temos que

ρB (xi − T ) =





k2

6

{
1−

[
1−

(
xi−T

k

)2]3
}
, para |xi − T | ≤ k,

k2

6
, para |xi − T | > k.

(4.9)

E sua função ϕ é

ϕB (xi − T ) =





(xi − T )
[
1−

(
xi−T

k

)2]2
, se |xi − T | ≤ k,

0 , se |xi − T | > k.
(4.10)

A sua função peso correspondente é

wBi (xi − T ) =





[
1−

(
xi−T

k

)2]2
, para |xi − T | ≤ k,

0, para |xi − T | > 0,
(4.11)
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e para k = 4, 685, temos uma eficiência de 95% no modelo Gaussiano e ponto de

ruptura de 0, 5.

Observemos os gráficos das funções citadas.
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4.4 M-Estimador de Hampel

Hampel [8] definiu uma função redescending que protege o ajuste de maneira mais

intensa contra observações que estão bem distantes do conjunto de dados. Para sua

função, temos que

ρHp (xi − T ) =





1

2
(xi − T )2 , para |xi − T | ≤ a,

a |xi − T | − 1

2
a2 , para a < |xi − T | ≤ b,

a
[
c |xi − T | − 1

2
(xi − T )2

]

c− b
−

7

6
a2, para b < |xi − T | ≤ c,

a (b+ c− a) , para |xi − T | > c.

(4.12)

E sua função ϕ é

ϕHp (xi − T ) =





(xi − T ) , para |xi − T | ≤ a,

a sign (xi − T ) , para a < |xi − T | ≤ b,

a sign (xi − T ) (c− |xi − T |)

c− b
, para b < |xi − T | ≤ c,

0 , para |xi − T | > c.

(4.13)
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E finalmente, a sua função peso correspondente é

wHp (xi − T ) =





1 , para |xi − T | ≤ a,
a

|xi − T |
, para a < |xi − T | ≤ b,

a (c− |xi − T |)

|xi − T | (c− b)
, para b < |xi − T | ≤ c,

0 , para |xi − T | > c,

(4.14)

e afim de obter uma melhor eficiência para esse estimador, os valores indicados para as

constantes são a=1,5, b=3,5 e c=8,5. Assim, temos 95% de eficiência sobre o modelo

Gaussiano e ponto de ruptura de 0, 5.

Observemos os gráficos das funções citadas.
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5
Resultados

Neste Caṕıtulo, apresentamos gráficos de ações da AMBEV S/A ON e do BRA-

DESCO PN N1 que são negociadas na Bolsa de Valores Bovespa e relacionamos a

variação dos preços dessas ações de um dia para o outro, referentes aos preços indi-

cados no momento do fechamento da bolsa, com a variação do ı́ndice IBOVESPA,

também de um dia para o outro e referente ao seu valor no horário de fechamento.

O ı́ndice IBOVESPA é um indicador do desempenho médio das cotações das ações

de maior negociabilidade e representatividade na Bolsa de Valores de São Paulo e o

seu resultado é referente a uma carteira teórica de ativos.

Os resultados obtidos nesse trabalho foram gerados com o aux́ılio do software es-

tat́ıstico R versão 3.1.3. Usamos os pacotes MASS e robust.

21
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5.1 Gráficos

Os gráficos a seguir, nos auxiliam a termos uma melhor compreensão sobre a

importância dos ”outliers”, num determinado conjunto de dados, durante o processo

de estimação dos parâmetros para um modelo linear. Em cada gráfico, apresentamos

as retas geradas pelos processos de estimação vistos nos caṕıtulos 3 e 4, aplicados em

valores de ações pertencentes a BOVESPA.

5.1.1 AMBEV S/A ON

A série histórica da ação da Ambev com o ı́ndice Ibovespa é referente ao peŕıodo

de 05 de Janeiro de 2000 até 27 de Março de 2015.
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(b) Gráfico de Normalidade

Figura 5.1: Gráficos de Distribuição dos Dados

Primeiramente, observa-se a existência de outliers no gráfico 5.1(a) e no gráfico

5.1(b) que a distribuição dos reśıduos se afastam da normal. Portanto, devido a esses

fatores, as hipóteses de normalidades não são todas satisfeitas e assim não podemos

aplicar o teorema de Gaus-Markov para estimar os parâmetros do modelo através do

processo MMQ. Faremos algumas comparações entre o método de estimação por MMQ
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e alguns métodos robustos.

Assim, iniciamos as comparações a partir de dois gráficos, o primeiro 5.2(a) é re-

ferente a toda a série histórica contendo 3769 observações, o segundo 5.2(b) é refente

aos valores em torno do outlier que ocorreu no dia 02-08-2007.

O motivo deste outlier foi devido ao fato que em 29 de junho de 2007, em Assembleia

Geral Extraordinária, foi aprovado grupamento das ações em que se divide o capital

social da Companhia, na proporção de 100 ações, então existentes, para 1 ação do

capital após o grupamento, sem modificação do montante do capital social. A partir

de 2 de agosto de 2007, as ações da Companhia, já grupadas, passaram a ser negociadas

em cotação unitária e não mais em lote de 1.000 ações.
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Figura 5.2: Gráfico de Regressão

Note que este outlier é um caso isolado, mas possui um significado importante den-

tro do contexto. Assim, não podemos desconsiderá-lo durante o processo de estimação

e portanto nosso processo deve ser robusto, pois o peso dado a ele deve ser pequeno.

Quando consideramos toda a série histórica, os métodos acima são bem semelhantes.

Perceba que, mesmo o método de estimação por mı́nimos quadrados não sendo robusto,

ele se aproximou bastante dos demais métodos robustos aqui apresentados. Isso ocorre

porque o conjunto de dados possui 3769 observações e entre eles uma quantidade muito

pequena de outliers, que não conseguem influenciar significativamente a estimação no

modelo por MMQ e nem o de Huber, conforme pode ser observado nos gráficos 5.3(a)
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e 5.3(b) da distância de Cook.
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Figura 5.3: Gráfico da Distância de Cook para as 3769 Observações

Porém, quando selecionamos uma amostra contendo 31 observações, no qual o

outlier de 02-08-2007 também faz parte dessas observações e as demais estão ao seu

redor, percebemos que ele sozinho foi capaz de interferir no processo de estimação

por MMQ, conforme mostra o gráfico 5.4(a) da distância de Cook, mas os demais

métodos robustos suavizam a interferência desse outlier no processo de estimação dos

parâmetros e para o caso do modelo de Huber é posśıvel visualizar essa baixa inter-

ferência no gráfico 5.4(b). Também podemos notar no gráfico 5.2(b) a diferença entre

o método não robusto por MMQ e os métodos robustos de Huber, Tukey bisquare e

Hampel.

A diferença entre as estimativas para os dados da Ambev é apresentado na tabela

(5.1.1). Note que para a situação no qual temos 31 observações e existe 1 (um) outlier

entre elas, a estimativa b0 feita por MMQ é aproximadamente 21 vezes maior do que as

demais estimativas b0’s feitas pelos demais métodos e que o valor de b1 produzido por

MMQ é aproximadamente 3 vezes maior do que as demais estimativas b1’s produzidas

pelos demais métodos.
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(b) Modelo Robusto de Huber

Figura 5.4: Gráfico da Distância de Cook para as 31 Observações

Tabela 5.1: Estimativas Para a Reta de Regressão Linear

Estimativas dos Modelos de Regressão Linear dos Dados da Ambev

3769 Observações 31 Observações

MQO Huber TukeyBs Hampel MQO Huber TukeyBs Hampel

b0 0.0266 -0.0399 -0.0133 -0.0191 -21.5443 -0.9154 -1.0397 -1.0886

b1 0.0037 0.0010 0.0002 0.0003 0.0174 0.0057 0.0040 0.0060

5.1.2 BRADESCO PN N1

A série histórica das ações do Bradesco relacionadas com o ı́ndice Ibovespa é

referente ao peŕıodo de 02 de Janeiro de 2008 até 27 de Março de 2015.

Primeiramente, observa-se a existência de outliers no gráfico 5.5(a) e no gráfico

5.5(b) e que a distribuição dos reśıduos se afasta da normal. Assim, fazemos uma

comparação entre o método de estimação por MMQ e métodos robustos com o objetivo

de averiguar a existência de diferenças nos resultados.

Iniciamos as comparações com dois gráficos, o primeiro 5.6(a) é referente a toda a

série histórica contendo 1727 observações, o segundo 5.6(b) é refente aos valores em

torno do outlier que ocorreu no dia 07-04-2008. Esse outlier ocorreu pelo fato de que

em 07-04-2008, para celebrar o centenário da imigração japonesa no Brasil, o Bradesco
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preparou uma série de ações de comunicação que ressaltam os v́ınculos estabelecidos

entre os japoneses, o páıs e a histórica parceria entre o banco e a comunidade nipo-

brasileira, solidificada no decorrer dos anos.
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Figura 5.5: Gráficos de Distribuição dos Dados
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Figura 5.6: Gráfico de Regressão

Sabemos que esse outlier possui um significado importante dentro do contexto e

também não podemos desconsiderá-lo durante o processo de estimação e portanto nosso

processo deve ser robusto, pois não podemos dar tanto peso a ele, principalmente por

se tratar de um caso isolado.
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Quando consideramos toda a série histórica, os métodos são bem semelhantes.

Nota-se que, mesmo o método de estimação por mı́nimos quadrados não sendo robusto,

suas estimativas são próximas das outras geradas pelos métodos robustos aqui apresen-

tados. Podemos observar no gráfico 5.7 da distância de Cook, que os

outliers possuem pouco influência na estimação por MQO e também pouca influência

no processo de estimação robusto de Huber.
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Figura 5.7: Gráfico da Distância de Cook para as 1727 Observações

Essa justificativa se é similar à explicada anteriormente na seção 5.1.1.

Quando selecionamos uma amostra contento 31 observações, no qual o outlier de

07-04-2008 também faz parte dessas observações e as demais estão ao seu redor, per-

cebemos que apenas este outlier foi capaz de interferir no processo de estimação por

mı́nimos quadrados, como pode-se observar no gráfico 5.8, mas os demais métodos ro-

bustos suavizam a sua interferência no processo de estimação dos parâmetros. Também

pode-se notar no gráfico 5.6(b) a diferença entre o método não robusto de estimação

MMQ e os métodos robustos de Huber, Tukey bisquare e Hampel.

As diferenças entre as estimativas para o dados do Bradesco é apresentado na tabela

5.1.2.

Podemos observar na tabela 5.1.2, no caso para 31 observações, que o valor da

estimativa b0 estimada por MQO é aproximadamente 7 vezes maior do que os demais

b0, estimados por Huber, Tukey bisquare e Hampel, e que a estimativa de b1, no caso
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MMQ, é 0.0002 maior que as outras estimativas b1, que possuem o mesmo valor.
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Figura 5.8: Gráfico da Distância de Cook para as 31 Observações

Tabela 5.2: Estimativas Para a Reta de Regressão Linear

Estimativas dos Modelos de Regressão Linear dos Dados do Bradesco

3769 Observações 31 Observações

MQO Huber TukeyBs Hampel MQO Huber TukeyBs Hampel

b0 0.0129 -0.0069 -0.0066 -0.0103 0.7036 0.1254 0.0899 0.0773

b1 0.0007 0.0007 0.0007 0.0007 0.0012 0.0010 0.0010 0.0010

5.1.3 Considerações Finais

Observa-se tanto nos dados referentes as ações AMBEV S/A ON, quanto nos refe-

rentes as ações BRADESCO PN N1, que as análises de regressão feitas num conjunto

restrito de dados, vizinhos a um outlier, produz resultados diferentes para as estima-

tivas (b0 e b1) feitas pela regressão feita por MMQ e as outras feitas pelos métodos

robustos propostos por Huber, Tukey e Hampel.

Assim, percebemos a importância de considerar os métodos de regressão linear

robustos em conjuntos de dados que possuem outliers. Como os métodos robustos não

são tão influenciados por uma determinada quantidade de valores at́ıpicos, isso faz com
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que os investimentos baseados nas retas de regressão linear robusta sejam considerados

conservadores, pois os investidores não são influenciados a realizar compra ou venda

de ações quando ocorrem valores at́ıpicos (extremos) no seu preço.

Contudo, por que simplesmente não exclúımos os outliers? Porque neste caso de

ações do IBOVESPA, temos um enorme banco de dados que é atualizado diariamente

e precisamos de um método de estimação automatizado e que saiba lidar de maneira

eficiente com a presença desses valores at́ıpicos, pois fica inviável analisar, caso a caso,

cada outliers que surge no banco de dados.

A realização desse trabalho completou uma lacuna existente sobre os conhecimentos

referentes à estimação robusta, pois esse conteúdo não foi ofertado durante o curso de

graduação por ser considerado complexo. Geralmente a parte de estimação robusta é

estudada em cursos de pós-graduação, mas acredito ser posśıvel ofertar uma disciplina

introdutória desse conteúdo a ńıvel de graduação.

Durante o estudo, nota-se que diversos métodos de análise robusta ainda não foram

implantados no software R e portanto, para próximos trabalhos, pode-se tentar imple-

mentar nesse software métodos robustos que ainda não fazem parte de seus pacotes.
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Programação no Software R

##############################################

Dados do Yahoo Finanças - Banco de Dados Ambev

##############################################

ambv <- read.csv("c:/Pasta/ABEV3SA.csv",sep=",",dec=".",header=TRUE)

ibo <- read.csv("c:/Pasta/ibovespa.csv",sep=",",dec=".",header=TRUE)

ibo <- ibo[1:3903,]

##############################################

Colocar a Variável Data no Formato de Data

##############################################

Sys.setlocale(’LC_TIME’,’English’)

ambv$Date=as.Date(ambv$Date,’%Y-%m-%d’)

30
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ibo$Date=as.Date(ibo$Date,’%Y-%m-%d’)

##############################################

Diferenca dos Preços na Variável Close

##############################################

#Ambev

d1 <- ambv$Close

d2 <- d1[2:3903]

dif <- d2-d1[1:3902]

difClose <- c(dif,NA)

difClose

ambvA <- cbind(ambv,difClose)

#Ibovespa

c1 <- ibo$Close

c2 <- c(c1[2:3903],0)

dif <- c2[1:3902]-c1[1:3902]

difClose <- c(dif,NA)

difClose

iboA <- cbind(ibo,difClose)

##############################################

Grafico de Série Temporal Para os Dados

Considerar a Variável "close"

##############################################

plot(ambvA$difClose~ambvA$Date, cex=0.01, col="blue", type="l")



32

plot(iboA$difClose~iboA$Date, cex=0.01, col="blue", type="l")

##############################################

Juntar Banco de Dados

##############################################

Jamb<-merge(iboA, ambvA, by="Date")

##############################################

Gráfico de Ibo x Ambv e Boxplot

##############################################

plot(Jamb$difClose.y~Jamb$difClose.x, cex=0.4, col="blue",

main=list("Índice Ibovespa x Aç~ao da Ambev", cex=0.8),

xlab="Ibovespa", ylab="Ambev")

text(3000,700,"3769 Observaç~oes",cex=0.8)

legend(-5000,700,c("MQO ","Huber ","Tukey Bs ",

"Hampel "), col=c(1,"red","orange","green"),

lty=c(1,1,1,1),cex=0.5)

boxplot(Jamb$difClose.y,cex=0.7,outcol="blue")

##############################################

Modelos

##############################################

require(MASS)

require(robust)

model <-lm(Jamb$difClose.y~Jamb$difClose.x)
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model2<-rlm(Jamb$difClose.y~Jamb$difClose.x) ##Huber

model3<-rlm(Jamb$difClose.y~Jamb$difClose.x,psi=psi.bisquare) ##Tukey

model4<-rlm(Jamb$difClose.y~Jamb$difClose.x,psi=psi.hampel)

abline(model)

abline(model2, col="red")

abline(model3, col="orange")

abline(model4, col="green")

coef(model)

coef(model2)

coef(model3)

coef(model4)

##############################################

Modelos Com Dados Próximos ao Outlier

##############################################

MambvA <- ambvA[1962:1992,]

plot(MambvA$difClose~MambvA$Date, cex=0.01, col="blue")

Mamb <-merge(iboA, MambvA, by="Date")

plot(Mamb$difClose.y~Mamb$difClose.x, cex=0.6, col="blue",

main=list("Índice Ibovespa x Aç~ao da Ambev", cex=0.8),

xlab="Ibovespa", ylab="Ambev")

text(1500,-300,"31 Observaç~oes",cex=0.8)

legend(-2000,-300,c("MQO ","Huber ","Tukey Bs ",

"Hampel "),col=c(1,"red","orange","green"),

lty=c(1,1,1,1),cex=0.5)

modl <-lm(Mamb$difClose.y~Mamb$difClose.x) #Mı́nimos Qudrados#



34

modl2<-rlm(Mamb$difClose.y~Mamb$difClose.x) #Huber#

modl3<-rlm(Mamb$difClose.y~Mamb$difClose.x,psi=psi.bisquare) #Tukey#

modl4<-rlm(Mamb$difClose.y~Mamb$difClose.x,psi=psi.hampel)

abline(modl)

abline(modl2, col="red")

abline(modl3, col="orange")

abline(modl4, col="green")

coef(modl)

coef(modl2)

coef(modl3)

coef(modl6)

MQO=c(coef(model))

Huber=c(coef(model2))

TukeyBs=c(coef(model3))

Hampel=c(coef(model4))

E=data.frame(MQO,Huber,TukeyBs,Hampel)

xtable(E, digits=4)

MQO1=c(coef(modl))

Huber2=c(coef(modl2))

TukeyBs3=c(coef(modl3))

Hampel4=c(coef(modl4))

F=data.frame(MQO1,Huber2,TukeyBs3,Hampel4)

xtable(F, digits=4)

G=data.frame(MQO,Huber,TukeyBs,Hampel,MQO1,Huber2,TukeyBs3,Hampel4)

xtable(G, digits=4)

plot(model,sub="",col="blue",cex=0.4)
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plot(model2,sub="",col="blue",cex=0.4)

plot(modl,sub="",col="blue",cex=0.6)

plot(modl2,sub="",col="blue",cex=0.6)

##############################################

Funçoes $\rho$, $\varphi$ e w

Huber, Tukey bisquare e Hampel

##############################################

par(mfrow=c(1,3))

erro=seq(-6,6,0.01)

#####Huber####################################

k=1.345

rho=(abs(erro)<=k)*erro^2/2+(abs(erro)>k)*(k*abs(erro)-k^2/2)

plot(erro,rho,type="l",xlab = "xi-T")

psi=(abs(erro)<=k)*erro+(abs(erro)>k)*sign(erro)*k

plot(erro,psi,type="l",xlab = "xi-T")

w=(abs(erro)<=k)+(abs(erro)>k)*k/abs(erro)

plot(erro,w,type="l",xlab = "xi-T")

#####Tukey####################################

kt=4.685

a=1-(erro/kt)^2

b=1-a^3

c=kt^2/6

rho=(abs(erro)<=kt)*b*c+(abs(erro)>kt)*kt^2/6

plot(erro,rho,type="l")

psi=(abs(erro)<=kt)*erro*a^2+(abs(erro)>kt)*0

w=(abs(erro)<=kt)*a^2+(abs(erro)>kt)*0
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plot(erro,psi,type="l")

plot(erro,w,type="l")

#####Hampel###################################

a=1.5

b=3.5

c=8.5

d=a*(c*abs(erro)-(erro^2)/2)/(c-b)

e=(7*a^2)/6

rho=(abs(erro)<=a)*(erro^2)/2+(abs(erro)>a)*(abs(erro)<=b)*(a*abs(erro)-

(a^2)/2)+(abs(erro)>b)*(abs(erro)<=c)*(d-e)+(abs(erro)>c)*a*(b+c-a)

plot(erro,rho,type="l")

psi=(abs(erro)<=a)*erro+(abs(erro)>a)*(abs(erro)<=b)*a*sign(erro)+

(abs(erro)>b)*(abs(erro)<=c)*a*sign(erro)*

(c-abs(erro))/(c-b)+(abs(erro)>c)*0

w=(abs(erro)<=a)*1+(abs(erro)>a)*(abs(erro)<=b)*a/abs(erro)+(abs(erro)>b)*

(abs(erro)<=c)*a*(c-abs(erro))/(abs(erro)*(c-b))+(abs(erro)>c)*0

plot(erro,psi,type="l")

plot(erro,w,type="l")

##############################################

Observaç~ao

##############################################

Para os dados do Bradesco, a programaç~ao segue de maneira análoga.
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